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POPIS OZNAKA

A Matrica sustava jednadzbi

/TKnm Vektor dijagonale panela

Ap  Povrsina aeroprofila se jediniénom duljinom tetive

b Vektor sustava jednadzbi

§i (t;) i-ta Bézierova krivulja (krivulja vodilja i-tog segmenta)
EKnm Vektor dijagonale panela

by Maksimalni dopusteni raspon krila

CR Duljina tetive u korijenu krila

C,»  Duljina tetive na kraju drugog segmenta

c3,  Duljina tetive na kraju tre¢eg segmenta

cs»  Duljina tetive na kraju Cetvrtog segmenta

CT Duljina tetive na vrhu krila

c;(t;) Distribucija duljine tetive na i-tom segmentu

Cti Koeficijent otpora trenja k-te ploce na i-tom segmentu
cir ~ Koeficijent lokalnog uzgona na mjestu k-te ploce na i-tom segmentu
Ca Duljina srednje aerodinamicke tetive

cL, Koeficijent uzgona letjelice

Cp Koeficijent otpora letjelice

M Koeficijent momenta propinjanja oko centra mase letjelice
(e stal Maksimalni koeficijent uzgona aeroprofila

(1 Jstan Minimalni koeficijent uzgona aeroprofila

D Otpor letjelice

D, Inducirani otpor letjelice

Dg Parazitni otpor letjelice

Dy, Inducirani otpor kojeg stvara k-ta potkova

Dgj  Parazitni otpor kojeg stvara k-ta ploCe na i-tom segmentu
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ﬁR jk  Silakoju stvara jedna noseca nit
F(x;) Funkcija cilja

f Maksimalna udaljenost srednje linije od tetive aeroprofila sa jedinicnom duljinom
tetive

Ik k-ta funkcija ograni¢enja nejednakosti

Hj, ~ Hesseova matrica

h; Jj-ta funkcija ogranicenja jednakosti

Hy Duljina produzetka trupa, predvidenog za montazu motora
Hg Duljina trupa

Hy  Visina vertikalnog djela wingleta (vertikalnog stabilizatora)
h.(x) Funkcija srednje linije aeroprofila sa tetivom jedini¢ne duljine
f_tg (%) Funkcija gornjake aeroprofila sa tetivom jedini¢ne duljine
hq(X) Funkcija donjake aeroprofila sa tetivom jedini¢ne duljine
ki,  Nagib distribucije duljine tetive na poc¢etku prvog segmenta
ki,  Nagib distribucije duljine tetive na kraju prvog segmenta
kS,  Nagib distribucije duljine tetive na kraju drugog segmenta
kS,  Nagib distribucije duljine tetive na kraju treCeg segmenta
ki,  Nagib distribucije duljine tetive na kraju Cetvrtog segmenta
ki,  Nagib distribucije duljine tetive na kraju petog segmenta
k%,  Nagib distribucije uvijanja na kraju drugog segmenta

k%,  Nagib distribucije uvijanja na kraju tre¢eg segmenta

ki,  Nagib distribucije uvijanja na kraju ¢etvrtog segmenta

k&,  Nagib distribucije uvijanja na kraju petog segmenta

K5, ...,Kjy  Koeficijenti distribucije duljine tetive na i-tom segmentu
K5, ...,K$  Koeficijenti distribucije uvijanja na i-tom segmentu

—

Z)Xi Parametarski zapis jedne od tri ne transformirane krivulje aeroprofila (L¢;, Z’éi, Z’él-)
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La;

{

pjk

~

Parametarski zapis jedne od tri djelomi¢no transformirane krivulje aeroprofila
(Lei» Lgir Lai)

Parametarski zapis jedne od tri potpuno transformirane krivulje aeroprofila
(Leis Lgis Lai)
Vektor koji leZi na nose¢oj vrtloznoj niti

Parametarski zadana krivulja vrtloZne niti

Uzgon letjelice

Uzgon kojeg stvara jedna noseca nit

Veli¢ina koja uzima u obzir debljinu aeroprofila pri prora¢unu parazitnog otpora
Duljina jedne od krivulje aeroprofila sa jedini¢nom duljinom tetive (I, Tg, L)
Duljina ravnog djela krivulje vodilje (krivulje vodilje tre¢eg segmenta)

Donja granica i-te projektne varijable

Moment propinjanja oko centra mase letjelice

Moment propinjanja oko centra mase letjelice, uzrokovan uzgonom

Moment propinjanja oko centra mase letjelice, uzrokovan induciranim otporom
Moment propinjanja oko centra mase letjelice, uzrokovan parazitnim otporom
Moment propinjanja oko centra mase letjelice, uzrokovan uzgonom jedne nosece niti

Moment propinjanja oko centra mase letjelice, uzrokovan induciranim otporom k-te
potkove

Moment propinjanja oko centra mase letjelice, uzrokovan parazitnim otporom k-te
ploce

Machov broj

Masa letjelice itereta

Masa prazne letjelice

Masa tereta

Vektor normale u kontrolnoj tocki

Vektor normale u sredini spojnice koja povezuje dvije beskonacne vrtlozne niti u
Trefftzovoj ravnini

VI
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"
PAi

PTL

L
Pgj
R
Pgji

P Knm

Minimalni broj panela duz raspona
Broj panela na i-tom segmentu
x, y ili z komponenta Bézierove krivulje (krivulje vodilje) i-tog segmenta

x, y ili z komponenta k-te kontrolne toc¢ke Bézierove krivulje (krivulje vodilje) i-tog
segmenta

x, y ili z komponenta parametarski zadane jedne od tri ne transformirane krivulje

aeroprofila (P, Pg;, Pg;)

x, y ili z komponenta parametarski zadane jedne od tri djelomi¢no transformirane

krivulje aeroprofila (P;, Pg;, Pg;)

x, y ili z komponenta parametarski zadane jedne od tri potpuno transformirane krivulje
aeroprofila (P;, Pg;, Pq;)

x, y ili z komponenta parametarski zadane plohe i-tog segmenta

x, y ili z komponenta krivulje maksimalne debljine aeroprofila

x, y ili z koordinata teziSta povrSina aeroprofila sa jedinicnom duljinom tetive
x, y ili z komponenta krivulje koja spaja teziSta povrSina aeroprofila

x, y ili z koordinata centra mase tereta

x, y ili z koordinata centra mase letjelice

x, y ili z komponenta jedne od tri plohe dobivene ekstrudiranjem jedne od tri krivulje
aeroprofila (P;, Pg;, Py;)

Komponenta matrice sa koordinatama svih prednjih lijevih vrhova panela
Komponenta matrice sa koordinatama svih prednjih desnih vrhova panela
Komponenta matrice sa koordinatama svih straznjih desnih vrhova panela
Komponenta matrice sa koordinatama svih straznjih lijevih vrhova panela
Komponenta matrice mreze

Komponenta matrice sa koordinatama svih lijevih tocaka nosece linije
Komponenta matrice sa koordinatama svih desnih tocaka nosece linije

Komponenta matrice sa koordinatama svih kontrolnih to¢aka
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Prnm Komponenta matrice sa koordinatama svih tocaka na sredini nosecih niti

Pﬁ'i Komponenta matrice sa koordinatama sredine spojnica koje spajaju slobodne vrtlozne

niti u Trefftzovoj ravnini
Preq Snaga potrebna za let
P Broj panela duz tetive
Q Broj panela duz raspona
R,  Matrica transformacije aeroprofila oko x-osi
R,  Matrica transformacije aeroprofila oko y-osi

7 Vektor koji spaja diferencijal krivulje vrtloZne niti sa toc¢kom u kojoj se racuna
inducirana brzina

7 Parametar za namjesStanje zakrivljenosti izlaznog brida prvog i drugog segmenta
T3 Parametar za namjestanje zakrivljenosti Cetvrtog segmenta

Rt Veli¢ina koja uzima u obzir debljinu aeroprofila pri prora¢unu parazitnog otpora
Rpir  Velicina koja uzima u obzir strijelu krila pri proracunu parazitnog otpora

Re;;, Reynoldsov broj k-te ploce na i-tom segmentu

Sci Parametarski zadana srednja ploha krila

Srer  Referentna povrSina

Swik  Oplakivana povrsina k-te ploce na i-tom segmentu

S Parametar jedne od tri krivulje aeroprofila

t; Parametar krivulje vodilje i-tog segmenta

ty, Vrijednost parametra krivulje vodilje kojim se definira diskretizacija duz raspona
t Maksimalna debljina aeroprofila sa jedinicnom duljinom tetive

ub;  Gornja granica i te projektne varijanble

BXVN' Brzina koju inducira ravna kona¢na vrtlozna nit u tocki Py
BBVN " Brzina koju inducira ravna beskonaéna vrtlozna nit u tocki Py
Uy Brzina koju inducira tockasti vrtlog u tocki Pr u Trefftzovoj ravnini

Ut Brzina koju inducira prstenasti vrtlog u tocki Pr
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vi Brzina koju inducira potkovicasti vrtlog u toc¢ki Pr

( Vknmjk Brzina koju inducira jedan vrtlozni prsten na desnom krilu, u kontrolnoj tocki
( Uknm jk Brzina koju inducira jedan vrtloZni prsten na lijevom krilu, u kontrolnoj tocki
(vKnmk Brzina koju inducira jedan potkovicasta nit na desnom krilu, u kontrolnoj tocki
(vKnm Brzina koju inducira jedan potkovicasta nit na lijevom krilu, u kontrolnoj tocki

(kav)

(kav)

Uknm
5
Urjk

Umk

Voo

_
WKknm

—

WMk

—

Weo

w

(Zopt),
(xOpt)l-

Brzina koju inducira jedan tockasti vrtlog u na strani desnog krila, u sredini

spojnice

Brzina koju inducira jedan tockasti vrtlog u na strani lijevog krila, u sredini

spojnice
Ukupna inducirana brzina u kontrolnoj tocki

Ukupna inducirana brzina u sredini nosece niti

Ukupna inducirana brzina u sredini spojnice koja spaja beskonacne vrtlozne niti u
Trefftzovoj ravnini

Brzina leta
Magnituda brzine leta

Ukupna inducirana brzina u kontrolnoj tocki, projicirana na pravac normale u
kontrolnoj tocki

Ukupna inducirana brzina u sredini spojnice koja spaja beskonacne vrtlozne niti u
Trefftzovoj ravnini, projicirana na pravac normale na spojnicu

Brzina leta projicirana na pravac normale u kontrolnoj tocki
Pola Sirine trupa

Optimalna vrijednost bezdimenzijske projektne varijable

Optimalna vrijednost projektne varijable

(Xstac); Stacionarna vrijednost projektne varijable

X
X

Xoi

Projektna varijabla
Bezdimenzijska projektna varijabla

Apsolutna vrijednost pocetne projektne varijable
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Yk
As

Ag;

Gi(t)

Ji

dLi
Ori
6;(t:)

Amik

Pz

Pk

Mjesto najvece debljine aeroprofila sa jedini¢nom tetivom
Mjesto najvece udaljenosti srednje linije acroprofila od tetive sa jedini¢nom tetivom
Distribucija uvijanja na i-tom segmentu

Kut uvijanja na kraju drugog segmenta

Kut uvijanja na kraju tre¢eg segmenta

Kut uvijanja na kraju Cetvrtog segmenta

Kut uvijanja na kraju petog segmenta

Napadni kut letjelice

Napadni kut nultog uzgona letjelice

Napadni kut nultog momenta letjelice

Vektor nepoznanica sustava jednadzbi (vektor cirkulacija)
Cirkulacija vrtlozne niti

Cirkulacija vrtloZne niti, svedena na brzinu leta

Prirast parametra s

Duljina krivulje vodilje projicirane na y, z ravninu, izmedu dvije to¢ke proracunske
mreze

Duljina krivulje vodilje i-tog segmenta, projicirane na y, z ravninu, u ovisnosti o
parametru krivulje vodilje

Duljina krivulje vodilje i-tog segmenta, projicirane na y, z ravninu

Duljina krivulje vodilje, projicirane na y, z ravninu, mjereno do pocetka i-tog segmenta
Duljina krivulje vodilje, projicirane na y, z ravninu, mjereno do kraja i-tog segmenta
Distribucija dihedrala na i-tom segmentu

Kut izmedu krivulje najvece debljine aeroprofilai y, z ravnine na mjestu k-te ploce i-

tog segmenta

Parametar stabilnosti/upravljivosti
Kinematicka viskoznost zraka na visini leta
Gustoca zraka na visini leta

Gustoca letjelice/konstrukcije

Xl
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Xx22 Parametar za namjesStanje Sirine drugog segmenta

Xy22 Parametar za namjeStanje strijele

Xz22 Parametar za namjesStanje dihedrala
Xxs1 Parametar za namjeStanje oblika donjeg djela wingleta
Xz5  Parametar za namjeStanje oblika donjeg djela wingleta

Xxs  Parametar za namjeStanje oblika gornjeg djela wingleta

Funkecija utjecaja ravne konacne vrtlozne niti

Funkcija utjecaja ravne beskonacne vrtlozne niti

OV  Funkcija utjecaja tockaste vrtlozne niti

QR Funkcija utjecaja prstenaste vrtlozne niti

QF  Funkcija utjecaja potkoviaste vrtlozne niti

(6‘16[ kv) RL Funkcija utjecaja tockastih vrtloga na strani lijevog i desnog krila, u tocki Plafi

(ﬁﬁnm f")RL Funkecija utjecaja prstenastih vrtloznih niti na lijevom i desnom krilu , u tocki |

P Knm

((_I)Enm )RL Funkecija utjecaja potkovicastih vrtloznih niti na lijevom i desnom krilu , u

tOéki, PKn

Xl
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SAZETAK

U ovom projektu, cilj je optimizirati geometriju te parametre leta lete¢eg krila u rezimu
krstarenja, pomoc¢u ve¢ postojecih algoritama za pronalazenje minimuma multi varijabilne
funkcije, koji su dostupni unutar programskog jezika Python. U proces optimizacije spada:
matematiCko modeliranje geometrije koja ¢e se optimizirati, postavljanje 1 validacija
aerodinamickog modela pomocu kojeg se raCunaju aerodinamicka svojstva geometrije leteceg
krila te postavljanje funkcije cilja koju je potrebno minimizirati, skupa sa pripadajuc¢im
ograni¢enjima. Ukratko ¢e biti objasSnjen Python kod pomocu kojeg se obavlja optimizacija te

¢e biti prikazani rezultati optimizacije na konkretnom primjeru ulaznih varijabli.

Kljucne rijeci: optimizacija, letece krilo, geometrija, aerodinamicki model.
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SUMMARY

The objective of this project is to optimize the geometry as well as flight parameters of a flying
wing in cruising regime, by means of already existing algorithms for finding the minima of
multivariable functions, that are available in the programming language Python. The
optimization process includes: mathematical modeling of the geometry that will be subject to
optimization, setup and validation of the aerodynamic model that will be used to calculate
aerodynamic properties of the flying wing geometry and setup of the objective function that is
required to be minimized, together with corresponding constraints. A brief explanation of the
Python code used for optimization will be given and results of the optimization for particular
entry parameters will be shown.

Key words: optimization, flying wing, geometry, acrodynamic model.
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1. UVOD

Cilj ovog projekta je prikazati proces optimizacije oblika, na primjeru lete¢eg krila. Potrebno
je oblik lete¢eg krila oblikovati na nacin da snaga potrebna za let bude Sto niza u rezimu
krstarenja a da isti ima odredena svojstva koja su vezana za: ostvarivost leta, stabilnost letjelice
te ostale zahtjeve kao $to su npr.. mogucénost smjeStaja motora, upravljackih povrsina itd..
Opcenito, optimizacija lete¢eg krila obuhvac¢a simultanu optimizaciju aerodinamike (tu osim
samog oblika krila spada i oblik upravljackih povrsina) te konstrukcije letjelice. Uz to je bitno
kontrolirati dinamiku te stabilnost letjelice. Ovdje ¢e se uzeti u obzir samo aerodinamika (ne
uzimaju se u obzir upravljacke povrSine poSto se razmatra iskljuc¢ivo rezim krstarenja) te
uzduzna stabilnost letjelice koja je ujedno i nuzna kako bi let uopce bio ostvariv. Konstrukcija
1 dinamika letjelice ¢e se indirektno uzeti u obzir na nacin da se uvedu odredene restrikcije na
geometriju krila.

Kako bi se taj zadatak uspjesSno proveo, potrebno je poznavati klju¢ne elemente optimizacije.
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2. UKRATKO O OPTIMIZACIJI

Optimizacija je proces variranja varijabli s ciljem svodenja neke veli¢ine na minimum ili
maksimum. Varijable mogu biti: skalari, oblici 1 topologije pa se s obzirom na varijable
optimizacije dijele na tri glavne kategorije:

e optimizacija skalara (dimenzijska optimizacija)
e optimizacija oblika i

e topoloSka optimizacija.
Svaka od tih kategorija dijeli se na:

e optimizaciju bez ograni¢enja

e optimizaciju sa ogranicenjima.

Posto je cilj ovog rada optimizacija oblika lete¢eg krila, podrobnije ¢e se objasniti optimizacija
oblika.

2.1. Optimizacija oblika

Ukoliko imamo optimizaciju oblika bez ogranicenja, onda se taj problem svodi na pronalazak
stacionarnog oblika nekog objekta tj. oblika ¢ija varijacija ne rezultira promjenom iznosa nekog
funkcionala koji predstavlja neku veli¢inu koju Zzelimo minimizirati/maksimizirati a koja je pak
ovisna o obliku objekta u vidu. Ukoliko se vrijednost funkcionala povecéa bilo kakvim malim
kona¢nim odstupanjem od stacionarnog oblika, onda se u op¢enitom slucaju govori o lokalnom
minimumu funkcionala tj. o obliku za koji funkcional poprima minimalnu lokalnu vrijednost.
U suprotnom, govori se o lokalnom maksimumu funkcionala tj. o obliku za koji funkcional
poprima maksimalnu lokalnu vrijednost. Moguca je treca situacija gdje za neka odstupanja,
vrijednost funkcionala poraste a za neka padne te se takav slucaj ne smatra optimumom.

Ako je u pitanju optimizacija oblika sa ograni¢enjima, onda se trazi oblik koji
minimizira/maksimizira funkcional a da pri tome zadovoljava odredene jednadzbe koje
predstavljaju ograni¢enja. Oblik koji to zadovoljava ne mora nuzno biti stacionarni oblik $to je
klju¢na razlika u odnosu na optimizaciju bez ogranicenja.

Egzaktna optimizacija oblika je matematicki vrlo zahtjevna te se svodi u op¢em slucaju na
rjeSavanje sustava nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Osim egzaktnog rjeSavanja
problema optimizacije oblika, moguce je isti problem aproksimativno svesti na problem
optimizacije skalara. Problem optimizacije skalara je jednostavniji te se u opéem slucaju svodi

na rjeSavanje sustava nelinearnih algebarskih jednadzbi.
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2.2. Optimizacija skalara

Problem optimizacije skalara ili dimenzijske optimizacije, moze se definirati identi¢no kao i
optimizacija oblika s tom razlikom da se umjesto rijeCi funkcional, koristi rije¢ funkcija
(skalarna funkcija) a umjesto rijeci oblik, rije¢ to¢ka (u domeni skalarne funkcije).

Ako razmatramo slucaj optimizacije bez ograni¢enja onda se problem svodi na traZenje
stacionarne tocke. Ukoliko oznac¢imo skalarnu funkciju koju Zelimo minimizirati/maksimizirati
sa F' a nezavisne varijable funkcije sa x; (indeks i se krec¢e od 1 do n, pri c¢emu n predstavlja
broj nezavisnih varijabli funkcije F), onda ¢e uvjet za pronalazenje stacionarne toc¢ke ((Xstqc)i)
u indeksnoj notaciji glasiti:

aF((xstac)i) -0
ox; - (2.1)

Jednadzba 2.1 predstavlja sustav od n nelinearnih algebarskih jednadzbi te pronalaskom
rjeSenja tih jednadzbi, dobivamo stacionarne tocke. Ukoliko je cilj funkciju F minimizirati,
potrebno je od dobivenih stacionarnih tocaka, pronaci one koje tu funkciju minimiziraju. Uvjet
koji te tocke moraju zadovoljavati glasi:

] aF((xstac)i)

i aXiaxj Sj = Sl'Hl'ij >0

(2.2)

pri Cemu s; odnosno s;, predstavljaju vektor malih pomaka u bilo kojem smjeru u domeni
funkcije F dok je H;; tzv. Hesseova matrica. Uvjet 2.2 nalaZe da matrica H;; mora biti pozitivno

definitna tj. sve svojstvene vrijednosti iste matrice moraju biti nenegativne. Ukoliko su neke
svojstvene vrijednosti jednake nuli, potrebno je provesti dodatne testove [1.]. Ako je cilj pronaci

maksimum, onda vrijedi suprotno tj. matrica H;; mora biti negativno definitna.

U slucaju optimizacije sa ograni¢enjima, problem pronalaZzenja minimuma/maksimuma, svodi

se na cCetiri uvjeta:

F ((xopt)i) = min(F(x;)) (2.3)
By ((xopt),) = 0 (2.4)

i ((opt),) 2 0 2.5)

Ib; < (xopt)i < ub; (2.6)
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gdje je:

F — funkcija koju Zelimo minimizirati/maksimizirati,
x; — nezavisne varijable funkcije,

(xopt)l, — optimalna tocka,

h; — funkcije koje predstavljaju uvijete jednakosti (j = 1, ..., m, gdje je m broj uvjeta
jednakosti),

gi — funkcije koje predstavljaju uvijete nejednakosti (k = 1, ..., [, gdje je / broj uvjeta
nejednakosti),

lb; — donja granica intervala u kojem se i-ta koordinata moze kretati i
ub; — gornja granica intervala u kojem se i-ta koordinata moze kretati.

Iako se uvjet (2.3) odnosi na minimizaciju funkcije, moguce je maksmizaciju funkcije svesti na
problem minimizacije na nacin da se jednostavno funkcija koja se Zeli maksimizirati, pomnozi
sa-1tj.:

max(F) = min (—F) (2.7)

Od sada pa nadalje, funkcija F', nazivat ¢e se funkcija cilja a varijable x;, projektne varijable.

2.3. Svodenje optimizacije oblika na problem optimizacije skalara

Svaka optimizacija oblika, svedena na optimizaciju skalara, u opéem se slucaju sastoji od Cetiri
glavna djela:

e priprema geometrije

e dovodenje veli¢ine koja se Zeli optimizirati, u vezu sa geometrijom

e postavljanje i rjeSavanje sustava od (2.3) do (2.6)

e eventualna korekcija ogranicenja ili geometrije te ponovno rjeSavanje sustava od (2.3)
do (2.6) sa novim ograni¢enjima i novom geometrijom

Priprema geometrije se sastoji od modeliranja geometrije objekta koji se Zeli optimizirati,
pomocu krivulja ili ploha koje mijenjaju svoj oblik promjenom odredenih parametara (skalara)
koji se optimiziraju. Tako se mogu za krivulje koristiti npr. Bézierove krivulje dok za plohe,
Bézierove plohe. Ovdje je bitno da dobivena geometrija ima dovoljnu fleksibilnost (broj
stupnjeva slobode) kako bi se moglo ¢im blize pribliziti onom pravom obliku koji minimizira
funkcional.
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Dovodenje velicine koja se zeli optimizirati, u vezu sa geometrijom, se obi¢no sastoji od
formuliranja nekog modela koji moZe opisivati fizikalne ili neke druge procese.

Postavljanje 1 rjeSavanje sustava od (2.3) do (2.6) sastoji se od definiranja funkcije cilja
(veli¢ine koju Zelimo optimizirati) te ograniCenja (postavljanje funkcija h; i g te intervala
dopustivih vrijednosti projektnih varijabli) koja opisuju dodatne zahtjeve koje konacan objekt

mora zadovoljavati.

Ukoliko nismo iz nekog razloga zadovoljni rjeSenjem sustava od (2.3) do (2.6), potrebno je
promijeniti ogranicenja koja su postavljena te ponovno rijesiti sustav od (2.3) do (2.6). Moguce
je 1 da geometriju treba promijeniti ukoliko fleksibilnost geometrije nije zadovoljavajuca.

Upravo taj proces, biti ¢e prikazan u nastavku na primjeru optimizacije lete¢eg krila.
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3. GEOMETRIJA
3.1. Opis geometrije

Kao s$to je ve¢ navedeno u prijaSnjem poglavlju, potrebno je preddefinirati geometriju koja ¢e
biti podvrgnuta optimizaciji.

Ideja je iskoristiti relativno jednostavnu geometriju leteceg krila. Naime, geometrija lete¢eg
krila, moze se u potpunosti definirati pomocu krivulje vodilje te neke konture koja se ,,krece*
po krivulji vodilji, pri tome mijenjajuci: svoju veli¢inu, oblik te polozaj u odnosu na krivulju
vodilju. Takva se geometrija dobiva jednostavno vektorskim zbrajanjem krivulje vodilje 1
konture (krivulja vodilja te kontura su zadane kao parametarske krivulje).

W on(h)=0
a2(t2) Y
—‘ / | — o 3(ts)
T -
g 19 > S2 .—*j::
O
LA S 1.
1 IA
: (-
/ Ba(t2)
Bi(h) Xy22
v X !
! !
. !
| |
z |
5 b/2=y49=Y=.9
i Bs(ts) ———3J 3
i p 1
- i —B.s(fs) IB.‘“‘) —“:>/ ;2
L
D \ _
| S | y
| T.E.

Slika 3.1 Shematski prikaz geometrije leteceg krila (x, y i y, z ravnina)
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Bs(ts)

Hw

L

Xx52

w A

Slika 3.2 Shematski prikaz geometrije leteéeg krila (winglet)

Na slikama 3.1 1 3.2, prikazan je shematski prikaz geometrije (kao i parametri koji je definiraju)
koja ¢e se koristiti. Geometrija se sastoji od 5 segmenata (sekcija) koje se nakraju spajaju na
nacin da se na mjestu spajanja segmenata zadovolji C1 kontinuitet. Svaki segment se sastoji se
od jedne Bézierove krivulje drugog reda (krivulja vodilja) postavljene na izlazni brid (T.E.)
pomocu koje se kontrolira: strijela, dihedral i wingleti. Bilo je moguce odabrati Bézierovu
krivulju viSeg reda za segment (ili jednu za cijelo krilo) no radi: jednostavnosti krivulja drugog
reda, dovoljne fleksibilnosti te kontrolabilnosti tako definirane krivulje vodilje, odabrane su
krivulje drugog reda. Nedostatak takvog odabira jest da je potrebno svaki segment posebno
analizirati te je potrebno osigurati da je C1 kontinuitet za svaki segment zadovoljen. Duz
krivulje vodilje, postavljaju (ekstrudiraju) se konture aeroprofila te se pri tome mijenja duljina
tetive 1 uvijanje. U opcenitom slucaju, moguce je postaviti da se sam aeroprofil mijenja duz
krivulje no ovdje ¢e biti postavljen samo jedan aeroprofil i to MH 60 koji je predviden za
primjenu kod letjelica bez repa [2.]. Naravno, moguce je simultano optimizirati i oblik konture
koja se navodi duz krivulje vodilje no za takvu optimizaciju, potrebni su puno sloZeniji
aerodinamicki modeli. Vazno je jo$ uvesti distinkciju izmedu parametara koji se uzimaju kao
projektne varijable i parametara koji se namjestaju prije optimizacije po potrebi tj. parametri
koji se ne mijenjaju tokom optimizacije. Tako su za slucaj lete¢eg krila u ovom radu, parametri:
Hg, Hy, W 1 cg nepromjenljivi jer definiraju ,,trup* tj. dio krila unutar kojeg je smjestena oprema
1 koristan teret. Osim navedenih parametara, postoji jo$ jedan parametar koji se ne vidi na slici
3.1 a koji takoder definira oblik trupa te ¢e se spomenuti u nastavku.
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3.2. Krivulja vodilja

i-ta Bézierova krivulja n-tog reda u nekom spline-u, moze se zapisati kao:

n

P(t;) = Z Poc ()t —t)m* , o<t <1 3.1
k=0

gdje je:

P; — x, y ili z koordinata krivulje (x;, y; ili z;),

P;; — x, y ili z koordinata k-te kontrolne tocke krivulje,

t; — parametar krivulje i

n — red krivulje.

Za slucaj leteceg krila koje se ovdje razraduje, vrijedi: i = 1, ..., 5.

Zan=2,izraz (3.1) prelazi u:

Pi(t) = Ppo(1 —t)? + 2P t;(1 —t) + Pt , 0<t; <1 (3.2)

Korisno je odrediti izraze za koordinate kada je t; jednak nuli ili jedinici. Za t; = 0 odnosno
t; = 1, izraz (3.2) glasi:

P;(0) =Py , P(1) =Py, (3.3)

Takoder ¢e biti korisno poznavati izraze za derivacije krivulje za t; = 01t; = 1, pa se tako
deriviranjem jednadzbe (3.2) po t; te naknadnim uvrsStavanjem t; = 0 odnosno t; = 1,
dobivaju trazeni izrazi koji glase:

dp; dp,

d—ti ti:O:—ZPi0+2Pi1 ) d_tl ti=1=—2Pi1+2Pi2 (34)

Iz slike 3.3, vidi se da je derivacija Bézierove krivulje drugog reda za t; = 0 jednaka dvostrukoj
razlici koordinate druge i prve kontrolne tocke dok je za t; = 1, derivacija iste krivulje jednaka
dvostrukoj razlici koordinate tre¢e 1 druge kontrolne tocke. Ta cCinjenica je korisna pri
definiranju projektnih varijabli.
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(Xiv, yin,zn)

(Xio ,Yio ,» Zio) /
/ (Xi2, Yiz, Z i2)

(xi(ti), yi(ti), z(ti))

Slika 3.3 Bézierova krivulja drugog reda sa pripadajuéim kontrolnim to¢kama

Sljede¢i je korak postaviti Bézierove krivulje na nacin da zadovoljavaju rubne uvjete

segmenata.

Za prvi segment, iz slike 3.1, vidi se da prva Bézierova krivulja (§1 (t1)) mora zadovoljavati
sljedece uvjete:

B, (0) = (Hg+Hr, 0,0) (3.5)
B, (1) = (Hg, W, 0) (3.6)

Osim navedenih uvjeta, potrebno je definirati jo§ jedan uvjet. Radi sprjeCavanja deformacije

trupa prilikom optimizacije, vektor tangente krivulje §1 (t,) zat; = 1, mora biti paralelan sa y-
osi pa Ce treci uvjet glasiti:
dB,

at, le, =1 = 021.0) G-1

pri Cemu je r; razlika y koordinata trece 1 druge kontrolne tocke (vidi sliku 3.1).

Ta tri uvjeta rezultiraju pojavom sustava od tri linearne jednadzbe sa tri nepoznanice (za svaku
koordinatu) ¢ijim se rjeSavanjem dobivaju veze izmedu koordinata kontrolnih tocaka i
navedenih parametrima. Ti sustavi glase:

za x koordinate kontrolnih to¢aka:

1 0 01[*w0 Hg + Hp
0 0 1||*11]|= Hg (3.8)
0 —1 11[X%12 0

9
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za y koordinate kontrolnih tocaka:

1 0 01V 0
0 0 1|{yul=|W (3.9
0 —1 1112 6]

za z koordinate kontrolnih to¢aka:
1 0 0][%10 0
0O 0 1(|Z211]=]0 (3.10)
0 —1 111z12 0

Za krivulju drugog segmenta, potrebno je zadovoljiti C1 kontinuitet sa krivuljom prvog te je
potrebno tre¢u kontrolnu to¢ku postaviti na odgovaraju¢e mjesto (vidi sliku 3.1). Ti uvjeti u
matematickom obliku glase:

B,(0) = B, (1) 3.11)
4B, | _ 4B | (3.12)
dtz tz =0 dtl tl =1
B, (1) = (Hp + Xuzo W + Xy22) X22) (3.13)

dok korespondentni sustav jednadzbi glasi:

za x koordinate kontrolnih to¢aka:

1 0 0][*20 X12
-1 1 O0ffX21|=]"%11 + X12 (3.14)
0 0 1Jlx22 Hg + Xx22
za y koordinate kontrolnih toc¢aka:
1 0 01[Y20 Y12
—1 1 0||Ya1|=|"Y11t V12 (3.15)
0 0 11y W+ Xy22
za z koordinate kontrolnih to¢aka:
10
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Z70
1 1 O Z71| =
Z72

Kako bi se osigurao smjestaj upravljackih povrsina, krivulja vodilja tre¢eg segmenta e biti

Z12
—Z11 + Z12

Xz22

(3.16)

Bézierova krivulja ¢ije kontrolne tocke leze na jednom pravcu. Razlog zasto se bira Bézierova
krivulja umjesto pravca jest radi poopcenja te ¢injenice da Bézierova krivulja prirodno daje
jedan dodatni stupanj slobode geometriji.

Najprije je potrebno zadovoljiti CO kontinuitet izmedu krivulje tre¢eg 1 drugog segmenta pa ce
taj uvjet glasiti:

B53(0) = B,(1) (3.17)

Kako bi se iskoristio taj dodatni stupanj slobode, umjesto C1 kontinuiteta izmedu krivulje
drugog 1 treéeg segmenta, zadovoljit ¢e se G1 kontinuitet tj. tangencijalni vektori odnosnih
krivulja u istoj tocki, moraju biti kolinearni pa ¢e u tom slucaju drugi rubni uvjet za krivulju

§3 (t3) glasiti:

dB,

- -1 -
dB, dB,
) = - = = 3.18
dt3 t3 = 0 2(l 7”3)( dtz |t2 == 1‘) dtz |t2 = 1 ( )

gdje je / duljina krivulje tre¢eg segmenta a r3; udaljenost izmedu treée i druge toCke krivulje
(vidi sliku 3.1). Time se moze druga kontrolna tocka micati po krivulji. Taj dodatni stupanj
postaje tek koristan kada se na krivulju tre¢eg segmenta poveze krivulja ¢etvrtog segmenta C1
kontinuitetom.

Posljednji uvjet kaze da tre¢a kontrolna tocka mora lezati na pravcu definiranim vektorom

( Zfzz t,=1 ) Zfzz b =1 na udaljenosti / od spoja izmedu krivulje drugog i tre¢eg segmenta:
dB, 4B
= — 3.19
Bo(1) = Bz<1)+l(|dz | 2—1|> dt, |tz=1 (3.19)
Radi kraceg zapisa, uvodi se supstitucija:
dB 4B
— - 3.20
< dtz |t2 = 1‘) dtz |t =1 (xt'ytlzt) ( )

Sustavi kojim se dobivaju kontrolne tocke krivulje treCeg segmenta glase:
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za x koordinate kontrolnih to¢aka:

1 0 0][*30 X22
-1 1 0f[x31| =[xl —13) (3.21)
0 0 1/lxs X22 + Ix;

za y koordinate kontrolnih toc¢aka:
1 0 0][Y30 Y22
—1 1 0f|Ys1| = [yl —13) (3.22)
0 0 1llys Y22 + Ly

za z koordinate kontrolnih to¢aka:
1 0 0][%30 Z22
-1 1 0]|z31]| = |2l —13) (3.23)
0 0 1llzs2 Zyy + 1z,

Krivulja vodilja cetvrtog segmenta mora zadovoljiti C1 kontinuitet sa krivuljom treceg
segmenta:

B,(0) = B5(1) (3.24)

dB, _ dB,

= 3.25
dt4 t4 =0 dt3 t3 =1 ( )

Posto se stabilnost letjelice oko z osi ne kontrolira direktno, potrebno je imati geometriju koja
¢e to osigurati. Konkretno, potrebno je imati neku vrstu vertikalnog stabilizatora a to ¢e se
posti¢i uvodenjem wingleta. Kako bi se osiguralo postojanje wingleta, potrebno je osigurati da
krivulja vodilja wingleta lezi u ravnini paralelnoj sa x, z ravninom. To se ne¢e mo¢i posti¢i sa
krivuljom Cetvrtog segmenta (radi zadovoljenja C1 kontinuiteta sa krivuljom treceg segmenta)
no potrebno je pripremiti potrebne uvjete kako bi se navedeni uvjet mogao postici sa sljede¢om
krivuljom (krivuljom petog segmenta). Potreban uvjet je da tangencijalni vektor na kraju
krivulje Cetvrtog segmenta, lezi u ravnini koja je paralelna sa x, z ravninom. Taj uvjet u
matematiCckom obliku glasi:

dB,

T, = 1= s 0,225) (3.26)
4

pri Cemu je interpretacija parametara y,sq1 Y,51 analogna parametru 7y te se mogu vidjeti na
slikama 3.1 13.2.
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Postavljanjem zadnjeg uvjeta, dobivaju se sustavi jednadzbi za definiranje krivulje Cetvrtog
segmenta:

za x koordinate kontrolnih to¢aka:

1 0 07[*s0 X32
-1 1 0f|Xa]|=["%X31 T X3 (3.27)
0 -1 111%xs2 Xx51
za y koordinate kontrolnih toc¢aka:
1 0 07[Ys0 V32
-1 1 O0f|Ya1|= I_}’31 + _')’32] (3.28)
0 -1 1l 0
za z koordinate kontrolnih tocaka:
1 0 0][%40 Z32
-1 1 O0||Za1|=|"%31 123 (3.29)
0 -1 111242 Xz51

Peti segment predstavlja krivulju vodilju wingleta. Najprije je potrebno osigurati C1 kontinuitet
sa krivuljom Cetvrtog segmenta:

Bs(0) = B,(1) (3.30)

dBs _dB,

= (3.31)
dts 'ts =0 dt, 't, =1

Tre¢im uvjetom se osigurava da se treca kontrolna tocka krivulje nalazi na predvidenom mjestu
(vidi sliku 3.2):

Bs(1) = (X42 + Xxs2 Va2, Za2 + Hw) (3.32)
gdje x,s, predstavlja pomak gornjeg djela wingleta u smjeru osi x a Hyy predstavlja duljinu (u
smjeru osi z) vertikalnog djela wingleta.

Konacno, sustav za dobivanje kontrolnih tocaka krivulje tre¢eg segmenta glasi:

za x koordinate kontrolnih to¢aka:

1 0 O0][Xs0 X42
-1 1 0f[Xs1|=|"%X41 T X4z (3.33)
0 0 1llxs2 X42 t Xx52
13
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za y koordinate kontrolnih tocaka:

1 0 0][Yso Va2
—1 1 0||Vs1|=|"Ya1t+ Va2 (3.34)
0 0 11LlYs2 Va2
za z koordinate kontrolnih to¢aka:
1 0 O0][%s0 Zy2
-1 1 0f|Zs51]|=|"%41F 242 (3.35)
0 0 1llzs2 Zyy + Hy

Time je u potpunosti definirana krivulja vodilja jednog polovice krila. Kako bi se dobilo cijelo
krilo, potrebno je jednostavno sve y koordinate pomnoziti sa -1.

3.3. Aeroprofil

Kao §to je ve¢ spomenuto, koristit ¢e se aeroprofil MH 60 koji je prilagoden letjelicama bez
repnih povrSina [2.]. Za potrebe analize (a time i optimizacije), potrebno je poznavati krivulju
srednje linije aeroprofila kao i krivulje gornjake i donjake. Ti podaci nisu direktno dostupni u
katalozima aeroprofila ve¢ se aeroprofili zadaju na nacin da se ispiSe nekoliko koordinata
gornjake 1 donjake za aeroprofil ¢ija je tetiva jedini¢ne duljine. Drugi problem jest ¢injenica da
te koordinate nisu poslozene na nacin da za zadanu x koordinatu, postoje korespondentne z
koordinate gornjake odnosno donjake (vidi sliku 3.4) Sto stvara problem pri pronalazenju
srednje linije. Kako bi se rijeSio problem pronalaska srednje linije, namece se ideja da se
pokusaju koordinate gornjake i donjake istovremeno aproksimirati nekom aproksimacijskom
funkcijom (npr. polinom) €iji se parametri dobivaju metodom najmanjih kvadrata. Lako se
moze pokazati da, ukoliko bi imali dostupne funkcije: gornjake, donjake i srednje linije,
istovremena aproksimacija funkcija gornjake 1 donjake je ekvivalentna aproksimaciji funkcije
srednje linije tj. dobili bi se isti koeficijenti aproksimacijske funkcije.

Za aproksimacijsku funkciju, uzet ¢e se polinom petog stupnja (uspostavljeno je metodom
pokusaja pogreske da je polinom petog stupnja dovoljno dobro aproksimira srednju liniju
aerprofila MH 60):

ho(%) = Ksx° + Ko x* + K3%3 + K52 + K% + K, (3.36)
pri ¢emu povlake oznacuju da se radi o aeroprofilu sa tetivom jedinicne (bezdimenzijske)
duljine.

Jednadzba kvadrata u slucaju istovremene aproksimacije donjake i gornjake glasi:
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M N
qc = Z(}_’k — he(x))? + Z Tk — he(%))? (3.37)
k=0

k=M+1

Deriviranjem jednadzbe kvadrata po svim koeficijentima, izjednacavanjem svake derivacije sa
nulom te rjeSavanjem nastalog sustava jednadzbi, dobivaju se koeficijenti aproksimacijske
funkcije (3.36) a time onda i1 konacan oblik srednje linije za MH 60:

h.(x) = 0.515x%° — 1.238x* + 1.154x — 0.585x2 + 0.152% + 0.002 (3.36)

Sto se ti¢e funkcija gornjake odnosno donjake, moguée je dobivene koordinate interpolirati no
zgodnije je aproksimirati posebno donjaku i posebno gornjaku te time dobiti relativno kratke
izraze koji dobro opisuju traZene krivulje. Za aproksimaciju gornjake i donjake, koristit ¢e se
racionalne funkcije gdje su u brojniku i nazivniku polinomi ¢etvrtog stupnja (uspostavljeno je
metodom pokusaja pogreske da je polinom petog stupnja dovoljno dobro aproksimira srednju
liniju aerprofila MH 60):

a,x* + azx3 + ayx% + ax + aq

hy (%) = 3.37
ha/g(0) = g T bu%®  byR? + by% by 37
Jednadzbe kvadrata za gornjaku odnosno donjaku glase:

M

45 = ) G~ F(@)’ (338)
k=0

N

aa= ) Gi—ha(@))’ (3:39)
k=M+1

Provodenjem istih koraka kao i za srednju liniju, dobivaju se funkcije koje opisuju gornjaku
odnosno donjaku:
1.228%* — 2.395x3 + 1.139%2 + 0.028%

h.(x) = 3.40
5 6.865x* — 13.803x3 + 7.312x2 4+ 1.659x + 0.008 (3.40)

_ —14.637x* + 29.848x%3 — 14.916x2 — 0.295%
hq(x) = (3.41)
—47.7%* — 148.7%3 + 166.4%% + 35.951% + 0.083

Na slici 3.4, vidi se kvalitativan prikaz aeroprofila sa tetivom jedini¢ne duljine, skupa sa:
diskretnim brojem koordinata donjake odnosno gornjake, aproksimacijske funkcije,
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maksimalna debljina, maksimalna udaljenost srednje od tetive te polozaji odnosnih ekstrema

dok se na slici 3.5 vidi kvantitativni rezultat aproksimacije tocaka.

(Xgm, Yom)

(Xam+1, Yams1)

. ha(X)

Slika 3.4 Kvalitativni prikaz aeroprofila sa tetivom jedini¢ne duljine

0.4 1 —— MH60
- Aproksimacija srednje linije
0.3 A - = Aproksimacija gornjake
- = Aproksimacija donjake
0.2 1
0.1 -
0.0 - é A———
_0‘1 -
—0.2 -
—0.3 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 3.5 Kvantitativni prikaz aeroprofil sa tetivom jedini¢ne duljine

Na slici je osim aproksimacijskih funkcija, ucrtana i krivulja koja interpolira zadane

koordinate aeroprofila (crvena krivulja).

Branimir Mostarci¢
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Sada kada su funkcije trazenih dijelova aeroprofila poznate, moze se izraCunati maksimalna
debljina aeroprofila kao 1 polozaj iste:

f = max (Eg(f) - i_lg(f)) = hy(%,) — hg(%,) = 0.101 , % = 0.273 (3.42)

Na sli¢an nacin se dolazi do maksimalne udaljenosti srednje linije od krivulje te njenog
polozaja:

f = max (Ec(f)) =he(%) = 0.017 , % = 0.299 (3.43)

Na posljetku je za potrebe aerodinamickog modela, bitno poznavati funkciju srednje linije u
slucaju da se radi o aeroprofilu sa tetivom duljine c¢. Kako bi se doslo do te funkcije, potrebno
je jednadzbu (3.36) raspisati, uzimajuci u obzir da vrijedi:

_ h X
h, = e == (3.44)
c c

pa slijedi:

ho(x) = ¢ (0.515 G)S —1.238 (g)4 +1.154 (;)3 %

~0.585( )2 + 0.152§+ 0.002) (3.45)

3.4. Transformacija aeroprofila

Sada kada je definiran aeroprofil, potrebno ga je navesti na krivulju vodilju kako bi se dobila
ploha krila i srednja ploha koja ¢e biti bitna za proracun. Prije samog postavljanja aeroprofila
na krivulju vodilju, potrebno je konturu aeroprofila (koja se zadaje kao parametarska krivulja)
transformirati. Slika 3.6 prikazuje transformaciju jedne od tri moguce krivulje aeroprofila:

R{(jl) Rx(0i)
~ N — Ty
Z
oW
G|/
XY
IHE:
Slika 3.6 Prikaz transformacije aeroprofila
17
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Transformacija se vr$i na nacin da se jedna od krivulja aeroprofila duljine c;(t;) prvo zarotira
oko y-osi za kut a;(t;) a potom se nova (zarotirana) krivulja jo$ jednom zarotira oko x-osi za
kut 6;(t;) pri ¢emu su:

ci(t;) — duljina tetive na i-tom segmentu,
a;(t;) — kut uvijanja na i-tom segmentu i
0;(t;) — kut dihedrala na i-tom segmentu.

Ta transformacija se postize mnozenjem parametarske krivulje prvo sa matricom rotacije oko
y-osi (R,) a zatim matricom rotacije oko x-0si (Ry).

Parametarska krivulja koja se transformira ima oblik:
Ly = La(s;t) = (xpi(s: ), 0,z35(s5 ) , 0<s<1 (3.46)

gdje toCka zarez oznacuje da je u ovom slucaju parametar krivulje vodilje i-tog segmenta
predstavlja konstantu.

Nakon transformacije oko y-osi, poprima oblik:

Ly = R, L4, (3.47)

a nakon transformacije oko x-osi, dobiva se krivulja koja se zbraja sa krivuljom vodiljom kako
bi se dobila ploha krila:

Ly = R Ly; = RLR, Ly, (3.47)

Matrice R,, odnosno R, glase:

cos(a;(t;)) 0 sin(a;(t;))

R, = 0 1 0 ] (3.48)
—sin(a;(¢;)) 0 cos(a;(t;))
1 0 0

Rx =10 COS(Gl’(tl’)) —sm(el(tl))] (349)
0 sin(0;(t;)) cos(6;(t;))

dok je njihov umnozak jednak:
cos (a;(t) 0 sin (a;(t;))
RyRy =| sin(a;(t;))sin (6;(t;))  cos (6:(t;)) —cos(a;(t))sin (6;(¢))|  (3.50)
—sin(a;(t;)) cos (8;(t;)) sin (6;(t))  cos(a;(t;)) cos (6;(t))
18
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pa se moze doci do eksplicitnog zapisa transformacije:

XA cos (a;) 0 sin (a;) X
Lp; = |Yai| =| sin(a;)sin (6;) cos(6;) —cos(a;)sin(6;)]]| 0 (3.50)
Zpi —sin(a;) cos (8;) sin (8;) cos(a;) cos (6;) ||za;

Za potpuno definiranje geometrije krila, potrebno je: duljinu tetive, uvijanje i dihedral dovesti
u vezu sa parametrom krivulje vodilje. Duljina tetive i uvijanje ¢e trebati posebno promotriti
dok je dihedral veli¢ina koja jed definirana direktno krivuljom vodiljom.

3.5. Duljina krivulje vodilje

Na prvi pogled, ¢ini se da je dovoljno kao nezavisnu varijablu distribucije duljine tetive i
uvijanja dovoljno uzeti parametar lokalne krivulje vodilje (t;). To je naravno moguce no
problem sa tim odabirom jest da se taj parametar kre¢e po segmentu od nula do jedan te onda
na sljede¢em segmentu iznova od nula do jedan $to znaci da e biti potrebno za svaki takav
prijelaz varijable sa jedan na nula, osigurati C1 kontinuitet prednjeg brida a to nije jednostavno
jer krivulja prednjeg bride ovisi o distribuciji duljine tetive i uvijanja koje jo§ nemamo
definirane. Stoga se kao varijabla namece duljina krivulje vodilje posto je to strogo rastuca
veli¢ina bez ikakvih diskontinuiteta Sto znali da ¢e CI1 kontinuitet prednjeg brida biti
automatski zadovoljen ukoliko distribucija (duljine tetive 1 uvijanja) zadovoljava ClI
kontinuitet. Umjesto duljine same krivulje, uzet ¢e se duljina krivulje koja je projiciranana y, z

ravninu zato §to je takav odabir pogodniji pri stvaranju proracunske mreze.

Duljina krivulje vodilje i-tog segmenta je dana relacijom:
ti dxl- 2 dyl 2 le' 2
(t.) = - L ) di. (3.51)
(6 fo j(dt) +<dti> +(dti> at;

UkoliOko se jednadzba (3.2) derivira po parametru t;, dobit ¢e op¢i izraz za derivaciju

Bézierove krivulje drugog reda:

dPp;
d_tf = 2(Pyo — 2Py + Pi2)t; + 2(—Py + Pi1) = apit; + bp; (3.52)
l

pa se mogu dalje dobiti izrazi za kvadrate komponenata derivacije krivulje vodilje:

dx;\ _ B )
(d_fl) = (ayit; + bxi)2 = axiztiz + 2a,;b,it; + bxiz (3.53)
i
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dy\* _ B )
(d_)t-/l> = (ayiti + byi)2 = ayiztiz + zayibyiti + byl.2 (3.54)
L
dZi 2 _ 5 e 2 _ ,
<E> = (aziti + bZi) = Qg ti + 2azibziti + bZi (355)

1

te se nakon njihovog zbrajanja dobiva:

gdje su: a;, b; 1 ¢;:
a; = Ay + ay® + ay’ (3.57)
b; = 2(axiby; + ayiby; + a,;by;) (3.58)
¢; = by’ +by® + by’ (3.59)

¢ime izraz (3.51) prelazi u:

ti
(i(ti) = f \/aifiz + bl'fl' + Ci dfl (360)
0

Rjesavanjem integrala u (3.60), dobiva se veza izmedu duljine lokalne Bézierove krivulje
drugog reda i njenog parametra t;. Taj se integral moze rijesiti analiti¢ki no samo rjesenje je
vrlo nezgodno za koristiti (postoji viSe inaCica rjeSenja ovisno o iznosima supstitucijskih

varijabli: a;, b; 1 ¢;) te je ga je bolje rijesiti numericki.

Sada se distribucija duljine tetive i uvijanja moze pisati kao: ¢; ({(t;)), a; ({(t;)) 4. ¢c;({), a;({)
pri ¢emu je ¢ duljina krivulje vodilje koja se mjeri od krijena krila (bez obzira na kojoj se sekciji
nalazili) te je zato ispuSten indeks i. Pronalazak distribucija c;({), «;({), sljede¢i je korak.

3.6. Distribucija duljine tetive duz raspona

Kako bi se definirala distribucija duljine tetive duz raspona, potrebno je prijeciu {, ¢;({) prostor
kao Sto je prikazano na slici 3.7.

20
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Ci(!') k;:l ( )
/ Ci(¢
He + Hi) /
cx i csl)
k52 ./
‘—J\I<§2 CA((‘)
2 ] CS((’)
Si S2 \xkfz
3 Ss ]
8 S S« q
G: 9 ) K52
Ss
& Q2 s &y s

Slika 3.7 Distribucija duljine tetive duZ raspona

Za ovaj projekt, uzet e se da se duljina tetive mijenja kubicno po svakoj sekciji tj. distribucija
¢e biti kubicni spline koji zadovoljava C1 kontinuitet na spojevima. Svaka kubi¢na krivulja
prolazi kroz naznaCene tocke na slici 3.7 te ima neki nagib u interpolacijskoj tocki.
Interpolacijske tocke se postavljaju na krajeve segmenata te Sirina intervala unutar kojeg vrijedi
jedna kubicna distribucija, odgovara duljini projicirane krivulje vodilje segmenta na y, z ravninu

(¢4, ---, {5). Distribucija na i-tom segmentu glasi:

ci(¢(t)) = K50 + K50 + K¢ + K (3.61)

Prva krivulja sa svojim neodredenim koeficijentima: K5, K{5, K{; i K{,, ima oblik:

c1(§(t) = K383 + K582 + Kfi$ + Ky (3.62)
te vrijedi za interval:
{1 ¢ <{ra (3.63)
(L1 =0 (3.64)
(r1 =01 (3.65)

Rubni uvjeti za prvu krivulju glase:

¢1({11) = Hg + Hy (3.66)
c1(r1) = cr (3.67)
21
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1 — Cc
- | ) kS, (3.68)
1 — l:C 6
d(lf_(l_ 12 (3.69)

Nagib prve krivulje u korijenu krila mora biti takav da se ostvaruje bar G1 kontinuitet sa drugom
polovicom krila tj. vektor tangente prednjeg brida mora biti paralelan sa y-osi. Cini se da je
dovoljno re¢i da je k%; = 0 no nije. Razlog tome jest ¢injenica da se krivulja ¢;({) nalazi u
jednom a letjelica u drugom prostoru. Radi ilustracije problema, dana je slika 3.8 na kojoj se

vidi krivulja vodilja te prednji brid dobiven navodenjem aeroprofila odgovarajuce duljine.

LE @

Slika 3.8 Uz odredivanje nagiba k§,

Na lijevoj slici je prikazan slucaj kada je krivulja vodilja okomita na ravninu simetrije letjelice
(8 = 0) a na drugoj slucaj kada stoji pod nekim kutom f. Treba primijetit da je distribucija
duljine tetive identi¢na u oba slucaja no kut pod kojim stoji prednji brid u odnosu na ravninu
simetrije, nije $to ukazuje na ¢injenicu da nije dovoljno reci da je kf; = 0. Stoga je potrebno
pronaci k{,koji se mijenja na nacin da za bilo koji kut B, vrh letjelice bude uvijek okomit na

ravninu simetrije.
Tangens kuta a4 je jednak (vidi sliku 3.8):

lz_ll

Ay

tan(a,) = (3.70)

Tangens kuta S je jednak:
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dx;
at e, =
tan(B) = dyll—tlo 3.71)

Sada se jo$ na posljetku mora izracunati tangens kuta a; :

lz + tan(ﬁ)Ay - ll _ lz -
Ay Y

tan(a,) = al + tan(p) = tan(a,) + tan(B) (3.72)

tan(a) se je jednak kY, dok tan(a,) mora biti jednak nuli iz Cega se dobiva k{; kojim ¢e biti
zadovoljen bar G1 kontinuitet krivulje prednjeg brida na vrhu krila:

dx |

dtl t; = 0
k) = — |-——— 3.73
11 d}ﬁ | ( )

dt; 1t =0

Koristenjem jednadzbe (3.52), izraz (3.73) se moze zapisati kako slijedi:
X11 t+ X10| _ X10 T X11

ki, =— = 3.74
t Y11 + Y10 Y11 + Y10 ( )

Za ostale spojeve, takva analiza nije potrebna posSto na ostalim spojevima krivulje vodilje
ostvaruju C1 kontinuitet.

Sada se moze napisati sustav linearnih jednadzbi ¢ijim se rjeSavanjem dobivaju neodredeni
koeficijenti distribucije:

i’ G’ a1 K5 Hg + Hp
Ri° R’ ra 1||Kf|_ CR (3.75)
2 KC - kC .
3¢11° 2¢1 1 O|1f1a 11
3m”® 20w 1 0Dl LK
Za distribuciju po drugom segmentu, vrijedi:
Cz(((tz)) = K530® + K5,0* + K5, { + K5, (3.76)
te vrijedi za interval:
(L2 = ¢ = (ro (3.77)
(L2 =G (3.78)
23

Branimir Mostarcic¢



Fakultet strojarstva i brodogradnje

Rz =01+ (3

Rubni uvjeti za drugu krivulju glase:

te ¢e onda korespondentni sustav za pronalazenje neodredenih koeficijenata glasiti:

G2’
(r2”
301"
3CR2”

c2(QL2) = cg

c2(Cr2) = €22

dc

-2 | = kS,
d¢ '¢ =14,

dc,

z2 — k¢
d¢ |( = (Rr2 22

la’ Qi 1\[KS, CR
ZRz2 {r2 1{|K2 _ | ¢22
20, 1 O||K&| ™ |kiz
2k 1 0 K3, k3,

Zavrsni rad

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

Analogno vrijedi za preostale sekcije te ¢e se samo navesti gotovi sustavi kojima se dobivaju

koeficijenti distribucije.

Za treci segment:

Cs’
Cra”
315"
3Rs”

Za Cetvrti segment:

Branimir Mostarcic¢

lia® Qs 1 K5, C22

ZRBZ (rz 1 Kscz _ C3CZ

205 1 Of|KS| ™ |kaz

26 1 0llKS]  LKS2
(i3 =0+,

3=+ + G

(3.85)

(3.86)

(3.87)
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CLa”
(ra”
314"
30Ra”

Za peti segment:

3
(LS

3
(RS

l’ Qa1 K3 C32
(R42 (ra 1||Kiz| _ [Ca2
20, 1 O||Kq| ™ |ks2

(la=GC+0+ 0

Ra=GC+H+H G+

Qs Qs 1 Kss C42
(Rs2 {rs  1||Ks> _|¢r
20s 1 Of|K&| |kae
20ks 1 0llkE] Lks

(s =GC+0+ 03+,

(s =0 +G+HG+H0G+

Zavrsni rad

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

Time je u potpunosti definirana distribucija duljine tetive duz raspona. Bitno je napomenuti da

Se Su: €y, ..., C7 1 K55, ..., k&, dok ki, 1 ki, nisu jer su to veli¢ine koje definiraju oblik trupa

koji se ne mijenja. k{, je funkcija varijabli trupa spomenutih na samom pocetku ovog poglavlja

(Hg, Hy, W i cg) dok je k{, peta varijabla trupa kojom se namjesta oblik trupa prije optimizacije.

3.7. Distribucija uvijanja duz raspona

Distribucija uvijanja ¢e biti analogna distribuciji duljine tetive uz tu razliku da na prvom

segmentu nece biti uvijanja zato Sto prvi segment predstavlja trup. Distribucija uvijanja skupa

sa veli¢inama koje definiraju distribuciju, vidi se na slici 3.9.

Branimir Mostarcic¢
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(\i((')
A

4

Slika 3.9 Distribucija uvijanja duZ raspona

Nagib k7, je jednak nuli kako bi se osigurao glatki prijelaz sa trupa na ostatak krila koji se moze
uvijati. Distribucija na i-tom segmentu glasi:

a;(C(t)) = K533 + K30 + KST + K (3.94)

Za drugi segment, uvijanje ima oblik:

az(((tz)) = K550% + K550% + K54 ¢ + K5, (3.95)

gdje su veli¢ine: K55, K55, K3 1 K55 neodredeni koeficijenti distribucije uvijanja. Navedena
distribucija vrijedi u intervalu:

(L2 = ¢ = (ro (3.96)
(2 =0 (3.97)
(rz =1+ (2 (3.98)
dok rubni uvjeti glase:
az({2) =0 (3.99)
az((r2) = g, (3.100)
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%| —0 3.101)
a¢ '¢ =14 '
il -1 (3.102)
d¢ '¢ ={(ra

Na kraju je joS$ potrebno postaviti sustav jednadzbi za neodredene koeficijente:

G2’ G’ Qe 1 K35 0
CR23 ZRz2 (rz 1 Kzaz _ | %22
, 22 = (3.103)
3(° 20, 1 OflK: 0
s’ 20, 1 0JlKZl Lz

Pronalazenje koeficijenata za distribucije uvijanja uz ostale segmente se dobiva na analogan

nadin.

Za tre¢i segment:

Qs Qa® Qs 1 K33 *22
3 2 a
111K a
¢R3 ; (r3”  Cr3 52| _ ki‘z (3.104)
3¢13° 2¢is 1 Ol|K31 22
30rs? 20ps 1 ofLKS! KS
iz =0 +¢ (3.105)
(R3 =¢1 + {2+ (3 (3.106)
Za Cetvrti segment:
3 2 a
(L4 CLa” Cua 1|[KE *32
3 2 a
K a
(R4 , (ra” Cra 1 - k‘flz (3.107)
3¢L” 20 1 Of|Ki 32
3¢’ 2 1 oJlKR] Lk
la =G+ G+ (3.108)
(ra =G+ G+ 03+, (3.109)
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Za peti segment:

Gs®  Gst Qs 1 K3 (42
3 2 a
11K a

{rs , {rRs”  CRrs 50(2 _ kgz (3.110)

305" 25 1 0]|Ks1 4z

30rs? 20rs 1 0llKS! ks
(ls =6+ +G+ (3.111)
(Rs =61+ 0+ B+ + G (3.112)
Analogno distribuciji uvijanja, veli¢ine: a,,, ..., a5y 1 k3,, ..., k&, takoder predstavljaju

projektne varijable tj. varijable koje ¢e biti podvrgnute optimizaciji.

3.8. Distribucija dihedrala

Preostalo je jo§ definirati 6;(t;) kako bi se mogla formirati kona¢na geometrija. Da bi se to
odredilo, potrebno je definirati kako ¢e se aeroprofil navoditi na krivulju vodilju. Aeroprofil ¢e
biti postavljen tako da kontura aeroprofila lezi u ravnini ¢ija je normala okomita na x-os te
kolinearna sa vektorom tangente krivulje vodilje u tocki spajanja krivulje vodilje i aeroprofila.
Stoga proizlazi da je lokalni iznos dihedrala jednak kutu izmedu y-osi i vektora tangente

projicirane krivulje vodilje na y, z ravninu stoga se moZze pisati:

dZi
le' d_tl
0;(t;) = arctan (d_yl) = arctan E (3.113)
dt;
Koristenjem jednadzbe (3.52), izraz (3.113) prelazi u:
a,t; + by
6;(t;) = arctan (u) (3.114)
ayl-ti + byi
te za pojedine segmente iznosi:
az1ty + bz1>
0,(t,) = arctan| ——— | =0 3.115
1) (ayltl e (3.115)
azty + bz2>
6,(t,) = arctan | ——— 3.116
() (ayztz e (3.116)
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az3ts + D3
05(t;) = t —_— 11
5(t3) = arctan <ay3t3 - by3> (3.117)
Azqly + by
0,(ty) = t —_— A1
,(t,) = arctan (ay4t4 n by4> (3.118)
0s(ts) = arctan [ 2255 F Pas ) _ T 3.119
5(ts) = arctan ay5ts + by =5 (3.119)

0,(t,) je jednak nuli posto je taj segment predstavlja trup dok je 0s(ts) jednak g zato §to peti

segment predstavlja winglet (vertikalni stabilizator) koji je postavljen okomito.

Sada je jo§ potrebno povezati aeroprofil sa krivuljom vodiljom kao bi se kona¢no dobila
geometrija leteceg krila.

3.9. Konacna geometrija

Kao $to je ve¢ navedeno na pocetku ovog poglavlja, geometrija lete¢eg krila se moze dobiti
vektorskim zbrajanjem parametarski zadane krivulje vodilje 1 parametarski zadane konture koja
se ekstrudira duz krivulje vodilje. Za potrebe proracuna, bitna je srednja ploha tj. ploha koja se
dobiva ekstruzijom srednje linije aeroprofila duz krivulje vodilje. Dobivanje prave geometrije
navodenjem gornjake i donjake je analogno slucaju sa srednjom linijom te u ovom slu¢aju moze

posluziti samo kao vizualizacija.

Krivulje vodilje su ve¢ parametarski zadane (Bézierove krivulje) no srednja linija aeroprofila
nije (jednadzba (3.45)). Taj se problem rjesava jednostavno zamjenom koordinate x sa nekim
parametrom te postavljanjem istog parametra na mjestu gdje je bio x u izrazu za z (h.(x))
koordinatu srednje linije.

Naslici 3.10, vide se parametarski zadane krivulje: gornjake, donjake i srednje linije acroprofila
duljine c;(¢;). Cijeli aeroprofil je pomaknut na nacin da se izlazni brid aeroprofila podudara sa
ishodiStem koordinatnog sustava da bi se aeroprofil mogao spajati sa izlaznim bridom na

krivulju vodilju.
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. 4z
N Lo (s:t)
Lai(s:ti) /
Lails:ti)
l, ‘: v/
| . /
| I
’/
Ci (ti)
Slika 3.10 Prikaz parametarski zadanih krivulja aeroprofila
Tako zadana krivulja srednje linije glasi:
. Xei ci(t)(s—1)
Li(s; t) =0 |= 0 (3.120)
zl c;(t)(Kss® + Kys* + K353 + K,5% + Kis + K)

gdje su: Kg, K,, K3, K5, K; 1 K, izraunati koeficijenti koji definiraju krivulju srednje linije a s,
parametar krivulje. Tu krivulju je potrebno transformirati na na¢in na koji je to prikazano

relacijom (3.47):

X cos (a;) 0 sin (a;) X
Lo = |Yei| =| sin(a;)sin (8;) cos(6;) —cos(a;)sin(6;)]]| 0 (3.121)
Zci —sin(a;) cos (8;) sin(6;) cos(a;) cos (6;) ||z&

Sad jos preostaje zbrojiti krivulje vodilje sa transformiranim krivuljama srednje linije ¢ime se

dobiva srednja ploha S;(s, t;):

Sei(s,t) = Bi(t) + Lei(s; ty) (3.122)

koja zapisana pomocu komponenata glasi:

xci (s, t;) x; () + x¢i(s; t;)
yei(s, t) | = |yi(t) + yai(s; &) (3.123)
Zei (s, t;) z;i(t;) + zi(s; t;)

Time je u potpunosti definirana geometrija krila (bar onaj dio koji je bitan za proracun).
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4. AERODINAMICKI MODEL

4.1. Kratak teorijski opis aerodinamickog modela

U opc¢em slucaju, bilo bi potrebno koristiti model kompresibilnog fluida za aerodinamicku
analizu no posto se ovdje analizira letjelica koja se kre¢e brzinama manjim od M,=0.3, dovoljno
je koristiti model nekompresibilnog fluida, konkretno, Navier-Stokes-ove jednadzbe. Medutim
numericko rjeSavanje Navier-Stokes-ovih jednadzbi je vremenski vrlo zahtjevno te ¢e se zato
koristiti teorija potencijalnog strujanja. Teorija potencijalnog strujanja je samo specijalni slucaj
Navier-Stokes-ovih jednadzbi u kojima je zanemarena viskoznost te uvedena pretpostavka o
potencijalnom polju brzina tj. vektorskom polju brzina koje se moze zapisati kao gradijent neke
skalarne funkcije (potencijalna funkcija) [3.]. Za ovaj model, pretpostavit ¢e se da se radi o
stacionarnom strujanju te ¢e se zanemariti masene sile ¢ime se kona¢no dobivaju jednadzbe

potencijalnog stacionarnog strujanja:

VZp =0 4.1)

p+ —=c (4.2)

gdje je:

¢ — potencijalna funkcija ¢iji gradijent predstavlja polje brzina,
p — tlak u nekoj tocki prostora,

p — gustoca fluida,

v = |Vg | — brzina fluida u nekoj to¢ki prostora i

¢ — konstanta koja se odreduje na temelju rubnih uvjeta.

Jednadzba (4.1) je linearna parcijalna diferencijalna jednadzba $to je vrlo bitna Cinjenica jer ¢e
se stalno koristiti svojstvo superpozicije. Time je moguce dobiti razli¢ita slozena strujanja
koriste¢i kombinaciju jednostavnih rjeSenja jednadzbe (4.1) ([3.], [4.], [5.] ili [6.])

Prema [4.], moguce je opisati potencijalno strujanje oko tijela proizvoljnog oblika opisati
koriste¢i dva elementarna rjeSenja jednadzbe (4.1) (tzv. izvore i dipole). Takoder u [4.], navodi
se da se modeliranje strujanja oko nekog tijela proizvoljnog oblika moze provesti na numericki
nacin i to koriStenjem tzv. panela unutar kojih se nalazi poznata distribucija izvora i/ili dipola
(sli¢no kao interpolacijske funkcije kod metode kona¢nih elemenata). Dalje se pokazuje da se
panela sa konstantnom distribucijom jafine dipola, moze zamijeniti vrtloznim prstenom
odgovarajuce cirkulacije, koji se postavlja na rub panele. Posto se iz aerodinamicke analize
letjelice zeli primarno saznati uzgon, onda je dovoljno razmatrati samo dipole tj. vrtlozne
prstene jer prema teoremu Kutte-Joukowskog, uzgon je primarno proporcionalan cirkulaciji. Za
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aerodinamicku analizu letjelice, ovdje ¢e se koristiti tzv. metoda vrtlozne reSetke koja
zanemaruje debljinu aeroprofila te razmatra samo srednju plohu na koju se postavlja konacan
broj vrtloZznih prstena odgovarajucih jacina kako bi se postiglo strujanje kod kojeg je brzina
tangencijalna na povrSinu u tzv. kontrolnim tockama (detaljnije u nastavku) ¢ime se
aproksimira rjeSenje kod kojeg je brzina u svakoj tocki plohe tijela, tangencijalna na plohu.

Veliki nedostatak teorije potencijalnog strujanja jest nemogucnost odredivanja parazitnog
otpora (d'Alembertov paradoks) stoga se mora koristiti neki drugi nacin za odredivanje tog djela
otpora. Odrediti te dijelove otpora je vrlo zahtjevno te se zato koristi procjena parazitnog otpora
prikazana u [7.] 1 [8.] koja je dobivena teorijsko-eksperimentalnim razmatranjima te ¢e se

detaljnije objasniti pri izracunu aerodinamickih koeficijenata.

4.2. ProraCunska mreza

Prije same formulacije aerodinami¢kog modela, potrebno je definirati proracunsku mrezu tj.
toCke gdje ¢e biti postavljeni vrhovi vrtloznih prstena. Slike 4.1 1 4.2 prikazuju proracunsku
mrezu skupa sa tri vrtlozna prstena postavljena na odgovarajuéa mjesta. Na slici su jos

prikazane sve relevantne tocke 1 oznake koje ¢e biti vazne pri formulaciji modela.

» k,m

i y
A L
PNXY Pinm Pij LL LR
' Pny Pxam Pij P Nxy .
: \ / / Prik
J:n /
P;\nm
TR
—— Pny
Slika 4.1 2D shematski prikaz: srednje povrsine, proracunske mrezZe i vrtloZnih prstena
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Slika 4.2 3D shematski prikaz: srednje povrSine, proracunske mreZe i vrtloZnih prstena

Svaka panela, definirana je sa Cetiri tocke (svaka sa tri komponente) koje su smjesStene u matrice

a komponente tih matrica su (vidi slike 4.1 1 4.2): PIG,I;y (komponenta matrice prednjih lijevih

toCaka panele), Pﬂfﬁy (komponenta matrice prednjih desnih to¢aka panele), Py ,lfy (komponenta

matrice straznjih desnih tocaka panele) 1 Pg,];y (komponenta matrice straznjih lijevih toCaka
panele) pri cemu vrijedi: x =j=n=1,..., P 1 y=k=m=1, ..., 0, gdje je: P predstavlja
broj panela duz tetive a Q broj panela duz raspona. Pomocu toc¢aka koje definiraju vrhove
panela, mogu se izracunati sve ostale relevantne tocke stoga je dovoljno definirati samo vrhove
panela. Ideja je da se sve Cetiri matrice vrSnih tocaka stave u jednu matricu mreze Cije ¢e se
komponente oznaciti sa Py, (u=1,...,P+1 1 v=1,..., 0+ 1). Kako bi se dobile te
komponente, potrebno je srednju plohu podijeliti duz tetive i raspona tj. treba pronaci parove

parametara s i t; koji definiraju plohu.

Duz tetive, moze se za fiksni parametar t;, podijeliti parametar s na jednake dijelove pa ¢e

inkrement parametra s iznositi:

1
As = — 43
s=3 (4.3)

pa ¢e se parametar s unutar matrice mreze mijenjati u ovisnosti o indeksu na sljede¢i nacin:
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S = (= Dhs ==—— (4.4)

Podjela parametra t; je neSto teze. Naime, parametar s ima svojstvo da jednaka podjela
parametra s, odgovara jednakoj podjeli duljine tetive dok jednako podijeljeni parametar
Bézierove krivulje t;, nema to svojstvo tj. jednako podijeljeni parametar t; ne odgovara jednako
podijeljenoj duljini Bézierove krivulje pa se mora duljina krivulje podijeliti na jednake dijelove
nakon Cega se traze parametri t; koji kada se u vrste u (3.60), daju odgovaraju¢u duljinu.
Ukoliko se uzme ukupna duljina krivulje vodilje projicirane na y, z ravninu i podijeli sa Zeljenim
brojem panela duz raspona, dobit ¢e se inkrement duzine projicirane krivulje vodilje:

Gt Gt GGt

= (4.5)

A¢

gdje su: {4, ..., {5 duljine projiciranih krivulja vodilja segmenata a N predstavlja minimalan
broj panela duz raspona. Naime, dijeljenjem ukupne duljine krivulje vodilje na jednake
segmente dovelo bi do toga da bi neke panele bile smjestene jednim djelom na jednom a drugim
na drugom segmentu. Kako bi se izbjegavalo provjeravanje da li je doslo do toga ili ne,
projicirana duljina svakog segmenta se dijeli sa inkrementom Al te se kao broj panela tog
segmenta uzima sljede¢i cijeli broj a inkrement duljine istog segmenta se onda dobiva
dijeljenjem projicirane duljine tog segmenta sa brojem panela duz raspona na tom segmentu pa
¢e tako za i-ti segment broj panela i inkrement duljine se racunati kako slijedi:

%
N; = [A_( (4.6)
Ay = % 4.7)

pa ¢e na kraju ukupan broj panela duz raspona biti:

Q=N1+N2+N3+N4_+N5 (48)

Izracun vrijednosti parametara t; za koje se dobiva jednaki razmak se provodi rjeSavanjem
jednadzbe:

Gi(t,) = (vi = DAY (4.9)

gdje je:
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v; — lokalni indeks segmenta koji se krece od 1 do N; (osim za peti segment kod kojeg se indeks
kre¢e od 1 do N5 + 1 jer je to segment na kojem se dolazi do kraja krivulje vodilje pa treba
uzeti u obzir rubnu tocku) 1

tiv, — vrijednost parametra t; za indeks v;.

Jednadzba (4.9), moze se rijesiti ili trazenjem nul-toCaka funkcije koja se dobiva rjeSavanjem
integrala iz (3.60) ili nekim drugim numerickim putem. Dobivanjem parametara t;, mogu se
izraCunati tocke koje predstavljaju vrhove panela te se te tocke mogu konacno postaviti u

matricu Py, . ToCke su unutar matrice rasporedene kako slijedi:

P (S1,t11) Pc1(51; t11v1) Pes(s1,ts1) Pc5(51't5(1v5+1))
PNMV = . . . .

: : : : 4.10
Pei(Spyrstin) o Pcl(SP+1!t1N1) o+ Pes(Spyastsy) o PCS(SP+1't5(N5+1)) ( )

gdje P.; predstavlja komponente srednje plohe.

4.3. Formuliranje metode vrtloZne resetke

Cilj metode vrtlozne reSetke je postaviti vrtlozne prstene koji se sastoje od Cetiri ravne konacne

vrtlozne niti, po srednjoj plohi na nacin da se prednji vrhovi prstena postave na % duljine

stranica panela u smjeru tetive a straznji vrhovi se postavljaju na 3 duljine stranica panela, koji

stoji iza trenutnog (vidi slike 4.1 1 4.2) Kako bi se zadovoljio Kuttun uvjet ([5.], [6.] 1 [7.]), na
krajeve se stavljaju potkovicaste niti koji se sastoje od tri konacne 1 dvije slobodne ravne
vrtlozne niti, koje se protezu u beskonacnost kako bi bio zadovoljen drugi Helmholtzov teorem
([5.11[7.]). Te beskonacne vrtlozne niti ¢ine vrtloznu plahtu koja se deformira no ovdje ¢e se
zanemariti promjena oblika vrtloZne plahte te ¢e se pretpostaviti da su sve vrtlozne niti koje
saCinjavaju vrtloznu plahtu, paralelne sa x-osi ¢ime se pojednostavljuje proracun a bez da se
znacajno naruSava konacni rezultat. Nakon toga, zbraja se brzina leta sa brzinama koje
induciraju svi prsteni u kontrolnim tockama te se postavlja tzv. uvjet nepromocivosti koji nalaze
da ukupna brzina u kontrolnoj tocki (brzina leta i ukupna inducirana brzina), mora biti
tangencijalna na plohu. Kontrolne tocke su postavljene na nacin da se nade tocka na sredini

spojnice koja spaja mjesta Z duljine stranica panela (vidi slike 4.1 1 4.2). Takvih kontrolnih
to¢aka ima onoliko koliko ima i prstena i potkova te se postavljanjem uvjeta nepromocivosti za

svaku tocku, dobiva sustav linearnih jednadzbi u kojem su nepoznanice jacine vrtloga tj.
cirkulacije. Poznavanjem cirkulacija, mogu se pronaci relevantni koeficijenti letjelice.

Kako bi se mogle dobiti brzine koje induciraju prestenasti i potkovicasti vrtlozi, potrebno je
odrediti relacije za inducirane brzine koje induciraju njihovi sastavni dijelovi — konacne 1
beskonacne vrtloZne niti.
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4.3.1. Konac¢na vrtlozna nit

Kako bi se izraCunala brzina koju inducira kona¢na vrtlozna nit, potrebno je koristiti Biot-
Savartov zakon [5.], kojim se racuna brzina koju inducira krivulja c u nekoj tocki. Biot-Savartov
zakon u matematickom obliku glasi:

4.11)

5=—

gdje je:

¥ — inducirana brzina,

[' — jacina vrtloZne niti (cirkulacija),

dl - diferencijal krivulje vrtlozne niti i

7 — vektor polozaja koji spaja diferencijal krivulje sa to¢kom u kojoj se ra¢una inducirana brzina

Posto se vrtlozni prsteni sastoje Cetiri ravne vrtlozne tz
niti, potrebno je izracunati koliku brzinu inducira jedan
takav segment. Slika 4.3 prikazuje ravnu konacnu
vrtloznu nit skupa sa: tockama koje je razapinju

(P; i P,), tockom u kojoj se ratuna inducirana brzina

(Pr), diferencijalom krivulje (df) 1 vektorom koji spaja
diferencijal krivulje sa tockom Py te induciranu brzinu.

Pravac koji prolazi kroz tocke P; i P, glasi:

X1+ t(x; — xq) X
[(t) = |y1 +t(y2 —y1) (4.12) V%, Vi Zi)
zy + t(z; — 74)
Slika 4.3 Prikaz konacne vrtloZne niti

pa je diferencijal tog pravca jednak:

. (X2 — x1)
dl(t) = |(y2 —y1)|dt (4.13)
(22 — 71)

Vektor koji spaja diferencijal (koji leZi u proizvoljnoj toc¢ki krivulje) sa tockom Py jednak je:

Xr — X — t(x — xq)

() = |yr—y1 — t(y2 — ¥1) (4.14)
zZr — 2y — t(z; — z1)

Uvrstavanjem dobivenih izraza u (4.11), dobiva se integral:
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(4.15)

Rjesavanjem integrala (4.15), dobiva se izraz za brzinu koju inducira konaéna vrtlozna (vXVN)

nit definirana tockama P; i P,, u to¢ki Pr:

- b
SKVN _ @y 1+ 2a b
GRVN — = T (4.16)
4nva (e - 75) (1+£)2+1< 2 “
2a a 4a
a=(x;—x1)%+ V2 —y1)* + (2o — 21)? (4.17)

b= (x; —x)(xr —x1) + 2 —y)r —y1) + (22 — 21)(2r — 21) (4.18)
¢ = (xr —x1)* + (r —y1)* + (21 — 2)? (4.19)

2 = y1)(zr — 2z1) — (22 — 2) Y — Y1)
'Y = [=(xz = x1) (21 — 21) + (22 — 21) (X7 — x1) (4.20)

W
(2 = x)r —y1) — V2 — Y1) (X1 — x1)

JednadZzba (4.16) se moze zapisati u kracem obliku kao:

FKVN — ﬁ’KVN(Pl,PZ, PPT (4.21)

4.3.2. Beskonacna vrtlozna nit

Procedura za izracun brzine koju inducira beskonacna vrtlozna nit je identi¢na prethodnoj uz
razliku da gornja granica tezi u beskonacnost. Radi pretpostavke da su sve beskonacne vrtlozne
niti paralelne sa x-osi, potrebno je parametarski definirati pravac koji je paralelan sa x-osi,
prolaze¢i pritom kroz Zeljenu tocku P,. Takav pravac (vrtlozna nit) i ostale relevantne veli¢ine

potrebne za proracun, prikazane su na slici 4.4
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Pravac koji definira beskona¢nu vrtloznu nit, glasi:

A7
X1+t
(= »n (4.22)
Zq
iV%V”(XT, Y. Z1)
a diferencijal tog pravca je:
R 1
dl(t) = |o]|dt (4.23)
0 .
X
Slika 4.4 Prikaz beskona¢ne vrtloZne niti
Vektor koji spaja diferencijal sa tockom Py jednak je:
XT — X1 — t
r)=| yr—n (4.24)
it — 24
Pa ¢e brzina koju inducira beskonac¢na vrtlozna nit biti dana relacijom:
I (dlx7?
pBVN — 4.25
U AT Ll |?| 3 ( )

RjeSavanjem integrala , dobiva se konacan izraz za brzinu koju inducira beskonacna vrtlozna

nit (¥BYN) u nekoj tocki Pr:

Fan' " Xr—X
BEVN = T ( Lt + 1) 4.26
T 4n((yr —y1)? + (20 — 21)%) VG —x)% 4+ (yr — ¥1)2 + (27 — 71)? ( )
0
@fN = [=(zr — 21) (4.27)
Yr — V1
ili zapisano u kra¢em obliku:
GBVN — QBVN (P, Pr)T (4.28)
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4.3.3. Prstenasta vrtlozna nit

Zavrsni rad

Sada kada je poznata relacija za brzinu koju inducira kona¢na vrtlozna nit, moZe se primijeniti

metoda superpozicije kako bi se dobila relacija za relacija za brzinu koju inducira prstenasti

vrtlog. Jedan takav vrtlog, prikazan je na slici 4.5, skupa sa tockama u kojima se spajaju

konacéne vrtlozne niti.

Radi drugog Helmholtzovog teorema, jacine konacnih
vrtloznih niti koje sacinjavaju prstenasti vrtlog,
moraju biti iste, pa se koriStenjem jednadzbe (4.21) 1
svojstvo superpozicije dobiva izraz za brzinu koju

inducira prstenasti vrtlog u tocki Py (¥X):

4 — '.'

P,

’,

T

-

v

-

Pes

'»\3

P

*

|

2

Slika 4.5 Prikaz prstenaste vrtloZne niti

R = [Q¥YN(Pyy, Pa, Pr) + QXVN(Pgy, P, Pr) +
QXVN(Pgs, Prg, Pr) + Q5VN(Ppy, Ppy, PT)]F

Jednadzba (2.29), moZe se napisati u skrac¢enom obliku koji glasi:

1_7)R

4.3 4. PotkovicCasta vrtlozna nit

Postupak dobivanja izraza za izracun brzine koju
inducira potkovicasta vrtlozna nit, analogan je
postupku prikazanome za prstenastu nit uz razliku
da se umjesto Cetiri konacne vrtlozne niti, ova nit
sastoji od tri konacne i1 dvije beskonacne vrtlozne
niti. Primjenom jednadzbi (4.21) i (4.28) te svojstva
superpozicije, dobiva izraz za brzinu koju inducira

potkovidasti vrtlog u tocki Pp (5):

Branimir Mostarcic¢

R = QR (Pgy, Pry, Prs, Pra, Pr )T

(4.29)
(4.30)
Peo
S & Tanme
g \gi CR

Slika 4.6 Prikaz potkovicaste vrtloZne niti
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i = [QKYN(Pgy, Pey, Pr) + QXVN(Pyy, Pes, Pr) +
OKVN OBVN OBVN (4.31)
QXYN(Pgy, Py, Pr) + QBYN(Pgs, Pr) — QBYN(Pgy, Pp)|T

Treba primijetit da je stavljen negativan predznak ispred vrtlozne niti CL, zato $to mora smjer

cirkulacije biti isti na cijeloj niti (drugi Helmholtzov teorem).

Relacija (4.31) se moze krace zapisati kako slijedi:

8 = Q% (Pgy, Pry, Pes, P, Pr )T (4.32)

4.3.5. Formiranje i rjeSavanje sustava jednadzbi strujanja

Kao §to je ve¢ spomenuto, potrebno je saznati brzinu koju induciraju svi prstenasti i
potkovicasti vrtlozi u kontrolnim tockama kako bi se mogao formirati sustav jednadzbi. Kako
bi se to saznalo, potrebno je prvo izracunati brzinu koju inducira jedna prstenasta i jedna
potkovicasta nit u nekoj kontrolnoj tocki te nakon toga, zbrojiti inducirane brzine svih
prstenastih i potkovicastih niti. Takoder, iskoristit ¢e se simetrija strujanja (posljedica takovog
odabira je smanjenje sustava jednadzbi) pa ¢e se napraviti distinkcija izmedu vrtloznih niti na
desnom i lijevom krilu (detaljnije u nastavku).

Prije je potrebno definirati relacije kojima se dobivaju koordinate vrhova vrtloznih niti i
kontrolnih tocaka.

Koordinate prednjih vrhova niti (prstenastih i1 potkovicastih) glase(vidi slike 4.1 1 4.2):

3Pyju + Pa(;
3Pyjkany + Paei
P}—%k — Nj(k+1) 2 NG +1)(k+1) (4.34)

gdje je:

Pli“jk —tocka lijevog gornjeg vrha prstenaste niti,

ng-k — tocka desnog gornjeg vrha prstenaste niti i

Py ji — toCka iz matrice mreze (4.10).

Tocke Pﬂrjk i Plf}jk su znacajne po tome da razapinju tzv. nosece niti no o tome kasnije.

Koordinate kontrolnih to¢aka, dane su relacijom:

40
Branimir Mostarcic¢



Fakultet strojarstva i brodogradnje Zavrsni rad

_ 3(PN(n+1)(m+1) + PN(n+1)m) + PNn(m+1) + PNnm (4 35)
Knm — ) :

gdje je Pgnm kontrolna tocka a Py, ponovno tocka iz matrice mreze.

Sada kada su definirane sve relevantne tocke, mogu se racunati utjecaji pojedinacnih vrtloznih
niti.

Koriste¢i jednadzbu (4.30), brzina koju inducira jedan vrtlozni prsten na desnom krilu u
kontrolnoj to¢ki Pk, iznosi:

(Vknmjtc) o = gf ((Pl%jk)R' (Pji) g » (PeG+ 1) o (PG 1131 PKnm) G (4.36)

gdje je:

(VR DN brzina koju inducira jedan vrtlozni prsten na desnom krilu, u kontrolnoj tocki,
(Pﬂ:jk)R — to¢ka prednjeg lijevog vrha prstenaste niti na desnom krilu,

(P1§j )R — tocka prednjeg desnog vrha prstenaste niti na desnom krilu,

(PI§( j+1) k)R_ tocka straznjeg desnog vrha prstenaste niti na desnom krilu,

(Pll“( 1) k)R — toCka straznjeg lijevog vrha prstenaste niti na desnom krilu 1

[ — cirkulacija prstenaste niti.

Jednadzba (4.36), moZze se radi jasnoCe sadrzaja raspisati kako slijedi:

( Knmjk
AR( L L L R R R R L
Q (ijklijk'ZijlijklijklZij'xF(j+1)k'YF(j+1)k'ZF(j+1)klxF(j+1)k' (4.37)
L L
}’F(j+1)k;ZF(j+1)k'anm'}’Nnm'ZNnm)[}k

Radi jednostavnosti zapisa, jednadZzbe (4.36) i1 (4.37), mogu se napisati skra¢eno u obliku:

( Knm]k (ﬁﬁnmjk)Rij (4~38)

Kako bi se iskoristila simetrija strujanja te time smanjio sustav jednadzbi, potrebno je u
jednadzbi (4.37), svaku y koordinatu pomnoziti sa -1. U¢inak toga jest zrcaljenje prstena oko
ravnine simetrije letjelice. To nije pozeljno jer se time mijenja smjer cirkulacije niti koja se
postavlja na lijevo krilo. Taj problem se rjesava jednostavno mnozenjem funkcije QR sa -1.
Takoder radi simetrije, jaCina vrtlozne niti je ista. Uzimajuéi u obzir navedeno, brzina koju
inducira jedan vrtlozni prsten na lijevom krilu u kontrolnoj tocki Py, koja se nalazi na desnom
krilu, iznosi:
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-R — _OR L R R L
(TRnmijx L =0 ((Pij)L' (Pij)L ) (PF(j+1)k)LJ (PF(j+1)k)L; PKnm) D (439)

gdje je:

(ﬁ}}nm L brzina koju inducira jedan vrtlozni prsten na lijevom krilu, u kontrolnoj toc¢ki,
(Pll‘j )L — tocka prednjeg lijevog vrha prstenaste niti na lijevom krilu,

(PI}Sjk)L — to¢ka prednjeg desnog vrha prstenaste niti na lijevom krilu,

(PI§( j+1) k)L — tocka straznjeg desnog vrha prstenaste niti na lijevom krilu,

(Pll“( 1) k)L — tocka straznjeg lijevog vrha prstenaste niti na lijevom krilu i

[ — cirkulacija prstenaste niti.
Jednadzba (4.39), moze se radi jasnoce sadrzaja raspisati kako slijedi:
SR —
(vKnm jkJ

OR( L L L .R R R R R R L
—Q (ijk' —YFjkr ZFjk» XFjk» —YFjkr ZFjko XE(j+ Dk —YF(+ Dk’ ZE(+ Dk XF(j+ Dk (4.40)

L
~YF(+1)k ZF(j+1)k» XNnm» YNnmo ZNnm)Fj

Radi jednostavnosti zapisa, jednadZzbe (4.39) i1 (4.40), mogu se napisati skra¢eno u obliku:

(Bumiic), = ~(Tnmsc), Tk (4.41)

Koriste¢i jednadzbu (4.32), brzina koju inducira jedna vrtlozna potkova na desnom krilu u
kontrolnoj tocki Pk, ,1Znosi:

(iR = OF ((PFLPk)R: (PEbiOR » (PN(P+1)(k+1))R' (PN(P+1)k)R' PKnm) Ip  (442)

gdje je:

(PR mi)r — brzina koju inducira jedna vrtlozna potkova na desnom krilu, u kontrolnoj to¢ki,
(Pfpi)r — tocka prednjeg lijevog vrha potkovicaste niti na desnom krilu,

(PR,;)r — tocka prednjeg desnog vrha potkovicaste niti na desnom krilu,

(PN(P+1)(k+1))R — tocka straznjeg desnog vrha potkovicaste niti na desnom krilu,
(PN(P+1) k)R — tocka straznjeg lijevog vrha potkovicaste niti na desnom krilu i

['p — cirkulacija potkovicaste niti.
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Ovdje je bitno primijetiti da je za sve potkovicCaste vrtloge indeks j=P (broj panela duz tetive).
Druga specifi¢nost potkovicastih niti je da straznje dvije tocke nisu spojene nose¢om niti pa je
potrebno te dvije straznje tocke zapisati drugacije (onako kako je prikazano u jednadzbi (4.42)).

Jednadzba (4.42), moze se radi jasnoce sadrzaja raspisati kako slijedi:

_ OH(.L L L R R R
(vKnmk = (xFPk'yFPk'ZFPk'xFPk'yFPkiZFPk'
XNP+1)(k+1)r YN(P+1)(k+1)» ZN(P+1) (k+1) XN(P+1)k» YN(P+1)k» ZN(P+1)k> (4.43)
XNnms» YNnm» ZNnm)FPk

Radi jednostavnosti zapisa, jednadzbe (4.42) 1 (4.43), mogu se napisati skra¢eno u obliku:

(BRmic) g = (D) T (4.44)

Konacno, koriste¢i jednadzbu (4.32), brzina koju inducira jedna vrtloZzna potkova na lijevom
krilu u kontrolnoj to¢ki Pk, ,1znosi:

L = —Q1 ((P%Pk)b (PRpiL » (PN(P+1)(k+1))L' (PN(P+1)k)Lr PKnm) Ip  (4.45)

gdje je:

(PR )L — brzina koju inducira jedna vrtlozna potkova na lijevom krilu, u kontrolnoj tocki,
(Pgoi)L — tocka prednjeg lijevog vrha potkovidaste niti na lijevom krilu,

(P&:)1, — tocka prednjeg desnog vrha potkovicaste niti na lijevom krilu,

(PN(P+1)(k+1))L — toCka straznjeg desnog vrha potkovicaste niti na lijevom krilu,
(PN(P+1) k)L — tocka straznjeg lijevog vrha potkovicaste niti na lijevom krilu i
['p; — cirkulacija potkovicaste niti.

Jednadzba (4.42), moze se radi jasnoce sadrzaja raspisati kako slijedi:

> — _QH(,L L L R R R
(vKnmk)L = — Q0" (XFp, = Vepkr ZFpio Xipio — Yiplr ZiPis
XN(P+1)(k+1)r ~YN(P+1)(k+1)s ZN(P+1)(k+1)s XN(P+1)k» —YN(P+1)ks ZN(P+1)ks  (4:40)
XNnms» YNnm» ZNnm)FPk

Radi jednostavnosti zapisa, jednadZzbe (4.42) i1 (4.43), mogu se napisati skra¢eno u obliku:

(vKnmk - (ﬁgnmk)LFPk (4~47)

Valja napomenuti da je i ovdje iskoriStena simetrija te sve napomene vezane za iskoriStavanje

simetrije vrijede i ovdje.
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Ukupna brzina koju induciraju svi prstenasti i potkovicasti vrtlozi, dobiva se zbrajanjem svih
pojedinacnih vrtloznih niti (svojstvo superpozicije):

P-1

Q Q
ﬁKnm = Z Knmjk)R + (ﬁKnmjk)L] + Z [(6Knmk)R + (ﬁllgnmk)L] (4.48)
k=1

1k=1

~.
]

gdje je Ugnm ukupna inducirana brzina u kontrolnoj to¢ki Pk, a P i Q broj panela duZ tetive
odnosno raspona. Koristenjem jednadzbi: (4.38), (4.41), (4.44) 1 (4.47), izraz (4.48) prelazi u:

p-1 Q Q
17}(nm Z Z [('Q nm]k) nm}k) l—}k + Z nmk)R - (ﬁEnmk)L] l—‘Pk (449)
j=1k= k=1

ili zapisano u skracenom obliku:

p-1 Q

Q
1_7)Knm Z Z nm]k) jk + Z(ﬁznmk)RLFPk (4~50)
: k: k=1

Sljedeci je korak postaviti uvjet nepromocivosti u kontrolnim tockama. Kako bi se to moglo,
potrebno je prvo pronaci vektor normale plohe u kontrolnoj tocki. To se moZze uciniti analiticki
(Sto je zahtjevnija varijanta) ili se mogu pronaci vektori koji stoje na dijagonalama panela kao

Sto se to iznosi u [4.]. Prikaz tih vektora skupa sa panelom se vidi na slici 4.7.

Prvi vektor dijagonale glasi: Prnm —
o .7 BKnm
Tl LR 7 A
Nnm Nnm e RN /
AKnm = yNnm - yNnm (4-51) N /,/’/ \\,[
TL LR Nnm ,.‘\——‘---___ [
LZNnm — ZNnm AN L S gt
a drugi: pa il
TR LL 1 ]
anm anm ~ AN e
- AKnm N 7
BKnm - YNnm - yNnm (4'52) A\ P
TR LL W
LZNnm — ZNnm 7 \\
o
PMnm

Slika 4.7 Uz pronalazak vektora normale

ili zapisano pomoc¢u komponenata matrice mreze:

XN(n+1)m — XNn(m+1)
AKnm = |YNmn+1)m — YNn(m+1)] (4.53)
ZN(m+1)m — ZNn(m+1)
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XN(n+1)(m+1) — XNnm
Bxnm = |YNm+1)(m+1) — YNnm (4.54)
ZN(n+1)(m+1) — ZNnm

Konacno, vektor normale 7ig,,, u kontrolnoj tocki Py, ¢e biti:

X
Nknm
y

- -
- _ _ AKnm X BKnm
NKnm = nKnm

- |A>Knm X §Knm|

(4.55)

z
nKnm

Sada se moze napisati uvjet nepromocivosti koji /
nalaze da zbroj brzine leta ¥, i ukupne inducirane
brzine Uk, koje su projicirane na pravac normale,

moraju biti jednake nuli tj.:
Wknm + Weo = 0 (4.56) K _— Voo
gdje je:

Wk, — ukupna inducirana brzina Ug,,,, projicirana

na pravac normale

V\./Knm
W, — brzina leta v,,, projicirana na pravac normale

Slika 4.8 Uz postavljanje uvjeta nepromocivosti

Projicirane brzine se raunaju prema izrazima:

WKnm:(ﬁKnm ’ ﬁ'>I(rlm)7'_iK71m (4.57)

odnosno:

Woo = (7300 ’ ﬁKnm)ﬁKnm (4.58)

Brzina v, moZe se zapisati kao (vidi sliku 4.2):

cos(s)
B =V0| 0 (4.59)
sin(ay)

gdje je v, magnituda brzine leta a a,, napadni kut krila tj. kut izmedu tetive korijena krila i
nadolazece struje fluida. Ukoliko se pretpostavi da je a, mali, brzina leta se moze napisati kao:
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1
Do = Ve [ 0 ] (4.60)
Ao

Sada se moze jednadzba (4.56) raspisati na sljedec¢i nacin:
(ﬁKnm ’ ﬁKnm + oo - ﬁ'>I(rlm)ﬁl(rlm =0 (4.61)
Jednadzba (4.61) ¢e biti zadovoljena ili ako su oba dva ¢lana pod zagradom jednaka nuli ili ako

je ukupan zbroj pod zagradom jednak nuli. Prvi slucaj nije op¢enit pa proizlazi da konacan uvjet
nepromocivosti glasi:

- — - —
Uknm " MKnm = ~Voo " NKnm (4.62)

Koristenjem izraza: (4.50), (4.55)1 (4.60), dobiva se konacno sustav jednadzbi strujanja:

Q

Q
(Bmic)w  TiknmDe + ) (Wmic) oy * AknmIpk = —Voo M + CooNfnm)  (4.63)
Knmjk /gy, Knm'jk Knmk JRL Knm! Pk oo \"tKnm oo 'tKnm .
j=1k=1 k=1

P-1

JednadZzba (4.63) se moze podijeliti sa v, kao bi rjeSavanje sustava bilo neovisno u brzini leta
pa kada se to ucini, dobiva se :

Q

Q
(Qﬁnmjk)RL ' ﬁKanjk + Z(anmk)RL ’ ﬁKnmyPk = _(nﬁnm + aoonﬁnm) (464)
=1 k=1

P-1

=1k
gdje je yji cirkulacija svedena na brzinu leta (yj, = %).
Sustav (4.64), moze se zapisati u matri¢nom obliku:

Ay =b (4.65)

Komponente vektora y i b te matrice A, rasporedene su na sljedeci nacin:
(V117
Y10

y=|: (4.66)
Yp1

Ng:Tod
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b Z E
—Nk11 — XeoMK11
X Z
—NK19 — XoNK19
b = : (4.67)
X Z
—Ngp1 — AwNikp1

X Z
[ —NKpg — XoMKpg.

_ (551111) Ty o (ﬁ)ElllQ) gy (6511(13—1)1) “Tigyq
RL RL RL
(55101 )RL ' ﬁKlQ (§§1Q1Q)RL ' ﬁKlQ (ﬁﬁlQ(P—l)l)RL ' ﬁK1Q
A= : : :
(ﬁEPlll) “Tkpr (ﬁﬁPllQ) Tgpr (ﬁEPl(P—l)l) *Tikpy
RL RL RL
_(ﬁEPQll)RL “ligpg (6§PQlQ)RL “Tigpg (ﬁﬁPQ(P—l)l)RL *Tikpg
(ﬁﬁll(P—l)Q)RL ) ﬁKll (§E111)RL ) ﬁm (ﬁgnq)RL ) ﬁKll ]
(ﬁﬁlQ(P_l)Q)RL ) ‘r_iKlQ (ﬁngl)RL ) ‘r_iKlQ (ﬁngQ)RL . ﬁKlQ
. . . (4.68)
(6§P1(P—1)Q)RL *Tikp1 (ﬁgpn)RL “Tgpr (ﬁng)RL *Tigp1
(ﬁEPQ(P—l)Q)RL “Tigpq (ﬁﬁle)RL “Tigpg (E)EPQQ)RL “Tikp
RjeSenje tog sustava glasi:
y=A"b (4.69)

Korisno je primijetiti da ¢e komponente vektora y, linearno ovisiti o napadnom kutu jer
komponente vektora b ovise linearno o napadnom kutu a matrica A (a time i njen inverz) ne
sadrzava nigdje napadni kut u komponentama (matrica A je iskljucivo funkcija geometrije). Ta
¢e Cinjenica biti korisna kasnije pri racunanju aerodinamickih koeficijenata.
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4.4. Aerodinamicke sile 1 momenti
4.4.1. Uzgon

Kako bi se dobio uzgon kojeg stvara letjelica, potrebno je zbrojiti uzgone svih nosecih niti koje

su razapete tockama Pli“jk 1 Plf}jk. Jedna takva noseca nit, prikazana je na slici 4.9.

Prema teoremu Kutte-Joukowskog, rezultantna sila

ﬁR jk> koju takva nit stvara iznosit ¢e:
Frjie = p2(Veo + Pjic) X (Gie = Ty lpje (470)
gdje je:

ﬁR jk — rezultantna sila koju stvara nit,

p, — gustoca zraka,

Ugji, — ukupna inducirana brzina na sredini nosece niti i

l,j — vektor definiran tockama Pll“]- 1 P}B]-k. Slika 4.9 Uz izrafun uzgona

Jednadzba (4.70), moze se raspisati na sljedeci nacin:
ﬁRjk = p2(Tiie = Ty ) Poo X Lpjic + P2 (T = Tejm 1y ) Vrjic X Lpjic (4.71)
Za j=1I, jednadzba (4.71) prelazi u poseban oblik:

Frik = PzlikVeo X lp1k + P21k Vr1k X Lp1k (4.72)

Prvi ¢lanu (4.71) 1 (4.72), predstavlja komponentu sile koja je okomita na ¥, tj. uz pretpostavku
da je a, = 0, to je komponenta u smjeru osi z (vidi sliku 4.2). Za drugi ¢lan se pretpostavlja
da je U jj, pretezito okomit na ¥, §to znadi da ¢e drugi ¢lan predstavljati silu u smjeru ¥, tj. uz
pretpostavku da je a4 = 0, to je komponenta u smjeru osi x. 1z iznesenog, moze se zakljuciti
da prvi ¢lan predstavlja uzgon dok drugi predstavlja otpor, konkretno, inducirani otpor pa se
jednadzbe (4.71) 1 (4.72) mogu zapisati kao:

ﬁle = zjk + DIjk (473)

gdje je:
ij — uzgon kojeg stvara noseca nit i

Dy jx — inducirani otpor kojeg stvara noseca nit
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Kako bi se dobio uzgon, ocito se mora podrobnije promotriti prvi ¢lan. Vektor Tp jk glasi:
R L
XEjk — XFjk
L = [vR — vk (4.74)
pjk Yrjk — YFjk .
R L
Zrjk — ZFjk

-

pa ¢e onda nakon vektorskog mnozenja U, i l; , Clan Ejk poprimiti oblik:

_aoo(ylgjk - yl%]k)
Lire = P2V (Tire = Tij—1ye) | = (2 — Z¥jic) + @oo (X5 — *F k) (4.75)

R L
Yrjk — YFjk

Prva komponenta se uz pretpostavku da je a, = 0 moze zanemariti ¢ime se automatski
zanemaruje i drugi ¢lan druge komponente pa izraz (4.75) prelazi u:

0
- R L
Lix = pzVeo (T = Tjmyic) ~ (2 - ZLij) (4.76)
Yrjk — YFjk

Druga komponenta se moze zanemariti jer ¢e zbog simetrije strujanja ukupna sila (uzgon
letjelice) imati samo komponentu u z smjeru. Time se dolazi do kona¢nog izraza za uzgon kojeg

stvara jedna noseca nit:

Lix = poVoo(Tix — F(j—l)k)(yll;jk - y}l;jk) 4.77)

Zaj =1, uizrazima (4.76) i (4.77) potrebno je umjesto [ — [(j_1yx, staviti Iy.

Uzgon kojeg generira jedno krilo, bit ¢e:

Q p Q
L
5 = P2V Z ik (Viak — YFk) + Paveo Z Z(ij — T-ni) VR — Vi) (4.78)
k=1 =2 k=1

Radi nacina na koji je definirana geometrija, moZze se pretpostaviti:

YRk = Y1k = Yiok = YE2k = = = Yipr = Yipk = AYpx (4.79)
paizraz (4.78) prelazi u:
Q P
L
~ =P | e+ D (T = Tyoae) | By (4:80)
k=1 j=2
49

Branimir Mostarcic¢



Fakultet strojarstva i brodogradnje Zavrs$ni rad

Izraz unutar vanjske sume se moze pojednostaviti kako slijedi:

P
Ty + Z(ij = Tg-1i) = T (4.81)
=2

pa ¢e konacno uzgon kojeg generira letjelica biti (uzima se da je Ayg, = V& — yipp):

Ipk (yIP}Pk - y}I;Pk) (4.82)

1

Q
L=2p,v,
k=

ili zapisano pomocu cirkulacija svedenih na brzinu leta:

Q
L= szvooz Z yPk(yll-SPk - }’}];Pk) (4.83)
k=1

4.4.2. Otpor

Ukupan otpor zrakoplova, sastoji se od induciranog i parazitnog otpora (parazitni otpor se jos

dijeli na otpor trenja i oblika). Prvo ¢e se izraunati inducirani otpor tj. drugi ¢lan izraza (4.73).

Kako bi se izra¢unao inducirani otpor letjelice, koristit ¢e se koncept Trefftzove ravnine. Ideja
je da se odredi inducirani otpor promatranjem strujanja daleko od letjelice pomocu kontrolnog
volumena. Takav kontrolni volumen (K.V.) vidi se na slici 4.10.

Postavljanjem takvog volumena, vidi se da ¢e
se utjecaj letjelice osjetiti samo na stranici
kontrolnog volumena kroz koju prolazi
vrtlozna plahta (V.P.). Ta stranica, zove se
Trefftzova ravnina (T.R.) koja omogucuje
raCunanje induciranog otpora na temelju
iznosa cirkulacija slobodnih (beskonacnih)

| it s |

niti tj. potkovicastih niti. Relacija kojom se

racuna inducirani otpor koriste¢i Trefftzovu

ravninu glasi [4.]: K.V. Vp

Slika 4.10 Prikaz kontrolnog volumena i Trefftzove ravnine

D, = % wyTdl (4.84)
Cc

gdje je:

D; — inducira otpor letjelice,
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¢ — krivulja dobivena presjecanjem Trefftzove ravnine vrtloznom plahtom,
wy — brzina, okomita na krivulju ¢,

[' — iznos cirkulacije u nekoj tocki krivulje ¢ 1

dl — diferencijal krivulje c.

Posto je metoda vrtlozne reSetke numericka metoda, potrebno je izraz (4.84) diskretizirati tj.
potrebno je integral pretvoriti u sumu. Kako bi se to ucinilo, potrebno je pronaci ukupnu brzinu
koju induciraju svi slobodni vrtlozi na sredini spojnice koja spaja dvije susjedne niti (slobodne
niti) te se nakon toga trazi komponenta te brzine, u smjeru koji je okomit na spojnicu. Za
cirkulaciju, uzima se cirkulacija potkovicastog vrtloga ¢ije su slobodne niti spojene spojnicom
koja se promatra. Kao diferencijal, uzima se duljina spojnice. Na slici 4.11, prikazana je
diskretizirana vrtlozna plahta u Trefftzovoj ravnini:

AZ

\/m F-Te)

— yz

Nk PN(P+1](k+I)

[Pia1)-IPq
yz

PM(P+])k o

yzZ
Phk

Slika 4.11 Prikaz diskretizirane vrtloZne plahte u Trefftzovoj ravnini

Da bi se izracunale inducirane brzine na spojnicama, treba odrediti brzinu koju inducira
slobodna vrtlozna niti u Trefftzovoj ravnini. Tu brzinu se moze prona¢i na nacin da se u
jednadzbi (4.26), pusti da x teZzi u +oo:

IwBVE Xp — X
-V . T T 1
vr = lim

w0 4 ((yr = ¥1)* + (2r = 20" \{[(ry — x0)? + (rr — y1)% + (27 — 21)? ¥ 1) (3.85)

BVB 1-2%
@ K
-V . T T
vr = lim +1 | (4.86)
XTooo 4T — 2+ (z1 — 71)?
T (Or —y1)? + (2r — 21)?) \\/(1 B x1)2 n Oz —2)’1)2 + (21 —221)2 /
XT X7 XT
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—BVB
>V F T

= 4.87
T 2n((yr —y1)* + (zr — z1)?) (487

gdje je ¥y, brzinu koju inducira slobodna vrtlozna nit u Trefftzovoj ravnini tj. jedan tockasti
vrtlog ¢ija ja¢ina moze biti superpozicija dvaju slobodnih vrtloznih niti (vidi sliku 4.11).

JednadZzba (4.87), moze se zapisati u kra¢em obliku:

13¥ — ﬁ’V(PlZy’PTZJ’)F (4.88)

Plzy predstavlja y i z koordinate tocke iz koje izlazi vrtlozna nit a PTZ Y predstavlja y i z koordinate

tocke za koju se racuna inducirana brzina

Brzina koju inducira jedan slobodni vrtlog na desnoj strani krila u sredini spojnice iznosi:

( @ ((PN(P+1)v) I\Zi) (—Tpy) zav=1
(kav) —lqVv ((Pl\fg;aﬂ)v)R, Mk) (Fp(v_1) - va) zav=2,..,0 (4.89)

qv ((pljg,+1)v)R, X )Ty 2av=0Q +1

gdje je:
(vM,W) — brzina koju inducira jedan slobodni vrtlog na desnoj strani krila u sredini spojnice,

(Pl\fg; +1)V)R — koordinata vrtloga na desnoj strani krila u y, z ravnini i

Mk — koordinata sredine spojnice.

Ponovno ¢e se radi jasnoce sadrzaja, jednadzbe (4.89) raspisati:

QV(yN(P+1)v;ZN(P+1)v;yMk;ZMk)(_FPv) zav =1
(VMkv) =4 QY (Ynep+1vr 21w YMio 2mi ) Tpv—1) — Tpy) Zav =2,...,Q  (4.90)

QV(YN(P+1)V'ZN(P+1)wYMk:ZMk)FP(v—l) zav=0Q+1

Koriste¢i ponovno simetriju, moze se dobiti brzina koju inducira jedan slobodni vrtlog na lijevoj
strani krila u sredini spojnice kako slijedi:

( @ (A snw), B ) Trv zav =1
(Pi), =4 9" ((PN(M)V) Rir) Ty = Tr-)) Zav =2,...,Q 4.91)

@ (A snw) - Bir) (FTre-n) zav=Q+1
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gdje je:
(ﬁMkV)L — brzina koju inducira jedan slobodni vrtlog na lijevoj strani krila u sredini spojnice,
(Pl\fg; +1)V)L_ koordinata vrtloga na lijevoj strani krila u y, z ravnini i

Mk — koordinata sredine spojnice.

Jednadzba (4.91) u raspisanom obliku ¢e glasiti:

QV(_yN(P+1)v'ZN(P+1)V'yMk'ZMk)FPv zav =1
(UMk = ( YN+ 2N+ 0w Yk Zuk ) (Tpy — Tpv—1)) Zav =2,..,Q  (4.92)
Q ( YN(P+1)V'ZN(P+1)V'YMI<:ZMk)( Ip- 1)) zav=0Q+1

Brzina koju induciraju svi tockasti vrtlozi u sredini neke spojnice iznosi:

Vnke = <QV ((PN(P+1)1) P ) -a¥ ((PN(P+1)1) PMk)) Ipq
+Z <QV N(P+1)V) P ) av ((PN(P+1)v) 1\2%)) (FP(V—I) - FPV) (4.93)

(ﬁv ((Pl\?(&ﬂ)(oﬂ))L . Pl\fli) -q¥ ((Pl\?(l;+1)(Q+1)) PMk)) Ipq

. . - . . . . . .
gdje je vy ukupna inducirana brzina u spojnici.
Prva dva ¢lana se skracuju a preostala dva se mogu napisati u skracenom obliku:

Q
ﬁMk = Z(ﬁ&kV)RL(FP(V—l) - FPV) + (ﬁ)‘l\c[k(Q'Fl))RLFPQ (494)

v=2

ili zapisano pomocu cirkulacija svedenih na brzinu leta:

Q
UMk = Voo Z(ﬁ\l\lflkv)RL(yP(v—l) - va) + (ﬁ\l\clk(Q+1))RLVPQ (4.95)

v=2

Sljedece, potrebno je pronaci normalu na spojnicu. Normala na spojnicu glasi (vidi sliku 4.11):
ok = [_(ZN(P+1)(k+1) - ZN(P+1)k) (4.96)

IYNP+1)(k+1) — YN(P+1Dk
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Valja primijetiti da vektor 7y, nije normaliziran radi prakti¢nosti zapisa konacnog izraza za

inducirani otpor. Dalje, brzina vy, projicirana na pravac normale glasi:

— —
- 5 NMmr \ MMk
Whrr = — | Vmp " —=—— | = 4.97

M ( M |an|> [T | ( )

U izrazu (4.97), stavljen je minus jer je u izrazu (4.84) brzina wy pozitivna ako gleda u

suprotnom smjeru od normale koja je prikazana na slici 4.11. Magnituda brzine Wy ¢e glasiti:

o
MMk
Wk = Vi m (4.98)

Konac¢no, moze se zapisati diskretizirana jednadzba (4.84):

Q Q
Dy =2 Z Dy, = —2%2 Wik Tpie [imk | (4.99)
k=1 k=1

KoriStenjem gore navedenih jednadzbi te sredivanjem izraza, dobiva se:

Q

1% > Tivk -
Dy =— ?Z UMk '—Iﬁ IFPklanl (4.100)
] Mk
Q
Dy = —pzve, Z Umk * MY pi (4.101)
=1

Konacan oblik jednadzbe za inducirani otpor, dobiva se koriste¢i jednadzbu (4.95):

Q Q

Dy = —po° Z Z(ﬁ\l\zkv)RL(]/P(v—l) - va) + (ﬁ}\]/lk(Q+1))RLVPQ ‘fmkYpre  (4.102)
k=1 \v=2

Sljedece, potrebno je odrediti parazitni otpor. Kako bi se to ucinilo, koristi se model za procjenu
parazitnog otpora koji je prikazan u [7.] 1 [8.]. U tom modelu, krilo se dijeli na manje dijelove
duz raspona (ploce), koji se mogu aproksimirati ravnom ploCom. Iznos za parazitni otpor jedne
takve ploce glasi:

PzVeo
Dgy == > Crik RTR A ik Swik (4.103)
gdje je Dg;j otpor k-te ploce na i-tom segmentu.
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Velicina cy;, predstavlja koeficijent parazitnog otpora ravne ploce kojim se aproksimira A-ti dio
na i-tom segmentu. U slucaju da se pretpostavi da je granicni sloj oko letjelice svugdje

turbulentan, onda ¢e cf; glasiti:

1
crix = 0.074Re,, > (4.104)

Gdje je Re;;, Reynoldsov broj za k-tu plocu na i-tom segmentu te glasi:

Voo (€ (tigre+ 1)) T¢i(Lir))
2v,

Rey, = (4.105)
gdje je:

c; — distribucija duljine tetive na i-tom segmentu,

t;x — vrijednost parametra krivulje vodilje koji je dobiven rjeSavanjem jednadzbe (4.9) i

v, — kinematicka viskoznost zraka.

Parametar Rt u jednadzbi (4.103) uzima u obzir utjecaj oblika aeroprofila:

Ry =1+ L'f + 100E* (4.106)

gdje je t maksimalna debljina aeroprofila svedena na duljinu tetive koja za aeroprofil MH 60
iznosi 0.101 a veli¢ina L' moZe poprimiti jednu od dvije vrijednosti kako slijedi:

v {1.2 za % = 0.3

2 za% <03 (4.107)

gdje je x; polozaj maksimalne debljine sveden na duljinu tetive. Za aeroprofil MH 60, x; iznosi
0.273 paje prema (4.107) L' = 2.

Dalje, Ry je veli¢ina koja uzim au obzir strijelu krila te je dan izrazom:

0.28
1
Rpix =1.34Ma$'® <E(COS(AM1-(R+1)) + cos(AMik))) (4.108)

gdje je Amir kut izmedu krivulje koja spaja tocke najvece debljine aeroprofila i y, z ravnine, na
mjestu k-te ploce na i-tom segmentu.

Swik je oplakivana povrsSina k-te ploce na i-tom segmentu.

55
Branimir Mostarcic¢



Fakultet strojarstva i brodogradnje Zavrsni rad

Ukupni parazitni otpor, dobiva se zbrajanjem svih plo¢a na svim segmentima na oba krila:

5 N;
Dp =2 Z Z Drix = P2V’ Ry Z Z Crik Raik Swik (4.109)
i=1 k=1 i=1 k=

Kako bi se jednadzba (4.109) mogla iskoristiti, potrebno je odrediti: cos(Apmx) 1 Swik-

Kako bi se dobila krivulja najvece debljine aeroprofila, potrebno je iskoristiti postupak koji je
analogan dobivanju ekstrudirane povrSine. Jedina je razlika da se sada umjesto konture,
ekstrudira to¢ka duz krivulje vodilje, konkretno, tocka najvece debljine aeroprofila. Koordinata
toke najveée debljine aeroprofila sa slike 3.10 je ((x; — 1¢;(¢,),0,0). Uz zanemarenje

uvijanja, transformacija (priprema za navodenje na krivulju vodilju) te tocka ¢e glasiti:

W) o (5= Daw] [0~ Date)
yi(t) [ =[0 cos(6;) Sm(9 )] [ ] [ ] (4.110)
ZA(t) 0 sin(6;)  cos(6;)

gdje su: x4(t), y&(t) iz (t;)koordinate transformirane tocke najveée debljine aeroprofila.

Nakon vektorskog zbrajanja sa krivuljom vodiljom, dobiva se krivulja najve¢e debljine
aeroprofila:

xXami (1) x;(t) + (% — Dei(ty)
i (t) = |y ()| = yi(t) (4.111)
ziy; (t) z;(t;)

gdje su: xiy; (t), yin; (t:) i ziy; (t;) komponente krivulje najveée debljine aeroprofila. Kako bi
se dobio kosinus kuta izmedu krivulje najvece debljine i y, z ravnine, potrebno je pronaci vektor
tangente krivulje maksimalne debljine a to se ¢ini deriviranjem krivulje (4.111) po parametru
tiZ

(dxyi] d P )dcxc(t D) d4 ]
dt; d %t g de;
dx;  |dyd,; d
A1 Mi YMi Vi
dzy; 4z
i dti | - dti
%{(ﬁ)) se dobiva deriviranjem distribucije (3.61) a g—f, deriviranjem izraza (3.60) pa ¢e

krivulja maksimalne debljine aeroprofila biti:
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[dxmi|  [dx; . X . . i - ;
dt, 70 T & — DEKEI(6)” + 2KR( () + Kiy) Jaiti”™ + byt + ¢
L
A .
Dhie| 2] 4.113)
dti dti
dzy; dz
L dti _ - dti _

1z slike 4.12, vidi se da je moguce dobiti sinus kuta g -

Amix pronalazenjem modula vektorskog umnoska
izmedu tangente krivulje maksimalne debljine i baznog

vektora

Slika 4.12 Uz pronalaZenje cos(Ay;z)

A A
dxy; dxy;

I
| X1 = | sin (— — AMik) (4.114)
dt; 't =ty dt; 't =t 2
iz Cega slijedi:
oty | X T
cos(Awie) =sin (5 — Awic) = dh Tt =t 4.115)
Mik 2 Mik dxfe[i | :
dt; 1t; =ty
Nakon provodenja operacija u (4.115), dobiva se konacan izraz :
2 2
dyiii n dzy;
dt; dt;
cos(Amix) = P (4.116)
i — “ik

daxy; ’ dy; ’ dzy; i
at, | t\at, | T\,

Sljedece je potrebno pronaci povrsinu S,,;. Kako bi saznali izraz za Sy, potrebno je najprije
odrediti kako se moze odrediti povrSina ekstrudirane plohe tj. plohe krila. Prije samog izvoda
za povrSinu ekstrudirane plohe, potrebno je uvesti neke restrikcije koje ¢e znacajno
pojednostaviti konacan izraz a bez da naruSe znacajno konacan rezultat a to su:
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1) aeroprofil koji se navodi je takv da lezi uvijek u ravnini ¢ija je normala okomita na
X-0s,

2) uvijanje aeroprofila oko krivulje vodilje je zanemarivo,

3) oblik aeroprofila se ne mijenja (mijenja se samo veli¢ina) 1

4) aeroprofil je priblizno ravan.

Uz izvod, posluzit ¢e slike 4.13 1 4.14 na kojima je prikazana takva ploha iz dva razlicita kuta

za i-ti segment krila.

Bi(ti)
4z
N\
&
O
Y
Slika 4.13 Prikaz ekstrudirane plohe u izometriji Slika 4.14 Projekcija ravnine na y, z ravninu

Diferencijal parametarski zadane plohe glasi:

dSAi = |d§Al| = |d§Ai(S; ti) X d§Ai(ti;S)| = |d§Ai(S; ti)”d‘s_‘)Ai(ti;S)l Sln(l) (4117)

gdje su d§Ai(S; ti) 1 d§Ai(ti; S)Z

9dSa;
at;

dSa; I

: dt; 4.118
= ; (4.118)

- a -
dSai(s; t;) = dSai(ti;s) =

a A je kut izmedu dSa;(s; t;) i dSa; (¢ 5).

|d§ 2i(s;t)| predstavlja diferencijalnu duljinu krivulje aeroprofila a |d§ 2:(t5;8)| sin(2)
predstavlja diferencijalnu duljinu krivulje vodilje, projicirane na y, z ravninu pa ¢e izraz (4.117)

poprimit oblik:

dSa; = dldg (4.119)
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Integriranjem jednadzbe (4.119), dobiva se izraz za povrSinu djela i-tog segmenta:

Srk Cicep Srk [ Cicep dz\?
Saix = f f dld¢ = f 1+ (—) dxd( (4.120)
Qlk 0 Cik 0 dx

gdje z(x) predstavlja jednu od tri krivulje aeroprofila dok je {j; duljina projicirane krivulje
vodilje na pocetku djela povrSine i-tog segmenta a (., duljina projicirane krivulje vodilje na
kraju djela povrsine i-tog segmenta. KoriStenjem relacije:

z(x) = z(x)c; ((t;)) (4.121)

te supstitucije :

x = xc;({(t;)) (4.122)

izraz (4.120) se moze zapisati kao:

Saik = j: ’1 + (%)2 dx j:rkci(()d( (4.123)

Integrali u (4.123) su medusobno nezavisni te se mogu posebno rijesiti. Tako ¢e prvi integral
predstavljati duljinu jedne od tri krivulje aeroprofila, svedenu na duljinu tetive dok drugi

integral predstavlja povrsinu ispod distribucije ¢;({) pa se rjeSavanjem desnog integrala u
(4.123), dobiva:

- (K& K K}
Saik = la (TB (G — Sii) + ?lz(@k — 3 + 711 (GG — ¢i%) + Kio (G = (1k)> (4.124)
Duljina gornjake odnosno donjake, svedena na duljinu tetive za MH 60 iznosi:

- 1 df_l 2 _ 1 dljl, 2
lg = f \/@dx =1.021 , Ilg= j mdx = 1.008 (4.125)
0 dx o dx

Zamjenom {pye sa ((tie41)) 1 G sa {(ty) te postavljanjem l_g + I4 umjesto I, dobiva se

oplakivana povrsina k-te ploce na i-tom segmentu:
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- - _(K§ K§
Swir = (g + 1a) (T”’ (G (tiwsn)* = Ctad*) + 55 (C(tiwsn)® — {ta)®)
(4.126)
Kicl 2 2 [4
+ — (Ctiks1))* — C(tu)?) + K5 (Ctigerny) — C(tar))
2
Time su u potpunosti definirane sve veli¢ine jednadzbe (4.109).

Ukupan ¢e otpor letjelice na kraju biti zbroj induciranog i parazitnog otpora:

D = D; + Dg (4.127)

4.4.3. Moment propinjanja

Moment propinjanja se racuna oko centra mase letjelice (centar mase konstrukcije 1 tereta) pa

je prvi korak izracunati koordinate centra mase.

Slike 4.15 1 4.16, posluzit ¢e pri izvodu izraza za koordinate centra mase letjelice.

Y

L

CM (tl)

X
XA

Xem

TA
I

ci(ti)

A
XM

my ~

Slika 4.15 Uz izvod momenta propinjanja
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hg(x) =

x|y

—A _ A’
XCM hd (X)

Slika 4.16 TeZiSte povrSine poprecnog presjeka aeroprofila sa jedinicnom tetivom

Za pronalazak centra mase prazne letjelice (bez tereta), krilo ¢e se podijeliti na infinitezimalne
dijelove koji imaju svoj centar mase (xZy; (t;), yom: (ti), z8w; (t:)) kao na slici 4.15. Taj centar
mase ovisi o konstrukciji letjelice no posto se ovdje ne razmatra eksplicitno konstrukcija
letjelice, pretpostavi ¢e se da je masa uniformno rasporedena po letjelici tj. krilo je jedan

kontinuum pa ¢e centar mase takvog jedno infinitezimalnog dijela glasiti:

xéMi(ti) xi(ti) + (féM — l)Ci(tl')
yom @ | =] ¥t + yéuci(t) (4.128)
28w (t:) zi(t) + ziwei(ty)

gdje su: X2y, ¥éu 1 ZAy koordinate teZista povriine aeropofila kao na slici 4.16. Jednadzba
(4.128), dobivena je na analogan nacin kao i1 jednadzba (4.111) Posto je aeroprofil prije
transformacije smjesten u X, Z ravnini, onda je ¥4y = 0. Dalje, pretpostavlja se da je Z2y ~ 0
pa jednadzba (4.128) prelazi u:

xéMi(ti)‘ lxi(ti) + (%t — 1)ci(ty)

Ve (t:) (L)) (4.128)
28w (t:) z;(t;)

X koordinata teziSta povrSine aeroprofila, racuna se kako slijedi:
[Yx hy(x)dx — [ % hy(¥)d%
A 0™ "8 o d

A, = 4.129
Heu [, hg(®)d% — [} ha(%)dx (+129)

(za MH 60, ¥&; = 0.3895).

61
Branimir Mostarcic¢



Fakultet strojarstva i brodogradnje Zavrsni rad

x koordinata centra mase letjelice (sa teretom), racuna se kako slijedi:

2%50 [, xCwidm; + xpmy
Xon = i (4.130)

gdje je:

m; —masa i-tog segmenta,

mr — masa tereta i

xt — x koordinata centra mase tereta.
Masa infinitezimalnog djela krila, iznosi:

gdje je pk gustoca krila a dV; volumen infinitezimalnog djela krila. dV; se moze izraCunati kao
volumen tijela koje se dobiva ekstrudiranjem aeroprofila za d{ pa ¢e izraz (4.131) glasiti:

dm; = piAac? ({(t:))dS (4.132)

gdje je A, povriina koju zatvara aeroprofil, svedena da kvadrat duljine tetive. Ratuna se prema
jednadzbi:

1 1
/TA=f f_tg(f)df—f hq(%)dx (4.133)
0 0

(za MH 60, A, = 0.063).

Koristec¢i jednadzbu (3.60), diferencijal d{ se moze dalje raspisati ¢cime se konac¢no dobiva:

dml- = pKAACiz (((ti))\/al-tiz + bitl' + Cidti (4134)

Uvrstavanjem izraza (4.134) u (4.130), te postavljanjem odgovarajucih granica integracije,

dolazi se do konacnog izraza za x koordinatu centra mase krila i tereta:

- 1
_ 2pxAp Yoo Jy xbwic? QD)) agti + byt + cidt; + xymy
Xem = 5 (1.2 2
2%, [y 2tV agti + bty + cidt; +my

(4.135)

vy koordinata centra mase letjelice je jednaka nuli radi simetrije (pretpostavlja se da je y
koordinata tereta jednaka nuli).
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Izraz za z koordinatu krila 1 tereta je analogan onome za x koordinatu uz razliku da nema drugog
¢lana u nazivniku kao §to je to slucaj kod izraza za x koordinatu. Razlog tomu jest Cinjenica da
se pretpostavlja da je teret smjesten tako da je zp = 0 pa slijedi:

- 1
I 20kAp 231 [y 28wic? GV ait® + bit; + cidt,
CM — 1
2%7, Jy c2QIV aiti® + bty + cydt; + my

(4.136)

Poznavanjem koordinata centra mase Citave letjelice, mogu se izraCunati momenti koji nastaju
uslijed: uzgona, induciranog i parazitnog otpora.

Moment kojeg stvara jedna noseca nit iznosi (visi sliku 4.15):

My i = (xcm — Xgji) Ljk (4.137)
gdje je xpjx x koordinata sredine nosece niti (vidi slike: 4.1, 4.2 1 4.9). Zapisano pomocu
komponenata matrice mreZze, Xxgj; ¢e biti:

B 3(xnjae+n) + Xnjk) F XNGHDK+1) T XING+DE
XFjk = 3 (4.138)

Moment kojeg generira pola krila uslijed uzgona glasi:

Q
M,
- = Z Z(xcm = Xgjic) Lji (4.139)

j=1k=1

Koriste¢i jednadzbu (4.77) (i verziju te jednadzbe za j=1), izraz (4.139) prelazi u:

Q
M;,
> = PzV0 z Flk(yll;{lk - }’}];1k)(XCM — XF1k)
=L (4.140)
+ PV Z Z(ij - F(j—1)k)()’}3jk - y}l;jk)(xCM — Xpjk)
=2 k=1

Koristenjem cirkulacija svedenih na brzinu leta te (4.79), izraz za moment kojeg stvaraju oba
krila uslijed uzgona glasi:

Q P
My, = 2p,vs, Z lhk(xCM — Xp1x) + Z(ij — ¥(i—ni) Xem — Xpji) | (VEpk — VEpr)  (4.141)
k=1 =
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Moment kojeg stvara jedan potkovicasti vrtlog uslijed induciranog otpora iznosi (vidi sliku
4.15):

Mp, = (Zmk — Zem) Dik (4.142)

a moment kojeg generira pola krila iznosi:

Q
M
2 Z(ZMk — Zem) Dig (4.143)

2
k=1

pa koriste¢i jednadzbe (4.99) 1 (4.102) dobiva se moment kojeg generira cijelo krilo uslijed
induciranog momenta:

Q Q

Mpr = —pzVe” Z Z(ﬁ}\//lkv)RL(VP(v—l) ~Vpy) + (ﬁ}\lllk(Q+1))RLyPQ “AmYpk(Zue — Zem)  (4.144)
k=1 \v=2

Na posljetku, ostaje moment koji nastaje uslijed parazitnog otpora. Doprinos jedne ploce

ukupnom momentu uslijed parazitnog otpora iznosi (vidi sliku 4.15):

Mpgix = (Zmik — Zem) Drik (4.145)

dok ¢e moment kojeg generira pola krila iznositi:

N;

Mpp
— = Z Z(ZMik — Zcm) Dri (4.146)

5
i=1 k=1
gdje su Zp 1 Zp 1sti osim $to su indeksi drugacije definirani. Ukoliko se zy;, 0znaci sa zy,,,
tada veza izmedu indeksa ik 1 v glasi:
v=k zai=11i k=1,..,N;
v=N,+k zai=2 1 k=1,..,N,
17=N1+N2+k zai=3 1 k= 1,...,N3
U=N1+N2+N3+k zai=4 1 k= 1,...,N4
v:N1+N2+N3+N4+k zai=51 k= 1,...,N5

Uvrstavanjem izraza (4.103) u (4.146), dobiva se ukupan moment parazitnog otpora:
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5 N;
Mpr = p,Ver” Ry z z CeikRaireSwik (Zmik — Zem) (4.147)
i=1 k=1
Konac¢no, ukupan moment propinjanja ¢e biti:

M S ML + MDI + MDF (4148)

4.5. Aerodinamicki koeficijenti

Korisno je umjesto aerodinamickih sila i momenata, koristiti aerodinamicke koeficijente. Prije
definiranja koeficijenata, vazno je uvesti referentnu povrsinu i referentnu duljinu. Za referentnu
povrsinu, uzet ¢e se povrsina krila koja bi se dobila kada bi se aeroprofili od koji je krilo
nacinjeno, spljostili:

) 5 N;
Swer == ) Swi (4.149)
[+ 14 £
i k=1

dok ¢e se za referentnu duljinu uzeti srednja aerodinamicka tetiva koja je definirana izrazom:

CEL s

Cp = o (4.150)
L'5=1 f(:: Cl(()d(
Koeficijenti: uzgona, otpora i momenta propinjanja glase redom:
B L
L= (4.151)
7 P2V SREF
B D
Cbo=7——— (4.152)
7 P2 Vi SREF
B M
=1 ——— (4.153)
5 P7V5% SREFCA
Korisno je jos§ definirati koeficijent lokalnog uzgona:
c _ pzvozoVPk (4 154)
lik — 1 .
5 PzVs 5 (ciltigern) +eu(t))
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ili nakon sredivanja:

4ypi
i (tigk+1))+Ci(tix)

Clik = (4.155)

KoriStenjem prije izvedenih izraza za: uzgon, otpor i moment propinjanja, koeficijenti: (4.151),

(4.152) 1 (4.153) se mogu napisati u kona¢nom obliku:

4
= S_Z Ve (VEpk — YEpk) (4.156)
EF £
Q
‘= SREF z Z(QM"V)RL(VP(V = ¥py) F (QMk(Q+1))RLVPQ MMk Yk
=1 \v=
4.157)
+ Rr Z z Crik Raik Swik

i=1k=

Q
2),
SREFCA =

1

P
(V k(xem — Xp1p) + Z(ij — Y1) Xem — Xeji) | (Ve — VEpr)

=2

Q Q
Z ( (QMkv)RL(VP(v 1~ va) + (QMk(Q+1))RLVPQ “AmkYpk(Zmk — Zem)  (4.158)
k=1 \v=2

N;

5
Ry z Crik RaikSwik (Zmik — Zem)
i=1 k=1

Radi postavljanja uvjeta stabilnosti letjelice, joS ¢e se pronaci derivacija koeficijenta uzgona i

momenta propinjanja po napadnom kutu. Za koeficijent uzgona, to ¢e biti:

Q
ac, 4 dypi
daoo SREF =1 daoo

(ygpk - Y#Pk) (4.159)

a za koeficijent momenta propinjanja:

dCyv dCy, N dCy,, N dCyp
da, dag dae, day

(4.160)

gdje je:
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Cy,, — koeficijent momenta uzrokovanog uzgonom
Cwmp, — koeficijent momenta uzrokovanog induciranim otporom
Cwmpp — koeficijent momenta uzrokovanog parazitnim otporom

Posto parazitni otpor nije ovisan o napadno kutu (bar ne za male napadne kutove), tre¢i ¢lan
otpada. Drugi Clan se moze zanemariti tj. prirast momenta uzrokovanog induciranim otporom
je mali u odnosu na onaj koji je uzrokovan uzgonom pa ¢e konacno jednadzba (4.160) glasiti:

Q P

dCy 4 dyik dyjk  dY-1k

dao, SREFCAZ da,, oM~ Xre) + Z dajoo - djaoo (tem — Xejie) | (VRek — YEpr)  (4.161)
]:

k=1

Derivacije cirkulacija po napadnom kutu se dobivaju deriviranjem sustava (4.69):

W _ 4 papy = P (4.162)
da, dao dag,
'_n-lz<11'
b _| M 4.163
dae _n:IZ(Pl e
| —Ngpo ]

Kao $to je ve¢ napomenuto, komponente y su linearno ovisne o @, $to znaci da ¢e koeficijent
uzgona linearno ovisiti o napadnom kutu kako slijedi:
dcy,

Cu(@) = = (@ = @) + C1.(@0) (4.164)

gdje je a, neki referentni napadni kut. Iz jednadzbe (4.164), moze se dobiti kut pri kojem
letjelica ne stvara uzgon tj. kut nultog uzgona ay :

_ CL(ao)
%o =% =g (4.165)
dag

Ukoliko se zanemari koeficijent momenta koji nastaje uslijed induciranog otpora u izrazu
(4.158), onda se i za koeficijent momenta propinjanja moze pisati analogno kao za C,(a):
dCy

Cri(teo) = 7 (@ = tg) + Cur(@o) (4.166)
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iz Cega se dobiva napadni kut za koji je moment propinjanja oko centra mase jednak nuli tj. kut
nultog momenta:
_ Cm(ao)
amo = Ao dCM (4167)
dag

4.6. Validacija aerodinamickog modela

Sada ¢e se ukratko prikazati rezultati aerodinamicke analize koji su dobiveni gore izvedenim
izrazima 1 programom xflrS. Za identicnu geometriju letjelice koja je prikazana na slici (4.17),
izracunate su ovisnosti: Cp, (@), Cp(@s) 1 Cy(®o) te je izraunata distribucija koeficijenta

lokalnog uzgona.

0.4

-0.8 0.0

Slika 4.17 Prikaz testne letjelice
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Ovisnost koeficijenta uzgona o napadnom kutu

— xfIr5
—— Proracunski model

0.4

alfa

Slika 4.18 Ovisnost koeficijenta uzgona o napadnom kutu za testnu letjelicu

Ovisnost koeficijenta ukupnog otpora o napadnom kutu

— Xflrs
0.030 - —— Proracunski model

0.025 A

0O 0.020 A
O

0.015 A

0.010 A

alfa

Slika 4.19 Ovisnost koeficijenta otpora o napadnom kutu za testnu letjelicu

Branimir Mostarci¢
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Ovisnost koeficijenta ukupnog momenta oko centra mase o napadnom kutt

0.20 A e —XIF5
—— Proracunski model
0.15 -
0.10 -
0.05 A
=
O
0.00 A
—0.05 -
—0.10 -
—0.15 A
-4 -2 0 2 < 6
alfa
Slika 4.20 Ovisnost koeficijenta ukupnog momenta o napadnom kutu za testnu letjelicu
Distribucija koeficijenta lokalnog uzgona
0.15 - — Xf|r5
—— Proracunski model
0.10 A
_ 0.05 A
v
0.00 -
—0.05 A
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
2y/b

Slika 4.21 Distribucija koeficijenta lokalnog uzgona za testnu letjelicu
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Vidi se da se svi rezultati jako dobro poklapaju osim onih za otpor. Moze se zakljuciti da se
inducirani dio otpora proracunskog modela izvedenog ovdje dobro poklapa sa rezultatom iz
xflr5 no ne i parazitni dio. To nije problem posto je u [9.] navedeno da program xfIr5 procjenjuje
manje otpora nego Sto bi trebao. Osim toga, egzaktno odredivanje parazitno otpora je vrlo tesko
te ovisi 0 puno parametara pa imati model koji predvida nesto viSe otpora nije loSe.
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S. FORMULACIJA OPTIMIZACIJSKOG
PROBOLEMA

Nakon pripreme geometrije 1 definiranja modela koji povezuje projektne varijable sa
veli¢inama u interesu, moze se postaviti sustav od (2.3) do (2.6). Navedeni sustav ¢e se
modificirati na sljedec¢i nacin:

F ((fopt)ixm) = min(F (%;xo;)) (5.1)
h; ((fopt)ixm) =0 (5.2)

9k (Zopt) X0:) 2 0 (5.3)

Ib; < (fopt)ixoi < ub; (5.4)

gdje je:
X; — bezdimenzijska projektna varijabla
Xo; — apsolutna vrijednost inicijalne projektne varijable

(a?opt)i — bezdimenzijska projektna varijabla u optimumu (minimumu)

Razlog te modifikacije jest skaliranje prostora projektnih varijabli [1.]. Na taj nacin su sve
projektne varijable istog reda veliCine tj. prostor projektnih varijabli je ravhomjeran u svim
smjerovima. To znacajno moze ubrzati pronalazenje optimalne tocke. Moguce je i skalirati

funkciju cilja no to nije ovdje toliko bitno poSto ovo nije multidisciplinarni problem.

5.1. Projektne varijable

Parametri koji definiraju geometriju letjelice, mogu se svrstati u Cetiri kategorije:

1.) parametri trupa
2.) parametri krivulje vodilje
3.) parametri distribucije duljine tetive

4.) parametri distribucije uvijanja

Svi parametri geometrije letjelice, mogu se vidjeti u tablici 5.1.
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Tablica 5.1 Geometrijski parametri letjelice

Trup Krivulja vodilia | Listrioucija duljine | p o ciia uvijania
tetive
Hg n C22 5Y)
Hy Xx22 k3> k3,
w Xy22 C32 as3;
CrR Xz22 k3, k3,
ki, L Cq2 42y
3 ki k&>
Xx51 Cr s
Xz51 kg, kg,
Xx52
Hy

Kao §to je ve¢ spomenuto, parametri trupa se zadaju prije optimizacije te ostaju fiksni za
vrijeme optimizacije. Osim navedenih geometrijskih parametara, postoje jo§ parametri leta. U
ovom slucaju, to ¢e biti napadni kut a, i brzina leta v, pa ¢e sveukupno ovaj optimizacijski
problem sadrzati 28 projektnih varijabli.

5.2. Funkcija cilja

Kao $to je u uvodu spomenuto, potrebno je smanjiti snagu koja je potrebna za ravnotezni let,
pa e funkcija cilja biti snaga potrebna za let Prgq:

1
F = Ppgq = EPZUEOSREFCD (5.5)

5.3. Ogranicenja jednakosti

Slijedeci korak je postaviti ograni¢enja jednakosti tj. definirati funkcije jednakosti koje su
prikazane u tablici 5.2.

Tablica 5.2 Funkcije ograni¢enja jednakosti

h; Funkcija jednakosti
15
hy 5 P2VioSrerCL — Mg
h, Cm
dCy
h _M_
3 dag,
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Prva jednakost nalaze da letjelica sa optimalnim projektnim varijablama mora ostvarivat uzgon
jednak tezini letjelice (m je masa letjelice sa teretom a g je gravitacijsko ubrzanje na Zemlji).

Drugo ograni¢enje trazi da za ukupan moment propinjanja letjelice bude jednak nuli za

optimalno stanje.

Trece ograniCenje je zahtjev na uzduznu stabilnost letjelice. Kako bi letjelica bila stabilna u
uzduznom smjeru, potrebno je da je derivacija koeficijenta momenta propinjanja bude
negativna tj. za pozitivan prirast napadnog kuta, potrebno je da se moment smanji kako bi vratio
letjelicu na manji (ravnotezni) napadni kut. Obrnuto vrijedi za negativan prirast napadnog kuta.
Kako iznos te derivacije takoder ovisi o upravljivosti letjelice, potrebno je tu vrijednost
kontrolirati pa je zato uveden parametar A koji se odabire prije optimizacije. Da bi letjelica bila
stabilna, A mora biti negativan broj. Posto je ta veli¢ina relativno apstraktna, potrebno je nakon
optimizacije isprobati u simulaciji upravljivost letjelice, Ukoliko nismo zadovoljni sa
upravljivos¢u, potrebno je promijeniti parametar A te ponovno pokrenuti optimizaciju za novi
parametar A.

5.4. Ogranic¢enja nejednakosti

Funkecije nejednakosti za ovaj problem, prikazane su u tablici 5.3.

Tablica 5.3 Funkcije ogranicenja nejednakosti

Ix Funkecija nejednakosti
g1 0.5by — ¥s2
9> 0.2ys, — (Hw + Xz51)
93 Hy + xz51 — 0.15y5;
CL Cwm
9a dC, dCy
da, dag
Js 0.9(¢;") stann — max (cyix)
Je min (k) — 0.9(c] Jstan
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97 C22 = C32

Is C32 = Cy2

9o Caz — Cr

Y10 3K{3KT — (Kf)?
911 3K53K51 — (K5,)?
912 3K53K51 — (K5,)?
913 3Ki3K5 — (Kip)?
914 3Ks3KS, — (KS,)?
915 —Ki3

916 —K73

917 —K33

918 —Ki3

Y19 —Ks3

920 3K{5KY — (Kf%)?
921 3K35K5 — (K35)?
922 3K$5Ksh — (K55)?

Branimir Mostarci¢

75



Fakultet strojarstva i brodogradnje Zavrsni rad

923 3K5Kg — (Kib)?
924 3K5KE — (KSh)?
925 =1

926 Hy — Xz51
927 Xx52 — Xx51

Prva nejednakost osigurava da raspon krila ne prelazi maksimalni dopusteni raspon by gdje je
Vs poluraspon letjelice tj. y koordinata trec¢e kontrolne tocke krivulje vodilje petog segmenta.
Druga nejednakost osigurava da ukupna visina wingleta (Hy + x,s51)) ne prelazi 20%
poluraspona letjelice dok treca osigurava da ukupna visina wingleta ne prelazi ispod 15%
poluraspona letjelice. Te restrikcije (konkretno, treca) su uvedene kako bi se osiguralo
postojanje wingleta tj. vertikalnih stabilizatora kojima se kontrolira stabilnost oko z osi. To je
indirektan nacin kontroliranja stabilnosti oko z osi posto se ovdje direktno kontrolira samo

uzduZna stabilnost.

Cetvrta restrikcija je redundantna te kaze da napadni kut nultog momenta letjelice mora biti
veci od napadnog kuta nultog uzgona tj. letjelica mora moci stvarati uzgon a da pri tome nema
nikakvog momenta koji djeluje oko centra mase. Zadovoljenjem prve i druge jednakosti, to je
automatski zadovoljeno no uvodi se ova restrikcija svejedno kako bi se dopustivi prostor

smanjio Cim viSe te ubrzao proces pronalazenja optimuma. Ta je nejednakost dobivena

koristenjem jednadzbi (4.165) i (4.167). Korisno je tu nejednakost pomnoziti sa %% kako

bi se eliminirala moguénost pojave nule u nazivniku. Naravno, to znaCi da ¢e se trebati
dcy, dCy

provjeravati predznak umnoska ——.
Ao d®eo

Peto ograni¢enje nejednakosti osigurava da ne dode do pojave lokalnog koeficijenta uzgona
veceg od 90% maksimalnog koeficijenta uzgona aeroprofila. Za MH 60 maksimalni koeficijent
uzgona je 1 ((¢{)stan = 1). Sesto ogranienje govori isto §to i peto samo se odnosi na
minimalni koeficijent uzgona koji je za MH 60 -0.5 ((c] )stan = —0.5). Te vrijednosti se mogu

dobiti analizom u programu xflr5.
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Ograni¢enja od 7 do 9 osiguravaju da su duljine tetiva na pocetku segmenata vece od onih na

kraju (indirektno uzimanje konstrukcijskih zahtjeva u obzir).

Funkecije od 10 do 19 osiguravaju da je distribucija duljine tetive iskljucivo padajuca funkcija
na svakom segmentu krila. Na taj se nacin dodatno postavlja uvjet koji indirektno uzima u
obzir zahtjev konstrukcije letjelice. Kako bi se prikazao nac¢in na koji su dobivena ta
ogranic¢enja, potrebno je promotriti na koji nacin je distribuiran nagib distribucije duljine tetive.

Da bi se dobila distribucija nagiba, potrebno je jednadzbu (3.61) derivirati po {:

kf(Q) = 3K50% + 2K50 + K (5.6)

gdje je k{ (), distribucija nagiba. To je kvadratna funkcija te ta funkcija moZe imati jednu od
cetiri osnovne konfiguracije koje su prikazane na slikama od 5.1 do 5.4.

=] c <
ki Ki2a \ Kiza /
|
| I
| |
i | |
| | | |
il L i
Cu T Cr C L CRi (T ¢ i < (ri C
Slika 5.1 Prva Kkonfiguracija kvadratne funkcije
c (=3 c
K2, Ki2a Ki2,
i n (R i Cri T ¢y Cni

I
—T T > T
[ 1
|
|

v ¥

C 1

Slika 5.2 Druga konfiguracija kvadratne funkcije

c
ki2 A

Slika 5.3 Treca konfiguracija kvadratne funkcije
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c
ki2,

(=
ki2‘l

Slika 5.4 Cetvrta konfiguracija kvadratne funkcije

gdje su {p; 1 {g; vrijednosti duljine krivulje vodilje na i-tom segmentu, projicirane na y, z
ravninu a {; je { koordinata na kojoj se nalazi tjeme parabole. Kao $to je ve¢ spomenuto,
distribucija duljine tetive mora biti isklju¢ivo padajuca funkcija $to zna¢i da mora k{ ({) biti
negativan izmedu {j; 1 {g;. Prvi je korak osigurati da su nagibi za {j; 1 {j; negativni $to se ¢ini
postavljanjem restrikcije na vrijednost projektnih varijabli: kS,, ... i k&,. Medutim, to nije
dovoljno da bi se osigurala negativna distribucija nagiba po ¢itavom intervalu izmedu {;; 1 (g;
Sto se 1 vidi iz navedenih slika. To znaci da prva konfiguracija (slika 5.1) otpada tj. do takve
distribucije nagiba ne smije doc¢i. Za ¢etvrtu konfiguraciju, prvi slucaj je takoder neprihvatljiv
posto se u intervalu izmedu {j; i {g;, javlja ki ({) koji je ve¢i od nule. Za istu konfiguraciju,
vidi se da se preostala dva slu¢aja mogu reproducirati (u smislu distribucije k{({)) pomocu
druge konfiguracije ¢ime odbacujemo tj. ne dopustamo pojavu cetvrte konfiguracije. Treca
konfiguracija je prihvatljiva no radi nacina na koji se mijenja nagib (moguée su pojave

stepenaste distribucije), nece se takoder prihvatiti. [z navedenog, zakljucuje se da:

1.) tjeme parabole mora biti ispod ¢ osi i
2.) prvi koeficijent parabole mora biti negativan

Iznos distribucije k{ ({) za { = {1; glasi (ekstrem parabole):

(K
kf Gno) = — 2= + K (57)
14 i 3Kl-c3 i1
pa prvi uvjet u matematickom obliku glasi: :
(K3)*
——31‘% +K5<0 (5.8)

posto mora K5 < 0, onda se mnoZenjem nejednadzbe (5.8) sa K3, dobiva:

3K5KS — (K5)* >0 (5.9

Do istog zakljucka se moglo do¢i razmatranjem ekstrema u distribuciji duljine tetive.

Drugi zakljucak u matematickom obliku glasi:
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—K5 >0 (5.10)

Time se doslo do nejednadzbi od 10 do 19.

Valja naglasiti da se metodom pokusaja i pogreske, uspostavilo da se dobri rezultati dobivaju i
ako se funkcije nejednadzbe od 10. do 14., proglase funkcijama jednakosti. U rezultati
prikazanim u 7. poglavlju, koristila su se upravo takva ograni¢enja.

Nejednakosti od 20 do 24 su postavljene kako ne bi doslo do pojave ekstrema kod distribucije
uvijanja na svim segmentima. Kako bi se doslo do tih funkcija nejednakosti, potrebno je pronaci
izraz za stacionarne tocke distribucije (3.94). Taj izraz glasi (stacionarne toCke kubicne
funkcije):

—2Kj + 4(K5)* — 12K5K

(5.11)
6K;3

(Ystac)i =

Ukoliko ne zelimo da izraz (5.11) ima realna rjeSenja, potrebno je da diskriminanta bude manja

od nule:

4(K%)? — 12KEKE < 0 (5.12)

g.
3K5K — (K3)? >0 (5.13)

Preostala tri ogranicenja (od 25 d0 27) nisu od velikog znacaje ve¢ se koriste samo kako bi se
smanjio prostor projektnih varijabli bez da se naruSava konacan rezultat.

5.5. Intervali projektnih varijabli

Kako bi se smanjio dopustivi prostor projektnih varijabli te time ubrzao pronalazak optimuma,
uvodi se interval za svaku projektnu varijablu, unutar kojeg se moze kretati. Tablica 5.4

prikazuje gornje (ub;) i donje (Lb;) granice projektnih varijabli.

Tablica 5.4 Intervali projektnih varijabli

Redni br.

intervala Lb; i ub;
1. 0.05w n 1.25wW
2. 0.5Hy Xx22 Hy
3. 0.5Ww Xy22 1.5W
4. -0.2cg Xz22 0.2¢cr
5. w l 0.5by
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6. 0.5W T3 0.5by
7. 0.01cg Xx51 0.1cg
8. 0.025by Xz51 0.1by
9. 0.01cg Xx52 0.1cg
10. 0.025by; Hyy 0.1by
11. 0.05¢cg Ca2 CrR
12. -2 kS, -107*cg
13. 0.05¢cg C32 CR
14. -2 kS, 10~ *cg
15. 0.05¢cg C42 CrR
16. -2 ks, 10~ *cg
17. 0.05¢cg CT CrR
18. -2 ke, 10~ *cg
19. -5m/180 sy 57/180
20. -2 k%, 2
21. -5m/180 as, 5m/180
22. -2 k%, 2
23. -5m/180 Ay 5m/180
24. -2 ks, 2
25. -5m/180 Asy 57/180
26. -2 kg, 2
217. 0 Qoo 5
28. 5 Voo 50

Najznacajniji intervali su: 12., 14., 16. 1 18. jer se njima osigurava da su nagibi distribucije

duljine tetive negativni na spojevima segmenata krila. To je nuzno kako bi se ostvarila strogo

padajuca distribucija duljine tetive.

Ostali intervali su postavljeni primarno radi smanjenja dopustivog prostora projektnih varijabli.

Branimir Mostarcic¢
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6. KARATAK OPIS Python PROGRAMA

Python program kojim se rjeSava problem optimizacije lete¢eg krila se sastoji od Sest glavna
dijela koji su zaduzeni za:

1.) stvaranje proracunske mreZze te izracun relevantnih karakteristika geometrije,
2.) izraCun cirkulacija vrtloznih prstena i potkova,

3.) izracun aerodinamickih koeficijenata,,

4.) izracun vrijednosti funkcije cilja,

5.) izracun vrijednosti funkcija ogranic¢enja (jednakost i nejednakosti) i

6.) optimizaciju projektnih varijabli.

Stvaranje proraCunske mreze, postize se pomocu funkcije koja kao ulazne parametre prima:
geometrijske parametre letjelice, geometrijske parametre aeroprofila te diskretizaciju
geometrije tj. broj koji odgovara broju panela duz tetive i broj koji odgovara broju panela duz
raspona. Kao izlazne varijable, vraca koordinate ¢vorova panela (matricu mreze) te sve ostale
relevantne geometrijske karakteristike geometrije (centar mase prazne letjelice, referentna

povrsina, referentna duljina itd.).

Izracun cirkulacija se vr§i pomocu funkcije €iji su ulazni parametri: matrica i napadni kut

letjelice dok su izlazni parametri cirkulacija i derivacija cirkulacije po napadnom kutu.

Poznavanjem cirkulacija i derivacija istih, moze se primijeniti funkcija koja kao ulazne
parametre ima: matricu mreze, sve relevantne geometrijske karakteristike letjelice potrebne za
izraCun aerodinamickih koeficijenata, cirkulacije, derivacije cirkulacija, brzinu leta te svojstva
zraka u ovisnosti o visini leta. [zlaze varijable su naravno aerodinamicki koeficijenti.

Posljednja tri djela se nalaze unutar jednog modula. Izra¢un funkcije cilja se provodi pomoc¢u
Python funkcije unutar koje se nalaze svi prethodno navedeni dijelovi programa. Kao ulazne
varijable, prima projektne varijable a izlazna varijabla je vrijednost funkcije cilja.

Sli¢no kao i funkcija cilja, izraCun svih funkcija ograni¢enja se provodi pomocu jedne funkcije
unutar koje su smjeStena prva tri djela. Ulazni argumenti su projektne varijable a izlazni
argumenti su vrijednosti funkcija ogranicenja.

Naposlijetku, preostaje joS ugradena Python-ova optimizacijska funkcija iz Scipy biblioteke
koja kao ulazne argumente prima: funkciju za izracun vrijednosti funkcije cilja, funkciju za
izracun vrijednosti funkcija ograni¢enja i dopustive intervale projektnih varijabli. Takoder,
potrebno je odabrati pocetnu tocku tj. inicijalne vrijednosti projektnih varijabli koje se ubacuju
u optimizacijsku funkciju u obliku vektora ¢ije su komponente vrijednosti projektnih varijabli
na pocetku optimizacije (inicijalne vrijednosti projektnih varijabli). Optimizacijska funkcija
omogucuje jo§ i: kontrolu nad brojem iteracija optimizatora, nacin racunanja parcijalnih
derivacija funkcije cilja i funkcija ograni¢enja te optimizacijsku metodu. Za ovaj optimizacijski
problem, metoda regije povjerenja. To je gradijentna metoda Sto zna¢i da ¢e nam biti
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zagarantiran lokalni no ne i globalni minimum te da konac¢no rjeSenje ovisi o pocetnoj tocki
ukoliko postoji vise optimuma. Velika prednost gradijentnih metoda u odnosu na druge koje
mogu pronaci globalne optimume, jest brzina pronalaska optimuma. Konacno, izlazni
argumenti ¢e biti optimizirane projektne varijable te informacije u zadovoljenju odnosno
nezadovoljenju ograni¢enja. Vazno je naglasiti da se kriteriji za proglasavanjem neke tocke
optimumom namjesStaju po potrebi tj. u ovisnosti o razmatranom problemu (npr. za neki
problem moze biti dovoljno postaviti da sve funkcije ogranicenja moraju imati vrijednost ispod

1073 kao jedan od kriterija optimalnosti, dok za neki drugi problem, taj prag moZe biti na 10~8).
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Ulazni parametri kojima se definiraju uvjeti za koje se mora ostvariti optimum, dani su u tablici

7.1.

Tablica 7.1 Ulazni parametri

Oznaka . Vrijednost
parametra Opis parametra parametra
Hg Duljina trupa 0.4 m

Hy Duljina repa (nosaca motora) 0.06 m
w Pola Sirine trupa 0.193 m
CRr Duljina korjene tetive 0.34 m
ks, Parametar za kontrolu oblika prednjeg djela trupa -0.43
H Visina leta 3000 m
by Maksimalni dopusteni raspon 3m
PK Gustoca konstrukcije letjelice 50 %
mr Masa tereta 2 kg
XT x koordinata centra mase tereta 0.2m
A Parametar upravljivosti/stabilnosti -0.03
(e stann Maksimalni koeficijent uzgona aeroprofila 1
(1 Dstan Minimalni koeficijent uzgona aeroprofila -0.5

Polovica krila je diskretizirana sa 15 panela duz tetive i 50 panela duz raspona dakle krilo je

diskretizirano na ukupno 1500 panela.

Konacno, kao inicijalna geometrija, uzeta je letjelica sa slike 4.17.

Prikaz aerodinamickih koeficijenata te geometrije za inicijalne i optimalne varijable, vidi se na

slikama koje slijede. Vrijednost funkcije cilja inicijalne i optimizirane geometrije, dani su u

tablici 7.2. Dalje, vrijednosti funkcija jednakosti za obije geometrije, vide se u tablici 7.3 dok

se u tablici 7.4 vide se samo predznaci vrijednosti funkcija nejednakosti za obije geometrije tj.

da li je: ogranicenje neaktivno tj. vrijednost funkcije ograni¢enja je pozitivnog predznaka (+)

ili nezadovoljeno tj. vrijednost funkcije ogranicenja je negativnog predznaka (-). Vrijednosti

inicijalnih 1 optimalnih varijabli, vide se u tablici 7.5.

Broj iteracija (koraka) optimizacije je 500.

Branimir Mostarcic¢
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Ovisnost koeficijenta uzgona o napadnom kutu

0.6 -

— xflr5
—— Proracunski model

alfa

Zavr$ni rad

Slika 7.1 Ovisnost koeficijenta uzgona o napadnom kutu za inicijalne projektne varijable

Ovisnost koeficijenta uzgona o napadnom kutu

0.4

— xflr5
—— Proracunski model

alfa

Slika 7.2 Ovisnost koeficijenta uzgona o napadnom kutu za optimizirane projektne varijable

Branimir Mostarci¢
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Ovisnost koeficijenta ukupnog otpora o napadnom kutu

0.030 A

0.025 A

0O 0.020 A1
O

0.015 -

0.010 A

— XxfIr5
—— Proracunski model

alfa

Zavr$ni rad

Slika 7.3 Ovisnost koeficijenta otpora o napadnom kutu za inicijalne projektne varijable

Ovisnost koeficijenta ukupnog otpora o napadnom kutu

0.0275 4

0.0250 -

0.0225 A

0.0200 A

CcD

0.0175 A

0.0150 A

0.0125 A

0.0100 A

— xflr5
—— Proracunski model

alfa

Slika 7.4 Ovisnost koeficijenta otpora o napadnom kutu za optimizirane projektne varijable
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Ovisnost koeficijenta ukupnog momenta oko centra mase o napadnom kutt

0.20 - — xflr5

—— Proracunski model
0.15 A
0.10 1
0.05 4

=

O
0.00 A

—0.05 4

—0.10 A

—0.15 A

alfa

Slika 7.5 Ovisnost koeficijenta momenta o napadnom kutu za inicijalne projektne varijable

ngsa%%st koeficijenta ukupnog momenta oko centra mase o napadnom kutt

— Xflr5
—— Proracunski model

0.004 A

0.002 A

0.000 A

—0.002 -

cM

—0.004 -

—0.006 -

—0.008 -

—0.010 -

alfa

Slika 7.6 Ovisnost koeficijenta momenta o napadnom kutu za optimizirane projektne varijable
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Distribucija koeficijenta lokalnog uzgona

0.15 A

— XxfIr5
—— Proracunski model
0.10 -
_ 0.05
o
0.00 -
—0.05 A
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
2y/b
Slika 7.7 Distribucija lokalnog koeficijenta uzgona za inicijalne projektne varijable
Distribucija koeficijenta lokalnog uzgona
— XFITD
0.50 4 —— Proracunski model
0.45
0.40 -
T 0.35 A
0.30 -
0.25 -
0.20 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
2y/b

Zavr$ni rad

Slika 7.8 Distribucija lokalnog koeficijenta uzgona za optimizirane projektne varijable
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Inicijalna geometrija

Slika 7.9 Prikaz inicijalne geometrije u izometriji

Optimizirana geometrija

Slika 7.10 Prikaz optimizirane geometrije u izometriji
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Inicijalna geometrija

0.6

0.4

(o2 )

0.0

-0.2

-0.4 5 9
0.6 0.4 0.2 0.0 —0.2—0.4—0.6—0&

Slika 7.11 Prikaz inicijalne geometrije promatrane sa x osi

Optimizirana geometrija

0.4

_0.4 %
06 04 02 00 -0.2-0.4-0.6 ~—%

Slika 7.12 Prikaz optimizirane geometrije promatrane sa x osi

89

Branimir Mostarci¢



Fakultet strojarstva i brodogradnje Zavrs$ni rad

Inicijalna geometrija

-”& 03 04 05 06 0.7 08

Slika 7.13 Prikaz inicijalne geometrije promatrane sa y osi

Optimizirana geometrija

Slika 7.14 Prikaz optimizirane geometrije promatrane sa y osi
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Inicijalna geometrija

P32 —0.6-0.4-0.20.0 0.2 0.4 0.6

Slika 7.15 Prikaz inicijalne geometrije promatrane sa z osi

Optimizirana geometrija

t t t t t + —
-0.6-0.4-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 -Q@

Slika 7.16 Prikaz optimizirane geometrije promatrane sa z osi
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Tablica 7.2 Vrijednosti funkcija cilja za inicijalne i optimizirane projektne varijable

Inicijalne projektne varijable

Optimizirane projektne varijable

Preq

119.44814247663659 W

19.74283861038242 W

Tablica 7.3 Vrijednosti funkcija jednakosti za inicijalne i optimizirane projektne varijable

Inicijalne projektne varijable Optimizirane projektne varijable

hy -2.07763651e+00 N -2.40009502e-01 N

h, 6.32327681e-03 1.79021102¢-03

hs -1.56478092¢+00 rad—? 1.04589151e-02 rad~?!

hy -2.07946614e+01 m~2 -2.07161764¢-07 m~2

hs 1.52741044¢-01 m~2 -6.57127780e-01 m~2

he 2.92414021e-02 m~2 -2.62739267¢-02 m~2

h, -1.07264365¢+01 m~2 6.08030688¢e-05 m~2

hg -5.88269054e+00 m~2 -6.39204487¢-04 m 2

Funkcije od 4. do 8. su nejednakosti od g;¢ do g4, pretvorene u jednakosti

Tablica 7.4 Predznaci funkcija nejednakosti za inicijalne i optimizirane projektne varijable

Inicijalne projektne varijable

Optimizirane projektne varijable
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Tablica 7.5 Vrijednosti inicijalnih i optimiziranih projektnih varijabli

Inicijalne projektne varijable Optimizirane projektne varijable
161 5.999999999999999778e-02 m 1.212118702392736419¢-01 m
Xx22 5.000000000000000278e-02 m 3.002540979448584807¢e-02 m
Xy22 2.100000000000000200e-01 m 2.893903645096922994e-01 m
Xz22 1.499999999999999944¢-02 m 2.532092817684656813e-02 m
l 7.500000000000000000e-01 m 5.526300451526838797e-01 m
3 8.000000000000001554¢-02 m 9.842410951626480442¢-02 m
Xx51 2.999999999999999889¢-02 m 2.220981541935917666e-02 m
Xz51 2.000000000000000389¢-02 m 7.505306422022105239¢-02 m
Xx52 1.700000000000000122¢-01 m 3.175370104448318326e-02 m
Hy 1.320000000000000062¢e-01 m 1.480942928157230887e-01 m
Ca2 2.500000000000000000e-01 m 2.825696736058823655¢e-01 m
kS, -4.299999999999999933¢-01 -3.678096352608776348e-02
C32 1.650000000000000078e-01 m 2.542515395553975877e-01m
kS, -1.199999999999999956¢-01 -2.065141616602504671e-01
Ca2 1.469999999999999918e-01 m 2.229166427256461247¢-01 m
ks, -2.000000000000000111e-01 -2.247235693665013412¢-01
CT 6.999999999999999278¢-02 m 1.006699736589035110e-01 m
kg, -1.000000000000000000e+00 -1.643864836049235612¢+00
[y -2.967059728390360196e-02 rad 3.307594968024293609¢-03 rad
kS, -9.999999999999999167¢-02 rad/m 3.613377455358954271e-02 rad/m
a3y -4.712388980384689396¢-02 rad 8.259846514816485824¢-03 rad
kS, -9.999999999999999167¢-02 rad/m 1.098496602962950597e-02 rad/m
Ay -6.457718232379018597e-02 rad 9.286790672582725253e-03 rad
kg, -9.999999999999999167¢-02 rad/m 1.434798076786332650e-02 rad/m
asy 3.490658503988659095¢-02 rad 1.345666025076585649¢-02 rad
kg, 9.999999999999999167¢-02 rad/m 1.080127753875984031e-01 rad/m
Ao 2° 4.99913 °
Voo 31 m/s 13.57175 m/s

Vidi se da inicijalna geometrija, zadovoljava u prihvatljivim granicama sve krucijalne zahtjeve
¢ime je opravdano usporedivanje inicijalne i optimizirane geometrije. Provodenjem
optimizacije, dobiva se geometrija koja zadovoljava sve lju¢ne zahtjeve no uz to, potrebno je
oko Sest puta manje snage za let ¢ime se opravdano moze zakljuciti da je optimizacija bila
uspjesna.

Naslici 7.6, vidi se da rezultati dobiveni proracunskim modelom i programom xflr5, odstupaju.
Razlog tomu jest ¢injenica da se pretpostavilo u modelu da se moment mijenja linearno sa
napadnim kutom (zanemaren je utjecaj induciranog otpora na ukupni moment). Bez obzira na

to, radi se o malim odstupanja pa ne ¢ini nikakav problem.
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8. ZAKLJUCAK

U ovom radu je prikazan proces optimizacije na primjeru leteceg krila pri ¢emu su radi

jednostavnosti ispusteni krucijalni dijelovi kao §to je analiza konstrukcije i dinamike letjelice.

Moze se zakljuciti da se proces optimizacije primarno sastoji od definiranja geometrije koja ¢e
biti podvrgnuta optimizaciji te postavljanja modela koji povezuje projektne varijable sa
veli¢inama koje se Zele optimizirati tj. rezultat optimizacije ¢e biti onoliko dobar koliko je dobra
geometrija i model kojeg smo definirali.
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