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2.9 Provjera stabilnosti pomoću polova sustava . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Regulacija sustava 24
3.1 Linear Quadratic Regulator (LQR) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.1.1 Upravljivost (eng. Controllability) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.1.2 Osmotrivost (eng. Observability) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.1.3 Simulacija sustava . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.1.4 Stabilnost zatvorenog linearnog sustava sa LQR-om . . . . . . . . . . 31

3.2 Ljapunovljeva funkcija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4 Usporedba centraliziranog i decentraliziranog upravljanja 42
4.1 Analiza robusnosti centralizirano i decentrilizrano upravljanog su- stava . . . . 46

5 Zaključak 51
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1. Uvod
U ovom radu analizirat će se upravljanje jednog dosta zanimljivog modela, koji može poslužiti
kao prikaz mnogobrojnih procesa regulacije. Oko nas postoji neizmjerno puno kompleksnih
sustavi koje je potrebno regulirati. Radi se o sustavima čije su komponente raspodjeljene tako
da su jedna od drugo podosta udaljene. Primjer ovoga bi bio nekakav sustav dalekovoda. Kako
bi se takav sustav regulirao? Bi li se regulirao na način da se napon na svakom vodu mjeri,
šalje u nekakvu bazu iz koje nekakav veliki regulator upravlja svim naponima? Ovakav pristup
regulacije bio bio praktički nemoguć. Stoga će se pomoću modela koji će se detaljno pojasniti
u ovom radu, prikazati kako bi se jedan takav sustav mogao regulirati.

Započet će se grafičkim prikazom modela sustava. Na grafičkom prikazu će se označiti sve po-
trebno mjere, čija će uloga biti pojašnjenje dalje u radu. Slijedi pojašnjenje produljenja opruga
i kako se dolazi do konačnog izraza za produljenje opruga. Opruge služe kao dodatna nestabil-
nost sustva koja komplicira regulaciju. Ta nestabilnost ili ograničenje kasnije će imati vitalnu
ulogu kod regulacije. Zatim slijedi pojašnjenje Euler-Lagrangeove metode kojom će se matema-
tički prikazati model. Za izračun matematičkog modela potrebno je izračunati ukupne kinetičke
i potencijalne energije sustava. Dobiveni model bit će nelinearan koji će se zatim morati lineari-
zirati kako bi se mogao programskim alatima obraditi. Dobivene linearizirane jednadžbe zatim
će se prikazati u posebnom obliku: prostor stanja. Kad se dobije sustav u obliku stanja, vrlo
lako će se provjeriti je li sustav stabilan. Očekivano je da će, s obzirom da je nereguliran, sustav
biti nestabilan. Za regulaciju će se koristiti LQR, tip regulatora koji je idealan za modele poput
ovoga. Regulacija ovim regulatorom bit će centralizirana i služit će kasnije u radu za usporedbu
pristupa regulaciji. Kako bi se dobila decentralizirana regulacija, koristit će se Ljapunovljeva
funkcija pomoću koje će se dobiti zasebni kontroleri za svako njihalo. Za kraj će se usporediti
odzivi ovih sustava i objasnit će se opažanja. Odnosno, pojasnit će se kako ova dva tipa regula-
cije utječu na odzive.

Sve navedeno bit će popraćeno jednadžbama, slikama, tablicama i izvorima. Treba naglasiti
kako će kod programskog paketa MAT LAB koji je korišten pri rješavanja kompleksnijih izra-
čuna biti predočen u prilogu. Uz to treba napomenuti da (u virutalnoj verziji) klikom na citat
izraza, slike ili literature, file će automatski prebaciti na citat istih, što olakšava čitanje i praćenje
rada.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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2. Matematički model sustava
Za početak će se grafički prikazati model sustava sa svim oznakama potrebnim za proračun
modela:

Slika 1: Grafički prikaz sustava skupa inverznih njihala povezanih oprugama

Gdje je:

• ϕ - kuta zakreta zamašnjaka

• τ - moment zamašnjaka koji daje elektromotor

• θ - kut zakreta njihala

• c - konstanta krutosti opruge

• LH - udaljenost hvatišta opruge sa inverznim njihalima

• mN - masa njihala

• JN - moment inercije njihala

• LN - udaljenost centra mase njihala

• LO - udaljenost izmed̄u okretišta njihala

• mZ - masa zamašnjaka

• JZ - moment inercije zamašnjaka

• LZ - udaljenost centra mase zamašnjaka

Ideja zamašnjaka je da će oni svojim kutnim ubrzanjima (uzrokovanih od stranje elektromotra)
stvarati moment koji će njihala ’tjerati’ u stabilan položaj, odnosno položaj u kojima kutovi
zakreta θ iznose nula.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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2.1. Euler-Lagrangeova metoda
Dinamički model sustava je skup diferencijalnih jednadžbi koje aproksimiraju ponašanje mo-
dela sustava. Za dobivanje diferancijalnih jednadžbi koristit će se Euler-Lagrangeova metoda.
Opći zapis Lagrangiana glasi:

L = K −P (2.1)

Gdje je:

• L - Lagrangian

• K - ukupna kinetička energija sustava

• P - ukupna potencijalna energija sustava

Opći zapis Euler-Lagrangeove jednadžbe glasi:

Ti =
d
dt

(︃
∂L
∂qi̇

)︃
− ∂L

∂qi
(2.2)

Gdje je:

• qi - i-ta upravljana koordinata

• qi̇ - brzina i-te upravljane koordinate

• Ti - ukupni moment u i-toj upravljanoj koordinati

Kako bi se izračunao Lagrangian, potrebno je izračunati ukupnu kinetičku i potencijalnu ene-
rgiju sustava. Veliki utjecaj na njihala imat će opruge, točnije potencijalna energija kojom će
djelovati na sustav. U sljedećem dijelu će se detaljno pojasniti kako će se izračunati produljenja
opruga pa tako i njihova potencijalna energija.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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2.2. Produljenje opruge
Kako bi se izrazio utjecaj opruga prvo će se morati grafički prikazati situacija u kojoj su opruge
u nerastagnutom stanju:

Slika 2: Grafički prikaz inverznih njihala povezanih nerastegnutim oprugama

Na slici se vidi kako prva opruga ima duljinu jednakoj udaljenosti izmed̄u prva dva njihala; LO1 ,
dok druga opruga ima duljinu jednakoj udaljenosti izmed̄u drugo i trećeg inverznog njihala; LO2 .
Zbog pojednostavljanja postavit će uvjet jednakosti udaljenosti izmed̄u njihala i jednakost uda-
ljenosti hvatišta opruga: LO1 = LO2 = LO i LH1 = LH2 = LH3 = LH. Ovom jednakošću se takod̄er
postavlja da su opruge jedanke duljine u nerastegnutom stanju. Može se takod̄er zaključi da su
opruge nerastegnute ako je θ1 = θ2 = θ3 = 0. Sada je potrebno prikazati slučaj u kojem su
opruge rastegnute:

Slika 3: Grafički prikaz inverznih njihala povezanih rastegnutim oprugama

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4
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Kako bi se došlo do iznosa produljenja opruge x, potrebno je izračunati duljinu rastegnute
opruge. Za izračun duljine rastegnute opruge koristit će se formula za udaljenost dviju točaka:

d
(︁
(x1,y1),(x2,y2)

)︁
=
√︂

(x1 − x2)2 +(y1 − y2)2 (2.3)

Prvo će se izračunati duljina |AB|, odnosno duljina prve rastegnute opruge. U formulu (2.3) se
uvrštavaju koordinate točaka A i B:

|AB|=
√︂[︁

sinθ1 LH − (LO + sinθ2 LH)
]︁2
+(cos θ1 LH − cos θ2 LH)2 (2.4)

Nakon sred̄ivanja, dobije se izraz:

|AB|=
√︂

LO
2 +2LO LH (sinθ2 − sinθ1)+2LH

2 (1− sinθ1 sinθ2 − cosθ1 cosθ2) (2.5)

Produljenje prve opruge x1 razlika je izmed̄u duljine produljene opruge |AB| i opruge u nera-
stegnutom stanju LO:

x1 =

√︂
LO

2 +2LO LH (sinθ2 − sinθ1)+2LH
2 (1− sinθ1 sinθ2 − cosθ1 cosθ2)−LO (2.6)

Zbog jednostavnijeg računanja, ovaj izraz će se odmah linearizirati. Linearizacijom će se dobiti
linearna ovisnost produljenja x1 o kutovima zakreta njihala θ1 i θ2. Formula za linearizaciju
glasi:

x1 =

(︃
∂x1

∂θ1

)︃
θ1=θ2=0

·θ1 +

(︃
∂x1

∂θ2

)︃
θ2=θ2=0

·θ2 (2.7)

Nakon deriviranja i sred̄ivanja, dobit će se linearna jednadžba za produljenje prve opruge x1:

x1 = LH (θ2 −θ1) (2.8)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 5
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Sada je potrebno napraviti isto za drugu oprugu. Računa se duljina |BC|:

|BC|=
√︂[︁

(LO + sinθ2 LH)− (2LO + sinθ3 LH)
]︁2
+(cosθ2 LH − cosθ3 LH)2 (2.9)

Nakon sred̄ivanja, dobije se izraz:

|BC|=
√︂

LO
2 +2LO LH (sinθ3 − sinθ2)+2LH

2 (1− sinθ2 sinθ3 − cosθ2 cosθ3) (2.10)

Zatim se računa produljenje druge opruge x2 na isti način kao za prvu oprugu:

x2 =

√︂
LO

2 +2LO LH (sinθ3 − sinθ2)+2LH
2 (1− sinθ2 sinθ3 − cosθ2 cosθ3)−LO (2.11)

Slijedi linearizacije izraza (2.11):

x2 =

(︃
∂x2

∂θ2

)︃
θ2=θ3=0

·θ2 +

(︃
∂x2

∂θ3

)︃
θ2=θ3=0

·θ3 (2.12)

Nakon deriviranja i sred̄ivanja, dobit će se linearna jednadžba za produljenje opruge x2:

x2 = LH (θ3 −θ2) (2.13)

Dobiveni izrazi za produljenja opruga (2.8) i (2.13) koristit će se za izračun potencijalne ener-
gije. Iako se radi o pojednostavljenju, ovi izrazi su dovoljno dobar prikaz produljenja opruga i
neće previše utjecati na konačan izvod matematičkog modela.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 6
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2.3. Kinetička energija
Kinetička energija njihala proizlazi iz rotacije oko zgloba. Zadana je izrazom:

KN =
1
2

JN1 θ1̇
2
+

1
2

JN2 θ2̇
2
+

1
2

JN3 θ3̇
2 (2.14)

Gdje je:

• θ̇ - kutna brzina

Kinetička energija zamašnjaka proizlazi iz rotacija oko vlastite osi. Opisuje ju izraz:

KZ =
1
2

JZ1

(︁
θ1̇ +ϕ1̇

)︁2
+

1
2

mZ1 LN1
2

θ1̇
2

+
1
2

JZ2

(︁
θ2̇ +ϕ2̇

)︁2
+

1
2

mZ2 LN2
2

θ2̇
2

+
1
2

JZ3

(︁
θ3̇ +ϕ3̇

)︁2
+

1
2

mZ3 LN3
2

θ3̇
2

(2.15)

Ukupna kinetička energija onda iznosi:

K = KN +KZ =
1
2

JN1 θ1̇
2
+

1
2

JN2 θ2̇
2
+

1
2

JN3 θ3̇
2

+
1
2

JZ1

(︁
θ1̇ +ϕ1̇

)︁2
+

1
2

mZ1 LN1
2

θ1̇
2

+
1
2

JZ2

(︁
θ2̇ +ϕ2̇

)︁2
+

1
2

mZ2 LN2
2

θ2̇
2

+
1
2

JZ3

(︁
θ3̇ +ϕ3̇

)︁2
+

1
2

mZ3 LN3
2

θ3̇
2

(2.16)
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Luka Šunjić Završni rad

2.4. Potencijalna energija
Potencijalna energija njihala zadana je izrazom:

PN = mN1 gLN1 cosθ1 +mN2 gLN2 cosθ2 +mN3 gLN3 cosθ3 (2.17)

Potencijalna energija zamašnjaka zadana je izrazom:

PZ = mZ1 gLZ1 cosθ1 +mZ2 gLZ2 cosθ2 +mZ3 gLZ3 cosθ3 (2.18)

Potencijalna energija opruge zadana je izrazom:

PO =
1
2

c1 x1
2 +

1
2

c2 x2
2 (2.19)

Zbog pojednostavljenja će se uzeti da su konstante obiju opruga jednake; c1 = c2 = c. Nakon
uvrštavanja produljenja opruga x1 i x2 i zbrajanja, ukupna potencijalna energija iznosi:

P = PN +PZ +PO = mN1 gLN1 cosθ1 +mN2 gLN2 cosθ2 +mN3 gLN3 cos θ2

+mZ1 gLZ1 cosθ1 +mZ2 gLZ2 cosθ2 +mZ3 gLZ3 cos θ3

+
1
2

cLH
2 (θ2 −θ1)

2 +
1
2

cLH
2 (θ3 −θ2)

2
(2.20)

2.5. Dinamički model sustava
Izrazi za ukupnu kinetičku energiju (2.16) i ukupnu potenacijalnu energiju (2.20) uvrštavaju se
u izraz za Lagrangian (2.1), čime se dobiva izraz:

L =
1
2

JN1 θ1̇
2
+

1
2

JN2 θ2̇
2
+

1
2

JN3 θ3̇
2

+
1
2

JZ1

(︁
θ1̇ +ϕ1̇

)︁2
+

1
2

mZ1 LN1
2

θ1̇
2

+
1
2

JZ2

(︁
θ2̇ +ϕ2̇

)︁2
+

1
2

mZ2 LN2
2

θ2̇
2

+
1
2

JZ3

(︁
θ3̇ +ϕ3̇

)︁2
+

1
2

mZ3 LN3
2

θ3̇
2

−mN1 gLN1 cosθ1 −mN2 gLN2 cosθ2 −mN3 gLN3 cosθ3

−mZ1 gLZ1 cosθ1 −mZ2 gLZ2 cosθ2 −mZ3 gLZ3 cosθ3

− 1
2

cLH
2 (θ2 −θ1)

2 − 1
2

cLH
2 (θ3 −θ2)

2

(2.21)
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Potrebno je definirati vektor upravljačkih koordinata q:

q =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
q1
q2
q3
q4
q5
q6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.22)

Gdje je:

• q1 = θ1

• q2 = ϕ1

• q3 = θ2

• q4 = ϕ2

• q5 = θ3

• q6 = ϕ3

Slijedi definiranje vektora upravljačkih momenata T:

T =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
T1
T2
T3
T4
T5
T6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.23)

Gdje je:

• T1 = τθ1

• T2 = τ1

• T3 = τθ2

• T4 = τ2

• T5 = τθ3

• T6 = τ3

τθ predstavlja vanjske poremećaje koji djeluju na sustav.
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Luka Šunjić Završni rad

Slijedi definiranje Euler-Lagrangeovih jednadžbi sustava pomoću izraza (2.2):

τθ1 =
d
dt

(︃
∂L
∂θ1̇

)︃
− ∂L

∂θ1
(2.24)

τ1 =
d
dt

(︃
∂L
∂ϕ1̇

)︃
− ∂L

∂ϕ1
(2.25)

τθ2 =
d
dt

(︃
∂L
∂θ2̇

)︃
− ∂L

∂θ2
(2.26)

τ2 =
d
dt

(︃
∂L
∂ϕ2̇

)︃
− ∂L

∂ϕ2
(2.27)

τθ3 =
d
dt

(︃
∂L
∂θ3̇

)︃
− ∂L

∂θ3
(2.28)

τ3 =
d
dt

(︃
∂L
∂ϕ3̇

)︃
− ∂L

∂ϕ3
(2.29)

U jednadžbe se uvrštava izraz za Lagrangian (2.21). Deriviranjem i sred̄ivanjem jednadžbi do-
biva se šest jednadžbi drugog reda. Jednadžbe čine nelinearni sustav diferencijalnih jednadžbi:

τθ1 =
(︁
JN1 + JZ1 +mZ1 LN1

2)︁
θ1̈ + JZ1 ϕ1̈

− (mN1 gLN1 +mZ1 gLZ1)sin θ1 + cLH
2

θ1 − cLH
2

θ2 (2.30)

τ1 = JZ1 θ1̈ + JZ1 ϕ1̈ (2.31)

τθ2 =
(︁
JN2 + JZ2 +mZ2 LN2

2)︁
θ2̈ + JZ2 ϕ2̈

− (mN2 gLN2 +mZ2 gLZ2)sin θ2 − cLH
2

θ1 +2cLH
2

θ2 − cLH
2

θ3 (2.32)

τ2 = JZ2 θ2̈ + JZ2 ϕ2̈ (2.33)

τθ3 =
(︁
JN3 + JZ3 +mZ3 LN3

2)︁
θ3̈ + JZ3 ϕ3̈

− (mN3 gLN3 +mZ3 gLZ3)sin θ3 − cLH
2

θ2 + cLH
2

θ3 (2.34)

τ3 = JZ3 θ3̈ + JZ3 ϕ3̈ (2.35)
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Za potpuno definiranje matematičkog modela sustava, potrebna je difernecijalna jednadžba koja
opisuje rad elektromotora. Jednadžba će se raspisati za prvi motor te će se zatim primijeniti na
drugi i treći:

−Ka1 u1 = L1 i1̇ +R1 i1 +M1 ϕ1̇ (2.36)

Gdje je:

• i - struja elektromotora

• u - napon elektromotora

• L - induktivitet zavojnice

• R - otpor armature

• M - konstanta elektromotora

• Ka - pojačanje elektromotora

Moment prvog elektromotora proporcionalano je ovisan o struji i1 i konstanti motora M1. Na-
kon uvšrtavanja τ1 = M1 i1 u jednadžbu (2.31), dobiva se izraz:

M1 i1 = JZ1 θ1̈ + JZ1 ϕ1̈ (2.37)

Dinamika vezana za induktivitet znatno je brža od dinamike mehaničkog dijela sustava, stoga
se induktivitet u ovom slučaju može zanemariti. Za daljnje rješavnje, potrebno je jednadžbu
(2.36) prenamijeniti na način da se dobije izraz za struju i1.

i1 =−Ka1

R1
u1 −

M1

R1
ϕ1̇ (2.38)

Izraz (2.38) se zatim uvšrtava u izraz (2.37) čime se dobiva modificirani oblik druge diferenci-
jalne jednadžbe:

−Ka1 M1

R1
u1 = JZ1 θ1̈ +

M1
2

R1
ϕ1̇ + JZ1 ϕ1̈ (2.39)
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Isti postupak se napravi za drugi i treći motor. Jednadžbe (2.31),(2.33) i (2.35) onda poprimaju
oblik:

−Ka1 M1

R1
u1 = JZ1 θ1̈ +

M1
2

R1
ϕ1̇ + JZ1 ϕ1̈ (2.40)

−Ka2 M2

R2
u2 = JZ2 θ2̈ +

M2
2

R2
ϕ2̇ + JZ2 ϕ2̈ (2.41)

−Ka3 M3

R3
u3 = JZ3 θ3̈ +

M3
2

R3
ϕ3̇ + JZ3 ϕ3̈ (2.42)

Sustav diferencijalnih jednadžbi prikazat će se na sljedeći način:

T = G(q)+H(q) q̈+C(q, q̇) (2.43)

Gdje je:

• G - vektor gravitacijskog djelovanja

• H - matrica inercija

• C - vektor Coriolisovih i centrifugalnih djelovanja

Komponente dinamičke jednadžbe imaju vrijednost:

T =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

τθ1

−Ka1 M1

R1
u1

τθ2

−Ka2 M2

R2
u2

τθ3

−Ka3 M3

R3
u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.44)
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G =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−(mN1 gLN1 +mZ1 gLZ1)sin θ1 + cLH
2 θ1 − cLH

2 θ2

0

−(mN2 gLN2 +mZ2 gLZ2)sin θ2 − cLH
2 θ1 + cLH

2 θ2 − cLH
2 θ3

0

−(mN3 gLN3 +mZ3 gLZ3)sin θ3 − cLH
2 θ2 + cLH

2 θ3

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.45)

H =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

JN1 + JZ1 +mZ1 LN1
2 JZ1 0 0 0 0

JZ1 JZ1 0 0 0 0

0 0 JN2 + JZ2 +mZ2 LN2
2 JZ2 0 0

0 0 JZ2 JZ2 0 0

0 0 0 0 JN3 + JZ3 +mZ3 LN3
2 JZ3

0 0 0 0 JZ3 JZ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.46)

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

M1
2

R1
ϕ1̇

0

M2
2

R2
ϕ2̇

0

M3
2

R3
ϕ3̇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.47)

Uvrštavanjem izraza (2.44), (2.45), (2.46) i (2.47) u izraz (2.43) dobiva se zapis:
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⎡ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎣

τ
θ

1

−
K

a 1
M

1
R

1
u 1

τ
θ

2

−
K

a 2
M

2
R

2
u 2

τ
θ

3

−
K

a 3
M

3
R

3
u 3

⎤ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎦=

⎡ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎣

−
(m

N
1
g

L N
1
+

m
Z

1
g

L Z
1
)s

in
θ

1
+

cL
H

2
θ

1
−

cL
H

2
θ

2

0

−
(m

N
2
g

L N
2
+

m
Z

2
g

L Z
2
)s

in
θ

2
−

cL
H

2
θ

1
+

2
cL

H
2

θ
2
−

cL
H

2
θ

3

0

−
(m

N
3
g

L N
3
+

m
Z

3
g

L Z
3
)s

in
θ

3
−

cL
H

2
θ

2
+

cL
H

2
θ

3

0

⎤ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎦

+

⎡ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎣J N
1
+

J Z
1
+

m
Z

1
L N

1
2

J Z
1

0
0

0
0

J Z
1

J Z
1

0
0

0
0

0
0

J N
2
+

J Z
2
+

m
Z

2
L N

2
2

J Z
2

0
0

0
0

J Z
2

J Z
2

0
0

0
0

0
0

J N
3
+

J Z
3
+

m
Z

3
L N

3
2

J Z
3

0
0

0
0

J Z
3

J Z
3

⎤ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎦⎡ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎣θ
1̈

ϕ
1̈

θ
2̈

ϕ
2̈

θ
3̈

ϕ
3̈⎤ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎦+

⎡ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎣0

M
12

R
1

ϕ
1̇

0

M
22

R
2

ϕ
2̇

0

M
32

R
3

ϕ
3̇⎤ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎦

(2
.4

8)
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Zapis jednadžbi je sada pojednostavljen i matričnom se transformacijom lako može dobiti izraz
za vektor q̈:

q̈ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
θ1̈
ϕ1̈
θ2̈
ϕ2̈
θ3̈
ϕ3̈

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦= H−1 (T−G−C) (2.49)

Konačni izrazi za q̈ tada su jednaki:

θ1̈ =
mN1 gLN1 +mN1 gLZ1

JN1 +mZ1 LN1
2 sinθ1 −

cLH
2

JN1 +mZ1 LN1
2 θ1 +

cLH
2

JN1 +mZ1 LN1
2 θ2

+
M1

2

R1
(︁
JN1 +mZ1 LN1

2
)︁ ϕ1̇ +

1
JN1 +mZ1 LN1

2 τθ1 +
Ka1 M1

R1
(︁
JN1 +mZ1 LN1

2
)︁ u1

(2.50)

ϕ1̈ =−
mN1 gLN1 +mN1 gLZ1

JN1 +mZ1 LN1
2 sinθ1 +

cLH
2

JN1 +mZ1 LN1
2 θ1 −

cLH
2

JN1 +mZ1 LN1
2 θ2

−
M1

2
(︁
JN1 +mZ1 LN1

2 + JZ1

)︁
R1 JZ1

(︁
JN1 +mZ1 LN1

2
)︁ ϕ1̇ −

1
JN1 +mZ1 LN1

2 τθ1 −
Ka1 M1

(︁
JN1 +mZ1 LN1

2 + JZ1

)︁
R1 JZ1

(︁
JN1 +mZ1 LN1

2
)︁ u1

(2.51)

θ2̈ =
mN2 gLN2 +mN2 gLZ2

JN2 +mZ2 LN2
2 sinθ2 +

cLH
2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ1 −

2cLH
2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ2 +

cLH
2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ3

+
M2

2

R2
(︁
JN2 +mZ2 LN2

2
)︁ ϕ2̇ +

1
JN2 +mZ2 LN2

2 τθ2 +
Ka2 M2

R2
(︁
JN2 +mZ2 LN2

2
)︁ u2

(2.52)

ϕ2̈ =−
mN2 gLN2 +mN2 gLZ2

JN2 +mZ2 LN2
2 sinθ2 −

cLH
2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ1 +

2cLH
2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ2 −

cLH
2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ3

−
M2

2
(︁
JN2 +mZ2 LN2

2 + JZ2

)︁
R2 JZ2

(︁
JN2 +mZ2 LN2

2
)︁ ϕ2̇ −

1
JN2 +mZ2 LN2

2 τθ2 −
Ka2 M2

(︁
JN2 +mZ2 LN2

2 + JZ2

)︁
R2 JZ2

(︁
JN2 +mZ2 LN2

2
)︁ u2

(2.53)

θ3̈ =
mN3 gLN3 +mN3 gLZ3

JN3 +mZ3 LN3
2 sinθ3 +

cLH
2

JN3 +mZ3 LN3
2 θ2 −

cLH
2

JN3 +mZ3 LN3
2 θ3

+
M3

2

R3
(︁
JN3 +mZ3 LN3

2
)︁ ϕ3̇ +

1
JN3 +mZ3 LN3

2 τθ3 +
Ka3 M3

R3
(︁
JN3 +mZ3 LN3

2
)︁ u3

(2.54)

ϕ3̈ =−
mN3 gLN3 +mN3 gLZ3

JN3 +mZ3 LN3
2 sinθ3 −

cLH
2

JN3 +mZ3 LN3
2 θ2 +

cLH
2

JN3 +mZ3 LN3
2 θ3

−
M3

2
(︁
JN3 +mZ3 LN3

2 + JZ3

)︁
R3 JZ1

(︁
JN3 +mZ3 LN3

2
)︁ ϕ3̇ −

1
JN3 +mZ3 LN3

2 τθ3 −
Ka3 M3

(︁
JN3 +mZ3 LN3

2 + JZ3

)︁
R3 JZ3

(︁
JN3 +mZ3 LN3

2
)︁ u3

(2.55)
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2.6. Linearizacija sustava
Dobiveni sustav je nelinearan. Za potrebe reuglacije sustav će se prilagoditi odnosno linearizi-
rati. Time će se omogućiti korištenje linearnog PID regulatora. Poznato je da za male kutove
vrijedi: sinθ ≈ θ . Ta pretpostavka koristit će se ovdje, čime jednadžba poprima oblik:

θ1̈ =
mN1 gLN1 +mN1 gLZ1 − cLH

2

JN1 +mZ1 LN1
2 θ1 +

cLH
2

JN1 +mZ1 LN1
2 θ2

+
M1

2

R1
(︁
JN1 +mZ1 LN1

2
)︁ ϕ1̇ +

1
JN1 +mZ1 LN1

2 τθ1 +
Ka1 M1

R1
(︁
JN1 +mZ1 LN1

2
)︁ u1

(2.56)

ϕ1̈ =−
mN1 gLN1 +mN1 gLZ1 − cLH

2

JN1 +mZ1 LN1
2 θ1 −

cLH
2

JN1 +mZ1 LN1
2 θ2

−
M1

2
(︁
JN1 +mZ1 LN1

2 + JZ1

)︁
R1 JZ1

(︁
JN1 +mZ1 LN1

2
)︁ ϕ1̇ −

1
JN1 +mZ1 LN1

2 τθ1 −
Ka1 M1

(︁
JN1 +mZ1 LN1

2 + JZ1

)︁
R1 JZ1

(︁
JN1 +mZ1 LN1

2
)︁ u1

(2.57)

θ2̈ =
mN2 gLN2 +mN2 gLZ2 −2cLH

2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ2 +

cLH
2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ1 +

cLH
2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ3

+
M2

2

R2
(︁
JN2 +mZ2 LN2

2
)︁ ϕ2̇ +

1
JN2 +mZ2 LN2

2 τθ2 +
Ka2 M2

R2
(︁
JN2 +mZ2 LN2

2
)︁ u2

(2.58)

ϕ2̈ =−
mN2 gLN2 +mN2 gLZ2 −2cLH

2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ2 −

cLH
2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ1 −

cLH
2

JN2 +mZ2 LN2
2 θ3

−
M2

2
(︁
JN2 +mZ2 LN2

2 + JZ2

)︁
R2 JZ2

(︁
JN2 +mZ2 LN2

2
)︁ ϕ2̇ −

1
JN2 +mZ2 LN2

2 τθ2 −
Ka2 M2

(︁
JN2 +mZ2 LN2

2 + JZ2

)︁
R2 JZ2

(︁
JN2 +mZ2 LN2

2
)︁ u2

(2.59)

θ3̈ =
mN3 gLN3 +mN3 gLZ3 − cLH

2

JN3 +mZ3 LN3
2 θ3 +

cLH
2

JN3 +mZ3 LN3
2 θ2

+
M3

2

R3
(︁
JN3 +mZ3 LN3

2
)︁ ϕ3̇ +

1
JN3 +mZ3 LN3

2 τθ3 +
Ka3 M3

R3
(︁
JN3 +mZ3 LN3

2
)︁ u3

(2.60)

ϕ3̈ =−
mN3 gLN3 +mN3 gLZ3 − cLH

2

JN3 +mZ3 LN3
2 θ3 −

cLH
2

JN3 +mZ3 LN3
2 θ2

−
M3

2
(︁
JN3 +mZ3 LN3

2 + JZ3

)︁
R3 JZ3

(︁
JN3 +mZ3 LN3

2
)︁ ϕ3̇ −

1
JN3 +mZ3 LN3

2 τθ3 −
Ka3 M3

(︁
JN3 +mZ3 LN3

2 + JZ3

)︁
R3 JZ3

(︁
JN3 +mZ3 LN3

2
)︁ u3

(2.61)
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2.7. Prostor stanja
Prostor stanja je matematički model fizikalnog sustava. Sustavi se uvijek prikazuju pomoću
dvije jednadžbe; jednadžba stanje i jednadžbe izlaza. Opći prikaz dinamičkog sustava u pro-
storu stanja je:

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t) (2.62)

y(t) = Cx(t)+Du(t) (2.63)

Gdje je:

• x(t) - vektor stanja sustava

• u(t) - vektor ulaza

• ẋ(t) - derivacija vektora stanja x

• y(t) - vektor izlaza sustava

• A = dim(n × n) - matrica koeficijenata ulaza

• B = dim(n × m) - matrica ulaza sustava

• C = dim(p × n) - matrica izlaza sustava

• D = dim(p × m) - matrica prijenosa sustava

• n - broj varijabli stanja (red sustava)

• m - broj ulaznih varijabli

• p - broj izlaznih varijabli

S obzirom da je sustav opisan sa šest jednadžbi, može se zaključiti da će vektor varijabli stanja
imati devet komponenti odnosno θ , θ̇ i ϕ̇ za svaki od tri zamašnjaka.

x(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8
x9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.64)
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Gdje je:

• x1 = θ1

• x2 = θ1̇

• x3 = ϕ1̇

• x4 = θ2

• x5 = θ2̇

• x6 = ϕ2̇

• x7 = θ3

• x8 = θ3̇

• x9 = ϕ3̇

Vektor ulaza jednak je:

u(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
τθ1
u1
τθ2
u2
τθ3
u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.65)

Uvrste li se jednadžbe (2.64) i (2.65) u jednadžbu (2.62), dobije se izraz:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1̇
x2̇
x3̇
x4̇
x5̇
x6̇
x7̇
x8̇
x9̇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8
x9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+B

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
τθ1
u1
τθ2
u2
τθ3
u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.66)

Gdje su matrice A i B:
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A
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎣

0
1

0
0

0
0

0
0

0
m

N
1

g
L N

1
+

m
N

1
g

L Z
1
−

cL
H

2

J N
1
+

m
Z

1
L N

1
2

0
M

12

R
1
(J

N
1
+

m
Z

1
L N

1
2 )

cL
H

2

J N
1
+

m
Z

1
L N

1
2

0
0

0
0

0

−
m

N
1

g
L N

1
+

m
N

1
g

L Z
1
−
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H

2

J N
1
+

m
Z

1
L N

1
2

0
−

M
12 (

J N
1
+

m
Z

1
L N

1
2 +

J Z
1
)
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1

J Z
1
(J

N
1
+

m
Z

1
L N

1
2 )

−
cL

H
2

J N
1
+

m
Z

1
L N

1
2

0
0

0
0

0
0

0
0

1
0

0
0

0
cL

H
2

J N
2
+

m
Z

2
L N

2
2

0
0
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N

2
g

L N
2
+

m
N

2
g
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2
−

2
cL
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2
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2
+
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Z

2
L N

2
2

0
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22

R
2
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+
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Z

2
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2
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H

2

J N
2
+
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Z

2
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2
2

0
0

−
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2
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2
+
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Z

2
L N

2
2

0
0

−
m

N
2

g
L N

2
+
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N

2
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2
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2
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2

J N
2
+
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Z

2
L N

2
2

0
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22 (
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Z

2
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2
2 +

J Z
2
)

R
2

J Z
2
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N
2
+
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Z

2
L N

2
2 )

−
cL

H
2

J N
2
+

m
Z

2
L N

2
2

0
0

0
0

0
0

0
0

0
1

0

0
0

0
cL

H
2

J N
3
+

m
Z

3
L N

3
2

0
0

m
N

3
g

L N
3
+

m
N

3
g

L Z
3
−

cL
H

2

J N
3
+

m
Z

3
L N

3
2

0
M

32

R
3
(J

N
3
+

m
Z

3
L N

3
2 )

0
0

0
−

cL
H

2

J N
3
+

m
Z

3
L N

3
2

0
0

−
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N
3

g
L N

3
+
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N

3
g

L Z
3
−
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H

2

J N
3
+
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Z

3
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3
2

0
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32 (
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Z

3
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3
2 +

J Z
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R
3

J Z
3
(J

N
3
+
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Z

3
L N

3
2 )

⎤ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎦(2
.6

7)

B
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎣
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+
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Z
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2(
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2
+
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Z
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2
2 +

J Z
2
)
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Z
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Z
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0
0

0
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+
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2
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+
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2 +
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J Z
3
(J
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+
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⎤ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎥ ⎦

(2
.6

8)
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Uvrštavanjem jednadžbi (2.64) i (2.65) u jednadžbu (2.63), dobije se izraz:

y(t) = C

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8
x9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+D

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
τθ1
u1
τθ2
u2
τθ3
u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.69)

Gdje su matrice C i D:

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.70)

D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.71)

Matrica C ukazuje kako će sustav imati devet izlaza. Od tih devet ulaza, promatrat će se samo
izlazi kutova zakreta θ . Ostale veličine se neće razmatrati kao potencijalni izlazi, no naknadno
će poslužiti pri regulaciji pomuću regulatora LQR.
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2.8. Parametri sustava
Kako bi se uspjela napraviti simulacija sustava, potrebno je uvrstiti konstante parametre. Zbog
vjernijeg prikaza ponašanja sustava uvršteni parametri moraju biti realistični. Parametri za prvo
njihalo bit će preuzeti iz izrad̄enog CAD modela laboratorijskog postava [1], dok će sa za drugo
njihalo koristiti parametri za 10% veći, a za treće njihalo će se koristiti parametri za 10% manji.
Parametri elektromotora će se preuzeti s interneta [2], dok će se parametri LH, LO i c samostalno
zadati. Tablicom će se prikazati svi parametri:

Tablica 1: Tablica parametara

Nakon uvšrtavanja parametara, matrice A i B poprimaju vrijednosti:

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 0 0 0 0

−5,244 0 0,0528 175,4 0 0 0 0 0

5,244 0 −0,3178 −175,4 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

145,9 0 0 −120,5 0 0,0418 145,9 0 0

−145,9 0 0 120,5 0 −0,2709 −145,9 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 212,9 0 0 −45,60 0 0,0598

0 0 0 −212,9 0 0 45,60 0 −0,3342

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.72)
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B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0

303,7372 1,2942 0 0 0 0

−303,7372 −7,7825 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 252,5669 2,6012 0 0

0 0 −252,5669 −16,8587 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 368,5914 1,0307

0 0 0 0 −368,5914 −5,7618

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.73)

Dok matrice C i D ostaju iste:

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.74)

D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.75)
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2.9. Provjera stabilnosti pomoću polova sustava
Sustavi se prema svojoj stabilnost dijele na stabilne, nestabilne i uvjetno stabilne sustave(sustavi
na granici stabilnost). Za linearni sustav uvjet stabilnost je da su realni dijelovi korijena(polova)
negativni. U slučaj da barem jedan pol ima pozitivan realni dio, sustav je nestabilan. Ako je
realni dio pola jednak nuli onda je sustav na granici stabilnosti.

S obzirom da je sustav opisan s devet diferencijalnih jednadžbi, polovi sustava izračunat će se
pomoću programskog paketa MAT LAB. Dobivaju se polovi:

p1 =−0,0240+28,3575i
p2 =−0,0240−28,3575i
p3 = 13,0072
p4 =−13.0575
p5 =−0,0280+4,9144i
p6 =−0,0280−4,9144i
p7 =−0,2650
p8 =−0,2745
p9 =−0,2291

S obzirom da pol p3 ima pozitivan realan dio, zaključuje se da je sustav nestabilan. Polovi će
se prikazati u Gaussovoj ravnini:

Slika 4: Prikaz polova sustava

Posve je očekivano da će otvoren sustav bez ikakvog regulatora biti nestabilan. Kako bi se
sustav stabilizirao bit će potrebna regulacija. U ovom slučaju, regulacija sustava obavit će se
dobivanjem Ljapunovljeve funkcije.
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3. Regulacija sustava
Stabilnost sustava u prijašnjem dijelu odrad̄ena je na sustavu otvorenog kruga. Sada će se su-
stavu dodati povratna veza, kojom će se napraviti sustav zatvorenog kruga. Povratna veza fu-
nkcionira na način da kontinuirano uspored̄uje dobiveni izlaz sustava sa željenom vrijednošću.
Na taj način će se ulaz u sustav korigirati sve dok se sustav ne stabilizira. Princip sustava u
zatvorenom krugu tj. sustava sa regulacijskom petljom prikazan je ispod:

Slika 5: Sustav u zatvorenom krugu

3.1. Linear Quadratic Regulator (LQR)
Pokazalo se da je za slučajeve vremenski invarijantnih sustava najbolje koristiti linearni kvadra-
tični regulator (LQR). Sustav sa LQR-om u zatvorenoj petlji ima matricu kontrolera K:

Slika 6: Shema zatvorenog linearnog sustava sa LQR-om

Regulacija pomoću LQR-a će u ovom slučaju biti centralizirana. To znači da će sustav biti regu-
liran jednim centralnim regulatorom koji će regulirati svaki podsustav, odnosno u ovom slučaju
svako njihalo. Broj redova unutar matrice K ovisi o broju ulaza koji će se regulirati, dok broj
stupaca ovisi o broju izlaza. Ovim se regulatorom nastoji smanjiti energiju u povratnoj vezi i
time potrebna pojačanja. Postavke linearnog kvadratičnog regulatora dobivaju se rješavanjem
problema optimalnog upravljanja [3]:

J =
∫︂

∞

0

[︁
xT Qx+uT Ru

]︁
d t , Q = QT ⪰ 0 , R = RT ⪰ 0 (3.1)
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Gdje je:

• Q - matrica težina stanja linearnog kvadratičnog regulatora
• R - matrica težina ulaza linearnog kvadratičnog regulatora

Znak ⪰ znači da će svojstvene vrijednost(eng. eigenvalues) biti jednake nula ili veće on nula.
Matrice Q i R će se iterativno odrediti. Faktor Q utjecat će na precizinost sustava; što su vri-
jednosti u ovoj matrici veće, greške regulacije bit će manje. Faktor R utjecat će na energiju u
povratnoj vezi; što su vrijednosti u ovoj matrici manje, energija u povratnoj vezi bit će manja.
Matrica Q ima oblik simetrične kvadratne matrice, čije su dimenzije n×n. Matrica R je takod̄er
simetrična sa dimenzijama m×m [6]. Vrijednost matrice K dobit će se pomoću izraza:

K = R−1 BT S (3.2)

Gdje je matrica S rješenje je algebarske Riccatijeve jednadžbe [5]:

0 = SA+AT S−SBR−1 BT S+Q (3.3)

Prije nego što se izračunaju ove matrice, potrebno je provjeriti dva bitna svojstva koja će ukazati
na to je li sustav upravljiv ovim regulatorom.

3.1.1 Upravljivost (eng. Controllability)

Ovo svojstvo ukazaje je li moguće dovesti stanje sustava u bilo koje moguće stanje(ograničeno
sustavom) u nekom konačnom vremenu. Kako bi sustav bio upravljiv, red matrica upravljivosti
mora biti zadovoljen. Matrica upravljivosti je definirana izrazom:

U =
[︁
B AB A2B . . . An−1B

]︁
(3.4)

Gdje n odgovara broju varijabli stanja, kojih u ovom sustavu ima 9. U programskom paketu
MATLAB koristit će se naredba ctrb() koja će geneririti matricu upravljivosti, dok će se red
matrice dobiti naredbom rank(). Svojstvo će biti zadovoljeno ako naredba rezultatira redom
jednakim broju varijabli stanja n. Pokretanjem naredbi dobiva se broj 9, što znači da je sustav
upravljiv [7].
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3.1.2 Osmotrivost (eng. Observability)

Svojstvo osmotrivosti odred̄uje je li moguće na temelju mjerenih izlaza sustava pretpostaviti
stanje sustava. Sustav je osmotriv, ako je zadovoljena matrica osmotrivosti:

O =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C
CA
CA2

CA3

...
CAn−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.5)

Kao i za prijašnje svojstvo, u programskom paketu MATLAB koristit će se naredba obsv() koja
će geneririti matricu osmotrivosti, dok će se red matrice dobiti naredbom rank(). Kao i za
prijašnje svojsvto, dobije li se naredbom red u vrijednosti 9, svojstvo će biti zadovoljeno. Po-
kretanjem koda dobiva se broj 9, što znači da je sustav osmotriv [7].

3.1.3 Simulacija sustava

Za izvedbu regulacija potrebno je odrediti vrijednosti unutar matrica Q i R. Nepisano pravilo
je da se za početne vrijednosti ovih matrica uzme [6]:

Q = CT C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.6)

R =

⎡⎣1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎦ (3.7)

Primjetit će se kako matrica R ima dimenzije 3×3, iako sustav ima šest ulaza. Razlog ovomu je
što se u sustavu mogu regulirati samo tri ulaza, a to su naponi triju elektromotora u. Bitno je na-
glasiti da se unutar matrica mogu mijenjati samo vrijednosti na dijagonali, dok ostale vrijednosti
ostaju nula. Za ove vrijednosti matrica iznad, dobit će se zadovoljavajuća matrica kontrolera
K koje će se uvrstiti u sustav i regulirati ga, no proces stabiliziranja sustava bit će oštar čime
dolazi do naglih izmjena odziva, odnosno neće se dobiti zadovoljavajući stabilizirajući odziv.
Vrijednosti će se mijenjati sve dok se ne dobije željeni odziv. Iterativnim postupkom se dod̄e
do vrijednosti:
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Q =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10000 0 0 0 0 0 0 0 0
0 100 0 0 0 0 0 0 0
0 0 100 0 0 0 0 0 0
0 0 0 10000 0 0 0 0 0
0 0 0 0 100 0 0 0 0
0 0 0 0 0 100 0 0 0
0 0 0 0 0 0 10000 0 0
0 0 0 0 0 0 0 100 0
0 0 0 0 0 0 0 0 100

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.8)

R =

⎡⎣0,1 0 0
0 0,1 0
0 0 0,1

⎤⎦ (3.9)

Ove matrice bit će uvrštene u MAT LAB-ovu naredbu lqr(A,Bc,Q,R), gdje je Bc korigirana
matrica čije su dimenzije 9×3. Ranije je spomenuto da se mogu regulirati samo ulazi napona
elektromotora u. Ovo znači da će se stupci vezani uz poremećaje izostaviti u procesu regulacije.
Pokretanjem naredbue dobit će se matrica kontrolera KLQR:

KLQR =

⎡⎣1866 136,2 −10,6 1671 156,1 23,6 124,6 107,8 18,2
1581 147,6 23,5 2466 178,2 −5,2 1277 121 20,5
1315 114,9 18,3 1442 134,7 20,4 1415 98,3 −15,8

⎤⎦ (3.10)

Svaki red matrice KLQR odgovara pojačanju za jedan od tri ulaza u. Prvi red regulirat će ulaz u1,
drugi red ulaz u2, a treći red ulaz u3. Dobivena matrica kontrolera podijelit će se na tri matrice
koje će se koristiti za pojedini ulaz:

KLQR1 =
[︁
1866 136,2 −10,6 1671 156,1 23,6 124,6 107,8 18,2

]︁
(3.11)

KLQR2 =
[︁
1581 147,6 23,5 2466 178,2 −5,2 1277 121 20,5

]︁
(3.12)

KLQR3 =
[︁
1315 114,9 18,3 1442 134,7 20,4 1415 98,3 −15,8

]︁
(3.13)
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Simulacija regulacije ovog sustava prikazat će se u programskom paketu Simulink. Prije nego
što se prikaže simulacija, potrebno je zadati nekakve početne uvjete. Prikazat će se svojsvta
bloka za prostor stanja u Simulink-u:

Slika 7: Prikaza bloka prostora stanja sa označenim poljem za početne uvjete

Početni uvjeti bit će izraženi matricom dimenzija 1×9 gdje se svaki stupac odnosni na pojedino
stanje sustava. Tablično će se prikazati početni uvjeti, koji su svojevoljno odabrani:

Tablica 2: Tablica početnih uvjeta
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Zatvoreni sustav s LQR-om će se zatim prikazati u Simulink-u:

Slika 8: Prikaz linearnog modela u zatvorenom krugu s LQR-om u Simulink-u

Sve što preostaje je pokrenuti simulaciju, čije će trajnje iznositi t = 8s, i grafički prikazati ku-
tove zakreta pojedinih njihala:

Slika 9: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 1 u LQR regulaciji
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Slika 10: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 2 u LQR regulaciji

Slika 11: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 3 u LQR regulaciji

Iz grafova se vidi kako će se kut svakog njihala stabilizirati u željenu vrijedost nula, što znači
da je zatvoreni sustav dobro reguliran i time stabilan.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 30
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3.1.4 Stabilnost zatvorenog linearnog sustava sa LQR-om

Grafovi potvrd̄uju stabilnost sustava. Usprkos tome, izračunat će se polovi zatvorenog sustava
kao još jedna provjera stabilnosti:

p1 =−539,4
p2 =−249,5
p3 =−185
p4 =−1,54+16,12i
p5 =−1,54−16,12i
p6 =−11,81+0,52i
p7 =−11,81−0,52i
p8 =−0,93+4,34i
p9 =−0,93−4,34i

S obzirom da svi polovi imaju negativan realni dio, zaključuje se da je sustav stabilan. Polovi
će se prikazati u Gaussovoj ravnini:

Slika 12: Prikaz polova linearnog zazvorenog sustava sa LQR-om
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3.2. Ljapunovljeva funkcija
Uz provjeru stabilnost izračunom polova, postoji i opcija provjere stabilnosti pomoću Ljapu-
novljeve funkcije kao i mogućnost regulacije zatvorenog sustava. Osnovni oblik Ljapunovljeve
funkcije dan je jednadžbom:

v(x) = xT Px (3.14)

Gdje je x vektor stanja, a P matrica optimizacije funkcije. Za izračun matrice P koriste se
programski alati poput Yalmip-a u programskom paketu MAT LAB koji će se koristiti za ovaj
slučaj. Treba naglasiti kako je matrica P simetrična. To znači da vrijedi P = PT . Uz to je i po-
zitivno definitna: P≻ 0. Ovo znači da su joj svojstvene vrijednosti (eng. eigenvalues) pozitivne.

Postoje dva uvjeta stabilnosti:

1) v(x)> 0 za x ̸= 0
2) v̇(x)< 0 za x ̸= 0

Iz uvjeta se može očitati da iako je funkcija pozitivna, zbog njene negativne derivacije njena
vrijednost će se smanjivati i težiti prema nuli, odnosno stanju stabilnosti. Uvrštavanjem vrije-
dnosti funkcije (3.1) unutar prvog uvjeta, dobit će se izraz:

xT Px > 0 (3.15)

Kako bi izraz (3.15) bio pozitivan za matricu P mora vrijediti:

P > 0 (3.16)

Sada će se raspisati drugi uvjet:

(︁
xT Px

)︁̇ < 0

ẋT Px+xT Pẋ < 0 (3.17)
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Gdje je izraz (3.17) očita derivacija umnoška. U izrazu se dobiva ẋ. Za otvoreni sustav, ta vrije-
dnost definirana je izrazom:

ẋ = Ax (3.18)

Izraz (3.18) će se uvrstiti u izraz (3.17), a zatim će se prikazati postupak deriviranja i rezultat:

(Ax)T Px+xT P (Ax)< 0

xT AT Px+xT APx < 0

xT (︁
AT P+PA

)︁
x < 0 (3.19)

Kako bi vrijednost bila negativna, izraz
(︁
AT P+PA

)︁
mora biti negativan:

AT P+PA < 0 (3.20)

Ova dva uvjeta osnova su rješavanja Ljapnuvoljeve funkcije za otvoreni sustav ẋ = Ax. Uvjeti
su linearni i vrlo lako rješivi pomoću Yalmip-a, no to se neće raditi za ovaj slučaj. Pomoću
otvorenog sustava se željelo prikazati i pojasniti osnovne uvjete za računanje Ljapunovljeve
funkcije. Ti uvjeti poslužiti će za regulacije zatvorenog sustava.

Ranije se već pomoću polova prikazalo da je otvoreni sustav nestabilan. Kako bi se doveo u
stabilno stanje, logično je da sustav treba regulirati. Shemom će se prikazati osnovni princip
zatvorenog kruga reguliranog Ljapunovljenim kontrolerom:

Slika 13: Shema zatvorenog kruga
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Povratnom vezom se u jednadžbu stanja dodaje u = Kx čime se dobiva nova jednadžba stanja:

ẋ = (A+BK)x (3.21)

Dobiveni uvjeti za otvoreni krug mogu se iskoristiti kao uvjeti za zatvoreni krug ako se matrica
A zamijeni izrazom A+BK u drugom uvjetu (3.20). Uvrštavanjem izraza u dobit će se nejed-
nadžba:

(A+BK)T P+P (A+BK)< 0 (3.22)

Nejednadžbu je sada potrebno raspisati:

(︁
AT +BT KT)︁ P+P

(︁
A+BT KT)︁< 0

AT P+KT BT P+PA+PBK < 0 (3.23)

Za daljnje raspisivanje, potrebno je obje strane izraza pomnožiti sa matricom P−1, čime se do-
biva drugi uvjet za zatvoreni krug [8]:

P−1 · / AT P+KT BT P+PA+PBK < 0 / · P−1

P−1 AT +P−1 KT BT +AP−1 +BKP−1 < 0 (3.24)

S obzirom da se više nepoznanica množe jedna s drugom, zaključuje se da je izraz (3.24) ne-
linearan. Ovo stvara problem jer Yalmip ne može riješavati nelinarne probleme. Zbog ovoga
će se uvrstiti susptitucije Y = P−1 i L = KP−1, koje će izraz (3.24) pretvoriti u linearnu neje-
dnadžbu:

YAT +LT BT +AY+BL < 0 (3.25)

Uvrsti li se supstitucija Y = P−1 u prvi uvjet (3.16) dobit će se izraz prvog uvjeta za zatvoreni
krug:

Y > 0 (3.26)
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Pomoću supstitucija dobila su se dva uvjeta stabilnosti koja vrijede za zatvoreni krug:

Y > 0 (3.27)

YAT +LT BT +AY+BL < 0 (3.28)

Dobiveni uvjeti poslužit će za optimizaciju zatvorenog sustava. Pomoću Yalmip-a moguće je
izračunati vrijednosti matrice kontrolera K koja će stabilizirati zatvoreni sustav.

Prije nego što se započne optimizacija potrebno je korigirati matricu B. Poremećaji sustava izra-
ženi varijablom τθ morat će se izuzeti jer se te vrijednosti ne mogu regulirati. Razlog ovomu je
što se u kućištima njihala ne nalaze elektromotori koji bi mogli regulirati njihala, već se zadatak
regulacije svodi na elektromotore zamašnjaka. Iz matrice B će se onda izbrisati stupci povezani
uz ulaze τθ čime će se dobiti nova matrica Br, koja će se koristiti pri optimizaciji:

Br =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0

1,2942 0 0

−7,7825 0 0

0 0 0

0 2,6012 0

0 −16,8587 0

0 0 0

0 0 1,0307

0 0 −5,7618

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.29)
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Kao što je ranije spomenuto, za rješavanje problema optimizacije koristit će se Yalmip. Zbog
razumijevanja prikazat će se kod u MAT LAB-u sa komentarima koji će pojasniti korištene na-
redbe:

Slika 14: Yalmip kod za centralizirano upravljanje u programskom paketu MAT LAB

Rezultat ovog kod bit će matrica Ljapunovljevog kontrolera za centralizirano upravljanje KL:

KL =

⎡⎣−342,8 −25,46 −2,230 −443 −29,36 −0,8970 −278,7 −20,75 −2,086
−130,8 −8,545 −1,305 −140,4 −10,68 −0,6196 −110,7 −7,131 0,0499
−259,2 −17,68 −0,5628 −321,4 −19,82 −3,034 −205,2 −14,97 −0,4713

⎤⎦
(3.30)

Svaki red unutar matrice KL upravljat će jedno njihalo.
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Dobivana matrica kontrolera vrijedit će za centralizirano upravljanje. Ovo znači da će se sve
informacije potrebne za regulaciju prikupljati u jednom kontroleru, koji će upravljati sa sva tri
njihala. Problem centraliziranog upravljanja je što takav sustav morati upravljati sa većim koli-
činama informacija. Zbog ovoga će povratne veze za svako njihalo imati visoku eneregiju.

Kako bi se ovo izbjeglo postoji drugi model regulacije: decentralizirano upravljanje. Takav
pristup regulaciji podosta smanjuje energiju sustava i zasebno upravlja svakom od podkompo-
nenti. Ovo bi značilo da će svako njihalo imati svoj vlastiti kontroler.

Najveća razlika u kodu nalazi se u varijablama optimizacije Y i L. Te matrice će postati blok
dijagonalne matrice. Ovo znači da će vrijednosti matrica kontrolera biti zadane po dijagonali,
dok će ostale vrijednosti unutar matrica biti jednake nuli. S obzirom da matrica Y ima dime-
nzije 9× 9, matrice kontrolera postavit će se po dijagonali veličina 3× 3. Za matricu L koja
ima dimenzije 3× 9, matrice kontrolera po dijagonali imat će dimenzije 1× 3. Zbog boljeg
pojašnjenja, ispisat će se kod sa popratnim komentarima:

Slika 15: Yalmip kod za decentralizirano upravljanje u programskog paketa MAT LAB
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Pokretanjem optimizacije dobit će se poruka:

Slika 16: Dobivena greška nakon pokušaja rješavanja optimizacijskog problema pomoću Yalmip-a

Poruka na slici upućuje da se problem ne može optimizirati sa postavljenim parametrima. Nas-
taju čak četiri numerička problema. Razlog ovomu su dvije opruge u modelu, odnosno njihova
konstanta c. U radu je postavljanea vrijednost konstante opruga u iznosu 100N/m. Očito da je
da se pri optimizaciji za decentralizirano upravljanje, problem ne može riješiti za tako visoku
konstantu. S obzirom da se ta vrijednost svojevoljno zadala, ona će se promijeniti za potrebe
ovog decentraliziranog upravljanja.

Postavit će se puno manja vrijednost konstante opruga u iznosu samo 0,1N/m. Uvrsti li se ova
vrijednost u izraz (2.67), vrijednosti unutar matrice A će se promijeniti. Redefinirana matrica
A imat će sljedeće vrijednosti u sebi:

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 0 0 0 0

170 0 0,0528 0,1754 0 0 0 0 0

−170 0 −0,3178 −0,1754 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0,1459 0 0 171 0 0,0418 0,1459 0 0

−0,1459 0 0 −171 0 −0,2709 −0,1459 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0,2129 0 0 167,1 0 0,0598

0 0 0 −0,2129 0 0 −167,1 0 −0,3342

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.31)
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Pokrene li se isti kod na slici 16 sa modificiranom matricom, problem će se riješiti i dobit će se
matrica Ljapunovljevog kontrolera za decentralizirano upravljanje KL:

KL =

⎡⎣−855,6 −59,9 −4,4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −415,2 −29,4 −2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1027 −70,8 −5,5

⎤⎦ (3.32)

Gdje će se svaki rad unutar matrice odnositi na jedan od ulaza. S obzirom da svaki red matrice
K odgovara jednoj povratnoj vezi, matrica će se podijeliti na tri manje matrice kontrolera:

KL1 =
[︁
−855,6 −59,9 −4,4 0 0 0 0 0 0

]︁
(3.33)

KL2 =
[︁
0 0 0 −415,2 −29,4 −2 0 0 0

]︁
(3.34)

KL3 =
[︁
0 0 0 0 0 0 −1027 −70,8 −5,5

]︁
(3.35)

Sad je moguće napraviti simulaciju pomoću programskog paketa Simulink:

Slika 17: Prikaz linearnog modela u zatvorenom krugu upravljanog Ljapunovljevim kontrolerom
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Naizgled ova simulacija izgleda isto kao simulacija sa LQR-om (Slika 8). Razlika izmed̄u te
dvije simulacije je što će se kod Ljapunovljeva kontrolera povratna veza zbrajati u sumatoru, a
ne oduzimati.

Pokrenut će se simulacija u trajanju t = 1s. Ispod će se prikazati odzivi simulacije, odnosi ku-
tovi zakreta pojedinih njihala:

Slika 18: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 1 u decentraliziranoj Ljapunovljevoj regulaciji

Slika 19: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 2 u decentraliziranoj Ljapunovljevoj regulaciji
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Slika 20: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 3 u decentraliziranoj Ljapunovljevoj regulaciji

S obzirom da se grafovi stabiliziraju u nuli, može se zaključiti da je sustav stabilan i dobro
reguliran. Uz to će se primjetiti da se sustav jako brzo stabilizira u vremenu od ≈ 0,7s.
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4. Usporedba centraliziranog i decentraliziranog upravlja-
nja

U prijašnjem poglavlju se vrijednost konstante opruge c promijenila. Zbog toga je potrebno si-
mulaciju regulacije sa LQR-om (Slika 8) ponovno pokrenuti kako bi se dobio adekvatan odziv.
Napravit će se simulacija u trajanju t = 1s isto kao i simulacija decentraliziranog upravljanja
kako bi se odzivi mogli usporediti:

Slika 21: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 1 u LQR regulaciji za c = 0,1N/m

Slika 22: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 2 u LQR regulaciji za c = 0,1N/m
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Slika 23: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 3 u LQR regulaciji za c = 0,1N/m

Sada će se odzivi za ova dva tipa regulacije preklopiti i prikazati u jednom grafu:

Slika 24: Usporedba kutova zakreta Njihala 1 za c = 0,1N/m
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Slika 25: Usporedba kutova zakreta Njihala 2 za c = 0,1N/m

Slika 26: Usporedba kutova zakreta Njihala 3 za c = 0,1N/m

Preklapanjem grafova bolje će se prikazati razlike u putanji do stanja stabilnosti. Lako se pri-
mjeti da će obje reuglacije rezultirati u jednako dugim procesima stabilizacije (≈ 0,7s). Prva
veća razlika nalazi se odmah na početku simulacija. Primjetit će se da LQR regulacija naglo
ispravlja grešku bez većih devijacija, dok će Lyapunova regulacija imati blaže djelovanje. Obje
regulacije imate će nekakav overshoot. Ovo je izraz koji opisuje odstupanje od željene vri-
jednosti koja je u ovom slučaju nula. No kod Lyapunovljeve regulacije odstupanje je skoro
dvostruko veće od onog u LQR regulaciji. Iz toga se može zaključiti da je LQR regulacija
preciznijia. Usprkos tome, poslije odstupanja, Ljapunovljev odziv će se brže približiti nuli i
s blažim nagibom stabilizirati. Par sekundi poslije, odzivi se praktički ujednače i jednako se
stabiliziraju u nuli.
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Iako su obje regulacije uspješno stabilizirale sustav, treba primjetiti razliku izmed̄u vrijednosti
unutar matrice kontrolera. Matrica kontrolera za LQR regulaciju bit će puna matrica, odnosno
imat će vrijednosti u svakom polju, dok će matrica Ljapunovljeva kontrolera imati vrijednosti
samo po dijagonili. To ukazuje da je za regulacije decentraliziranog sustava potrebno manje
informacija i time manje energije u povratnoj vezi, što je poprilično zgodno kad sustav ima
komponenete na velikim udaljenostim jedna od druge, jer će se na svaku komponentu moći
staviti kontroler samo za tu komponentu!

Sad preostaje pitanje: uz kakva ograničenja se ovaj sustav može decentralizirano upravljati?
Ranije se vidjelo kako sustav nije moguće decentralizirano upravljati sa konstantom opruga u
vrijednosti 100N/m. Vrijednost je smanjena na 0,1N/m i onda je decentralizirana regulacija
bila moguća. Znači da je negdje izmed̄u tih dviju vrijednosti granica. U idućem će se djeluju
iterativnim postupkom povećavati veličina konstante opruga c i pratiti odzivi obiju pristupa
regulaciji.
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4.1. Analiza robusnosti centralizirano i decentrilizrano upravljanog su-
stava

Robusnost sustava je sposobnost sustava da funkcionira usprkos nekakvim poremećajima ili
nekakvim većim ograničenjima. U prijašnjem se poglavlju nesvjesno pokazalo da je centralizi-
rani sustav puno robusniji od decentraliziranog sustava jer je uspješno reguliran sustav s većom
vrijednošću konstante opruge c.

Kako bi se provjerilo do koje je vrijednosti konstante opruge sustav moguće decentralizirano
regulirati sustav, potrebno je napraviti više različitih simulacija. Već se napravila regulacije sa
c = 0,1N/m, stoga će se uzeti slučaj u kojem je c = 5N/m. Korigirat će se matrica A, dobiti
nove matrice kontrolera kako je objašnjeno ranije i pokrenut će se simulacija. Dobiveni odzivi
će se preklopiti u jednom grafu:

Slika 27: Usporedba kutova zakreta Njihala 1 za c = 5N/m
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Slika 28: Usporedba kutova zakreta Njihala 2 za c = 5N/m

Slika 29: Usporedba kutova zakreta Njihala 3 za c = 5N/m

Za ovu vrijednost konstante opruge, odziv Ljapunovljeve regulacije bit će nepreciziniji i od-
stupat će više puta od željene vrijednosti. Lagano se počinje uvid̄ati koliko je decentralizirana
regulacija osjetljiva na veće poremećaje, dok je LQR regulacija praktički nepromijenjena.
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Simulacija će se ponoviti za vrijednost konstante opruge c = 15N/m. Prikazat će se i usporediti
dobiveni odzivi:

Slika 30: Usporedba kutova zakreta Njihala 1 za c = 15N/m

Slika 31: Usporedba kutova zakreta Njihala 2 za c = 15N/m
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Slika 32: Usporedba kutova zakreta Njihala 3 za c = 15N/m

Grafovi ukazuju kako će sve više vremena biti potrebno za stabilizaciju sustava decentralizira-
nim upravljenjem. Uz to, odstupanja postepeno postaju sve veća, dok se odziv centralizirane
regulacije neće zamjetno mijenjati.

Simulacija će se ponoviti za vrijednost konstante opruge c = 40N/m. Za ovaj slučaj se neće
uspored̄ivati grafovi jer Yalmip nije uspio riješiti problem, odnosno ponovno se dobiva poruka
koja se dobila za slučaj c = 100N/m (Slika 16). Kod LQR regulacije bit će druga priča. Sustav
će se moći regulirati, a odzivi će imati sljedeći izgled:

Slika 33: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 1 u LQR regulaciji za c = 40N/m
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Slika 34: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 2 u LQR regulaciji za c = 40N/m

Slika 35: Grafički prikaz kuta zakreta Njihala 3 u LQR regulaciji za c = 40N/m

Iako je regulacija uspješna treba primijetiti da će se sustav potpuno stabilizirati nakon šest se-
kundi, što je puno duže od npr. regulacije pri c = 0,1N/m. Primijetit će se da je ponašanje
njihala za razliku od prijašnjih slučajeva eratično i s više odstupanja. Ovo upućuje na povećanje
zahtjevnosti regulacije sustava. No činjenica da je sustav uspješno reguliran pomoću LQR-a
ukazuje na izrazitu robusnost centraliziranih sustava.
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5. Zaključak
Rad se započeo prikazom modela inverznih njihala povezanih oprugama. Prikazom rastegnutih
opruga pozornost se obratila kutovima zakreta koji su kasnije igrali glavnu ulogu u regulaciji.
Dobiveni izraz za produljenje opruge bio je nelineran i kasnije se pokazalo da bi bez lineariza-
cije izračuni bili mnogo kompleksniji. Dobiveni model bio je poprilično velik; opisan sa šest
jednadžbi, sa šest ulaza i devet izlaza. Računanje tih jednadžbi bilo bi puno zahtjevnije da se
računi nisu odradili pomoću MAT LAB-a. Kasnije su se za regulaciju koristili isključivo ulazi
napona elektromotora. Simulaciranje pomoću Simulink-a bilo je od velike važnosti za prikaz
odziva i naknadnu usporedbu istih. Ispostavilo se da su, iako energijski zahtjevniji, centralizi-
rani sustavi izrazito robusni, time puno više otporni na poremećaje koji djeluju na sustav.
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