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Sazetak

U ovom radu predstavljen je matematicki opis dualnih i hiper-dualnih brojeva i funkcija
s dualnim argumentima. Izvod i motivacija za uvodenje dualnih operatora i dualnih
varijabli u dinamici krutih tijela prikazani su na primjeru pravocrtnog gibanja cestice, a
na osnovu fundamentalnog, drugog Newtonovog zakona. Izvod jednadzbi energija i for-
mulacija dualnih Lagrangeovih jednadzbi gibanja za elasti¢no povezani elektromehanicki
sustav kolica na klackalici bazirani su na metodi dualnih brojeva. Simulacije dinamike
otvorenog kruga sustava provedene su u MATLAB-u, a utjecaj elasti¢nih meduveza
i priroda nestabilnog ponaSanja navedeni su u opisima grafova. Numeric¢ko rac¢unanje
derivacija funkcija metodom hiper-dualnih brojeva prikazano je na primjeru slozene ana-
liticke funkcije, a moguca primjena ove metode prikazana je u algoritmima optimalnog

robusnog upravljanja.

Kljuéne rijeci: dualni brojevi, dualne Lagrangeove jednadzbe, prostor stanja,

nelinearni dinamicki sustav, robusno optimalno upravljanje
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Summary

In this work, the mathematical description of dual and hyper-dual numbers and functions
with dual arguments are presented. Derivation of, and motivation for introducing dual
operators and dual variables in rigid body dynamics are presented on the example of
uniform motion of a particle, based on the fundamental Newton’s second law of motion.
The derivation of the energy equations and the formulation of dual Lagrange equations
of motion for an elastically interconnected electromechanical system of cart and seesaw
is based on the dual numbers method. The simulations of the dynamics of the open-
loop system are carried out in MATLAB, and the effects of elastic interconnections
and the nature of the unstable behavior are discussed in the descriptions of the graphs.
Numerical evaluation of derivatives of functions by the method of hyper-dual numbers
is shown on a complex analytical function, and the possible application of this method

is shown in algorithms of robust optimal control.

Keywords: dual numbers, dual Lagrange dynamic equations, state space, nonlinear

dynamic system, robust optimal control
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1 Uvod

Matematicko modeliranje dinamike sustava u kojima postoji interakcija mehanickih
i elektri¢nih podsustava aktivno je podrudje istrazivanja. Jedan od pristupa matema-
tickom modeliranju ukljucuje primjenu dualnih brojeva ¢ija je formulacija nastala u 19.
stolje¢u. Dualni brojevi prvo su se koristili za opisivanje rotacija vektora u 3D pros-
toru §to se pokazalo vrlo korisnim u podrucju kinematike gdje su rotacije i translacije
po pravcima u prostoru Cest slucaj. Vrlo brzo se razvila matematicka formulacija ovog
novog seta brojeva i njihova svojstva su se detaljno istrazivala. Tako se u kinematici
pravilnim oznacavanjem kuteva zakreta i pomaka po osima metodom dualnih brojeva
mogu eksplicitno iz matrice transformacija dobiti i matrice Jacobijan kao automatski
produkt operacija mnozenja matrica. Numerickom implementacijom ovih metoda dale
su se naznake da se daljnom manipulacijom argumenata dualnih funckija mogu dobiti
i vrijednosti drugih derivacija funkcija $to je korisna informacija u inzenjerskim primje-
nama pogotovo ako se one mogu dobiti automatskim putem, tako su se formulirali i
hiper-dualni brojevi te su uspjesno primjenjeni na kinematiku robotskih ruku.

Primjena dualnih brojeva u dinamici krutih tijela ostala je tema istrazivanja sve do
danas, a bitan pomak ostvaruje se pridodavanjem dualnih svojstava elementima iner-
cije (masa i moment inercije) ¢ime se komponente koli¢ine gibanja daju generalizirati u
dualnoj formi, a upravo takve komponente sluze kao nuzna veza izmedu opisa gibanja
krutih tijela u prostoru i izvodenja energijskih jednadzbi uz definiranje nove operacije
dvaju dualnih vektora $to je opisano i uspjesno primjenjeno u radu. U izvodenju La-
grangeovih jednadzbi gibanja potrebno je derivirati izraze energija po generaliziranim

koordinatama te se u literaturi [5] pravilnim deriviranjem o¢uvala kompaktnost zapisa
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generaliziranih sila.

U drugom poglavlju ovog rada pod nazivom "Dualni i hiper-dualni brojevi" daje se
matematicki opis ovog seta brojeva uz dva primjera na kojima je pokazana prednost
koristenja dualnih brojeva te se izvode Lagrangeove jednadzbe u kompaktnoj formi na
primjeru robota s dva stupnja slobode gibanja. Energija je predstavljena kao veli¢ina pod
nazivom momentni produkt, a deriviranjem po dualnim generaliziranim koordinatama
u Lagrangeovom zapisu mogu se generalizirane sile dobiti u jednoj dualnoj jednadzbi.

U trec¢em poglavlju rada razmatra se nelinearni sustav medusobno spregnutih klac-
kalica s pomi¢nom masom. Opis gibanja tijela i izvod nelinearnih jednadzbi dinamike
bazira se na metodi dualnih brojeva. Raspis jednadZzbi u dualnoj formi i kona¢no rje-
Senje ukazuju na indenti¢nost rezultata sa klasi¢nim pristupom. Dualne Lagrangeove
jednadzbe rastavljane su kako bi se dobio opis sustava pomoc¢u realnih brojeva radi
prakti¢nije analize ponasanja dinamike sustava u MATLAB-u.

U cetvrtom poglavlju rada prikazani su rezultati simulacija dinamike otvorenog kruga
sustava na Cetiri razli¢ita sluc¢aja s pocetnim uvjetima. Analizom odziva kuteva zakreta
i pomaka kolica utvrdeni su utjecaji elasti¢nih veza na odzive povezanih podsustava.
Preko razlic¢itih napona postavljenim na motore kolica moguce je bilo utvrditi ulogu
elasticne potencijalne energije preko oscilacija odziva, utjecaj inercije podustava s obzi-
rom na kasnjenje u odzivu i pojavu statickog trenja kod malih vrijednosti kuteva zakreta
odredenog podsustava u odnosu na ostale.

U zadnjem poglavlju, dane su formulacije problema robusnog optimalnog upravljanja
gdje su prikazani izrazi koji se pojavljivaju u algoritmima iz rada [6] gdje bi se mogla
koristiti metoda hiper-dualnih brojeva u racunanju matrica Jacobijan i Hessijan, Sto je

zasigurno podrudje interesa za daljnje radove.



2 | Dualni 1 hiper-dualni

brojevi

Razvoj dualnih brojeva zapoceo je engleski matematicar William Kingdon Clifford
(1845.-1879.) u svojem radu [7] iz 1873. s ciljem proSirenja ve¢ postoje¢ih kvaterniona
koje je uveo irski matematicar William Rowan Hamilton (1805.-1865.). Osim §to opisuju
relativnu orijentaciju elemenata u trodimenzionalnom prostoru, Cliffordovi bikvaternioni
daju i informaciju o relativnoj poziciji istih uvodeé¢i dualne umjesto realnih brojeva.

Bitan pomak u primjeni dualnih brojeva na kinematiku krutih tijela ostvario je
ruski matematic¢ar Aleksandr Petrovich Kotelnikov u svojem radu [8] koji je dokazao da
svi zakoni i formule algebre vektora realnih brojeva vrijede i kad se ¢lanovi zamijene
dualnim brojevima. Ovim dokazom omoguceno je da se kinematika krutih tijela zapise
u kompaktnijem obliku koristeéi 3 dualne jednadzbe umjesto 6 jednadzbi s realnim
varijablama. Osim navedenih, primjenom dualnih brojeva u kinematici krutih tijela u
dvadesetom stolje¢u bavili su se znacajnije Mikhail Fedorovich Dimentberg i Dominique
Chevallier [9, 10].

Primjenu dualnih brojeva na dinamiku krutih tijela predstavili su u svojem radu
izraelski znanstvenici Moshe Shoham i Vladimir Brodsky [11] predstavljajuéi inerciju

tijela kao dualni operator i time oc¢uvali kompaktnost zapisa.
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2.1. Matematicki opis dualnih i hiper-dualnih brojeva

Kako bi precizno opisali ulogu dualnih brojeva u dinamici krutih tijela koristit ¢emo
terminologiju koju je uveo Clifford; vektor jest veli¢ina koja ima amplitudu i usmjerenje
kao npr. brzina u pravocrtnom gibanju Cestice; rotor jest veli¢ina koja sadrzi amplitudu,
usmjerenje i poziciju kao npr. kutna brzina ili sila. Clifford takoder uvodi pojam
motor koji je suma ranije navedenih wvektora i rotora. Primjer motora bila bi suma sila
(rotora) koje djeluju na kruto tijelo, $to u opéem slucaju nije obi¢na sila ve¢ kombinacija
rezultantne sile na tijelo i momenta (sprega) sila na tijelo.

Clifford je uveo dualnu jedinicu e sa svojstvom:
=0, e #0. (2.1)

Dualni broj se moze definirati kao uredeni par dva realna broja sa realnim i dualnim
dijelom:

T =x + exo, (2.2)

gdje " oznacava dualno svojstvo bilo koje veli¢ine (broj, vektor, matrica) bez obzira da
li je dualni dio jednak nuli, zatim x je rotor (realni dio) koji oznacava veli¢ine poput
kutne brzine ili sile, a xq je vektorski dio dualnog broja poput brzine u pravocrtnom
gibanju cCestice ili momenta.

Zbrajanje dva dualna broja radi se po istom principu kao i kod kompleksnih brojeva:
(x + exg) + (x1 + €x2) = (v + 11) + (0 + X2), (2.3)

umnozak dva dualna broja prema (2.1) jednak je:
(x + exg) (1 + €x2) = xw1 + €(T0T1 + TX2). (2.4)

Dijeljenje dva dualna broja definirano je kao inverzna operacija umnoska, a uvijet dije-

ljenja prema jednadzbi (2.2) je x; # 0, pa se moze zapisati kao:

x + €xg yc+ (xo TTy
—_— €

Yo —2) , 21 2 0. (2.5)

Tl + €To X €1 T

2.1.1. Dualne funkcije dualnih brojeva

Dualne funkcije dualnih brojeva predstavljaju preslikavanje prostora dualnih brojeva

na sebe samog. Uzmimo za primjer dualnu varijablu & = x + exy, ¢ija je dualna funkcija
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definirana prema [9] kao:

f(”%) = f(x, IO) + Efo(xv SL’O), (26)

gdje su f i f° opcenito razli¢ite funkcije dvije varijable. U radu [9] dan je opéi izraz za

dualnu analiti¢ku (diferencijabilnu) funkciju u obliku:

f(x +exo) = f+ef* = f(x) + e(zof () + f(2)), (2.7)

gdje je f(x) proizvoljna funkcija realnog dijela dualne varijable, pa se funkcija moze

napisati i u obliku:

~

f(x+exg) = f(x) + exof (). (2.8)
Uvijet analiti¢nosti (derivabilnosti) na dualnu funkciju je:
éfe  of
= = 2.
dxg Oz’ (2.9)

a derivacija dualne funkcije u odnosu na dualnu varijablu jednaka je:

~

df(z) _of° | of°
di oz +€5:U’

(2.10)

ili, uzimajuéi u obzir jednadzbu (2.9), derivacija u odnosu na dualnu varijablu postaje:

df(@) _o6f = of° _ ;

= L @)+ aof (@) + @), 2.11)

Jednadzba (2.7) primijenjena na neke od osnovnih trigonometrijskih funkcija sa dualnim

argumentom rezultira u:

sin (z + exg) = sin(x) + exq cos(z),

cos (x + exg) = cosx — exgsin ().

2.1.2. Hiper-dualni brojevi

Hiper-dualni brojevi prvi puta su predstavljeni u radu [12]| za odredivanje numericke
vrijednosti druge derivacije funkcije zbog manjih gresaka oduzimanja i greski zaokru-
Zivanja kao i manjeg ukupnog vremena racunanja. Hiper-dualni kut predstavljen je u
radu [13] kako bi se olaksalo izvodenje jednadzbi gibanja sustava s vige ¢lanova. U kine-

matici se npr. matrica Jacobijan moze dobiti automatskim putem, ali i njena derivacija



Poglavlje 2. Dualni i hiper-dualni brojevi 6

po vremenu koja ima ulogu u ra¢unanju iznosa reaktivnih sila i momenata u robotskim
zglobovima.
Hiper-dualni brojevi u op¢em sluc¢aju su kombinacija ¢etiri realna broja i dvije dualne
jedinice:
/.’I? = ag + €101 + €209 + €1€203, (212)

sa pravilima mnozenja:
2 2 2 :
€1 = € = (6162) == 0, €1 ,€2, €1€2 # 0. (213)

Kako je naglasak na primjeni hiper-dualnih brojeva na dinamiku krutih tijela, slijedit

¢e se formulacija koja je koristena u radu [14]| u zapisu hiper-dualnih brojeva:

€=¢€1; € =€
e = (¢)? =0 (2.14)
€, €, ee” #£0.

Jednadzba (2.12) uz (2.14) sada prelazi u oblik:
7 = (ag + €ar) + €*(ay + eas). (2.15)

Pomocu jednadzbe (2.15) zaklju¢ujemo da se hiper-dualni broj sastoji od dva dualna
broja nizeg reda odijeljeni hiper-dualnom jedinicom €*.
Taylorov razvoj hiper-dualne funkcije zavrsava na drugoj derivaciji upravo zbog spe-

cijalnog svosjtva hiper-dualne jedinice (2.14):

f(x) = flag) + earf'(ag) + € (asf'(ag) + e(asf (ao) + arasf”(ag))). (2.16)

Jednadzbu (2.16) bilo bi korisno primjeniti na neke od osnovnih trigonometrijskih funk-
cija poput:

sin (6) = sinag + €ay cos (ag) + € (ay cos (ag) + €(as cos (ap) — arag sin (ayp)));

cos () = cosag — €ay sin (ag) — € (ag sin (ag) + €(agsin (ag) + arag cos (ap))).  (2.17)
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2.1.3. Primjer iz kinematike

U ovom primjeru pokazat ¢e se kako pravilnim zapisom hiper-dualnih argumenata u
fukciji se moze dobiti prva i druga derivacija funkcije u obliku ¢lanova razvoja Taylorovog
reda, a odvojeni pripadaju¢im dualnim jedinicama. Za pocetak se definira hiper-dualni
kut ¢iji je prvi ¢lan dualni kut, a drugi ¢lan je dualni broj koji se sastoji od derivacije
dualnog kuta, pomnozen hiper-dualnom jedinicom €*. Deriviranjem po vremenu dualne
funkcije dualnog kuta dobiva se:

%f(@ + ed) = % [£(0) +edf'(0)] = 0f(0) + edf'(0) + edd f"(6). (2.18)

Dobiveni izraz je upravo dio Taylorovog razvoja u jednadzbi (2.16) pomnoZen hiper-

dualnom jedinicom €* uz uvodenje sljede¢ih substitucija:
0=aqay; d=ay; 0=as; d=as; (2.19)
pa se navedeni hiper-dualni kut moze se zapisati kao:
0 =0+edtedr €ed, (2.20)
ili u kompaktnijem zapisu kao:
6 =0+ 0. (2.21)

Iz primjera se moze zakljuciti da se derivacija funkcije po vremenu moze dobiti i subs-
titucijom pripadajuceg hiper-dualnog umjesto dualnog kuta u argumentu funkcije kao
izraz pomnozen hiper-dualnom jedinicom €*, a sama vrijednost funkcije eksplicitno kao
dio izraza koji nije pomnozen hiper-dualnom jedinicom. Prema tome se jednadzba (2.16)

primijenjena na hiper-dualni kut iz (2.21) zapisuje kao:

f(x) = f(0) + edf (0) + €01 (0) + ec*df'(0) + ec*dO f"(0) (2.22)

2.1.4. Skalarni i vektorski produkti hiper-dualnih vektora

U ovom poglavlju izvode se skalarni i vektorski produkti hiper-dualnih vektora. Kao
referenca koristi se slika 2.2 na kojoj definiramo dva dualna vektora: X, = a+e(p; xa),
X, =b+ €(p2 x b), koji predstavljaju dva razli¢ita vektora, a n je vektor na pravcu

zajednicke okomice dvaju vektora usmjeren od a prema b. Ovdje ¢e se koristiti dualni
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Slika 2.1: Dualni vektori u 3D prostoru prema [1]

kut 0 za zapis kuta i udaljenosti izmedu pravaca na kojima leze dualni vektori X, iX,:

X,-X,=a-b+e(a-(p2 xb)+b-(p, xa)) =
=a-b+e((pr—p2)-(axb))=

=|al|b| cos(#) — e(sn -|al|b| ssin(0)) =

=|al||b| (cos(f) — essin(f)) =

—|a||b| cos(h). (2.23)

Nadalje, vektorski produkt dva dualna vektora jednak je:

X xXo=axb+e(ax(pxb)+(pi xa)xb)=
=axb+e((pr—p1)a-b+pi x(axb)),
Premjestanjem O na N — {py =0, p; = —sn}
—|a||b| nsin(9) + ¢ (sn-a-b—l—m X (|a,||b|nsin(9))) -
=|al||b| n (sin (F) + escos (0)) =

~

=|a||b| nsin (6). (2.24)
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Vektori X i Xo mogu se proSiriti na hiper-dualne vektore na slican nacin poput hiper-

dualnih brojeva:

X, =b+€(py x b). (2.25)

X, -Xo=a-b+ec(a - (poxb)+b-(pxa))=
=|al|b| cos (B) + ¢*((pr — p) - (@ x b)) =
=|al|b| cos (A) — €*((sn) - (a||b|nsin (0))),

gdje je s, dualni broj, a prema definiciji apsolutne vrijednosti dualnog broja moze se
napisati sljedec¢e za dualni vektor: |a| ’B‘ =|al|b| = apby, $to uvrsteno u raspis skalarnog
produkta dva hiper-dualna broja daje:

X, - Xo =|a||b] cos (8) — € ((sy + ess)(a]|b] sin (A))) =
= |&||l;|(cos (0) — essin (0) — € ((s1 + €s2)(sin (0) + escos (6)))) =
= |6L||I;|(cos (0) — essin (0) — €*(s1sin (0) + es15cos (0) + esysin (9))),
€ — €9; € —> €1

;{1 : 5(2 = |d||l;| (cos (0) — erssin (0) — egs18in (0) — €361 (s15cos (0) + sosin (0)))

4

—
*
~

(2.26)

Izraz u jednadzbi (2.26) osnacen s (x) je upravo hiper-dualna funkcija kosinus prikazana

u jednadzbi (2.17) uz iduce substitucije:
0 =ay; s=ay, S =as; Sy = ay. (2.27)

Prema tome, moze se skalarni produkt dva hiper-dualna vektora jednostavnije zapisati
kao:
X, - X, =|a||b| cos (6). (2.28)

Ovo znaci da je skalarni produkt hiper-dualnih vektora iste strukture kao i skalarni
produkt dualnih vektora, a i realnih vektora koje mozemo promatrati kao dualne vektore
reda 0.
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Vektorski produkt hiper-dualnih vektora izveden je sljedece:

)A(lx)}z:&xfﬂ—e*(&x<ﬁ2x5)~|—(ﬁ1x&)x5):

\a||b|nsin (0) + ¢ ((ab) (o — 1) + pr % (a, x b)) ,

p2=0,p1 = —sn
X, x X, =|a||bnsin (A) + ¢*|a]|b| cos (A)sn,

)}1 X )}2 =|a||b|n (sin () + ¢ ((81 + €59) cos (é))) =

=|al||b|n (sin () + es cos (6) + €51 cos (0) + €*€(s2 cos (0) — syssin (6))) =
€ — € € = €1,

)}1 X )A(Q =|a||b|n (sin (6) + €15 cos () + €xs1 cos (0) + e1€2(s2 cos (0) — syssin (6)))

()

(2.29)

Dio izraza oznaen s (x) je upravo sinus funkcija hiper-dualnog kuta prikazana u jed-
nadzbi (2.17) uz iste substitucije kao (2.27), prema tome, moZe se vektorski produkt

hiper-dualnih vektora zapisati poput:
X, x X, =|al||b|nsin (0). (2.30)

Ovim zakljuckom moze se ustanoviti da svi zakoni i formule vektorske algebre koji
ukljucuju skalarne i vektorske produkte, vrijede takoder u ekvivalentnom sistemu hiper-
dualnih vektora, ako se svaka realna varijabla u formuli zamijeni odgovaraju¢om hiper-

dualnom varijablom.

2.2. Primjena na dinamiku krutih tijela

U radu [11] predstavljen je dualni operator mase (inercije) prema kojem masa krutog
tijela ima ulogu operatora u izvodenju jednadzbi dinamike.
Potreba uvodenja dualnog svojstva masi javlja se na primjeru opisivanja jednadzbi

gibanja Cestice u pravocrtnom gibanju. Prema [7] vektor brzine Cestice u pravocrtnom
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gibanju je ¢isti dualni vektor:

=33

— ev, (2.31)

dok se pripadajuc¢e ubrzanje u dualnom zapisu moze izraziti kao:

a=ea=Leuw= L4 (2.32)
a—ea—dteu—dtv. .

Prema drugom Newtonovom zakonu, na tijelo akceleracije a, djeluje odgovarajuca sila
f prema zakonu:
f =ma, (2.33)

nadalje, prema |7], sila je u dualnom zapisu rotorski dio motora, $to znaci da je sila

realan vektor:
f=f, (2.34)

dok je ubrzanje ¢estice u pravocrtnom gibanju prema [7| dualni dio motora, to jest Cisti
dualni vektor:
a = ea. (2.35)

Promatrajuéi jednadzbu (2.35) i uvrStavanjem u (2.33) ocito je da postoji potreba uvo-
denja dodatnog operatora kako bi se otuvala jednakost u (2.33), i to u obliku dualnog
operatora mase: p

n=m—. 2.36

= mo (2.36)
Sada se kombiniranjem jednadzbi (2.32) i (2.33), uz uvodenje (2.36) dobiva jednadzba
gibanja Cestice:

N d d

f= m%d = ma(ea) = ma = ma. (2.37)

Koli¢ina gibanja Cestice se pomocu (2.36) moze zapisati kao:
hy = m, (2.38)

a promatrajuci infinitezimalni element krutog tijela, koli¢ina gibanja u odnosu na neki
inercijalni koordinatni sustav jednaka je:

-~ d A
dh; = dmt = dmd—ei“ =dm(R.+w X 7.), (2.39)
€

gdje je R, vektor usmjeren od ishodiSta pripadajuéeg inercijalnog sustava prema centru
mase krutog tijela, r. je vektor od centra mase do promatrane elementarne Cestice na

tijelu, a © = ev je apsolutna brzina elementarne Cestice.
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Integriranjem (2.39) po tijelu, dualna kutna koli¢ina gibanja jednaka je:
h,= /[rﬁc x dhy] =
b
= /[erc x dm(R. +w x 7.)] =
b

= e/rcdm x R, + e/[rc X (wx r.)]dm = elw, (2.40)
b b

gdje je I, matrica inercija oko centra mase tijela.

Jednadzba (2.38) se uz dualnu brzinu moze napisati u sljede¢em obliku:

hy = mb = md—(w + ev.) = mo,. (2.41)
€

Na sli¢an nac¢in moze se napisati i jednadzba (2.40) u obliku:
h, = (eI)(w + ev,) = el v. (2.42)

Kombiniranjem (2.41) i (2.42) dobiva se izraz za ukupnu koli¢inu gibanja krutog tijela
u obliku dualne koli¢ine gibanja;
h =h, + h,
=mv+elv =

d
= (m— + eI) (w4 ev.) =
de

= muv, + elw. (2.43)

Progirivanjem dualne mase na dijagonalnu matricu i zbrajanjem sa matricom inercija,

dobiva se dualna matrica inercija:

M:m+.f:m%+d. (2.44)
Dualni operator inercije definiran je u matri¢nom obliku kao:
m% + el €lyy el
M = elyy  mEtel, e, |- (2.45)
€l,, €l m% +e€l,,

Analogno dualnoj masi m iz [11], u radu [13] se uvodi hiper-dualni operator mase:

~ dd .d
m—m(de*%+e &)’ (2.46)
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2.2.1. Energija u dualnom zapisu

Integriranjem jednadzbe gibanja Cestice iz (2.37) dobiva se izraz za kineti¢ku energiju

. 2 o LIV |
AK:/ f-d'F:/ mf-df:/ (m— e'i") (edr) =
" de
) 1 to
/ mrdr = e— m/ d Eemfv2
T1

= éemv (2.47)

gdje je v vektor brzine pojedine Cestice, uz v(t;) = 0, v(ty) = v. Potrebno je naglasiti da

Cestice:

t1

se u umnos$ku sile i infinitezimalnog pomaka radi o skalarnom produktu dvaju dualnih
vektora. Na taj nacin kineticka energija izrazena je kao ¢isti dualni broj.
Ako se kruto tijelo uzme kao integral infinitezimalnih elemenata, a centar gibajuceg

koordinatnog sustava postavi u centru mase, njegova dualna kineticka energija je:

. 1 1
K= /—evgdm = /—e(vc+w x r)2dm =
b2 b2

1 1
= —/evCQdm+6/vc~w X rdm—l——e/(w x r)2dm =
2 Jp b 2
1 .
= Eem'uc2 + Kot (2.48)

gdje je v, brzina centra mase tijela, w je kutna brzina tijela, a r je radijus-vektor od
centra mase tijela prema nekoj elementarnoj cestici u tijelu.
Clan rotacijske kineticke energije u jednadzbi (2.48) moZe se raspisati na sljedeci

nacin:
- 1 1
Kioq = € /(w x r)’dm = —e/ [wW?r® — (w-7)*] dm =
2° J, 2 J,

1 1
= §ezl;wiwklik = EewTIw, (2.49)
gdje su w; komponente vektora kutne brzine, uz ¢,k = 1, 2, 3. Kombiniranjem jednadzbi

(2.48) 1 (2.49) dobiva se izraz za ukupnu kineti¢ku energiju krutog tijela:

- 1 1
K = §6m'v2 + §wTeIw. (2.50)

Jednostavniji zapis energije prikazan je u radu [5], gdje je uvedena dodatna operacija

dualnih vektora, momenitni produkt. Prema [15] momentni produkt dva dualna vektora
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definiran je kao:
la|a] = [a + eag|b + eby] = aby + ab. (2.51)

U dualnom zapisu jednadzbi gibanja krutih tijela ovaj produkt ima jasno fizikalno zna-
¢enje, naime, momentni produkt dualne sile i dualne brzine je snaga, jedna polovina
momentnog produkta dualne koli¢ine gibanja i dualne brzine je iznos kineticke energije
tijela.

Prema (2.51), moze se dati slican izvod kineticke energije u usporedbi s jednadz-
bom (2.50). Sada se u izrazu integrala za razliku od skalarnog produkta dualne sile i
infinitezimalnog pomaka koristi momentni za razliku od skalarnog produkta:

r2
AK = [ [fldr] =
R . dv

= dm—|\dv - dt| =
[[mdt'” ]

1

- / " ldd|s]. (2.52)

Integracijom (2.52) po tijelu moZe se dobiti zapis kineticke energije krutog tijela kao

momentni produkt dualne brzine i dualne koli¢ine gibanja:

1.1
K = Sloclhc] = 5 <mv20 + wTIw> . (2.53)

Preko definicije momentnog produkta iz (2.51), a iz zapisa kineticke energije u (2.53)
zakljufuje se da je kineticka energija u dualnom zapisu realan broj, [5].

Na slican nacin moze se zapisati i iznos potencijalne energije krutog tijela na pro-
izvoljnoj visini (x.) kao momentni produkt dualne gravitacijske sile na tijelo i dualnog

vektora pozicije u gravitacijskom polju:

P = [iheglexc] . (2.54)

2.2.2. Prayvila deriviranja momentnog produkta

U radu [5] dokazano je da je energija u dualnom zapisu realan skalarni broj (funkcija),

ovisna o dualnim varijablama (dualna sila, dualna koli¢ina gibanja) preko momentnog
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produkta. Za racunanje Lagrangeovih jednadzbi gibanja potrebno je derivirati jed-
nadzbe energije po dualnim generaliziranim koordinatama koje su u opéem sluc¢aju du-
alne varijable. Kako su ranije u radu predstavljena pravila deriviranja dualnih funkcija
po dualnim varijablama, namecée se potreba za izvodenjem pravila deriviranja skalarnih
funkcija (energija) po dualnim varijablama.

Rezultat momentnog produkta je realna skalarna funkcija prema jednadzbi (2.51).
Ako momentni produkt ukljucuje barem jednu dualnu varijablu & = x + ez, a rezultat
operacije (skalarna funkcija) oznaéi sa u, moZe se napisati njena zavisnost o dualnoj
varijabli kao:

u = u(z, xg). (2.55)

Kako je ova funkcija zavisna o dvije nezavisne varijable, njen diferencijal je:

du(z, xg) = %dz + g—xuodxo. (2.56)

Nadalje, pretpostavlja se da je ovakav diferencijal rezultat momentnog produkta deri-
vacije realne funkcije po dualnoj varijabli, cZu/dfc = g(z,x0) + €q(x, x0) i diferencijala

dualne varijable, dz:

du
du(x,zg) = [dﬁv

di"] = [g + €q|dx + edxy] = gdxy + qdz. (2.57)

Sada se mogu izjednaciti jednadzbe (2.56) i (2.57) posto definiraju isti diferencijal funk-

cije u, dakle:

ou ou
i,
ou ou
R - _ = 0. 2.
(8% )dxg—i—(ax )dx 0 (2.59)

Da bi funkcija u bila analiticka, jednadzba (2.59) treba biti zadovoljena za proizvoljne

iznose dx/dxg, dakle moZe se zapisati:

ou ou
=—iqg=— 2.60
g 81’0 td 81’7 ( )
Sto daje derivaciju realne funkcije po dualnoj varijabli:
du  du ou
— =—+e—. 2.61
dz  0xg E&r ( )

Usporedbom zadnje jednadzbe sa izrazom za derivaciju dualne funkcije po dualnoj va-
rijabli, (2.11), zakljufuje se da su definirane preko istog izraza. Izvedena pravila derivi-

ranja koristit ¢e u izvodu Lagrangeovih jednadzi.
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2.2.3. Dualni zapis Lagrangeovih jednadzbi gibanja

U izvodu dualne forme Lagrangeovih jednadzbi dualna generalizirana koordinata
oznacCava se kao ¢; = 0; + ed;, a energija ra¢una Kkoriste¢i momentni produkt prema
(2.51). Dualna generalizirana sila, Q; = fi + er;, dobiva se deriviranjem energijske

funkcije po dualnoj varijabli prema pravilu deriviranja momentnog produkta, (2.61):

Ai:i<éfg> _éK+éP:i(8_K) 0K oP  |d (a_K> 0K, 0P
dt \ 9g; 0¢;  0¢; dt \ od, od;  0d; dt \ 0, a0,  00;

(2.62)
Ako se generalizirana linearna koordinata prikaze kao ¢isti dualni broj, a generalizirana
rotacijska koordinata prikaze kao Cisti realni broj, onda se prema pravilima derivira-
nja momentnog produkta kao derivacija energije po dualnoj generaliziranoj koordinati

dobiva ¢sti dualni broj u slu¢aju momenta, i ¢isti realni broj u slu¢aju sile, [5].

2.3. Primjer robota s 2 stupnja slobode gibanja
Razmatra se robotska ruka s 2 stupnja slobode gibanja.

v A

Link 1

Slika 2.2: Dijagram Pelican robota s 2 stupnja slobode gibanja, |2|.
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Dualne generalizirane koordinate ovog robota su:
G =aq, ¢=q¢. (2.63)

Dualni vektori brzina centra mase prve i druge karike iznose:

0 le1 cos (q1)dn
V1= [0| +e€|lasin(q)g | =w + eva; (2.64)
K 0
0 l1 cos (q1)G1 + lez cos (q1 + q2)[G1 + G2
Uy = 0 + e | lisin(q1)gi + leasin (¢ + q2)[d1 + Go] | = w2 + €vea,
_(le + q2) 0

nadalje, dualni moment prve karike po centru mase iznosi:

- N d
h, = M %, = <m1— + 611) (w1 + €ve) =

de
le1 cos (q1)qn 0
=my |lasin(q)g | +€| 0 |, (2.65)
0 Iy

a dualni moment druge karike vezan za centar mase racuna se prema:

- d
hy, = (sz + eIz) (wo + €v) =

11 cos (q1)g1 + lea cos (g1 + q2) (g + G2
=my |y sin(q1)g1 + leosin (g1 + @2)[g1 + Gao] | + € 0 . (2.66)
0 Iz(qi + 42)

Nadalje, ra¢una se kineti¢ka energija prve karike principom momentnog produkta (2.51):

17, -
= g o] =

1 . . )
=5 [[1([% +my <lgqu(cos (q1)2 + sin (q1)2)>} —

(IG5 +mal?di), (2.67)

N | —
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a kineticka energija druge karike prema:
1

Ky =3 [ﬁ2|i}2} -
=3 [Iz(ﬁh + 42)” + ma (1165 + 15,]d7 + 26162 + @3] + 211, [G; + dida] cos (%))} =

1. . 1 o 1 . . . ..
= —DLlg + ¢o]® + =mal?¢? + Emzlzg[qf + 261Gz + 43] + malileo[dF + Gide] cos (g2).

2 2
(2.68)
Potencijalna energija u dualnom zapisu momentni je produkt dualnog vektora gravita-
cijske sile i dualnog vektora pozicije centra mase pojedine karike u polju gravitacijske
sile, (&.;). Tako se vektor pozicije centra mase prve i druge karike u gravitacijskom polju

u dualnom zapisu izrazava kao:

0 0
Ty =€ |—lacos(q)| i T2 =€ |—(lycos(q1) + leacos (g1 + @) | > (2.69)
0 0

a potencijalna energija prve karike ra¢una na nacin:

d
P = [ml—eg]ea:cl] =

de
0 0
=my |g| |=lacos(qr)| =
0 0
= —mlgld COS (Q1)7 (270)

sli¢cno se racuna potencijalna energija druge karike:

PQ = {m2ieg|emcg} =
de

0 0
=mgy |g| |—(l1cos(q1) + lacos (g1 + @) | =
0 0
= —mag(ly cos (q1) + lea cos (q1 + ¢2)). (2.71)

Kako su generalizirane dualne varijable u ovom slu¢aju ¢isti realni brojevi, izraz (2.62)

moze se preformulirati na nacin:

d (0K oK 0P
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gdje su 7; vanjski momenti aktuatora u zglobovima 1 i 2 robotske ruke. Uvrstavanjem

izraza (2.67)-(2.71) dobivaju se izrazi za momente u zglobovima:

1 = [ml? + mal? + mal?, + 2malyle cos (q2) + It + Lb)dy
+ [mal2, + malile cos (g2) + Lo)do
— 2mialyl o sin (g2)didge — maliles sin (¢o) g3
+ [mylea + mali]gsin g
+ maglesin (g1 + q2), (2.73)

i za zglob 2:

Ty = [malZy + maliles cos (q2) + La]Gi + [mal%, + I2]Ga
+ malyleo sin (QQ>Q% + maglersin (¢ + ¢2). (2.74)

Prema tome, jednadzbe dinamike robota (2.73)-(2.74) ¢ine set od dvije nelinearne dife-

rencijalne jednadzbe varijabli stanja © = [q” ¢ 7.



3 | Elasticno povezani

elektromehanicki sus-

tav kolica na klackalici

U ovom poglavlju razmatraju se komponente sustava kojeg ¢ine tri identi¢na podsus-
tava klackalice s kolicima medusobno povezani neelasti¢nim uzetom, analizira se nacin
medusobnih veza, te se izvodi nelinearni matematicki model primjenom metode dualnih
brojeva.

Na slici 3.1 prikazan je podsustav klackalice s kolicima (kolica imaju ugraden motor),
a kretanje po klackalici omogucéeno je ugradnjom vodilice i nazubljene letve. Pomak
kolica omogucuje istosmjerni (DC) motor i zupc¢anik koji se giba po nazubljenoj letvi.

Na slici 3.2 zorno se vidi prikaz desne strane sustava s elasticnim vezama. Klackalice su

D[_ J'-. 3
£ Dt o

=

d

Y9 Yy

A
Y

Slika 3.1: Podsustav klackalice s kolicima, [3]

povezane neelasti¢Cnim uzetom na nacin da je jedan kraj uzeta zavezan za prvu klackalicu
(DE) preko koloture spojene s dvije opruge, a drugi kraj uZeta je zavezan za drugu
klackalicu (D), gdje indeks R oznacava da se radi o desnoj strani sustava. Na isti
nacin povezan je i drugi par klackalica s desne strane preko druge koloture. Na identi¢an

nacin sustav je povezan i s lijeve strane.

20
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Slika 3.2: Elasti¢ne veze, desna strana sustava, [3]

3.1. Matematicko modeliranje metodom dualnih bro-
jeva

Izvod matematickog modela sustava nuzan je korak pri analizi dinamic¢kog ponaSanja
nelinearnog modela sustava. Matematicki model skup je diferencijalnih jednadzbi koje
opisuju realni sustav, a izvest ¢e se primjenom Euler-Lagrange metode. Izvod matema-
tickog modela provodi se u pet koraka: izracun kineticke energije, zatim potencijalne
(gravitacijske i elasti¢ne), odredivanje funkcije gubitaka, opisivanje dinamike istosmjer-

nog motora i na kraju izvod Lagrangeovih jednadzbi dinamike.

3.1.1. Izracun kineticke energije

Kineticka energija sustava moze se izraziti kao zbroj kineticke energije svih pod-
sustava. A za izra¢un pojedinih vrsta energija koristit ¢e se ranije opisani momentni
produkt.

Dualna generalizirana koordinata i—tog podsustava je:

in = @i + €S54, (31)
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Slika 3.3: Shema podustava prilikom zakreta, [3]

dualni vektor brzine 1—te klackalice je:

0
Di

dualni moment i—te klackalice je:

7 A TANA p
hi = Mz v, = 6[1‘%01‘,

a kineticka energija 1—te klackalice racuna se preko momentnog produkta kao:

1

B = Lot h e -
1
1
=3 19012

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Za odredivanje dualnog vektora brzine ¢—tih kolica potrebno je izraziti dualni vektor
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polozaja centra mase kolica u miruju¢em koordinatnom sustavu:

0 s; cos (p;) — ¢;sin (g;)
rﬁZC = | 0| +e€|s;sin(g;) + ¢icos (@) | - (3.5)
Pi 0

Dualni vektor brzine :—tih kolica je:

0 $;cos (¢i) — sipisin (i) — ¢ cos (¢;)
@C =w;+ev;= | 0| +e€|§sin(p;) + s cos (i) — cipisin (i) | (3.6)
i 0

a odgovarajuca dualna koli¢ina gibanja iznosi:

- d
hlC = (m?& + eIZ-C)(wi + ev;) =

gdje je I€, polarni moment tromosti i—tih kolica koji iznosi:

I = mf(erf)? =0, (3.8)

(2

pa se dualna koli¢ina gibanja ¢—tih kolica moze raspisati kao:

h¢ = m&o?, (3.9)

7 2 K3

kineticka energija :—tih kolica iznosi:

1
)
1

~ L fim
2

1
= 577%0((0? +57) 7 — 20138 + 5). (3.10)

[of |M 5] =

Jvy ]

Kineticka energija cijelog sustava moze se zapisati na nacin:

E=> (E'+Ef). (3.11)

=1
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3.1.2. Izracun potencijalne energije

Potencijalna gravitacijska energija u dualnom zapisu momentni je produkt gravita-
cijske sile i vektora polozaja centra mase tijela u polju gravitacijske sile.

Potencijalna energija i—te klackalice je:

d

U = [m!—eglex!] =
€

p 0 0
= [mf‘—ee g| le [aicos (wi)|] =
0 0
= a;m g cos (v;), (3.12)

a potencijalna gravitacijska energija ¢—tih kolica iznosi:

Cd

Ui = [mf —eglexf] =
€

p 0 0
= [mic—eﬁ g le | sisin (p;) + cicos (p;) |] =
0 0
= a;m{ g(s;sin (p;) + ¢; cos (p;)). (3.13)

Nadalje, razmatra se elasti¢na veza podustava klackalica prema slici 3.2. Potencijalna
elasticna energija u dualnom zapisu momentni je produkt dualne sile opruge i odmaka
opruge od ravnoteznog stanja:

1., d
Ua = é[k‘aeAﬂeAw] =

= %k(m)z. (3.14)

Potencijalna elasti¢na energija za desnu stranu sustava koriste¢i formulu (3.14) iznosi:
UF = SR — 10 + Ml — 1)
SRR — ) + SRR 1) (3.15)
Potencijalna energija elasti¢nih veza na lijevoj strani sustava iznosi:
= SR — U + SRl 1)
SRR~ )+ SR ), (3.16)

UL
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gdje indeks 0 u jednadzbama (3.15) i (3.16) oznacava duljinu neoptere¢ene opruge.

Pretpostavlja se da su sve konstante opruge jednake; ki = kil = kfv = ki = kLv =

kbl = kI = kB = E[N/m]. Prema slici 3.2 mogu se izraziti veze izmedu pomaka

kolotura i duljina opruga na sljede¢i nacin: Iy = Iff's — 05, I = I{5lg — 0f%, 13 =
l23s 035, 135! = leS + 035, 135! l125 Ofa, 15 = lLds + O, 135" l235 033, 1 zadnje

154 = lLds + 0%, gdje index S oznacava duljinu prednapregnute opruge.

2 b .n

Slika 3.4: Vektorski prikaz elasti¢nih veza (desna strana sustava), [4]

Slika 3.4 daje vektorski prikaz veza iz slike 3.2. Promatrajuc¢i odnose izmedu vektora

mogu se napisati sljedece jednakosti:

. . - N Dt - - B DR
H@1—01H+Hbl—01H:7» |6y — di|] + |16 — da]| = — 5

Jednadzba (3.17) moze se linearizirati oko vrijednosti nula §to odgovara malim kutevima

(3.17)

zakreta klackalica i time dobiti izraze za pomak kolotura na desnoj i lijevoj strani:
1 1
0th = 5(555 +05), b3y = 5(55 +05),
1 1
oty = 5 (0% + 68), ok, = S(6% +b). (318)

Nadalje, iz slike 3.3 mogu se izraziti vertikalni pomaci krajeva klackalica za desnu i lijevu

stranu:

L
67 = Zsin (¢;) + d; cos ; — d;, 0F = —6F

3.19
(2 2 (2 ( )
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konac¢no, ukupna potencijalna energija cijelog sustava iznosi:

3
U=U"+U"+) (U +U°). (3.20)

=1
3.1.3. Funkcija gubitaka

Trenje u rotacijskom zglobu i—te klackalice izrazava se kao funkcija gubitaka na
nacin:
1

o, = 5/{#?; (3.21)

gdje je k; [Nms/rad] koeficijent viskoznog trenja u i—tom zglobu. Pretpostavlja se da
je koeficijent viskoznog trenja jednak za sva tri podsustava, pa se funkcija gubitaka za

cijeli sustav moze zapisati kao:
3
1
O=-kY @ 3.22
2K/ — @Z, ( )

dok se trenje izmedu letve i zupcanika zanemaruje.

3.1.4. Elektromotor i prijenos

U sustavu se nalaze tri identi¢na istosmjerna elektromotora za razvijanje sile F; po-
trebne za kretanje kolica. Moment kojeg motor isporuc¢uje ovisan je o naponu armature
U, [V], asila Fys ovisi i o prijenosnom omjeru. R, [€2] je otpor armature, I, [A] je struja
armature, L, [H] je induktivitet armature, e [V] je elektromotorna sila inducirana u
navojima armature, 7;, [Nm] je moment motora, 7, [Mn] je moment kojim se djeluje
na nazubljenu letvu, ¢y, [rad] i ¢ [rad] je kut zakreta, a p je prijenosni omjer reduktora.
Primjenom drugog Kirchhoffovog zakona uz L, << R,, dobiva se dinamika motora:

K, K.K,

Fopp— ——U . — — =
Mi RapT ai RQPQT2

gdje je K; [Nm/A] konstanta motora, K. [V's/rad] je elektromotorna konstanta, a r [m]

jest efektivni radijus zupc¢anika u dodiru s nazubljenom letvom.

3.1.5. JednadZzbe dinamike

Za izvod jednadzbi dinamike koristit ¢e se Euler-Lagrangeov pristup. Vektor gene-

raliziranih koordinata u dualnom zapisu je § = [q1, Go, G3]7, gdje su ¢; = ¢; + es; kutevi
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zakreta njihala i pomaci kolica. Dualne generalizirane sile, oblika Ql = f;+e€7;, dobivaju

se deriviranjem momentnog produkta po dualnim varijablama.

Fy +emp; =

d<8E> OE U

d 0B, d (0B 0B  0U , 0%

el 3.24
i\0p) g T op o B

gdje je s E ozna¢ena ukupna kineticka energija (3.11), U je ukupna potencijalna energija
definirana jednadzbom (3.20), ® su gubitci definirani jednadzbom (3.22), 7p; su momenti

u zglobu 1—te klackalice i F); je sila kolica na letvu.

3.1.6. Matri¢ni zapis dinamike sustava

Pristup izvodenju jednadzbi dinamike sustava metodom dualnih brojeva omogucuje
zapis samo tri dualne Lagrangeove jednadzbe dinamike za razliku od Sest realnih jed-
nadzbi. Medutim, kod opisa dinamike sustava u obliku prostora stanja javlja se potreba
za razdvajanjem matrica inercija, matrice Coriolisovih sila i ostalih matrica zato $to bi
one sada mnozile dualni broj umjesto dosadasnjih vektora generaliziranih koordinata.
Nadalje, kako se svaka linearna generalizirana koordinata u dualnom zapisu mora dos-
ljedno oznacavati kao Cisti dualni broj, javlja se potreba uvodenja dualnih operatora i
mnozenja ¢lanova matrica dualnim brojevima kako bi se ocuvale jednakosti u jednadzbi
(3.24), sto nije prakti¢no u numeri¢koj implementaciji prostora stanja, pa se prema
tome u ovome radu oslanja na klasi¢ni pristup zapisivanja prostora stanja i koriste se
vektori generaliziranih koordinata. Napominje se takoder da ni u dostupnoj literaturi
nisu obradeni principi primjene metode dualnih brojeva u zapisu prostora stanja, a §to
bi bilo zanimljivo podruéje istrazivanja. Dakle, odsada se u zapisima generaliziranih
koordinata koriste realni brojevi, a pristup s dualnim brojevima ograni¢ava na zapis
Lagrangeovih jednadzbi dinamike.

Sada se zapisivanjem vektora generaliziranih koordinata u obliku g = [q1¢o...]" gdje
su ¢ = ¢1,q2 = si... kutevi zakreta i pomaci kolica po klackalicama i rastvljanjem

jednadzbe (3.24) na dvije realne jednadzbe omoguc¢ava matri¢ni zapis dinamike u obliku:
M;(q;)Gi + Ci(ai, 4:)qi + gi(qi) + Zi(q, q) + Pig; = exFy, i =1,2,3, (3.25)

gdje su ey, e; jedini¢ni vektori u kojima indeks oznacava poziciju sa vrijednosti 1. Na-

dalje, vektor g; je vektor generaliziranih koordinata q; = [go; 1 q2;]”. Matrica M;(q;) je



Poglavlje 3. Elasticno povezani elektromehanicki sustav kolica na klackalici 28

matrica inercija u obliku:

c.c c .2 c
mi ¢ +mi gy + L —mic

M, = , 3.26
—me; m¢ (3.26)

a C;(qi, g;) je matrica Coriolisovih sila (momenata) u obliku:

c. - c,

. my q2iq2i m; 42iq2i—1

Cl(qla ql) = C . KK ’ (327)
—Mmy q2iq2i-1 Rap?r?
nadalje, g;(q;) je vektor gravitacijskih sila (momenata):
A c -
—gaim; sin (gai—1) + gmy’ (qai cos (gai—1) — ¢isinga; 1)

9i(q;) = ) (3.28)

m?g sin (QQifl)

®, je matrica gubitaka viskoznog trenja u rotacijskim zglobovima ®; = diag(k, 0). Clan

Z(q,q) je sprega sustava izmedu i—te klackalice i ostatka sustava, Z;(q,q) = [z 0],

gdje su:
= (o s g U Y — U — 1), (329
uz izraze:
C11=Lcos(q1) — 2dysin (q1), (3.30)

(12 = 2d; cos (q1) — 2dy + 2ds cos (g3) — 2dy + Lsin (g1) + Lsings, (3.31)
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29 = §[4d2L cos® (q3) + Lcos (q3) - (—2d; — 4dy — 2ds
— l5olis + las — Us's — lgo + 330 + l's — lg's
— U + Ut + U + Ui — lais — b + I + s — I3’
+ 2d; cos (q1) + 2d3 cos (gs) + Lsin (¢1) + Lsin (gs))
— 2sin (g3)(—2dydy — 4d5 — 2dads
— dalisy + dalisy + dolis g — dalis's
— dalfgo + dalisy + dolls g — dalls's
— dal s + dalihy + doliys — doliy's
— dal3ly + dolfyy + o3y — daldls
+ 2dydy cos (q1) + (4d3 — L?) cos (g3)
+ 2dads cos (g5) + doLsin (q1) + 2ds Lsin (g3) + do L sin (gs))], (3.32)

i na kraju
k Ld Lu Rd Ru _ Ld Lu Rd _ ;Ru
z3 = ZC3,1(C3,2 +Iy5 s + a3l + logs + loglo — lago — lag's — lago — 13's), (3.33)
uz

(31 = Lcos(gs) — 2dssin (gs),
(32 = [2d3 cos (g5) — 2d3 + 2dy cos (q3) — 2ds + Lsin (gs) + Lsin (g3)]. (3.34)

Iz jednadzbi (3.29)-(3.34) zakljucuje se da sprega sustava ovisi o generaliziranim koor-

dinatama svih podsustava.

3.1.7. Prostor stanja

Zapis dinamike sustava u obliku diferencijalnih jednadzbi prvog reda naziva se pros-
tor stanja, a ideja je zapisati dinamiku cijelog sustava u matri¢cnom zapisu.

Sustav jednadzbi (3.25) moze se u globalnom obliku zapisati kao

M(Q)Q +C(Q.Q)Q +3G(Q)+FQ+ 2(Q,Q) = Exl, (3.35)
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Uvodenjem vektora stanja kao

q1 Ual
qs| ua = Ua2 )
qs Uas
espt 0 0
0 eQR]j;r 0 ’
0 0 e
M1<q1) 0 O
0 Mz(Qz) 0 J
0 M;(qs)
C1(Q1,41) 0 0
0 C2<q2742) 0 ’
0 0 Cs(qs, qs)
91(Q1) e, 0 0 Zl(q7 Q)
92(q2) , F=10 P, 0], Z(Q;Q) = Z2(q, (I) (3~36)
9s(qs) 0 0 &3 Z3(q,q)
=g .. g i) =[QF QT (3.37)

i vektora upravljanja u = U, sustav (3.35) se moze zapisati u standardni nelinearni

afin prostor stanja kao

gdje su

& = f(z) + Bi(z)u, (3.38)
H Q
-M Q) (C(Q, Q) +6(Q)+FQ+Z2(Q, Q)) ’
. . (3.39)
MT(Q)Ew




4 | Simulacija dinamike

sustava

U ovom poglavlju prikazat ¢e se rezultati simulacije dinamike sustava te ¢e se pro-
komentirati vrijednosti odziva za razli¢ite vrijednosti poc¢etnih uvjeta i ulaze napona u
pokretacke motore kolica.

Simulacije dinamike sustava provedene su u MATLAB-u ¢&iji je kod prikazan u prilogu
rada. Za racunanje derivacije koristena je MATLAB-ova funkcija ode45 koja sluzi za
rjeSsavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Trajanje simulacija je 5 sekundi §to je
dovoljno vremena da se analizira dinamika svakog podsustava i utvrdi utjecaj elasti¢nih
veza na vremenski odziv povezanih podsustava, a da pritom fizikalno nemogudi sluc¢ajevi

zbog otvorenog upravljackog kruga ne utjecu previse na razmatranja rezultata.

4.1. Slucaj 1
Kao pocetni uvjet uvrsteno je za kut zakreta prve klackalice

p1(0) = 7 (4.1)

dok su vrijednosti napona na motorima jednake nuli u svrhu utvrdivanja utjecaja elastic-
nih veza na dinamiku i razlike u vremenskom odzivu medusobno povezanih podsustava.

Slika 4.1 pokazuje vrijednosti kuteva zakreta za pocetni uvjet naveden u jednadzbi
(4.1), iz koje se moze vidjeti da zbog inercije sustav 2, a jo§ vise sustav 3, imaju kas-
niji vremenski odziv i zato je za ocekivati da se slicne pojave mogu ocekivati u svim
idué¢im slucajevima simulacija. Zbog ¢isto matematickog modela koristenog u simula-
ciji, vrijednosti kuteva zakreta imaju i fizikalno nevaljale vrijednosti, ali u svrhu analize

ponasanja otvorenog kruga sustava, restrikcije na navedene vrijednosti nisu uvedene u

31



Poglavlje 4. Simulacija dinamike sustava 32

200 T T T T T T T
P ~
~
100 / — S e _
& ~ _
0 I I I I I I I I !
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
t[s]
0 —= T T T T T T T
. oo T S —
p— .
Ky — o
200 |- — .
300 I I I I I I I I !
o 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
t[s]
300 T T T T T T T T
— 2001 T T~ 7
o 7 .
&
100 /'/ . -
o I e I I I I I I !
) 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Slika 4.1: Kutevi zakreta za slucaj 1

MATLAB-ovoj implementaciji. Slika 4.2 prikazuje vremenski odziv pomaka kolica po
klackalicama. Moze se zakljuciti da zbog pocetnog uvjeta otklona kuta klackalice 1,
pomak kolica 1 s1(¢) imaju najbrzi odziv i stoga pridodaju brzini odziva otklona kuta
klackalice 1, nadalje, pomak kolica 2 imaju brzi i ve¢i odziv u usporedbi sa kolicima tre-
¢eg podsustava zbog veza i inercija. Takoder, za vrijeme simulacije oko t = 0.5 s, vidljia
je nagla promjena nagiba krivulje pomaka kolica 1 na slici 4.2 §to zapravo odgovara
vremenu znacajnije rotacije klackalice 2 i pomaka kolica 2.

Valja primjetiti da, iako rezultati simulacija za vrijeme ¢t > 0.65 s nisu valjani za
podsustav 1, oni odgovaraju za ostale podustave sve do ¢t = 1.5 s, a razlog je inercija
i znacajnija uloga elasticnih veza u medudjelovanju sustava 2 i 3 za vrijeme 0.65 <
t < 1.5 s. Kod podsustava 2 zamjecuje se da se maksimalne vrijednosti nagiba krivulje
zakreta kuta ostavaruju za vrijeme 1 < ¢ < 1.5 s jer se vektor gravitacije sve viSe poklapa
sa vektorom gibanja kolica 2 ubrzavajuci ih na taj nacin.

Tre¢a zamjedba tice se usporedbe promjena vrijednosti kuta zakreta klackalica 1
i 3 za vremenski period 1 < ¢t < 1.5s. Dakle; Aps = 3(1.5) — ¢3(1) > ¢1(1.5) —

v1(1). U ovom vremenskom periodu elasti¢ne veze djeluju na podsustav 1 rotirajuci
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Slika 4.2: Pomaci kolica za slucaj 1

ga "u desno", ali poSto je polarni moment tromosti podsustava 3 manji u usporedbi sa
podsustavom 1 zbog manjeg otklona kolica 3, s3 << s;, podsustav 3 se brze zakrece
i time je promjena kuta zakreta ¢ak 45° u samo pola sekunde, nakon toga, dodatno

ubrzanje rotaciji podsustava 3 omoguceno je usljed djelovanja gravitacijske sile.

4.2. Slucaj 2

U ovom slucaju svi pocetni uvjeti jednaki su nuli, a uveden je konstantan napon na

motoru kolica drugog podsustava sa vrijednoSéu
Upe =—-0.1V. (4.2)

Ocekivano, pomak drugih kolica sy prikazan na slici 4.3 ima najbrzi odziv. Razlog
sve ve¢em nagibu tangente na krivulju pomaka kolica 2 lezi u tome Sto se zakretom
klackalice 2 vektor gravitacije sve vise podudara sa smjerom (vektorom) gibanja kolica

2 i time se ona ubrzavaju.
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Slika 4.3: Pomaci kolica za slucaj 2

Razlog manjim oscilacijama u odzivima kuteva zakreta u usporedbi sa slucajem 1
lezi u tome Sto elasticne sile veza u ovom slu¢aju manje dolaze do izrazaja.

Kao i u prethodnom sluc¢aju, za podsustav s najbrzom dinamikom, period valjanosti
opisa dinamike ima najkrace trajanje, u ovom slucaju za podsustav 2 to je t < 2.3 s,
kada kolica dosegnu krajnju vrijednost moguéeg pomaka s = —0.5L = —0.5 m. Opis
dinamike ostala dva podsustava valjan je za dodatnih pola sekunde, tj. t < 2.8 s. Za
vrijeme simulacije ¢ = 2.8 s, mozZe se primjetiti da je druga derivacija krivulja pomaka
kolica podsustava 1 i 3 jednaka nuli, a isto vrijedi i za krivulje kuteva zakreta za navedene
podsustave, a razlog lezi u tome §to se u tom trenutku oslobada elasti¢na potencijalna
energija veza nastojeci zakretati podsustave u suprotne smjerove a najveci utjecaj ima

na drugi podsustav zbog najveceg otklona $to se moze zakljuciti iz slike 4.4.
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Slika 4.4: Kutevi zakreta za slucaj 2
4.3. Slucaj 3

U ovom slucaju pocetni uvjeti takoder su jednaki nuli, ali je za ulaz dan priguseni

sinusni signal napona na motoru na kolicima 2 u obliku:
Uapo(t) = 0.1sin(m?t)e”", (4.3)

¢ija je funkcija po vremenu prikazana na slici 4.5, a cilj je produljiti o¢ekivano vrijeme
nestabilnosti za pobudeni podsustav koje iz prethodnih primjera se moze pretpostaviti
na otprilike t = 2.3 s, s obzirom na ulazni napon amplitude samo 0.1 V. Takoder,
vrijeme simulacije u ovom slucaju je u trajanju ¢ = 20 s kako bi se dodatno razmotrile
oscilacije sustava.

Na slici 4.6 prikazani su odzivi kuteva zakreta sva tri podsustava. Sada odzivi
pobudenog podsustava vjerno opisuju dinamiku realnog sluc¢aja sve do t = 2.8 s. Iz grafa
funckije ulaznog napona na slici 4.5, opravdana je teznja pomaka kolica 2 u desnu stranu
podsustava, a vrijednosti najveée brzine promjene kuta zakreta klackalice 2 pocinju u
trenutku ¢ = 2.5 s kada se ulazni napon priblizava nuli, a vektor gravitacijskog ubrzanja

sve vise djeluje u smjeru gibanja kolica 2.
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Slika 4.6: Kutevi zakreta za slucaj 3
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Slika 4.7: Pomaci kolica za slucaj 3

37

Nadalje, kao i u prethodnim slucajevima, to¢nost simulacije za nepobudene sustave

i sada je u kasnijim vremenskim razdobljima, a za opisani slu¢aj moze se navesti da

1iznosi t = 3.1 s.
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4.4. Slucaj 4

Ovaj slu¢aj opisuje situaciju u kojoj bi se kolotura izmedu prvog i drugog podsustava
na lijevoj strani otklonila za neku vrijednost u smjeru prema dolje, a odgovara kutu

zakreta prva dva podsustava za vrijednost

©1(0) = ¢2(0) = i

<. (4.4)
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Slika 4.8: Kutevi zakreta u slucaju 4

U prvih pola sekunde simulacije otklon kuteva zakreta prvog i drugog podsustava
znacajniji je u odnosu na podsustav 3, a razlog je §to zakretima prva dva podsustava
pridodaju kolica pod utjecajem gravitacije, a i inercija samog podsustava 3 ima ulogu.
Razlog minimalnog otklona kolica 3 u vremenu ¢ = 0.5 s lezi u pojavljivanju statickog
trenja, a zanimljivo je da cak i za vrijednosti kuteva zakreta prva dva podsustava od
90°, uz odnos ¢1(1) > ¢o(1), vrijednost kuta zakreta treceg podsustava jedva da dostize
vrijednost od 45°.

Takoder, zanimljivo je i da je brzina promjene kuta zakreta podsustava 2 manja nego

ona podsustava 1, a razlog je $to je spojena na dva sustava kolotura s oprugama, a ni
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spora dinamika tre¢eg podsustava ne pomaze u zakretanju sustava 2. Bitno je napo-
menuti da je ovakav slu¢aj donekle opisan u vrijednostima odmaka kolotura prikazanim
na slici 3.2, uz razliku $to je u ovom sluc¢aju pocetni otklon koloture izmedu zadnja dva
podsustava jednak nula, ali to ne utjece na toc¢nost navedenog odnosa te tri veli¢ine u

ovom slucaju.

| - | | | , T T T
5 2 T=r |
uﬂ‘_ _4 ~ _____7______7 _____7_____7_ |
: | | | | | I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 . 5
t[s]
| o | | , T T T
T 2 I |
W _4 = _____7______7___ |
: | | | | | 1 1 1 I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t[s]
| | | | I . T T T  —
| T 11— i
=0
w
-5 | | | | 1 1 1 1 |
0 0.5 1 15 2 25 3 v 4 ) |

Slika 4.9: Pomaci kolica u slucaju 4



5 | Primjena dualnih bro-

jeva u optimizaciji

Robusnost upravljackih zakona jedno je od najintenzivnije istrazivanih problema iz
teorije upravljanja nelinearnim dinamickim sustavima. Jedna od metoda odnosi se na
direktno optimiranje iznosa %> pojacanja gdje je %, norma (mjera) utjecaja neodre-
denosti na dinamiku nelinearnog dinamickog sustava. U radu [6] se komponente vek-
tora upravljanja i neodredenosti razmatraju kao aproksimacijske funkcije s linearnom
ovisno$¢u o parametrima. Time se rjeSava minimaks optimizacijski problem pri ¢emu
parametri aproksimacijskih funkcija upravljackih varijabli minimiziraju % pojacanje,
dok parametri aproksimacijskih funkcija maksimiziraju % pojacanje. Ograni¢enja na

optimizacijski problem predstavlja dinamika sustava.

5.1. Formulacija optimizacijskog problema

Za afini nelinearni dinamicki sustav u prostoru stanja u obliku:

z = f(x) + Gi(x)u + Ga(x)d, z(ty) = xo,

z=h(x)+ L(z)u

gdje su x € R” vektor stanja, u € R™ vektor upravljanja, d € R?® vektor neodrede-
nosti, a vektor izlaza je y € R™. Vektor z € R? je vektor izlaza nad kojim se upravlja.
Kod optimalnog %, upravljanja mogu se varijable vektora upravljanja i neodredenosti
aproksimirati funkcijama s linearnom ovisnos$éu o kona¢nom broju vremenski invarijant-

nih parametara. Racunanje ovih parametara provodi se kombiniranjem subgradijentne,

40
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Newtonove metode, Adamsove metode i automatskog diferenciranja u jedan algoritam.

Komponente vektora upravljanja i neodredenosti daju se zapisati u obliku :

(@) = >t (@) (5.2)

di =3 rigi(@), (5.3)

j=1
a za 0}(x) i ¢i(x) vrijedi da su diferencijabilne po . A pocetni uvjeti jednaki su nula

za x = 0. Takoder, p’ i p} su realne konstante. Matri¢ni zapis jednadzbi (5.2) ima oblik

u(x) = O(x)m, (5.4)
d(x) = ¥(x)p, (5.5)
gdje su
m=[p'p. p"]"
p=I[rtr?. r|"
P’ = [pi poee Py, )"
r'=[rlrl. r,’w}T, (5.6)

a O(x) i ¥(x) dijagonalne matrice sastavljene od ¢lanova 0%(x) i ¥(x), respektivno.
U minimax optimalnom upravljanju nastoje se odrediti parametri 7 i p uz sljedeci

optimizacijski problem:

() A (@)%, + l|© (@)%, — Bw)
)= min s (@)l i 57)
uz ogranicenje dinamike sustava:
T = f(x) + Gi(x)O(z)T + Gy(x)¥(z)p, (5.8)

pri ¢emu je minimalno £, pojacanje jednako v* = \/m. 1z jednadzbe (5.8) uzima
se da su parametri 7, p i vektor stanja sustava @ povezani preko dinamike sustava, Sto
je potrebno za rekurzivno racunanje gradijenata i Hessijana.

Transformacijom izraza (5.7) iz klase razlomackih optimizacijskih problema u klasu
parametarskih optimizacijskih problema postavlja se nova formulacija minimaks opti-

mizacijskog problema:

= min mgX{Hh(w)Hf% +1O(@) 7%, — ¥ (@)pll%, | (5.9)
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5.2. Newtonova metoda
Ulaz u algoritam za racunanje sedlaste tocke Newtonovom metodom je vektor
& = [m) pi]" € R™ecR,. (5.10)
Izlaz iz algoritma su optimalne vrijednosti parametara ©*, p*.
1. Postaviti 7 <0 .
2. Odrediti vektor smjera trazenja s; rjeSavanjem sustava linearnih jednadzbi
VeI (§)s; = =I(&)- (5.11)
3. Odrediti korak konvergencije 7; > 0 primjenom strategije
pretrazivanja po pravcu koja zadovoljava Wolfeove uvjete.

4. Tzracunati

Ejv1 =&+ ;8. (5.12)

5. Ako je kriterij ||.#(€;)||c < € ispunjen, tada zavrsiti proces, inace postaviti j <

J + 11 vratiti se na korak 2.

U izrazu (5.11) imamo:

™ T Vij V2 J
= ) = |V.J =V, J| ,V = i o ) 5.13
J =Ih(@)ll%, + [10(@)m %, — ul[¥ ()l (5.14)

pri ¢emu su: V.J € R*, V,J € R%», V2J € R~ Vf)J € Rm>me, V?WJ €
R xme Vsz € R™»*" n.=m-ng, n, =s-nc. Kako bi se osigurala konvergencija
opisane metode iz bilo koje pocetne tocke koristi se korak konvergenije tako da su za-
dovoljeni uvjeti silaska i uvjet zakrivljenosti poznati po zajednickim nazivom Wolfeovi

uvjeti.
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5.3. Racunanje matrica Jacobijan i Hessijan metodom

dualnih i hiper-dualnih brojeva

Izrazi u jednadzbi (5.13) mogu se ra¢unati metodama kona¢nih diferencija, metodom
kompleksne varijable ili metodom automatskog diferenciranja, a uz to i metodom hiper-
dualnih brojeva. Radi jednostavnosti, moze se navesti primjer racunanja elemenata
matrica V, f(x) u i—tom vremenskom trenutku

0 fu(2(2)) . ,
= -ei, 5,k=1,2,... 1
8%(2) v:cfk(m(l)) €;, 7, y2, ..M, (5 5)
gdje je e; jedini¢ni vektor, i jo§ za ra¢unanje matrice V, vec (V,f(x)) u i—tom vre-
menskom trenutku
P fula(i) _ 0
Ox;(i)0x, (i) Ox;(i)

[fraz(x(2)], 7,k =1,2,...,n. (5.16)

5.3.1. Kvaternioni i hiper-dualni brojevi u numerickom rac¢una-
nju derivacija

Kvaternioni su dobro poznata vrsta visedimenzionalne ekstenzije generaliziranih kom-

pleksnih brojeva. Sac¢injeni su od jednog realnog dijela i tri imaginarna dijela,
q=qo+ @i+ g2J + gsk, (5.17)

sa svojstvom imaginarnih jedinica i2 = j2 = k* = —11iijk = —1. Razvojem Taylorovog
reda funkcije realne varijable s proizvoljnim korakom d moze se formulirati aproksimacija
druge derivacije funkcije pomoéu kvaterniona:

1

3!d3f’”(x) + o (5.18)

Flatd) = fla) +df'(@) + () +

Prosirivanjem koraka d na oblik kvaterniona na nacin d = hyi + hyj + Ok, moze se iz
Taylorovog razvoja funkcije (5.18) zakljuciti da ¢e prva derivacija funckije biti voded
¢lan uz imaginarne jedinice. Ako d? ima uz jedinicu k ¢lan razli¢it on nule, moZe druga
derivacija funkcije biti vodeéi ¢lan uz k. Medutim zbog pravila mnozenja kvaterniona
(5.17), mnoZenje kvaterniona nije komutativno, to jest, ij = k ali ji = —Fk i time se

izrazi uz k krate u d?, §to znac¢i da je d? ¢isti realni broj a druga derivacija funkcije
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nije vode¢i ¢lan razvoja Taylorovog reda zbog ¢lana f(z). Formula za ra¢unanje druge

derivacije moze se napisati kao

2(f(z) — Re[f(x + hyi + hoj + 0k)])

O(h? + h3 5.19
h%—l—h% + ( 1+ 2)7 ( )

f(@) =

ali je ovakva aproksimacija podlozna greskama krac¢enja, Sto u prakti¢nim primjenama
nije pozeljno svojstvo.

Time se uvodi potreba za uvodenjem novog sustava brojeva koji bi mogao zadrzati
kao ¢lan uz trecu imaginarnu jedinicu vrijednost druge derivacije funkcije. Kao prvo,
o¢ito je da bi mnozenje trebalo biti komutativno u definiciji pravila mnoZenja novih
imaginarnih jedinica, a da u razvoju Taylorovog reda se izbjegnu greske kracenja u
najcesé¢im slucajevima inzenjerske primjene racunanja prve i druge derivacije funkcije.

Ovakvim razmisljanjem uvode se hiper-dualni brojevi sa svojstvom mnozenja
& =6 = (e169) = 0, (5.20)

Uz svosjtvo:
€1€9 7& 0. (521)

u Taylorovom razvoju funkcije f(x) (5.18) moze se sada sa hiper-dualnim korakom

hi€r + ha€s + Oeq € analizirati vrijednosti potencija kompleksnog koraka d

d= h161 + h2€2 + 06162, (522)
d* = hi€d + hies + 2hihye €, (5.23)
d® = h}ed + 3hih3eies + 3h2hoetes + hies, (5.24)

a iz pravila mnozenja hiper-dualnih brojeva moze se vidjeti da svi izrazi koji ukljuc¢uju
potenciju hiper-dualne jedninice na potenciju 2 ili vise iS¢ezavaju, $to znaci da nema
greski kracenja, to jest mogu se efikasno izdvojiti vrijednosti prve i druge derivacije
funkcije kao ¢lanove uz razli¢ite dualne jedinice.

Toc¢nost racunanja derivacija metodom hiper-dualnih brojeva prikazana je u radu

|16] gdje se metoda ispitala na jednostavnoj analiti¢koj funkciji zadanoj kao

fla) = - (5.25)
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Analiticki oblik prve derivacije funkcije je

) = e*(3cos (z) + 5cos (3x) + 9sin (:1:2) + sin (335))7 (5.26)
8(sin 33(x) + cos? (x))2

a druga derivacija funkcije je

fl(z) = < (130 — 12 cos (2z) + 30 cos (4x) + 12 cos (6)
64(sin® (z) 4 cos? (z))

— 111 sin (2z) + 48 cos (4z) + 5sin (62)). (5.27)

DOt

Pri ra¢unanju derivacija funkcije metodom hiper-dualnih brojeva slijedi idu¢a procedura:

ty = sin (tg) = sin (z)

t3 = t3 = sin® (z)

ty = cos (tyg) = cos (z)

ts = t3 = cos® ()

te = t3 +t5 = (sin’ (z) + cos® (z))
t; = " = (sin® () + cos® (z))7%°

ty =t tr = ¢ . (5.28)

\/Sin (2)® + cos (z)°
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Ovakva procedura uz primjenu hiper-dualnih brojeva daje iduce rezultate:
to==x
=2+ hi€; + hoea + Oejég
= 1.5+ leg + leg + Oeqeg
t; = e’
=e" + h1e%€e1 + hae®eg + hihse®erey
= 44817 + 4.4817T€¢; + 4.4817€5 + 4.4817€1€9
ty = sin (to)
= sin () + hy cos (x)e; + hg cos (x)ea — hyhg sin (x)e; €
ty =ts
= sin® () + 3hy cos (z) sin® (x)€; + 3hy cos (1) sin? ()ey — zhlhg(sin () — 3sin (3x))e1€9
= 0.9925 + 0.21115€; + 0.21115€5 — 2.9476¢€1 €9
ty = cos (to)
= cos (z) — hy sin (z)e; — ho sin (z)ey — hihg cos (7)€ €69
= 0.070737 — 0.99749¢; — 0.99749¢5 — 0.070737€1 €2
ts =t
= cos® (z) — 3hy cos? () sin (x)e; — 3hy cos? () sin (z)ey — Zhth(cos () + 3 cos (3x))er €
= 0.00035395 — 0.014974€; — 0.014974€5 + 0.42124€; €,
te =13+ 15
= (sin® (2) + cos® (1)) + 3h; cos (x) sin (z)(sin (z) — cos (7))e;+
+ 3hgy cos (z) sin (z)(sin (z) — cos (z))e2
— Zhth(sin () — 3sin (3x) + cos (z) + 3 cos (3x) )€
= 0.99286 + 0.19618€; 4 0.19618€5 — 2.5263€1 €4

tr = t5"?

_ (sin? (&) + cos® (m))_% B ;hl cos (x) sin (z)(sin () — cos (z))

. i (@) o (@)
_ ;hl cos (@) sin (z)(sin (2) Z cos (2))
(sin® () + cos? (z))2

N ihth (30 + 2 cos (4x) — 41 sin (2z) + 3 sin (6x)) ey

5
64 (sin® (2) + cos?® ()2
= 1.0036 — 0.099148¢; — 0.099148¢5 + 1.3062¢; €5

(5.29)
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tg =11 - t7
e” h e”(3 cos (x) + 5 cos (3x) + 9sin (z) + sin 3x)
\/sin (2)® + cos (z)° 8(sin® () + cos? ()2
e*(3 cos (x) + 5 cos (3x) + 9sin (z) + sin 3x)

8(sin’ (z) + cos? (z))

€1

+ ho

3 €2
2

61‘

+ hyh

. (64(sin3 (z) + cos? (z))tfracs2
— 111 sin (22) + 48sin (4z) + 5sin (62))er €2
= 4.4978 + 4.0534¢; + 4.0534¢ + 9.4631¢, 65 (5.30)

) (130 — 12 cos (12z) + 30 cos (4z) + 12 cos (6x)

Numericki rezultati prikazuju operacije koje se zapravo odvijaju prilikom rac¢unanja
derivacija hiper-dualnim brojevima u MATLAB-u ili u C++4. Ova metoda pokazala
se superiornijom u odnosu na metodu konac¢nih diferencija ali i kompleksno korac¢nu

metodu kada se ne uzimaju dovoljno mali koraci.



6 | Zakljucak

U radu su provedeni izvodi jednadzbi dinamike nelinearnog medusobno povezanog
elektromehanickog sustava metodom dualnih brojeva. Metoda je pokazala da se dobiju
identi¢ni rezultati energijskih izraza kao i u klasicnom pristupu. Dualni zapis omo-
gucuje zapis samo tri dualne Lagrangeove jednadzbe za navedeni sustav za razliku od
Sest jednadzbi koje se dobiju klasi¢nim pristupom. Prilikom izvoda dinamike sustava
vazno je dosljedno oznacavati dualne i realne varijable ¢ime se garantira to¢nost izvoda.
Tako se primjena hiper-dualnih brojeva pokazala izrazito korisnom i intuitivnom u opisu
kinematskih relacija, primjena ovog seta brojeva u opisu dinamike krutih tijela ostaje
aktivno podrudje istrazivanja. Moguéi napretci uklju¢uju formulaciju modela prostora
stanja u dualnom zapisu kako bi se mogla iskoristiti svojstva automatskog diferenciranja
dualnih brojeva.

U simulacijama dinamike sustava koriSten je nelinearni model sustava. Globalni
model prostora stanja sustava zapisan je u blokovskom nacinu dodavanjem matrica pri-
padaju¢ih podsustava. Simulacijama na rac¢unalu zakljucena je nestabilnost sustava, a
vjernost prikazanih odziva za pobudene podsustave je u redu nekoliko sekundi, dok za
nepobudene podsustave zbog inercija i elasticnih veza se to vrijeme ograni¢ava na do-
datnih par sekundi. Kao ulaz u sistem definiran je vektor ulaznih napona na pokretacke
motore kolica. U jednom od slucajeva simulacija odmak kolica na tre¢em podsustavu
pokazao je netipi¢no ponasanje, a uzrok se moze nalaziti u pojavljivanju statickog trenja
i zanemarenog trenja izmedu vodilice i koloture u ovom radu.

Konacno, dana je usporedba metode racunanja derivacija funkcija izmedu kvaterni-

ona i hiper-dualnih brojeva. Pokazano je da zbog specijalnog svojstva mnozenja hiper-
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dualnih brojeva ne postoje greske kracenja, a implementacija metode bazira se uglavnom
na preopterecivanju operatora (engl. operator overloading) $to znaci redefiniranje osnov-
nih operatora poput +,-.* / za rad s vektorskim varijablama. Kao mogué¢u motivaciju
za daljni rad s hiper-dualnim brojevima navodi se takoder potreba ra¢unanja derivacija
vektorskih funkcija u podrudju optimizacije, gdje je efikasnost ra¢unanja derivacija od

velike vaznosti.



A | Prvi prilog: MATLAB
skripte

Definiranje parametara sustava

L =1.0;

% SEESAW 1

al — 0.116;
dl = 0.095;
cl = 0.180;
mAl = 4.84;
mCl = 0.6;

JI = 0.68;

% SEESAW 2

a2 — 0.116;
d2 = 0.095;
c2 = 0.180;
mA2 = 4.84;
mC2 — 0.6;

J2 = 0.68;

% SEESAW 3

a3 = 0.116;
d3 = 0.095;
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c3 = 0.180;
mA3 = 4.84;
mC3 = 0.6;

J3 = 0.68;

% MOTORS

Ke = 0.0077;
Kt = 0.0077;
Ra = 2.6;

% SPRINGS

k = 5.0;
LR12su = 0.25;
LR12sd = 0.25;
LR120u = 0.10;
LR120d = 0.10;
LR23su = 0.25;
LR23sd = 0.25;
LR230u = 0.10;
LR230d = 0.10;
LL12su = 0.25;
LL12sd = 0.25;
LL120u = 0.10;
LL120d = 0.10;

LL23su = 0.

25;

Poglavlje A. Prvi prilog: MATLAB skripte
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LL23sd = 0.25;

LL230u 0.10;
LL230d = 0.10;

g = 9.81; % gravity acceleration

r — 0.0077; % radius of pinion

kappa = 0.1; % coefficient of the viscous damping in the joint

p=1/3.7; % radius of pulleys
Model sustava

function dx = ODEseesaw(t, x)

parameters values

ql=x(1);
a2=x(2); q3=x(3); aq4=x(4); a5=x(5); qb6=x(6);
dql=x(7); dq2=x(8); dq3=x(9); dq4=x(10); dgb=x(11); dqb=x(12);

% INERTIA MATRIX

M111 = mClxc1°2 + mClxq2°2 + J1;
M112 = -mClx*cl;

M121 — M112;

M122 = mCl;

Ml = [M111 M112;M121 M122];

M211 = mC2xc2°2 + mC2xq4"2 + J2;
M212 = -m(C2xc2;

M221 = M212;

M222 = mC2;

M2 = [M211 M212;M221 M222];
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M311 = mC3%c3°2 + mC3%xq6°2 + J3;
M312 = —mC3%c3;

M321 — M312;

M322 = mC3;

M3 = [M311 M312;M321 M322];

% CORIOLIS VECTOR

Cl1l = 2xmClxq2xdq2x*dql;

C12 = -mClxq2xdql "2 + (KtxKe/Ra/(p~2)/(r"2))xdq2;

Cl = [C11;C12];

C21 = 2xmC2xq4xdqd*dq3;

C22 = mC2xq4*xdq3~2 + (Kt«Ke/Ra/(p~2)/(r"2))*xdq4;

C2 = [C21;C22];

C31 = 2xmC3xq6xdqb6xdqb;

C32 = —mC3xq6xdq5°2 + (Kt«Ke/Ra/(p~2)/(r"2))*dq6;

C3 = [C31;C32];

gll = —gxal+«mAlxsin (ql) + g+mClx(q2xcos(ql) — clxsin(ql));
gl2 = mClxgx*sin (ql);

gl = [gll;gl2];

g21 = —gxa2+xmA2xsin (q3) + g+xmC2x(qgd*cos(q3) — c¢2xsin(q3));
g22 = mC2+gxsin (q3);

g2 = [g21;g22];

g3l = —gxa3+xmA3xsin (q5) + g+mC3x(qbxcos(qd) — c¢3xsin(gb));
g32 = mC3xgxsin (gb);

g3 = [g31;g32];

% VISCOUS DAMPING

Phil = [kappaxdql;0];
Phi2 = |kappaxdq3;0];
Phi3 = |kappaxdqb5;0];

% INTERCONNECTION
zetall = Lxcos(ql) — 2+dlxsin(ql);
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zetal2 = 2xdlxcos(ql) — 2xdl + 2xd2xcos(q3) — 2xd2 + Lxsin(ql) + Lxsin (g3)
z1 = kxzetall«(zetal2 + LL12sd + LL120u + LR12sd + LR120u —...

LL120d — LL12su — LR120d — LR12su)/4;

z2 = kx(4xd2«Lxcos(q3)"2 + Lxcos(q3)x*...

(—2%d1 — 4%d2 — 2%d3 —...

LL120d + LL120u + LL12sd — LL12su —...
LL230d + LL230u + LL23sd — LL23su —...
LR120d + LR120u + LR12sd — LR12su —...
LR230d + LR230u + LR23sd — LR23su +...

2xdlxcos(ql) + 2xd3xcos(q5) +...

Lxsin (ql) + Lxsin(q5)) —...

2xsin (q3)*(—2xd1xd2 — 4xd2°2 — 2xd2xd3 + d2x...
(—=LL120d + LL120u + LL12sd — LL12su —...

LL230d + LL230u + LL23sd — LL23su —...

LR120d + LR120u + LR12sd — LR12su —...

LR230d + LR230u + LR23sd — LR23su) +...

2xd1xd2+cos(ql) + (4%«d2°2 — L"2)xcos(q3) +
2%d2xd3xcos(qb) + d2xLxsin(ql) + ...

2+xd2xLxsin (q3) + d2xLxsin(qgb)))/4;

zeta3l = Lxcos(qb) — 2xd3xsin(qb);

zetad2 = 2xd3xcos(q5) — 2%d3 + 2xd2xcos(q3) — 2%xd2 +...
Lxsin (g5) + Lxsin(q3);

z3 = kxzeta3lx(zeta32 + LL23sd + LL230u + LR23sd + LR230u —...
LL230d — LL23su — LR230d — LR23su)/4;

Z1 = [z1;0];
72 = [z2;0];
Z3 = [z3;0];

% NONLINEAR STATE SPACE
M = blkdiag (M1, M2,M3);
C = |C1;C2:;C3];

G = [gl;82;83];

F = |[Phil;Phi2;Phi3|;
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Z = |71,722;73];

cff = Kt/Ra/p/r;
el = [1;0]; e2 = [0;1]« cff;

EM = blkdiag(e2, e2, e2);
fx = [x(7:12);(—-M"—1)x(C + G + F + Z)];

Bxl = [zeros (6,3); (M —1)«EM];

UM = [0;0;0];

dx = fx + Bx1xUM;
Rjesavanje diferencijalne jednadzbe sustava

clear all
close all

cle

t_0=0;

t f=5;

x 0=[pi/6;0;pi/6;zeros(9,1)];

| T,X]=o0de45 (@QODEseesaw ,[t_0 t_f],x_0);
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