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SAZETAK

Ovaj diplomski rad bavi se izvodom kinematskog i dinami¢kog modela RRR manipulatora.
Izvedena je dinamicka jednadzba i jednadzba gibanja manipulatora, koja se pomocu unesenih
pocetnih uvjeta precizno definira. Za zadanu pocetnu i krajnju to¢ku program racuna putanju
prihvatnice, koja u kombinaciji sa zadanim duljinama i masama dijelova manipulatora crta

dijagrame torzijskih momenata potrebnih za konstrukciju robota.

Kljuéne rijeci:

RRR manipulator, kinematika robota, dinamika robota, jednadzbe gibanja, ratunalna simulacija
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SUMMARY

This thesis deals with the derivation of the kinematic and dynamic model of the RRR
manipulator. The dynamic equation and the equation of motion of the manipulator are derived,
which are defined using the chosen initial conditions. For a chosen start and end point, the
program calculates the path of the receiver, which, in combination with the given lengths and
masses of the manipulator parts, draws diagrams of the torsional moments required for the
construction of the robot.

Key words:

RRR manipulator, robot kinematics, robot dynamics, motion equations, computer simulation
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1. UvOD

Tisuclje¢ima unazad, ljudi pokuSavaju izumiti nove stvari kako bi si olaksali zivot. Sve je
krenulo od izuma vatre i kotaca, a nastavilo se sve do suvremenog doba. U dana$nje vrijeme
covjek tezi izumu strojeva koji bi mogli zamijeniti njegov, kako fizi¢ki, tako i mentalni rad.
Tocnije, u obavljanju raznih fizickih poslova, te procesu donoSenja odluka. To bi zahtijevalo
raznolike strojeve, ovisno o vrsti zadatka kojeg je potrebno obaviti, a sve te strojeve mozemo
zajedni¢kim imenom nazvati roboti. Rije& robot nastala je od predstave Karela Capeka 1921.
godine zvane R.U.R. (Rossum's Universal Robots), koja je pri¢ala o ¢ovjekolikim strojevima
koji su imali nadnaravne moci, a nazvao ih je roboti. Znanost koja se bavi prouc¢avanjem takvih

vrsti strojeva, u nastavku teksta robota, nazivamo robotika.

Slikal. Robot iz predstave Karela Capeka [4]

Mogli bismo reci da je robotika spoj strojarstva, elektrotehnike, elektronike i informatike.
Njeno proucavanje robota se detaljnije moze opisati tako §to se bavi prora¢unom,
konstruiranjem, programiranjem i upravljanjem robota. Prati njegov rad pomocu raznih
senzora, pronalazi njegove primjene u svakodnevnom zivotu te obraduje povratne informacije.

Pojam robotika uveo je ruski knjizevnik Isaac Asimov, dvadesetak godina nakon Capekove

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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predstave, te je u svojim knjigama, opisujuci pojavu robota, napisao sljedeca tri osnovna pravila
robotike:

1. Robot ne smije ozlijediti Covjeka, ili na bilo koji nacin dozvoliti da dode do njegove

povrede.

2. Robot mora slusati ¢ovjekove naredbe, osim kada su one u suprotnosti s gornjim

pravilom.

3. Robot mora zastiti svoju vlastitu sigurnost, osim kada je to u suprotnosti s gornjim

pravilima.

Pri izradi robota, svi prorac¢uni, konstrukcija, senzori, na¢in programiranja, materijali za
izradu i ostalo moraju postivati sva tri gore navedena zakona. Razliciti dijelovi sustava robota
mu omoguéuju razlicite stvari. Njegovu sposobnost da izvrsi fizicke zadatke osigurava
mehanicki sustav, sposobnost da opaza okolinu osiguravaju mu senzori, sposobnost da poveze
prethodne dvije osigurava mu njegov upravljacki sustav itd. Kada se pred robot stavljaju
jednostavni zadaci, on moze biti vrlo jednostavne izrade s osnovnim moguénostima. Medutim,
kada se pred njega stavljaju nesto kompleksniji zadaci, poput kirurskih operacija, vrlo precizne
proizvodnje, ili oni moraju raditi otezanim uvjetima poput svemira, nuklearnih elektrana i

sli¢no, tada oni moraju napredne sustave na sebi koji ¢e im omogucditi izvrSenje tih zadataka.

1.1.  Industrijski roboti

Kako su prije nekoliko stolje¢a ljudi radili proizvodnju u tvornicama vlastoruc¢no, a
dolazila je potreba da ih stroj zamijeni, isti su postupno izumljeni te uvedeni u primjenu, a
nazivamo ih industrijskim robotima. Proces zamjene ¢ovjeka s industrijskim robotom u
proizvodnji nazivamo automatizacijom. Nju dijelimo na tri podskupine: krutu, programabilnu
te fleksibilnu. Kruta automatizacija orijentirana je na masovnu proizvodnju identi¢nog
proizvoda, za koji postupak proizvodnje mora biti visoko kvalitetan te identi¢an za svaki
proizvod, pa su potrebni fiksni radni roboti. Programabilna automatizacija orijentirana je na
proizvodnju viSe razli¢itih proizvoda srednjeg volumena. Te vrste robota neko vrijeme
proizvode jednu vrstu proizvoda, te u svakom trenutku kada je to potrebno, mogu se
automatski prebaciti na proizvodnju druge vrste proizvoda. Fleksibilna automatizacija je
ustvari poboljSana programabilna automatizacija, gdje je cilj Sto brze i preciznije promijeniti
robotovu proizvodnju jednog proizvoda u drugi, integracijom napredne ra¢unalne tehnologije

s industrijskom tehnologijom.
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Slika 2. Industrijski robot [5]

Industrijski robot je po svojoj definiciji manipulator koji pomice stvari vlastitim gibanjem
kako bi izvr$io svoje radne zadatke. Industrijski robot sastavljen je od:

1. Nosive konstrukcije koja se sastoji od niza medusobno povezanih krutih dijelova.
Mjesta gdje su ti dijelovi povezani nazivamo zglobovi. Nosivi dio ima svoju tzv.
ruku koja mu omogucava pokretljivost, te Saku koja mu omogucéava izvrSavanje
radnih zadataka.

2. Aktuatora, kojeg ¢ine elektri¢ni, pneumatski ili hidrauli¢ki motori, a oni
omogucavaju gibanje zglobova nosive konstrukcije.

3. Senzora koji prate ponaSanje industrijskog robota te njegove radne okoline.

4. Racunala kojim se upravlja gibanjem industrijskog robota.

Nosivi dio konstrukcije, zajedno s medusobno povezanim krutim dijelovima, ¢ini robotov
kinematski lanac. Najjednostavniji kinematski lanac moze biti jedan pokretljivi zglob, koji
veze dva kruta Stapa robota. Postoje otvoreni i zatvoreni kinematski lanac. Kod otvorenog
kinematskog lanca, svaki zglob osigurava jedan stupanj slobode gibanja robota, dok kod
zatvorenog kinematskog lanca broj stupnjeva sloboda gibanja ne odgovara broju zglobova
robota, ve¢ je on manji. Robot mora imati dovoljan broj stupnjeva slobode gibanja za
izvrSenje svog radnog zadatka.

Ukupno poznajemo Sest razli¢itih stupnjeva slobode gibanja, od ¢ega su tri translacijska i
tri rotacijska. Po jedan je translacijski stupanj rasporeden za kretanje po svakoj od
Kartezijevih osi, a takoder je i po jedan rotacijski stupanj rasporeden za rotacije oko istih tih

osi. Ovisno od kojih se stupnjeva gibanje robota sastoji, on ¢e se moci kretati po prostoru oko

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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sebe i izvrSavati zadatke, a taj prostor nazivamo radni prostor robota. Ovisno o tome ima li
robot translacijski ili rotacijski zglob, u ime strukture pridajemo mu slovo T, odnosno R.
Neke od najpoznatijih robotskih struktura su: Kartezijska (TTT), cilindri¢na (RTT), sferna
(RRT), rotacijska (RRR) itd.

Kako se ovaj rad bavi rotacijskom (RRR) strukturom, nju ¢emo u nastavku detaljnije
obraditi. Kako se naziv njene strukture sastoji od tri slova R, to znaci da ona ima tri rotacijska
zgloba, odnosno stupnjeva slobode gibanja. Rotacijska os prvog zgloba je okomita na
rotacijsku os druga dva zgloba, koji su medusobno paralelni. Motorima pokretani zglobovi
omogucuju robotu veliki radni prostor, §to je jedan od najvecih prednosti ovog robota. Posto
njegova struktura ima otvoren kinematski lanac, kada god je potrebno raditi s ve¢im
optere¢enjima, bitno je da robot ima Sto vecu krutost, kako bi zadovoljio potrebnu preciznost
zadatka.

Pri nabavci robota, obi¢no je prvo potrebno znati funkciju koju bi robot trebao obavljati.
Nakon toga, bitno je kakva je struktura robota potrebna za obavljanje navedenih zadataka.
Osim strukture robota, jos neki podaci o njemu su nam potrebni, poput najvece brzine robota,
Sto je bitno zbog preciznosti. Ako radimo brze od toga, ne mozemo ocekivati precizno
obavljen zadatak. Najvisa dozvoljena nosivost robota ne smije se prelaziti, jer moze do¢i do
puknuca nekih od dijelova robota. Obi¢no se uz brzinu robota navede i ponovljivost robota,
odnosno podrucje preciznosti dostave predmeta pomocu robota izmedu dvije uzastopne
radnje.

Pri izradi robota, ovisno o fizickim veli¢inama kojima je potrebno raditi, primjerice
radnom brzinom te nosivosti, vazno je pravilno modelirati kinematicki 1 dinamicki model
robota. Na osnovu toga radi se detaljni proracun svih elemenata, koji moraju zadovoljavati
postavljene kriterije. Kinematska analiza svih dijelova robota radi se u odnosu na neku fiksnu
tocku unutar Kartezijevog koordinatnog sustava robota. Kinematski model robota je osnova
za dinamicki model robota, odnosno, postavljanju jednadzbi gibanja kao funkciju sila i
momenata koji djeluju na njega. U sljedecem poglavlju postavit cemo kinematski model

robota.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4



Dominik Filipci¢ Diplomski rad

2. KINEMATIKA ROBOTA

Kako je i u prethodnom poglavlju napisano, struktura robota sastoji se od krutih dijelova,
Stapova, medusobno povezanih pokretljivim zglobovima. Ti zglobovima povezani Stapovi ¢ine
kinematski model robota. Zglobovi se mogu gibati translacijski ili rotacijski, ovisno od
konstrukcije. Koristit ¢emo vektore i ravnine kako bi postavili matrice transformacije. Opisat
¢emo polozaj robotske prihvatnice u odnosu na temelje robota, gdje ono ima svoju poziciju i
orijentaciju. Njih je najlakse objasniti jedini¢nim vektorima, gdje svaki vektor predstavlja jednu
koordinatnu os. Neka pozicija prihvatnice ¢ini neku to¢ku u prostoru, a vektor koji spaja temelj

robota s tom tockom nazvat ¢emo vektor v. Neka se taj vektor sastoji od sljedecih

komponenata:
XV
v=|y' . (2.1)
ZV

Tada poziciju bilo koje to¢ke robota (npr. prihvatnice), od njegovog ishodista iz temelja

mozemo opisati sljede¢om jednadzbom:

V=XP,+ Y P, +2/P,. (2.2)

Slika 3.  Pozicijai orijentacija krutog tijela

Fakultet strojarstva i brodogradnje 5
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2.1. Matrica rotacije

Taj vektor opisuje najjednostavniju translaciju robota. Takoder, prethodnu jednadzbu
mozemo napisati u i obliku skalarnog produkta, §to ¢e nam biti bitno za daljnju formulaciju

transformacija gibanja.

p, 0 O |x
v={ 0 p, O [|y"] (2.3)
0 0 p, |2

Translacija moze biti opisana i kao zbroj dva vektora, gdje je prvi vektor tocke u
pocetnom stanju od ishodista, a drugi vektor je taj pomak, odnosno, translacija tocke do svoje
konacne pozicije. Moze biti i opisana kao skalarni produkt, gdje pocetnu toc¢ku
podrazumijevamo ishodistem te tocke u prostoru. Taj skalarni produkt sastoji se od umnoska
matrice i vektora. Vektor je prethodno objasnjen, a matricu s ovim koeficijentima nazivamo
matrica translacija neke tocke. Kako ta tocka moze biti usmjerena u bilo kojem smjeru u
prostoru, njegovu orijentaciju potrebno je opisati pomocu ravnine u kojoj se nalazi, a u
odnosu na pocetnu ravninu temelja robota. Tada je svaka os ravnine te tocke udaljena od
pocetne tocke za jedini¢ni vektor pomnozen s nekim koeficijentom koji pripada toj
koordinatnoj osi. Potrebna su nam dakle tri vektora, po jedan za svaku os.

p, = XCos@—Yysing+0z,
p, =Xsing+ycosp+0z, (2.4)
p, =0x+0y+1z.

Komponente svih jedini¢nih vektora su smjerovi svake od osi u odnosu na pocetnu os uz
pridruzeni koeficijent umnoska. Prethodno odredeni jedini¢ni vektori, umjesto u tri
jednadzbe, mogu biti napisani u obliku jedne matrice, koju nazivamo matrica rotacije.

cosgp -—sing 0

[p, b, p.]=|sing cosp O] (2.5)
0 0 1

R

Vektori stupci iz prethodne matrice su medusobno okomiti te jedini¢éne norme. Normu

vektora mozemo dokazati njegovim umnoskom sa svojom transponiranom matricom.
PP =L pyp, =L pp, =1 (2.6)
Takoder, skalarnim produktom bilo koja dva vektora medusobno, trebali bi dobiti nulu

ako su oni medusobno okomiti. Kako bi ih pomnozili, jedan od vektora potrebno je prvo

transponirati.
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P, P, =0; pyp,=0; p; p, =0. 2.7)
Kako su svi vektori medusobno okomiti te im je norma jednaka 1, posto je uvjet

zadovoljen za sve vektore, to znaci da ¢e i skalarni produkt matrice sa svojom transponiranom

matricom biti jednak:

RR=1I. (2.8)

Slika4. Rotacija ravnine za kut ¢

Rezultat prethodnog umnoska je jedini¢na matrica dimenzija 3x3. Treba primijetiti iz
sastava matrice rotacije kako su vektori u njoj jedini¢ni, pa ¢e tako inverzna matrica rotacije
biti jednaka transponiranoj matrici rotacije.

R'T=R™ (2.9)

Matricu rotacije koristit ¢emo kod transformacija rotacija zglobova manipulatora. Prvi
zglob koji se rotira je zglob temelja robota. On se rotira oko koordinatne osi z, pri ¢emu se
nova os z poklapa sa starom osi, a 0si X i y mijenjaju svoj polozaj u odnosu na stare osi za
iznos kuta «. Bitno je obratiti pozornost na smjer rotacije zbog predznaka. Ako je smjer

rotacije oko osi suprotno od smjera kazaljke na satu, tada je predznak rotacije pozitivan. U
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suprotnom, ako je smjer rotacije oko osi u smjeru kazaljke na satu, tada je predznak rotacije
negativan. Jedini¢ne vektore nakon rotacije tada mozemo izraziti u odnosu na pocetne
jedini¢ne vektore, tako da iskoristimo trigonometrijske odnose izmedu njih i prethodno

navedenim kutom ¢.

Cosa —sina 0
p,=|sina |; p,=| cosa |; p,=|0]|. (2.10)
0 0 1

Kada sve te jedini¢ne vektore zapiSemo u jedinstvenu matricu rotacije jedini¢nih vektora,

ta matrica dobije sljedeéi izgled:

cosa -sina 0
R(z)=|sina cosa 0] (2.11)
0 0 1
Sli¢na se matrica rotacije naravno moze dobiti i za rotacije oko ostale dvije osi, samo

koriste¢i se kutevima 1 y. Inace prosSirenu matricu rotacije ¢esto oznatavamo slovom A,

1 0 0 cosy 0 siny
R(x)=|0 cosp -sing|;R(y)=| 0 1 0 | (2.12)
0 sing cosp —siny 0 cosy

Za svaku od prethodne tri matrice rotacije vrijedi da je ta matrica identi¢na svojoj
transponiranoj matrici za suprotni smjer rotacije oko pojedine osi. Takoder, kombinacija ovih
matrica Koristit ¢e se za opisivanje bilo koje nasumi¢no odabrane rotacije u prostoru, a koja se
ne mora nuzno poklapati s rotacijom oko neke od tri prethodno navedene osi. U jednadZbama
(1.1) i (1.5) smo opisali vektor koji predstavlja neku tocku u prostoru, te vektor koji opisuje u
kojem smjeru je okrenuta ta ravnina. Sada moZemo iskoristiti vektor rotacije iz prethodnih
matrica, kako bismo doveli u vezu ta dva vektora. Mnozenjem matrice dimenzija 3x3 s

vektorom dimenzija 3x1, kao rezultat dobiti ¢emo vektor dimenzija 1x3.
v, =R(i) p. (2.13)

Iz prethodnih jednadzbi mozemo zakljuciti da matrica rotacije ima sljedec¢e geometrijske
znacCajke:

1. Opisuje orijentaciju jednog vektora u odnosu na drugi. Vektori stupci sadrze
relativnu duljinu vektora uzduz svake koordinatne osi u odnosu na pocetni
jedini¢ni vektor.

2. To je matrica transformacije koja opisuje vezu izmedu koordinata tocaka iz dvije

razli¢ite ravnine koje imaju zajednicko ishodiste.
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3. Matrica koja omogucuje raunanje rotacije vektora unutar iste ravnine.

2.2. Eulerovi kutovi

Matrica rotacije sastoji se od tri vektora, koji se sastoje od tri komponente. To znaci da se
matrica rotacije sastoji od ukupno devet komponenata, koji opisuju promjenu orijentacije
neke tocke, odnosno njegove rotacije. Kako imamo ukupno samo tri koordinatne osi, te su
nam bitne rotacije samo oko njih, moguce je opisati rotaciju neke to¢ke pomoc¢u samo tri
komponente, gdje nam je ostalih 6 komponenti nepotrebno. Te tri komponente su tri kuta

rotacije oko pojedine osi, a nazivamo ih Eulerovi kutovi. Ti kutovi ¢ine sljedeci vektor:

»
9= (2.14)

9.
7

Slika5.  Eulerovi kutovi [6]

U jednadzbama (1.11) i (1.12) opisane su matrice rotacije oko pojedinih osi, a te matrice
koristit ¢e 1 Eulerovi kutovi (vektori). Opcenita rotacija neke tocke sastoji se od kombinacije
rotacija oko svih osi, pa ¢e ukupna rotacija biti umnozak sve tri pojedine matrice rotacije.

Dakle, potrebno je utvrditi tri jednakosti.
R(w)=R(x); R(¢#)=R(y): R(9)=R(2). (2.15)
Kada medusobno pomnozimo te matrice, dobiti ¢emo ukupnu Eulerovu matricu rotacije

kao rezultat. Koristimo vrijednosti iz prethodno opisanih matrica.
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R(¢)=R(#)-R(8)-R(v)

cosa —sina O0|| cosy O siny||1l O 0
=|sina cosa O} O 1 0 |0 cosp —sing (2.16)
0 0 1||-siny 0 cosy||0 sing cosp

COS@CO0S Y CcosS@singsiny —singCcosy  CoS@Sin$cosy +Sin gsiny
=| singsind singsin3siny +coseCcosy  sin@sin 3cosy —cospsiny |.
—sin g cosJsiny cos$cosy
Radi jednostavnosti zapisa ¢esto se funkcija sin zamjenjuje sa slovom s, a funkcija cos sa
slovom c. Takoder, svaka komponenta prethodne matrice rotacije je oznaCena vlastitim

mjestom u matrici r;, pa je recimo prema tome prva komponenta matrice oznacena sa I;;.

ij?
Kako smo ve¢ i prethodno objasnili, promjenu pozicije neke tocke definiramo njenom
translacijom od pocetne do krajnje pozicije u odnosu na ishodiste, a orijentaciju neke tocke
definiramo rotacijom, odnosno promjenom kuta krajnje ravnine u odnosu na pocetnu,
koriste¢i istu ishodi$nu tocku oko koje se vrsi rotacija. Pomak koji ukljucuje kombinaciju
translaciju i rotaciju tocke opisuje se homogenim transformacijama.

Zamislimo sada neku to¢ku u prostoru koju ¢emo oznaciti slovom P. Moramo mo¢i

opisati njenu poziciju i orijentaciju. Krenut ¢emo od pozicije. Njene koordinate u odnosu na
pocetno ishodiste opisati ¢emo vektorom p°. Kako moramo opisati i orijentaciju te tocke, za
to nam je potrebna nova zakrenuta ravnina. Vektor od ishodista te ravnine do tocke P opisati
éemo vektorom p', a vektor kojim é¢emo opisati orijentaciju te ravnine, odnosno povezivati
njihova dva ishodista, oznacit éemo sa 0'. Koristit éemo prosirenu matricu rotacije R’.
Oznake u indeksu i eksponentu matrice rotacije znace da se matrica primjenjuje na ravninu 1
u odnosu na ravninu 0. Koriste¢i sve prethodno opisane oznake vektora i matrica, pozicija
tocke opisana vektorom p° moze biti opisana i sljede¢om jednadzbom:
p°=0"+R]-p". (2.17)
Transponiranjem matrice iz prethodne jednadzbe, moguce je zapisati poziciju i
orijentaciju to¢ke pomocu vektora p', koristeéi zapis preko druge ravnine. Tada ¢e matrica
rotacije opisivati kako je potrebno zakrenuti poc¢etnu ravninu kako bi dobili drugu jednadzbu
pomaka tocke.
p' =—R;0'+Rp°. (2.18)
Mozemo zakljuciti kako smo opisali identi¢nu poziciju i orijentaciju neke tocke na dva

razli¢ita na¢ina. Kako bi usvojili opCeniti zapis vektora, uvesti ¢emo dodatnu komponentu,
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odnosno jedini¢ni vektor, kako bi dobili matricu homogenih transformacija. Za zakrenutu
ravninu iz prethodnih jednadzbi tada dobivamo matricu homogenih transformacija A. Oznake
u indeksu i eksponentu matrice koje su vrijedile za matricu rotacije, vrijede i za matricu
homogenih transformacija.

o _|RS 0
Al{o J. (2.19)

Bila nam je potrebna kvadratna matrica, pa su u zadnji red dodani nul vektor i jedini¢ni
vektor. Prvi red matrice sastoji se od matrice rotacije te vektora translacije odredene tocke.
Samim mnoZenjem te matrice i vektora, dobijemo novi polozaj to¢ke. Mnozenjem jednog
vektora polozaja s homogenom matricom transformacija, trebali bi kao rezultat dobiti drugi

vektor polozaja.
p'=A"p°. (2.20)
JednadZzbu (1.20) mozemo iskoristiti kako bi prosirili zapis vektora u matrici homogenih
transformacija. Uzevsi u obzir bilo koji vektor pomaka, jednakost ¢e vrijediti i za matricu
rotacija i za transponiranu matricu.

1_ Ré _Ré'ol _ RioT _R10T01
A){o 1 }{o 1 } (@21)

Primijetimo i kako matrica nije ortogonalna, $to znaci da njen inverz nije jednak
transponiranoj matrici homogenih transformacija A™ = A". Ono §to je njena prednost je to §to
transformaciju koordinata izmedu dvije ravnine s razli¢itim ishodiStem ¢ini kompaktnom,
dobijemo opceniti zapis te transformacije. Ukoliko bi transformirali koordinate izmedu dvije

ravnine sa zajednickim ishodistem, tada bi nam matrica rotacija bila dovoljna.

2.3. Direktna kinematika

Kinematski lanac robota moze biti otvoren ili zatvoren, a ¢ini ga niz Stapova medusobno
povezanih sa zglobovima. Ti zglobovi mogu biti rotacijski ili translacijski, pa ih prema tome
graficki prikazujemo kao valjke ili kao prizme. Jedan kraj lanca povezan je za postolje robota,
a drugi za prihvatnicu robota. Svaki zglob omogucuje robotu dodatni stupanj slobode gibanja,
pa Cesto kaZzemo da je broj zglobova direktno povezan sa brojem stupnjeva slobode gibanja
robota. Prihvatnica je sloZzeni mehanicki sklop koji pomaze robotu da manipulira raznim

objektima, a sastoji se od mnostva vektora. Vektori prihvatnice su: vektor normale n, vektor

orijentacije o, vektor djelovanja ai vektor polozaja p. Ti vektori nalaze se u matrici

homogenih transformacija u funkciji direktne kinematike, koju nazivamo matrica T.". Slovo o
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u eksponentu matrice oznacava da se odnosi na ishodi$nu to¢ku O ravnine prihvatnice, a slovo
nu indeksu matrice oznac¢ava broj matrice o kojoj se radi, buduc¢i da ih moze biti viSe, ovisno

0 polozaju i orijentaciji.

Tn(): nn On an p
0 0 0 1|
Mo O & P (2.22)
_ n, o a, P, )
n, o a p;
0 0 0 1

To je posebno korisno kod otvorenog kinematskog lanca koji se sastoji od n+1 Stapova i
n zglobova (uvijek je 1 Stap vise u odnosu na broj zglobova!). Zglobovi se nalaze izmedu
Stapova, a poCetak prvog Stapa vezan je direktno za postolje robota. Kod takvog lanca prvo je
potrebno opisati kinematiku zglobova medusobno, pa tek onda ¢itavog lanca kao cjeline.
Zamislimo da svaki zglob ima svoj koordinatni sustav s ishodiStem u centru zgloba. Koriste¢i
direktnu kinematsku funkciju, moguce je odrediti medusobnu poziciju i orijentaciju pojedinih
zglobova, tako da njihove matrice homogene transformacije mnozimo redom od prve do
zadnje, u odnosu na ishodiste prvog zgloba (ili temelja!). Tako moZemo izracunati i odnos
prihvatnice robota u odnosu na temelj robota.

T =A-AA AT (2.23)

Kako bi izracunali tu jednadzbu, koristit ¢cemo Denavit-Hartenbergovu metodu. Ona
opisuje relativnu poziciju i orijentaciju jednog zgloba u odnosu na drugo, obzirom na njihove
ravnine. Oznaka i oznacavat ¢e os zgloba koji povezuje $tap i—1 sa §tapom i. Denavit-
Hartenbergova pravila su sljedeca:

1. Os z, , koordinatnog sustava i—1, lezi u smjeru gibanja i—tog stupnja slobode
gibanja.

2. Ishodiste koordinatnog sustava postavljamo na sjecistu osi z; sa zajedni¢kom
normalom osi z, , i z;. Takoder, ishodiste sljedec¢eg koordinatnog sustava

postavljamo na presjecistu zajednicke normale s osi z, ;.

3. Os x;,_, okomita je naos z,

. 1paralelna je s osi koja ide uzduz Stapa.

4. Os vy, , odabiremo tako da u kombinaciji s ostalim osima ¢ini desnokretni

koordinatni sustav.
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Isto tako, Denavit-Hartenbergova metoda daje neke definicije za ravnine u specifi¢nim

slu¢ajevima:
1. Kod ravnine temelja robota, jedino os z, je definirana, ostale osi i ishodiste mogu
se izabrati proizvoljno. Za ravninu prihvatnice, budu¢i da nakon nje nema

nikakvih sljedecih dijelova robota, os z, nije jedinstveno definirana osim da os
X mora biti okomita na nju. Cesto je zglob prihvatnice rotacijski, pa je
preporucljivo da os z, 1 z, , budu paralelne.

2. Kada su dvije susjedne osi paralelne, njihova zajednicka normala nije

jednoznac¢no definirana, a kada se te osi sijeku, onda je smjer osi x, proizvoljan.

3. Kada se rati o translacijskom zglobu, smjer osi z, je takoder proizvoljan.

Svi prethodno navedeni slucajevi dani su uz pretpostavku otvorenog kinematskog lanca.
Kod zatvorenog kinematskog lanca ne moramo uvijek imati jasna ograni¢enja geometrije,
osim ako se radi o vrlo jednostavnoj kinematskoj strukturi. Za radnu strukturu zatvorenog
kinematskog lanca manipulatora, postoji postupak racunanja direktne kinematske funkcije
koristec¢i Denavit-Hartenbergove zakone:

1. Odaberemo neki zglob manipulatora i zamislimo da ga odvajamo od ostatka
strukture kako bi stvorili zamisljeni otvoreni kinematski lanac manipulatora.

2. Izratunamo homogene transformacije koriste¢i Denavit-Hartenbergova pravila.

3. Zadamo zajednicke rubne uvjete za dvije nove ravnine nastale presijecanjem
odabranog zgloba manipulatora, te rijeSimo postavljene jednadzbe kako bi
smanjili broj nepoznatih varijabli.

4. Koriste¢i poznate varijable, postavimo matricu homogenih transformacija i

izraunamo direktnu kinematsku funkciju od postolja do hvataljke manipulatora.

Objasnit ¢emo sada primjenu Denavit-Hartenbergove metode na primjeru naseg
manipulatora. On ima tri rotacijska zgloba, Sto najviSe podsjeca na pravu ljudsku ruku. Kada
je nesto nalik ¢ovje¢jem dijelu tijela, kazemo da je to antropomorfno. Dakle, takvu strukturu
manipulatora mozemo nazvati antropomorfnom strukturom. Os z, odabrali smo u Stapu koji
je spojen s temeljem manipulatora, vertikalno u smjeru prema gore. Kako srednji i zadnji
zglob rotiraju oko identi¢ne osi, njihove osi z, i z, su paralelne, pa smo njima pripadajuce

0si X, I X, postavili u smjeru osi njihovih Stapova.
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Slika 6.  Denavit-Hartenbergova metoda RRR manipulatora

Uocimo kako u Denavit-Hartenbergovoj metodi imamo 4 parametra koja pratimo, a to su

kutovi zakreta ¢;, duljine Stapova a,, pomaci zglobova $ i pomak Stapova d,. Posto se drugi

i tre¢i zglob ne rotiraju Oko iste osi kao i prvi zglob, njihov kut zakreta moZzemo smatrati

jednakim nuli. Treci zglob ¢e najveéu promjenu trigonometrijske vrijednosti kuta imati za

promjenu od % . Za potrebe ovog racuna, pomaci zglobova bit ¢e 4, 4, | &, a pomaci

Stapova bit ¢e d;, d, i d,. Kako bi Sto jednostavnije prikazali odabir Denavit-Hartenbergovih

parametara za ovu vrstu manipulatora, iskoristit cemo prigodnu tablicu s 4 stupca rezervirana

za svaki od parametara, te 4 redaka za svaki od osi koje koristimo. Name, svaki zglob ¢ini

jednu os, a kako imamo tri zgloba, tako ¢emo imati i tri osi i njima dodati os prihvatnice koja

je takoder vazan dio ovog manipulatora.

Tablica 1. Denavit-Hartenbergovi parametri

[ o, a, d 3
1 0 0 L, 3,
2 % 0 0 3, +%
3 0 L, 0 9,
4 0 L, 0 0

Fakultet strojarstva i brodogradnje

14



Dominik Filipci¢ Diplomski rad

Homogena matrica deformacije prvog ¢lana rotira oko osi temelja koja se poklapa s
globalnom osi i moze se definirati kao:

cosg -sing 0 O

in% cosg 0 O

o(g)=| " PP - (2.24)
0 0 0 L
0 0 0 1

Homogena matrica rotacije prvog zgloba rotirala je oko globalne osi z, dok ¢e ostala dva
zgloba rotirati oko globalne osi x, pa je zato potrebno postaviti drugac¢iju homogenu matricu

rotacije za njih. Indeks i oznacava broj 2 za drugi zglob, a broj 3 za tre¢i zglob manipulatora.

Kut rotacije za drugu os je 9,.

-sing, -cos$, 0 O
0 0 -1 0
(%) = : 2.25
A (%) cosg, -sing, 0 0 (2.25)
0 0 0 1

Kut rotacije trece osi jednak je &, pa se zato njena homogena matrica rotacije razlikuje

od matrice prethodnog zgloba.

cosd -—sing 0 L,

) sing, cos% 0 O
9.) = 2.26
A (%) 0 0 10 (2.26)

0 0 0 1

Takoder imamo i Cetvrtu os prihvatnice manipulatora, koja sluzi samo za prihvat nekog
objekta, ali i kao takva radi gibanje i ima svoju homogenu matricu transformacije.
1 0 0 L

A (9,)= 8 ; 2 8 (2.27)
0 00 1
Direktna kinematicka funkcija ovakve strukture robota jednaka je umnosku prethodne tri
homogene matrice rotacija medusobno. Kako smo u ranijim poglavljima napomenuli, funkcije
sin oznacavat ¢emo sa s, a funkcije cos sa slovom s, radi jednostavnosti zapisa. Tako ¢e

primjerice oznaka s, oznacavati sind i tako dalje.
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TP = RARA
—C1C38,=CC, 83 C;848,—C,C,C5 S _LS(C1C352+C1C253)_L2C152
~$,C45,—C,C,S;  5,5,5,-5,C,C; —C  —Ly(5,€55,-5,C,8,)— L, 8,8, (2.28)
C2C375,5, —C25373, G4 0 Ls(cz C3—SZS3)—L2C2+L1
0 0 0 1

Pomocu ovih parametara moguce je definirati vektor pozicije neke tocke u Kartezijevim
koordinatama. Vektor ¢ine sljedeca tri parametra.
p, = —L;(cos Y cos g;sin g, +cos Y cos I, sin g, ) - L, cos g sin I,
p, =—L;(sin g sin g, cos I, —sin Y cos Y, sin g ) - L, sin 9 sin 9, (2.29)
p, = L, (cos 9, cos 9, —sin g, sin 9, )+ L,cos 9, + L.
Ako bolje pogledamo prethodnu jednadZzbu, vidimo da ju moZemo zapisati na
jednostavniji na¢in, ako iskoristimo dobro poznate trigonometrijske relacije.
p, =—Lysin(4, +9)cosd — L, cos I sin I,
p, =-Lysin(Y, +4)sin9,-L,sin g sin g, (2.30)
p, =L,cos(%+9,)+L,cos9, +L,.

2.4.  Radni prostor

Direktna kinematic¢ka funkcija pomogla nam je postaviti jednadzbu pozicije i orijentacije
prihvatnice u odnosu na postolje manipulatora, ali ponekad je to potrebno izraziti u ovisnosti o
vremenu. Poziciju je donekle jednostavno opisati, problem stvara zapis orijentacije. Sve
komponente njenih jedini¢nih vektora moraju zadovoljavati sve postavljene rubne uvjete u
svakom vremenskom trenutku. U najjednostavnijem slucaju, poziciju mozemo opisati pomocu
vektora koordinata prihvatnice u odnosu na temelj manipulatora, a orijentaciju mozemo opisati
pomoc¢u Eulerovih kutova izmedu prihvatnice i temelja. Za vektor koordinata koristit ¢emo

vektor p, a za orijentaciju ¢emo koristit vektor ¢ s Eulerovim kutovima.

Dakle, vektor x opisuje poziciju i orijentaciju prihvatnice u prostoru u kojem on obavlja
svoje zadatke, pa taj prostor ¢esto nazivamo i radni prostor. Radni prostor opisan je kao
podrucje oko robota koje moze dohvatiti prihvatnica nakon §to zglobovi manipulatora odrade
sva svoja moguca gibanja. To ukljucuje sve pozicije koje prihvatnica moze dohvatiti s barem
jednim nacinom orijentacije zglobova. Postoji i tzv. spretni dio radnog prostora, a to ukljucuje
sve pozicije koje prihvatnica moze dohvatiti s dva ili viSe nacina orijentacije zglobova, $to mu
omogucuje vecu fleksibilnost tijekom obavljanja radnog zadatka. Jasno je da je spretni dio

radnog prostora dosta manji od cjelokupnog radnog prostora. Veli€ina radnog prostora
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takoder je opisana i brojem stupnjeva slobode gibanja manipulatora, rastom broja stupnjeva
slobode, raste i radni prostor.

Posto razlikujemo samo translacijske i rotacijske zglobove, oblik dohvatnog radnog
prostora manipulatora opisan je granicnom povrSinom. Taj volumen moze poprimiti
ravninski, sferni, toroidni i cilindri¢ni oblik. Pri kupnji robotskog manipulatora, proizvodac
mora naznaciti o kakvoj se vrsti radnog prostora kod tog manipulatora radi. Kod stvarno
manipulatora, broj varijabli se moze razlikovati od broja varijabli dobivenih ra¢unanjem
direktne kinematske jednadZzbe. Takoder, precizno izraCunata pozicija manipulatora moze
odstupati u stvarnosti zbog greske tolerancije u izradi manipulatora. Tu pogresku odstupanja
nazivamo preciznost, a njezina vrijednost ovisi o dimenzijama robota. Jos jedan parametar se
Cesto nalazi u broSurama proizvodaca, a to je ponovljivost. To je sposobnost robota da se vrati
u prethodno dohvacéenu poziciju prihvatnice, a bitna je kod zadavanja pozicije manipulatoru
prilikom programiranja. Ponovljivost je ve¢inom jedan red veli¢ine manja od preciznosti, a
obje su nekoliko redova veli¢ine manja od maksimalnog dohvata manipulatora, $to je isto
naznaceno u brosuri.

Kada je broj stupnjeva slobode gibanja manipulatora veéi od broja varijabli potrebnih za
obavljanje nekog zadatka, tada kaZzemo da je taj manipulator redundantan. Medutim, to moze
vrijediti za trenutno zadani zadatak, ali ako je robot namijenjen za obavljanje vise razli¢itih
radnji, moze postojati radnja za koju on nece biti redundantan. Odnosno, da ¢e mu broj
stupnjeva slobode gibanja biti jednak broju varijabli zadatka. Zasto je onda redundantnost
dobra? Ponekad Zelimo imati viSe stupnjeva slobode gibanja, nego §to to zahtijeva zadatak.
Primjerice, ako nam se na putu izmedu prihvatnice i objekta nalaze neke prepreke, puno ¢emo
ih lakSe prije¢i ili zaobic¢i ako imamo vise stupnjeva slobode gibanja. Takoder, ovisno 0
zeljenoj poziciji 1 orijentaciji robota, neku tocku u prostoru ¢emo mo¢i dohvatiti na nekoliko
razli¢itih nacina, pa je lakSe racunalno pronaci optimalan put kretanja manipulatora do te

toCke uz Sto veci broj stupnjeva slobode gibanja.

2.5.  Inverzni kinematski problem

Pomocu direktne kinematske jednadzbe dobili smo vezu izmedu varijabli zglobova te
pozicije i orijentacije prihvatnice manipulatora. U inverznom kinematskom problemu
odredujemo varijable zglobova u odnosu na poziciju i orijentaciju prihvatnice, §to je izrazito

bitno kako bi postavili jednadZzbe zglobova koji omogucuju prihvatnici da dohvati zeljenu

Fakultet strojarstva i brodogradnje 17



Dominik Filipci¢ Diplomski rad

poziciju i orijentaciju u nekoj toc¢ki u prostoru. Za odrediti varijable zglobova potrebno je
postaviti matrice transformacije, ali to je u ovom problemu dosta kompliciranije jer:
1. Postavljene jednadzbe su nelinearne, pa je tesko odrediti tocno rjeSenje problema.
2. Postoje slucajevi s nekoliko rjeSenja problema ili ¢ak beskonac¢no rjesenja,
primjerice kod prethodno spomenutog redundantnog manipulatora.
3. Rjesenja koja uspijemo dobiti nekad se ne smiju implementirati u pojedinom

manipulatoru radi njegovog konstrukcijskog rjesenja.

Kako god bilo, uvijek ¢emo dobiti barem jedno rjeSenje inverznog kinematskog
problema, pod uvjetom da ta tocka pripada radnom prostoru manipulatora. Broj rjeSenja tog
problema ovisi 0 parametrima sustava i o broju stupnjeva slobode gibanja. Kod bilo kojeg
manipulatora sa 6 stupnjeva slobode gibanja, bez postavljenih rubnih uvjeta, broj rjeSenja
inverznog kinematskog problema jednak je 16. Vecina tih rjeSenja je primjenjiva u stvarnom
manipulatoru. U rjeSavanju sustava nelinearnih jednadzbi s viSe nepoznanica pomaze nam
postavljanje pretpostavki. Te pretpostavke mogu prekriziti neke jednadzbe i varijable, ¢ime

smanjujemo broj nepoznanica u sustavu.

Slika 7.  Razli¢ita rjeSenja za identi¢nu poziciju prihvatnice

Svaka robotska struktura posjeduje drugacije varijable te ima razli¢it broj stupnjeva
slobode gibanja od ostalih, pa ¢e tako imati 1 razli¢ita rjeSenja inverznog kinematskog
problema. Mi ¢emo razmotriti rjeSenje tog problema za manipulator RRR strukture, dakle, sa

tri rotacijska zgloba. Neka je zadana neka pozicija prihvatnice manipulatora opisana vektorom
p. Zelimo odrediti vektor zgloba $=[4 4, 4] . Postoji nekoliko pravila kojih se

potrebno pridrzavati prilikom ra€unanja ovog problema. RjeSenje problema mora biti
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jednoznaéno. Nemamo algoritam za rjeSavanje jednadzbi, ali imamo postupak koji ovisi o

strukturi robota. Varijable u jednadzbi ne smijemo dijeliti sa trigonometrijskim funkcijama sin

i cos. U zatvorenoj kinematskoj strukturi smo ve¢ ranije izrazili vektor pozicije
p= [ p, P, P, ]T u sustavu jednadzbi (1.27). Za potrebe racunanja parametara zglobova,

izraziti ¢emo takoder i horizontalnu i vertikalnu apsolutnu poziciju tocke koju racunamo.

H :\/[ p,—(d, +d3)5in'91:|2 +|:py +(d, +d3)COS,91]2

(2.32)
V = pz _dl'
Taj sustav mozemo rijesiti kako bismo izracunali komponente vektora ¢ i izrazili ih
posebno.
2 2 2
P (dy+dy)+ py\/pX +p; —(d, +d,)
& =sin ——
P, + Py
V(a,+a,cos%)—H- a,sing
g, =tan™ (2, +2, ) % 3 (2.33)
H(a, +a,c0s9%)+V -asin g,
1-(H2+v2-a?-a?)
 [r(HvE e -a)
el (2a,a,)
l93 - tan 2 2 2 2
H +V°—-a;-a;
2a,a,
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3. DIFERENCIJALNA KINEMATIKA ROBOTA

U prethodnom poglavlju smo izveli jednadzbe koje povezuju poziciju i orijentaciju
prihvatnice manipulatora s varijablama zglobova manipulatora, pomocu direktne i inverzne
kinematike. U ovom poglavlju bavit ¢emo se s diferencijalnom kinematikom, koja govori 0
brzini translacije i rotacije zglobova i prihvatnice. Brzine dijelova manipulatora opisujemo
pomocu Jacobijeve matrice, koja je za svaku strukturu robota razlicita. Dakle, Zelimo dovesti
u medusobnu vezu brzinu gibanja zglobova s brzinom gibanja prihvatnice, tako da jedno od

njih pomnozimo s Jacobijevom matricom J. Vektor pozicije ¢emo i ovdje oznaciti sa p, pa
¢e linearna brzina biti oznacena sa p, a kutnu brzinu iz fizike ozna¢ujemo sa @, pa ¢e i ovdje

to biti slucaj. Varijable gibanja manipulatora koje ¢emo koristiti za deriviranje u jednadZbama
su sadrzane u vektoru q=[a,...q, ]T . To znaéi da linearnu i kutnu brzinu manipulatora

mozemo izraziti sljede¢im jednadzbama:

=3¢
T (31)
o=1J,4.

Opceniti vektor brzine sastoji se od ¢lanova linearne 1 kutne brzine, koji koristi opcenitu

Jacobijevu matricu koju mnozimo s vektorom . Isto tako se i Jacobijeva matrica sastoji od
dijelova linearne i kutne Jacobijeve matrice.

v=[p o] =J4 (3.2)

JednadZzba direktne kinematike je povezivala poziciju i orijentaciju prihvatnice s
varijablama zglobova. Kako je nama potrebna veza izmedu njihovih brzina, koristit ¢emo
¢injenicu da je brzina derivacija pozicije po vremenu i derivirat ¢emo direktnu kinematsku
jednadzbu, to¢nije, matricu rotacije. Kao sto smo vec 1 prethodno objasnili, umnozak matrice
rotacije sa svojom transponiranom matricom jednak je jedini¢noj matrici. Uvesti ¢emo
pomoc¢nu matricu S zbog potrebe proracuna.

S=R-R'. (3.3)

Iz ¢ega mozemo izraziti deriviranu matricu rotaciju s jedne strane, a ostale parametre s
desne strane jednadzbe.

R=S-R. (3.4)

Tu relaciju iskoristit ¢emo kod poveznice izmedu vektora polozaja i vektora linearne
brzine neke tocke, a koje medusobno povezuje derivirana matrica rotacije.

p=R-p=S-R-p. (3.5)
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Kod kutne brzine je razlika u tome $to ne koristimo skalarni, ve¢ vektorski produkt s
vektorom kutne brzine w.
p=wxR-p. (3.6)
Ako pogledamo sli¢nost izmedu jednadzbi (3.5) 1 (3.6) mozemo vidjeti da je pomoc¢na
matrica S jednaka vektorskom produktu izmedu kutne brine i matrice rotacije. Ta matrica
simetri¢na je s obzirom na svoju dijagonalu, van koje se nalaze komponente kutne brzine oko

svake koordinatne osi.

0 -0, o
S=| o, 0 -o | (3.7)
-0, o, 0

Ukupna linearna i kutna brzina jednog Stapa jednake su zbroju vlastite brzine te relativne
brzine u odnosu na brzinu prethodnog Stapa. Ovisno radi li se o translacijskom ili rotacijskom
zglobu, u jednadzbu za brzinu iskoristit ¢emo linearnu, odnosno kutnu brzinu. Kod
translacijskog zgloba nema relativne kutne brzine izmedu $tapova, jer oboje se gibaju
linearnu, tako da ako jedan zglob ima neku linearnu brzinu, tako ¢e i sljede¢i imati identi¢nu
kutnu brzinu.

® =, (3.8)

Ukupna linearna brzina jednog Stapa, bit ¢e jednaka zbroju linearne brzine prethodnog
Stapa, vektorskom produktu kutne brzine i udaljenosti Stapa od centra rotacije te translacijskoj
brzini prethodnog Stapa (derivacija pozicije pomnozena s jedini¢nim vektorom u smjeru osi
gibanja).

P =Py +GiZi, + @ xT. (3.9)

Kod rotacijskog zgloba je razlika $to rotacijska jednog Stapa u odnosu na drugi nije
identi¢na, pa ¢emo imati razliku u rotacijskim brzinama. Za kutnu brzinu vrijedi pravilo:

@ =02, ;. (3.10)

Translacijska brzina Stapa koristi istu jednadzbu kao 1 kod translacijskog zgloba.

vV, =, XI,. (3.11)

Kutna brzina Stapa s rotacijskim zglobom jednaka je sumi kutne brzine prethodnog Stapa
I relativne Kutne brzine trenutnog Stapa u odnosu na prethodni.

@ =0,+0, =0 +GZ_,. (3.12)
Linearna brzina $tapa jednaka je sumi linearne brzine prethodnog Stapa i linearno brzini

Sto ga Cini rotacija Stapa zbog rotacijskog zgloba.
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P, =P, +@xr,. (3.13)
Jacobijeva matrica sadrzi parametre linearne i kutne brzine, gdje svaki zglob doprinosi
brzini tog gibanja. Kako bi izracunali matricu, moramo i izraCunati pojedinacne parametre te
matrice. Kako zglobovi mogu biti translacijski ili rotacijski, tako drugacije utjeu na kutnu,
odnosno linearnu brzinu. Kod kutne brzine imamo dva slucaja. Za slucaj kada je zglob

rotacijski J_; ¢e biti jednak z, ,. Za slucaj kada je zglob translacijski, tada ¢e J; biti jednak

0. Kod linearne brzine imamo takoder dva slucaja. Za prvi slu¢aj kada imamo translacijski
zglob, J,; ¢e biti jednak z, ;. Jedini kompliciraniji slucaj je kod linearne brzine kada imamo

rotacijski zglob, jer moramo uzeti u obzir i relativnu linearnu brzinu koju uzrokuje rotacija
zgloba u odnosu na prethodni zglob. Tada uzimamo vektorski produkt za rotaciju oko osi tog
zgloba.
;i :qizi—lx(pi - pi—l) (3.14)
Jui =Zi—lx(pi_pifl)' |

Ako preciznije pogledamo, svi parametri Jacobijeve matrice zadani su pomocu
koordinatnih osi zglobova manipulatora. Svi polozaji i smjerovi tih osi mogu se pronaci u
matricama transformacije koje su prethodno postavljene za odabrani manipulator. To znaci da
Jacobijevu matricu mozemo koristiti za ra¢unanje linearnih i kutnih brzina bilo koje tocke
manipulatora, dokle god je poznata prethodno definirana direktna kinematic¢ka funkcija za tu
tocku. Vazno je naglasiti da su kutna 1 linearna brzina neke tocke manipulatora izracunate u
odnosu na temeljnu tocku manipulatora.

Jacobijeva matrica je specifi¢na za svaku strukturu robota posebno. Posto ova struktura
ima tri rotacijska zgloba, tzv. RRR struktura robota, tako ¢e i njegova Jacobijeva matrica
imati tri stupac vektora. Svaki vektor imat ¢e ukupno Sest komponenti, po tri za rotacijske i
linearne parametre. Opceniti oblik jednadzbe s Jacobijevom matricom ¢ée, dakle, izgledati

otprilike ovako:

X _ _
y
z G,
o, |= 1 d, |- (3.15)
@, 0
a)Z
L Jexa
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Dakle Jacobijeva matrica bit ¢e dimenzija 6x3 za ovu strukturu manipulatora. Kako se
opc¢enita matrica sastoji od J, i J_, asvi zglobovi su joj rotacijski, op¢eniti zapis matrice

izgledat ¢e ovako:

0
R0 X(p_pi—l)
J 1
J=| V|= , 3.16
B 619
R,|0
- 1 -

Kako smo pri prethodnom opisivanju parametara objasnili, najbitnija koordinatna os za

raunanje Jacobijeve matrice bit ¢e os z. 1z tog razloga smo pomnozili matricu rotacije
] T , ) . . ..
manipulatora s vektorom [0 0 1] . Tako ¢emo, ovisno o indeksu &lana, dobiti vektor

sacinjen samo od te osi za pojedini zglob, koji ¢ini parametar rotacije sam za sebe. Prvi zglob

je zglob temelja, i on ima samo rotaciju oko svoje z osi.

z,=(0]. (3.17)
1
Drugi i tre¢i zglob robota se rotiraju, ali njihovo gibanje ovisi i 0 rotaciji prvog zgloba
manipulatora, $to se vidi i iz njegove rotacije za tu os.
sing,
z,=1,=|—C0SQ, |. (3.18)
0
Za parametar linearne Jacobijeve matrice, potreban nam je njegov vektorski produkt s
relativnim vektorom pozicije za taj zglob. Posto ovaj manipulator ima tri rotacijska zgloba,
potrebno je dakle izraCunati tri vektora pozicije za izra¢un matrice. Prvi zglob je zglob
postolja, a posto je njegova pozicija u ishodiStu globalnog koordinatnog sustava manipulatora,
njegov vektor bit ¢e jednak pocetnom vektoru polozaja. Isto vrijedi i za drugi zglob, koji je na
identi¢noj poziciji kao i prvi zglob, pomaknut po z osi za fiksnu dimenziju koja ovisi 0
konstrukciji manipulatora.
0

Po=p, =0} (3.19)
0
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Kako se prva dva zgloba rotiraju, tako i pozicija tre¢eg zgloba ovisi 0 kutovima rotacije

prethodna dva zgloba. Kutnu brzinu kod Jacobijeve matrice oznacavali smo s parametrom ¢,

a znamo da je kutna brzina jednaka prvoj derivaciji kuta gibanja, tako ¢emo kut zakreta prvih

dvaju zglobova oznaciti sa g,, odnosno q,. Koristimo se i prethodno definiranom
dimenzijom a,.

a, Cos @, cosq,
p, =| a,sing,cosq, |. (3.20)
a,sing,

Za izraCunati relativnu poziciju pojedinog zgloba, potrebna nam je pozicija prihvatnice
manipulatora. Za opéenitu poziciju prihvatnice robota, potrebno je uzeti u obzir sve tri
rotacije, sa svim njihovim dimenzijama i kutovima. Nakon odradenih zakreta, pozicija
prihvatnice ¢e biti:

a, C0S (g, COS [, +a,C0s, cos(a, +0;)
p=| a,sinQ,cosq, +a,sing, cos(q, +0,) |. (3.21)
a,sing, +a,sin(a, +a;)

Vidljivo je kako jednadzbe (3.17) i (3.18) ¢ine kutni dio Jacobijeve matrice, dok
jednadzbe (3.19), (3.20) 1 (3.21) se koriste za linearni dio Jacobijeve matrice. Uvrstimo li sve

navedene parametre u matricu, te izraunamo i sredimo izraze, njezin konacni oblik je

sljedeci.
J=
356,00, ~,5G,C(0; + ) ~% 0050, ~3 4 5(0, +6) 8 Cq5(0, + ) |
8,C0,C0, +8C0 C(G,+0;) 256,50, ~5G (0, +0) ~8 56 S(d, +0)
0 8,00,+2,0(0+%)  ac(h+a) | (22
0 S0} S
0 —-Cq —-Cq
| 1 0 0 |

3.1.  Singularnost

U svojoj sustini, Jacobijeva matrica povezuje parametre brzine gibanja zglobova s
vektorom brzina gibanja prihvatnice manipulatora, gdje direktno ovise o parametru q. Ako je
on nedovoljno odreden, moZemo re¢i da je matrica singularna. Kada je matrica singularna,
moze do¢i do nekoliko potencijalnih problema. Oznacava stanje smanjene gibljivosti

manipulatora, pa prihvatnica mozda ne¢e moci odraditi neko odredeno gibanje. Prethodno
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smo vec¢ objasnili da inverzni kinematski problem treba imati jedno rjesenje, ali kod
singularnosti ono moze imati beskonacan broj rjeSenja. Takoder, da bi dosli u odredenu
poziciju, koja nije daleko od nase trenutne, prihvatnica nece morati prijeci veliki put, pa ¢e ga
moci odraditi pri manjim brzinama gibanja, ali ¢e zato jedan od zglobova mozda morati
odraditi velike brzine gibanja, §to dovodi do nepreciznosti radnog zadatka, nepotrebnog
trosenja dijelova te opasnosti preopterecenja sustava. Singularnost mozemo podijeliti u dvije
skupine:

1. Unutarnje singularnosti — dogadaju se kada se unutar radnog prostora robota dvije
ili vise osi lokalnih koordinatnih sustava zglobova manipulatora poravnaju na
istom pravcu i to predstavlja veliki problem za radni sustav jer je to pozicija u
kojoj postoji velika Sansa za pogresku u radu manipulatora.

2. Granicne singularnosti — dogadaju se na vanjskim i unutarnjim granicama radnog
prostora robota, dakle, na njenim najudaljenijim i najblizim to¢kama ishodistu
koordinatnog sustava manipulatora. Ova singularnost isto predstavlja problem za
rad manipulatora, ali ju je vrlo lako izbjec¢i tako $to ne dovodimo prihvatnicu u te

tocke radnog prostora.

2 \"/'T.Sl =0

U,

Slika 8.  Singularnost RRR strukture manipulatora

Posto svaka struktura robota ima drugaciji izracun singularnosti svoje matrice, tako i
RRR struktura robota ima svoju. Pri singularnosti ustvari odredujemo determinantu

Jacobijeve matrice za tu strukturu. Za to nam je potrebna kvadratna matrica, a kako smo
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prethodno izveli Jacobijevu matricu dimenzija 6x3, to nece biti moguée bez nekih promjena.

Primijetimo kako se Jacobijeva matrica sastoji od linearnu dijela i kutnog dijela, gdje je svaki
dio ustvari kvadratna matrica dimenzija 3x3. Iskoristit ¢cemo tu ¢injenicu i uzeti linearni dio

Jacobijeve matrice, te umnoskom i sumom parametara odrediti njenu determinantu, ¢iji je

konacni rezultat:
det(J, ) =—a;a, cos, Sin g, —a,a; cos(q, + 0, )Sin g (3.23)
Ako uzmemo da je fizikalno nemoguée da parametri a, i a, budu jednaki nuli, jer im je

duljina veca od nule i ovisna o konstrukciji manipulatora, onda je determinanta jednaka nuli

samo u slu¢aju da je parametar Sin g, jednak nuli. To je mogucée samo u sljedeca dva slucaja:

1
=0
q’?; (3.24)
G =7
Sto bi znacilo da je srednji zglob u potpunosti ispruzen ili je u potpunosti uvuéen, za §to
postoji naziv lakatna singularnost. Takoder, kada je zglob uvucen, tada se z 0s prihvatnice

poklapa sa z, osi temelja manipulatora, §to nazivamo ramena singularnost. Ove dvije

singularnosti je vrlo lako prepoznati unutar radnog prostora manipulatora, pa ih je zbog toga

lako u potpunosti izbjeéi u fazi planiranja putanje gibanja prihvatnice manipulatora.

3.2. Redundantnost manipulatora

Redundantnost smo ve¢ ranije definirali kao vezu izmedu stupnjeva slobode gibanja
manipulatora i broja radnih varijabli manipulatora u radnom prostoru koji su potrebni za neki
odredeni radni zadatak. Kod RRR strukture manipulatora, obje vrijednosti su jednake 3, gdje
su nam vazni parametri poloZaja. Ovaj manipulator po definiciji nije redundantan, niti moZze
postati redundantan kada dobije radni zadatak koji je potrebno obaviti u istoj ravnini. Takav
radni zadatak postavlja rubne uvjete na parametre linearne brzine prihvatnice manipulatora.

v=1J,4. (3.25)

Posto se radi o gibanju unutar iste ravnine, vektor linearne brzine v ¢e se sastojati od

samo jednog parametra (dimenzija rx1), dok ¢e mu pripadajuca Jacobijeva matrica J, biti
dimenzijarxn. Da bi zadovoljili pravila matri¢cnog mnozenja, vektor brzine zglobova ¢ ¢e
biti dimenzija nx1. Logi¢no je da ako je vrijednost parametra I manja od vrijednosti
parametra n, da ¢e manipulator biti redundantan s redundantnim stupnjevima slobode
gibanja. Neki stupnjevi pokretljivosti koji su nam viska, mogu biti iskoriSteni u proizvoljno

odabranom vektoru brzina zglobova, tako da se bavi unutarnjim gibanjima manipulatora tako
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da ne mijenja poziciju niti orijentaciju prihvatnice, ali zglobove i Stapove manipulatora
dovodi u povoljniji polozaj i tako omogucava manipulatoru ucinkovitije rjeSavanje zadanog

radnog zadatka.

3.3. Analiticka Jacobijeva matrica

Jacobijeva matrica pokazuje kako brzina zglobova doprinosi parametrima linearne i kutne
brzine prihvatnice manipulatora. Problem nastaje kada su pozicija i orijentacija prihvatnice
definirani s minimalnim brojem parametara, pa je teSko dobiti analiticku vezu izmedu
linearne i kutne Jacobijeve matrice. Koristit ¢emo diferencijalne jednadzbe za njihovu
poveznicu. Tako recimo u jednadzbi za linearnu brzinu prihvatnice Jacobijevu matricu

mozemo prikazati kao diferencijal.

o,
p=34="2g (3.26)
aq

Posto su pozicija i orijentacija prihvatnice definirani s minimalnim brojem parametara,

tako i1 kutnu brzinu mozemo prikazati koriste¢i samo jedan parametar ¢ kao kut zakreta.

Njena prva derivacija je kutna brzina, a druga je kutno ubrzanje. Isto kao i za linearni dio, i u
jednadzbi za kutnu brzinu prihvatnice Jacobijevu matricu mozemo prikazati kao diferencijal

navedenog kuta.

¢=%ﬂ=gﬂq (3.27)
q

Kada to sve stavimo u jedan vektor koji se sastoji od linearne i kutne brzine gibanja,

dobijemo sljedecu jednadZzbu:

NEIEEA
X_LJ_LJq_JA g (3.28)

U ovoj jednadzbi matrica J, ne predstavlja klasi¢nu Jacobijevu jednadzbu ve¢ analiticku
Jacobijevu matricu, jer kutnu brzinu prihvatnice manipulatora ne prikazujemo pomocu kuta
zakreta ¢ injegovih derivacija. S fizikalne strane gledano, znacenje vektora @ je prirodnije
od znacenja vektora ¢. Svaka od komponenti vektora @ predstavlja komponentu kutne
brzine u odnosu na osi temeljnog koordinatnog sustava manipulatora. Za razliku od toga,
komponente vektora ¢ predstavljaju neokomite komponente kutne brzine u odnosu na osi

temeljnog koordinatnog sustava manipulatora, ovisno o tome kako se mijenja orijentacija
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prihvatnice u prostoru. Kako je vektor ¢ prva derivacija vektora ¢, §to zna¢i da ¢e integral

vektora ¢ kao rezultat dati vektor ¢, kod vektora @ nije jasno definiran rezultat integracije.
Najbolji na¢in da povezemo ove dvije matrice je taj da uvedemo matricu transformacije,

koju ¢emo nazvati matrica T,. UmnoSkom jedne matrice s matricom transformacije, kao

rezultat ¢emo dobiti drugu matricu.

J=T,J,. (3.29)

Ta jednadzba najbolje pokazuje da se Jacobijeve matrice razlikuju, ovisno o sadrzaju
matrice transformacije. Vazno je reci da Jacobijevu matricu o kojoj smo pricali u prethodnim
poglavljima Cesto nazivaju i geometrijski Jacobijan, dok se matrica koju smo u ovom
poglavlju analizirali naziva analiticki Jacobijan. Analiticki Jacobijan se naj¢esce koristi pri
diferencijalnim racunima, dok se geometrijski Jacobijan koristi za definiranje fizikalnih
nacela manipulatora. O vezi izmedu te dvije matrice odlucivat ¢e 1 broj stupnjeva slobode

gibanja pojedinog manipulatora.

3.4. Statika manipulatora

Kao i op¢enito kod statike, ovdje je takoder ideja ispitati ravnotezu manipulatora i provjeriti
sve sile i momente koji na njega djeluju. Potrebno je dovesti u vezu sile koje su primijenjene
na prihvatnicu manipulatora te na sve pojedine zglobove kako bi odredili njegovu sveukupnu
statiku u stanju ravnoteze. Sve fizikalne veli¢ine do sada su bile u obliku matri¢nog ili

vektorskog zapisa, pa ¢emo tako za torzijsko naprezanje Koristiti vektor z, a vektor sila ¢emo
znaciti kao vektor F. Kako bi ih povezali unutar iste jednadZbe, koristit ¢emo metodu
virtualnog rada. Parametri pomaka ovise o varijabli zglobova q, pa ¢e se virtualni pomaci

poklapati s osnovnim pomacima dijelova manipulatora. Torzijski rad jednak je djeluju¢em
torzijskom momentu na zakretnom kutu koji je odradio.

dW, =7-dqg. (3.30)

Kod rada $to ga obavi sila moramo uzeti u obzir dva elementa. Prvi je sila koja djeluje na
manipulator, a drugi je moment koji uzrokuje linearno gibanje. Rad ta dva elementa potrebno
je zbrojiti kako bi dobili konacni rad sile. U izraz za rad mozemo uvrstiti i Jacobijeve matrice.

dW. = f -dp+M - wdt

=f.J,dg+M-J dq (3.31)
=F - Jdo.
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Jednadzbe (3.29) i (3.30) Cine sustav jednadzbi jer se virtualni i stvarni pomaci poklapaju.
Posto se pomaci poklapaju, kako bi manipulator bio u stanju ravnoteze potrebno je i da im se
virtualni radovi poklapaju, odnosno da je njihova razlika jednaka nuli.

OW_ —oW; =0. (3.32)
Primijetimo da smo u prethodnoj jednadzbi umjesto oznake diferencijala d koristili
oznaku & za diferencijal virtualnog rada. U stanju ravnoteze, kako ne bi bila naruSena statika
manipulatora, sve sile koje djeluju na njega moraju biti izjednac¢ene s momentima, uz faktor

Jacobijeve matrice, ovisno o njihovim veli¢inama.

r=J"-F. (3.33)

I1i ako to Zelimo pojednostaviti, vidljivo je da je veza izmedu sila koje djeluju na
prihvatnicu manipulatora i momenata koji djeluju na zglobove manipulatora jednaka
transponiranoj Jacobijevoj matrici, u ovom slucaju geometrijskoj. S ovime zavr§avamo

pregled kinematike robotskog manipulatora, te prelazimo na dinamiku istog.
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4. DINAMIKA ROBOTA

U prethodnim poglavljima smo detaljno proucili kinematiku robota i neke od najbitnijih
specifikacija manipulatora. Ono $to nam fali za detaljno opisivanje ponasanja samog robota je
njegova dinamika, ¢ime ¢emo se baviti u ovom poglavlju, kako bi poblize objasnili
upravljanje samim robotom. Manipulatori predstavljaju komplicirani dinamicki sustav koji,
¢emo Lagrangeove zakone mehanike, jer na vrlo jednostavan nacin mozZemo analizirati
komplicirane dinamicke strukture. Dinamicke jednadzbe povezuju sile i momente s
pozicijama, brzinama i ubrzanjima, te ih rjeSavamo kako bi dobili jednadzbe gibanja
manipulatora. Mogli bi to interpretirati i na drugaciji nacin, jer kada ve¢ definiramo gibanje
manipulatora, onda pomocu tih jednadzbi nekada zelimo saznati koje su nam sile i momenti
potrebni kako bi ostvarili to gibanje. Postavljanjem dinamickih uvjeta na manipulator,
dobijemo sustav jednadzbi koje je veoma tesko trivijalno rijesiti, pa ih zato
pojednostavljujemo i zapisujemo u matricnom obliku kako bi ih brze 1 jednostavnije rijesili.
Ono $to nas najvise zanima iz tih matrica su inercije ¢lanova manipulatora, pogotovo
zglobova. Drugim rije¢ima, zelimo znati vezu izmedu momenta i ubrzanja u zglobu, te vezu
izmedu momenta u jednom zglobu te ubrzanja u nekom drugom zglobu. Ako su iznosi
inercija dovoljno mali, onda moZemo tretirati manipulator kao sklop vise neovisnih
mehanickih sustava.

Sile i momente koje je potrebno odrediti moraju biti dovoljno veliki da svladaju sve
probleme 1 smetnje na putu. Jedno od otezavajucih okolnosti po zglobove robota je gravitacija
koju je takoder potrebno savladati. Ostale sitne otpore gibanju, poput otpora zraka pri malim
brzinama, ¢emo zanemariti jer su po veliini vrlo malene, pa ne radi veliku razliku u ra¢unu
ako ih zanemarimo, a olakSat ¢emo si proracun. Iako su jednadZzbe teske za rijesiti jer nekada
znaju imati i po nekoliko tisu¢a parametara koje je potrebno uzeti u obzir, mi ¢emo ih
pojednostaviti na brz i1 vrlo lagan nacin. 1z pojednostavljenih jednadzbi lako ¢emo do¢i do

parametara koji su nam potrebni za upravljanje robotom.

4.1. Lagrangeova jednadZba

Lagrangeovu matricu ozna¢avamo sa L, a moze biti definiran kao razlika izmedu

kineticke 1 potencijalne energije nekog sustava.

L=E -E,. (4.1)
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Ove ukupne energije mogu biti iskazane u bilo kojem koordinatnom sustavu, kako bi se

olaksalo njihovo rac¢unanje. Nije potrebno izraziti ih u Kartezijevom sustavu ako ¢e to
zakomplicirati njihove jednadzbe. Dinamicka jednadzba za prikaz proizvoljnih koordinata je

sljedeca:

g o (4.2)

d

gy
mpd;

G2/ m,

Slika9. Primjer dinamickog sustava s 2 Stapa
Prethodno prikazana jednadzba je jednadZba za izracun sile ili momenta na zglob
manipulatora, gdje je g, koordinata u kojima izrazavamo potencijalnu i kineticku energiju, a

njena derivacija oznacava brzinu u istom tom koordinatnom sustavu. Jednadzba je prikazana
u opc¢enitom obliku. Kako bi lakSe shvatili o ¢emu se radi, objasnit ¢emo na primjeru
manipulatora s dva Stapa koji se rotiraju u Kartezijevom koordinatnom sustavu u istoj ravnini
(nas$ manipulator ima tri Stapa, ali ¢e jednadZzba s dva Stapa biti puno jednostavnija za
pojasniti). Na oba kraja §tapova duljine |, nalazi se masa m; i koriste se poop¢enim

koordinatama ¢,. Pocet ¢emo s izracunom kineti¢ke energije prve mase sustava, koriste¢i se s

jednadzbama koje od prije znamo iz fizike.
B, =2 mlic. (4.3)

Nakon kinetic¢ke energije, mozemo takoder izraunati i potencijalnu energiju prve mase

sustava. Ona ovisi direktno o visini, odnosno polozaju mase u prostoru.
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E,, =—ml, cosq,. (4.4)

Za drugu masu se postupak ve¢ lagano komplicira, jer njezina pozicija ne ovisi samo o
sebi, ve¢ i o poziciji prve mase. Prvo ¢emo morati definirati njenu poziciju, kako bi mogli
dobiti jednadzbu za njihove brzine iz koje ¢emo dobiti kineticku energiju. Za pocetak

potrebno je naéi udaljenost po osima X i Yy od ishodista u Kartezijevom koordinatnom

sustavu.

X, =1, sing, +1,sin(q, +0,) (45)

y, =—l,cosq, —1,cos(q, +0,).

Komponente brzine u Kartezijevom koordinatnom sustavu jednake su prvim
derivacijama prethodno dobivenih koordinata polozaja.

X, = @,l, cosq, +(¢, +¢,)l,cos(q, +0,) (46)

Y, =Gl sing, +(¢, +a,)l,sin(g, +q,).

Izracunali smo brzinu po pojedinoj koordinatnoj osi, ali kako bi dobili ukupnu brzinu
gibanja, potrebno je koristiti Pitagorin poucak te izracunati korijen od sume prethodna dva

parametra kada se svaki od njih kvadrira, te dobijemo konac¢no rjeSenje brzine.
Vi = 1767 + 17 (6 +2,d, +d7 )+ 2L, (4 + d,d, )cosg,. (4.7)
Pomocu te brzine mozemo izracunati kineti¢ku energiju druge mase, gdje i prva i druga

masa utjeu na brzinu gibanja.
B, =5, (1707 +12 (0 + 20,0, + 2 )+ 201, (& +¢y, )cosa, ). (4.8)

Kako smo za prvu masu izraunali 1 potencijalnu i kineti¢ku energiju, isto je potrebno
napraviti 1 za drugu masu. Kineti¢ku energiju smo prethodno izracunali, pa je sada ostalo za

izracunati potencijalnu energiju druge mase.
E., =—m,gl, cosq, —m,gl, cos(q, +q, ). (4.9)
Kineticku energiju dviju masa je potrebno medusobno zbrojiti, isto kao 1 potencijalne
energije istih masa, te to sve zajedno uvrstiti u Lagrangeovu jednadzbu za dobiti njegov
ukupni koeficijent.

1 L, 1 . e 3 1.0
L= E(m1 + mz)lfql2 +§m2I22 (qf +20,0, + q§)+ myl,l, cosa, (q12 + qlqz) (4.10)

+(m, +m,)gl, cosq, +m,gl, cos(g, +4,).

Fakultet strojarstva i brodogradnje 32



Dominik Filipci¢ Diplomski rad

Kako smo koristili koordinatne oznake g, i q,, da dobijemo diferencijalne jednadzbe iz

Lagrangeovog koeficijenta, potrebno je Lagrangeovu jednadzbu derivirati po tim

koordinatama. Krenimo od koordinate d,.

d oL N .
dtoq = [(m1 +m,) 17 +m,1; +2m,11, cos qz}ql + [mzlz2 +m,l1, cos q2]q2

(4.11)
. . - - 2 -
_zmzlllquqz sing, — mzlllzqz sing,.
Nakon §to smo pronasli derivaciju po vremenu prve derivirane koordinate, sada je

potrebno naci derivaciju po samoj toj koordinati ¢,.

oL . .
a:—(rq+mz)gllsmql—nglzsm(ql+q2). (4.12)
1
Sada to mozemo izracunati po uzoru na jednadzbu (4.2) te kao rezultat dobiti moment

torzije za prvi ¢lan manipulatora.
T, = [(ml +m,) 17 +m,l; +2m,L 1, cosq, } G, + [mzl,f +m,l1, cos q2]q2 (4.13)
_2m2I1I2Q1Q2 sin g, — m2|1|2q22 sin a, _(ml +m, ) gll sin 0, — nglz sin (Ch +0, )

Isti proraun moZemo napraviti i za moment drugog ¢lana. Prvo ¢emo derivirati po

koordinati ¢,.

d oL . . N .
aa = m2|22q1 + m2|22q2 + mzlllqu C0sQ, — mzlllquqz sing;. (4-14)
2

Nakon §to smo pronasli derivaciju po vremenu prve derivirane koordinate, sada je
potrebno naci derivaciju po samoj toj koordinati q,.

a

aq =-m,l1,¢,4,sing, —m,gl, Sin(q1+q2)- (4.15)
2
Prethodne dvije derivacije potrebno je medusobno zbrojiti po zakonu iz jednadzbe (4.2)

kako bi dobili moment torzije drugog ¢lana manipulatora.
T, = [mzlz2 +m,l 1, cos q2]q'l +m,I2¢, —2m,1.1,4,d, sin g, (4.16)
—m,1,1,¢7 sing, —m,gl, sin(q, +q, ). '
Koeficijenti koji stoje uz derivacije po osima predstavljaju sile inercije izmedu pojedinih
zglobova, te redom kako se javljaju, tako ih 1 popunjavamo u matricu koju izvuc¢emo iz
diferencijalnih jednadzbi. Jasno, sve parametre u prethodnim jednadzbama oznacili smo u
op¢enitom obliku. Kada radimo bilo kakvu vrstu analize iz ovakvih jednadzbi, u njih
uvrStavamo njihove prave vrijednosti, ovisno o njihovim duljinama, masama i slicno. S

obzirom na vrijednosti njihovih parametara, iz prethodno izrac¢unatih jednadzbi, vrlo je
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jednostavno dobiti vrijednosti sila i momenata koje je potrebno koristiti u danom
manipulatoru, Sto ¢e jos$ lakSe biti uciniti iz matricnog zapisa diferencijalnih jednadzbi koje
opisuju ponasanje manipulatora. Ovakvu identi¢nu analizu provesti ¢emo takoder za RRR
manipulator.

4.2. Dinamika RRR manipulatora

Analizu dinamike RRR manipulatora radit ¢emo po osima koje smo prethodno definirali
za Denavit-Hartenbergove parametre, a to su osi g, 9,1 g,. Za definiranje njihovih
parametara odlucili smo se za Lagrangeovu metodu umjesto Newton-Eulerove posto je ona

prekomplicirana za koriStenje na ovoj vrsti manipulatora. Lagrangeova metoda je najbolja i

najlakse primjenjiva metoda za izraGunati momente torzije u pojedinim zglobovima.

)

Slika 10. Dinamika RRR manipulatora
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Krenuti ¢emo s proracunom osi ¢,. Za pocetak ¢emo prvo definirati Denavit-

Hartenbergove parametre za ovaj zglob. U prijasnjim poglavljima za kut zakreta koristili smo

oznaku 9, ali ¢emo ovdje radi diferencijalnih jednadZzbi koristiti oznaku q.

a,=0
o, =0
d L (4.17)
1
2
4 =0

Za proracun energija prvog zgloba, potreban nam je centar mase prvog Stapa. Njegove
koordinate jednostavno je zapisati, posto je uvijek vertikalno postavljen, Xx=0, y =0,
z =1L, /2. ZaraCunanje ukupne kineticke energije svakog ¢lana koristit ¢emo jednadzbu koja
zbraja kineticke energije linearnog i rotacijskog gibanja.

2 2
E. = mvi . i

4.18
e (4.18)
Posto prvi zglob samo rotira oko vlastite osi z, njegov vektor linearne brzine bit ¢e

jednak nul vektoru, $to znaci da u tom zglobu nema nikakve linearne brzine.
0
v,=|0]|. (4.19)
0

lako je linearna brzina jednaka nuli, zbog prethodno spomenute rotacije oko osi z, imat

¢emo iznos rotacijske brzine za taj zglob.

0
w =0 | (4.20)
4
U opcoj jednadzbi za kineti¢ku energiju, za rotacijski dio sume energije, oznaka |
predstavlja moment inercije dijela manipulatora koji rotira. Op¢enita matrica momenta

inercije izgleda ovako:

g ]
mLoo o
12
2
L= o ML o | (4.21)
12
o o DMk
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Naravno, ovisno o broju zgloba, tako je potrebno i promijeniti indeks u oznaci matrice

inercije. Za matricu prvog zgloba potrebno je uvrstiti broj 1.

- )
12
2
=] 0 mll; 0l. (4.22)
0 0 0

Ako nam je poznata masa prvog ¢lana m, mozemo uvrstiti sve prethodno navedene

¢lanove u jednadzbu za kineticku energiju prvog zgloba.
242
KL= mlz—Lqu (4.23)

Ovo poglavlje zapoceli smo s jednim jednostavnim primjerom da vidimo kakav je
postupak Lagrangeove metode u kojoj smo osim kineticke energije racunali i potencijalnu
energiju sustava. Kako smo ve¢ izra¢unali kineticku energiju prvog zgloba, ostaje da jo$
izraGunamo potencijalnu energiju tog zgloba. Iskoristit ¢emo opcéenitu jednadzbu potencijalne

energije E, =mgh. Visina koju trebamo za proracun jednaka je udaljenosti izmedu centra
mase prvog ¢lana manipulatora i temelja istog.

E,, = % (4.24)

Za svaki zglob potrebno je izra¢unati njegovi Kineti¢ku i potencijalnu energiju. Posto smo
to uspjesno napravili, moZemo nastaviti s prora¢unom drugog zgloba. Kao 1 za prvi zglob,

ovdje ¢emo takoder prvo postaviti Denavit-Hartenbergove parametre.

8, =0
a _72'
oz
2 (4.25)
d,=0
T
$h=0+.

2

Kod prorac¢una ovog zgloba pomo¢i ¢e nam i ako postavimo Denavit-Hartenbergove

parametre i sljedeceg zgloba.
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d, =0
9, =0.

Centar mase drugog Stapa potreban nam je kako bismo izracunali brzine ovog dijela
manipulatora, a nakon toga i kineticku i potencijalnu energiju. Centar mase drugog Stapa
nalazi se na polovici njegove duljine, a nama je bitna njegova pozicija u nekom trenutku u

odnosu na ishodiste temelja manipulatora.

L, .
——2c0sq,sing,
2
P = —%sinqlsinq2 : (4.27)

L1+%COSC|2

Za razliku od prvog zgloba, drugi zglob ¢e imati komponentu linearne brzine zbog
rotacije prvog zgloba u temelju manipulatora. Trazimo brzinu centra mase drugog Stapa, koji

¢e ovisiti o kutu rotacije prvog zgloba ¢, ali i kako drugi zglob moze rotirati oko druge osi,

to ¢emo morati uzeti u obzir i racunati rotaciju prvog zgloba u kombinaciji s rotacijom drugog

zgloba q,. Za njihove brzine koristimo iste oznake, samo njihove prve derivacije. Brzina

drugog Clana tada je:

L . . . L, .

?qlslnqlslan_?qZCOSqlcoqu
L. L, . :

V, =| == ¢;sing; cosq, — 6, €0S G SiN G, |. (4.28)

—ﬁq sin
5 02

Kvadriranje vektora brzina ustvari je mnoZenje vektora brzine sa svojom transponiranom

matricom, §to ¢e rezultirati sljede¢om jednadzbom.

T = L>ds sin® g, . L§q§'
2V2 4 4

(4.29)

Matrica inercije drugog ¢lana jednaka je kao i prethodna koja je izvedena iz opéenite

matrice inercije, samo ovdje koristimo indeks 2.
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0 O 0
m, L2
l.=10 —=2=2 (0 |. 4.30
2 12 (4.30)
0o o Mb
L 12 |

Sto se kutne brzine tice, ovaj ¢lan ima sve ¢lanove razlicite od nule, ovisno o kojoj se osi

radi. Treba paziti koji zglob utjece na koju 0s rotacije.

G, Cos q,
@, =|—¢,sing, |. (4.31)
g,

Ako nam je poznata masa drugog ¢lana m, mozemo uvrstiti sve prethodno navedene
¢lanove u jednadzbu za kineti¢ku energiju drugog zgloba.
E,, = Mebe®Sin’g,  mLyd;  m;L;sind,

“ 8 6 24

Uz kineti¢ku energiju drugog ¢lana, potreban nam je 1 iznos potencijalne energije tog

(4.32)

¢lana. Visina koju trebamo za prorac¢un jednaka je udaljenosti izmedu centra mase drugog

¢lana manipulatora i temelja istog.
Es, :ng(L1 +%cosq2j. (4.33)

Prethodnom jednadzbom zavrSen je i proracun drugog zgloba, pa nam samo ostaje

proracunati tre¢i zglob. I ovdje ¢emo takoder prvo postaviti Denavit-Hartenbergove

parametre.
L,
a=—
)
Oy = 0 (434)
d,=0
9, =0.

Poziciju centra mase ovog Stapa, koji se takoder nalazi na polovici njegove duljine, je
najkompliciranije za izracunati od svih prethodnih Stapova. Ra¢unamo njegovu poziciju u
nekom trenutku u odnosu na ishodi$te temelja manipulatora, a na to utjecu rotacije svih
prethodnih zglobova, te duljine svih prethodnih Stapova. Trigonometrijskim relacijama
potrebno je odrediti udaljenost po svakoj osi od ishodista, te sve to zapisati u jedan vektor

pozicije koji ¢e nam trebati za sljedece derivacije.
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-L, cosq,sing, —%(cosqlsin 0, €0S (), +C0S 0, COSQ,Sing, )
P =| —L,sing,sing, —%(sin g, sing, cosq, +sin g, cos g, sin qz) . (4.35)
L, +L,cosq, +%(cos 0, €0SQ, +sing,sing, )

Vektor linearne brzine tre¢eg zgloba jednak je prvoj derivaciji vektora pozicije istog

zgloba.

. . L, . .
-L, (—Q1SQ1Sq2 +0> quc%)—?s(—%sqls(% +Q3)+QS CQ1C(Q2 +Q3))

L . .
(Gicus(d+0s)+ s C(d+0)) |-(4.36)

V= -L (q1CQ1Sq2 +QZSqqu2)_?3

. L
—quzsqz—q:s?SS(qﬁqs)

Kvadriranje vektora brzina ustvari je mnozenje vektora brzine sa svojom transponiranom

matricom, §to ¢e rezultirati sljede¢om jednadzbom.
L0 | 20 ainz g o o SiN° (0, +0s)
54, sin
4 + qu q2 + 4 (437)

2

+L,L,67 sing, sin(q, +0, ) + L, L,¢5d; cosa,.

T 2
ViV = L2q1 +

Matrica inercije treceg ¢lana jednaka je kao i prethodna koja je izvedena iz opcenite

matrice inercije, samo ovdje koristimo indeks 3.

0 0 0
m L
l,=|0 =2 0o | 4.38
3 12 (4.38)
2
0 0 m3L3
L 12 |

Sto se kutne brzine ti¢e, ovaj ¢lan ima sve &lanove razli¢ite od nule, ovisno o kojoj se osi

radi. Treba paziti koji zglob utjece na koju os rotacije.

d, cos (g, + )
w; = _ChSin(QZ +q3) - (4.39)
d, +0,
Ako nam je poznata masa tre¢eg lana m, mozemo uvrstiti sve prethodno navedene

¢lanove u jednadzbu za kineticku energiju treceg zgloba.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 39



Dominik Filipci¢ Diplomski rad

c _mLg mUd, mUdg’sin‘g, mldsin’ (d,+q,)

K3 2 8 2 8 (4.40)
N m, L, Lycy sing, sin (g, +9;) N m,L, Ly, cosg, N m LGy + m, Lyd;
2 2 24 24

Visinu tre¢eg zgloba izra¢unati ¢emo posebno jer je najkompliciranije od svih zglobova.
Potrebno je zbrojiti vertikalnu komponentu svaku od Stapova zglobova kako bi dobili ukupnu

visinu potrebnu za proracun potencijalne energije treceg ¢lana.

H3=L1+L2cosq2+%cos(q2+q3). (4.41)

Prethodno izraCunatu visinu tre¢eg ¢lana ¢emo pomnoziti s masom treceg ¢lana i
gravitacijskom konstantom kako bi izracunali potencijalnu energiju tre¢eg ¢lana

manipulatora.

E.. :m‘qlg(LﬁL2 cosq2+%cos(q2+q3)j. (4.42)

Ukupna kineticka energija RRR manipulatora jednaka je sumi kinetickih energija svih
njenih ¢lanova. Kako smo rac¢unali kineticku energiju za tri razli¢ita zgloba, sve te tri
kineticke energije zbrojit ¢emo i taj rezultat ¢e predstavljati kineticku energiju ¢itavog
promatranog sustava.

Eq =Eqi +Eqo +Egs

— mlLiqu + mZLéqlz S|n2 qZ + mZquZZ + mZL;qlz + m3L2q12 + m3L§q3

24 8 6 24 2 8
moL3gisin®g, mLigisin’(a,+;) myl,Lg7sing,sin(g,+q;)  (4:43)
2 8 2
mLLGE cosq, | mUGE | mLdl
2 24 24

Isto tako ¢emo i za ukupno potencijalnu energiju cijelog sustava zbrojiti sve pojedinacne
potencijalne energije koje smo prethodno izracunali.
Er =Ep +Epp +Epy

4.44
:—mlgl'l +m2g[L1+ L COSq2)+mgg[|—1+ L, cosq, +%COS(% +q3)j' N

2
Osim ukupne kineticke 1 potencijalne energije, ono §to jo$ trebamo izracunati su momenti
torzije pojedinih zglobova. Primijenit ¢emo Lagrangeov izraze iz jednadzbi (4.1) i (4.2) na
prethodno izracunate vrijednosti i uvrstiti ih u jednadzbe. Moment torzije prvog zgloba

manipulatora jednak je:
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L 2 . . ) .
T, - m, L2¢j, N m,L5 (quqz SQ,C0, +Q;S qz) N m, L3¢, 24,
12 12 12 (4.45)
m,L5 (quqs §05C0, + ¢ s° qs) N m, L3d,
4 12

+m,L, (20,d,50,¢q, +G;5° 0, ) +

Isti postupak primijenit ¢emo i na drugi zglob manipulatora, pa ¢e njegov moment torzije

biti jednak sljede¢em:

Tz = m2L22C|'2 + mstLs(_qussqs +q2 Cqs)"' mstLs (_q32 SO, +q3 Cqs)

2 (s a2 2 52
(Mol ) (1q22 ") 122 sq, cq, - TSR 0AE et (4.46)
m,L,gs m S
_mstLs(SQ3Cq2+SQzCQ3)_ 2 229 qz_ 3L329 qs_mstgqu-

Isti postupak primijenit ¢emo i na tre¢i zglob manipulatora, pa ¢e njegov moment torzije
biti jednak sljede¢em:
T = msl-g (qz + q3) _ msl-é(jf S0;C0; m3L2L3qf SQ,C0;
3

3 4 2 (4.47)
L MaL,Ly0,0,50,€;  myL,gsq
2 2 '

4.3. Jednadzba gibanja prihvatnice

Jednadzba gibanja prihvatnice je u ¢estoj uporabi u robotici, kako bi se osigurala glatko i
kontinuirano gibanje zglobova, kutnim zakretima jednog u odnosu na drugi, kako bi se
prihvatnica pomaknula izmedu dvije pozicije u Kartezijevom koordinatnom sustavu. Jednadzbe
kutova u pocetnoj ili krajnjoj poziciji mozemo opisati pomocu sljedeceg sustava kubicnih
polinoma:

O, = a, +ayt+ a12t2 + a13t3

0, = Ay + 8yt +a,,t° +a,t’ (4.48)

U, = 8y + At +ag,t’ +a,t’.

Brzine zglobova tada je jednostavno izracunati jer su one jednake prvim derivacijama

prethodnog sustava jednadzbi, pa ¢emo mi te jednadzbe sada jednom derivirati.
G = ay, + 2t +3a,t’
d, = a,, +2a,,t +3a,.t’ (4.49)
G = 8y, + 22t + 3at".
Varijabla t u prethodnim jednadZbama oznacava vrijeme u sekundama. Kod ovakvog

racunanja najces¢e uzimamo da je ono jednako jednoj sekundi, radi jednostavnosti racunanja.
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Vrijednosti parametara u poc¢etnoj poziciji mozemo izra¢unati pomocu inverzne kinematike, pa

se za danu pocetnu i krajnju poziciju mogu izracunati svi kutovi zglobova koji su moguéi za te
pozicije. Postoji i nacin da za pocetnu poziciju izraunamo parametre tako Sto uvrstimo da je

varijabla t jednaka nuli, pa ¢emo dobit sljedece:

ql(o)—am
qz(o)_azo
3 0)= 0
2((0)):; (4.50)
q2(0)=a21
q3(0)=631.

Za krajnju poziciju mozemo uvrstiti da je varijabla t jednaka 1, pa kombinirajuéi
jednadzbe za poziciju i brzinu zglobova mozemo izraziti jednadzbe za koeficijente koji nam jos

nisu poznati.

ap =0, 8 —a; ~a;
a,; =0, -2, +2a, +a,
8y =0y =8y — 8y — a3
8, =0, —20, + 28, +a,
Ay =3 — a3 — 8 —ay
A3y =0y — 20, + 285 +ay;.

(4.51)

Kada znamo neku pocetnu i krajnju tocku, uvrstimo njene vrijednosti po koordinatnim
osima te izra¢unamo sve prethodno navedene koeficijente. Tada dobivene koeficijente vratimo
u jednadZbe za poziciju i brzinu gibanja manipulatora i dobili smo jednadzbu gibanja

manipulatora.

4.4. Model prostora stanja

Ovaj model je jako popularan u strojarstvu, a najvise se koristi u automatizaciji kod
zadataka upravljanja sustavima. To je matematicki model nekog fizickog sustava, koji uzima
njegove ulazne, izlazne i varijable stanja, te ih povezuje diferencijalnim jednadzbama prvog
reda. Varijable stanja su ovisne o vremenu, te se samim time i mijenjaju u vrijednosti kako se
I vrijeme mijenja. Ulazne podatke trebali bi sami znati, jer to su podaci s kojima krecemo u
rad nekog sustava, dok izlazne varijable ovise o varijablama stanja do kraja radnog ciklusa.

Sve te varijable prikazujemo kao vektore, jer i stanje sustava mozemo prikazati kao vektor
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stanja. Radi jednostavnosti prorac¢una, sustav diferencijalnih jednadZbi mozemo zapisati u
obliku matrice, pod uvjetom da je sustav linearan i vremenski invarijantan.

Ovo je idealan model za analizu nekog sustava koji ima vise od jednog ulaza i izlaza.
Najcesce je najmanji broj varijabli stanja koje su nam potrebne kako bi opisali ponasanje
sustava jednak broju diferencijalnih jednadzbi. Primjerice, u strujnom krugu je najmanji broj
varijabli stanja koji je potreban jednak broju elemenata koji se nalaze unutar tog strujnog
kruga. Varijable stanja koje definiramo moraju biti linearno neovisne. Preciznije receno, ako
matemati¢ki kombiniramo bilo koje dvije ili viSe varijabli stanja, ne bismo smjeli kao rezultat
dobiti trecu, ili bilo koju ostalu varijablu stanja koju smo prethodno definirali, u protivnom je
sustav nerjesiv. Ukupni vektor momenta torzije zglobova izgleda ovako:

Tl
T=|T, | (4.52)
T3

Takoder, moment torzije mozemo prikazati i kao sumu skupa vektora i matrica, koje ¢emo

podijeliti na nekoliko razli¢itih komponenti. Ta suma sastojala bi se od sljedecih vektora:

T=M(q)-6+V(a,4)+G(q). (4.53)
Uz prethodno navedeni vektor momenta torzije, M je matrica komponenti inercije koja

ovisi 0 parametru ¢, a nju mnozimo sa vektorom §. V predstavlja vektor centrifugalnih
komponenti, koje direktno ovise o parametrima g i ¢. Posljednji vektor je vektor

gravitacijskih komponenti G. U poglavlju 5.2. ve¢ smo definirali jednadZbe svakog momenta
torzije posebno, a sada to mozemo sve uvrstiti u jedan vektor torzijskih momenata i njegove
pribrojnike razdvojiti u upravo definirane vektore V i G te matricu M.

Gravitacijska konstanta iz zadnjeg pribrojnika prethodne jednadzbe je zapravo smetnja
sustava. Kako smo ve¢ i ranije objasnili, nije ovo jedina smetnja kod gibanja manipulatora, jer
tu imamo jos$ 1 otpor zraka, trenje u lezajevima, razne gubitke, ali su svi oni u usporedbi s
gravitacijom vrlo zanemarivi, ¢ime smo si veoma olaksSali proracun.

Sve ove varijable prikazat ¢emo u matriénom zapisu, odnosno, vektoru stupcu. Svaki
moment torzije se sastoji od sume inercijskog, centrifugalnog i gravitacijskog ¢lana, a
razdvojit ¢emo ih radi lak§eg programiranja koda u MATLAB-u.

Prva komponenta prostora stanja je inercija, koju ¢emo prikazati u obliku matrice. Svaki

redak pripada jednom zglobu manipulatora.
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mL2 m.lL2
22+3L3+

M =
‘mLZ ml2s’ m, L2
lL1+ lLl q2+ 2 2+m3Lg+
12 4 12 0
m.L2s?(q, + 2
+m3L282q2+ 5L (qz q3)+m3L3
4 12
mZLg +m3L§_+_
0 4 12
+m;L,L;ca,
0 mL
3

4 12
+m;L,L;cq,
My

(4.54)

Druga komponenta jednadzbe (4.53) je centrifugalna komponenta, koju ¢emo prikazati u

obliku stupac vektora, sa ukupno 3 redova, od kojeg svaki pripada jednom zglobu.

M, L56h0,8% €y , 5 |
3

m,L24,d,59, ¢4, |

: 00,50, C0, +

2
_mstquss%(qz +1)_m3|-§q12 sg,cq, -

_m,L3¢fsg,cq,

1 m,L,L,6; (s0,¢0, +50;¢0, )

_ m3L§qlzsq3Cq3 _ m3L2L3q].ZSq2 Cq3 + m3L2L3q.2q3sq3

4 2 2

(4.55)

Ostaje nam zadnja komponenta, a to je utjecaj gravitacije. To ¢emo takoder prikazati kao

vektor stupac, koji ¢e imati tri reda, po jedan za svaku koordinatnu os. Unutar iste koordinatne

osi ¢emo zbrojiti komponente od svih zglobova zajedno, te dobiti ukupni vektor gravitacije.

0
_| m,L,sing,g _ msL;sing,g —mL,sing,g |
2 2
_Mm,L;sing,g
2

(4.56)

Ovako dobivene jednadZbe zapisati ¢emo u MATLAB-u i za zadane vrijednosti pocetnih

parametara napraviti ¢cemo simulaciju rada manipulatora, kako bi mogli analizirati njegove

ostale (izlazne) parametre.
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5. REZULTATI SIMULACIJA

U ovome poglavlju prikazat ¢emo rezultate simulacija koje smo napravili koristeci
prethodno izvedene jednadzbe. U odnosu na osnovne Denavit-Hartenbergove parametre, kroz
nekoliko sljedec¢ih simulacija analizirat ¢emo kinematiku i dinamiku robotskog manipulatora
RRR strukture. Izvode jednadzbi iz prethodnih poglavlja ¢emo unijeti u programski paket
MATLAB, na pocetku programskog koda zadati ¢emo pocetne vrijednosti parametara koje
pratimo, te iz toga svega izvuéi grafove koji su nam bitni za daljnju analizu ponasanja

manipulatora. Cijeli postupak najlakse je prikazati u dijagramu toka.

Zadajemo pocetnu i krajnju toCku prihvatnice, duljine i mase
¢lanova manipulatora

v

o Ty
Racunamo sve vrijednosti ajj koeficijenta i definiramo

L jednadzbu putanje prihvatnice koju unosimo u MATLAB

v

>

-

f ™
Iz jednadzbe putanje prihvatnice crtamo dijagram te putanje
\ u MATLAB-u

(Za definiranu putanju prihvatnice te zadane duljine | mase, )
iz prethodno definiranih jednadzbi raCunamo komponente
\ izvedene u modelu prostora stanja y

Te komponente unosimo u MATLAB te crtamo dijagrame )
momenata torzije zglobova manipulatora za prethodno
definirane parametre y

Analiziramo dijagrame, te odabiremo fizicke dijelove robota)
s obzirom na pogonske momente potrebne za ostvarivanje
Zeljenog gibanja prihvatnice. y

Slika 11. Dijagram toka

U prilogu su dani programski kodovi iz MATLAB-a koje smo Koristili u sljede¢im
analizama. Kod koristi pocetnu i krajnju tocku kretanja prihvatnice, koju na pocetku programa

moramo definirati. Za te tocke onda rauna parametre koeficijenata a; i definira jednadzbe
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medutocke, kroz koje onda svojim funkcijama optimira putanju kretanja tako da ta linija bude
kontinuirana i glatka. Tu putanju crtamo u dijagramu kako bi se uvijerili da je to ono gibanje
koje zelimo posti¢i, nakon Sto smo pregledali sve moguce dostupne pozicije unutar radnog
prostora robotskog manipulatora. Za tako definiranu putanju prihvatnice, potrebno je znati
pogonske momente zglobova kako bi postigli Zeljene pozicije. Koristimo identi¢ne tocke iz
njene putanje, zadajemo programu duljine i mase $tapova manipulatora, te program racuna
komponente modela prostora stanja, a to su inercijska, centrifugalna i gravitacijska
komponenta. Tako dobivene modele medusobno sumiramo kako bi dobili vektor torzijskih
momenata koji kasnije i crtamo u dijagram. Analizom dijagrama moguce je odabrati fizicke
dijelove robota koji ¢e njegovim dijelovima omogudéiti zeljenu putanju. Za pocetak ¢emo
analizirati sve moguce pozicije prihvatnice manipulatora, OviSn0O 0 njegovoj prostornoj

geometriji koju ¢emo mu zadati.

5.1. Simulacija pozicije prihvatnice

U poglavlju 2. kod izvoda direktne i inverzne kinematike vidjeli smo da je moguée pomocu
zadavanja nekih od Denavit-Hartenbergovih parametara doé¢i do pozicije prihvatnice
manipulatora u prostoru. Ovdje ¢emo za zadane duljine Stapa 2 i Stapa 3 pokusati pronaci sve
moguce pozicije manipulatora u prostoru. Svaki zglob manipulatora ima jedan stupanj slobode
gibanja, a to je rotacija. Prvi zglob rotira oko globalne osi z, dok ostala dva zgloba rotiraju oko
globalne osi x. 1z tog razloga, promatrat ¢emo ravninu y-z manipulatora i promjenu pozicije
prihvatnice unutar te ravnine, za bilo koji proizvoljno odabrani kut zakreta oko z osi, koji je

nebitan jer ne¢e mijenjati izlazne vrijednosti na nasem grafu.

Tu u obzir moramo uzeti nekoliko ograni¢enja. Iako je u teoriji moguée beskona¢no mnogo
rjeSenja, u praksi to ipak nije slucaj zbog citavog niza ogranicenja cijene, konstrukcije,
materijala, mase, okolnog prostora, atmosfere i tako dalje. Tako ¢emo uzeti da svaki zglob ima
moguc¢nost rotacije u rasponu od 90°. Postavit ¢emo parametre i provjeriti moguce pozicije
prihvatnice za njegovu maksimalnu horizontalnu i vertikalnu radnu poziciju. Uzeti ¢emo tri
razlicita pocetna parametra za duljinu §tapova 2 i 3, gdje ¢e za maksimalnu poziciju prihvatnice

u vertikalnom polozaju trebati uzeti i duljinu Stapa 1 na kraju analize.
U prilogu je dan programski kod za ovu analizu, kojeg ¢emo sada ukratko objasniti. Nakon
§to smo postavili duljine svih ¢lanova manipulatora, s naredbom linspace generirali smo

linearni prostorni vektor za svaki od tri ¢lana. Ukupno ¢emo gledati 4 razlicite pozicije za svaki

od Stapa, §to po kutu zakreta znaci da ¢emo ih postaviti u pozicije 0°, 30°, 60° i 90°. Kako bi to
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izveli, koristili smo for petlju za racunanje pozicije svih to¢aka koje su nam potrebne za crtanje

dijagrama. Zadnji dio koda je iskoriSten za crtanje dijagrama i za postavljanje svih bitnih oznaka
| parametara dijagrama. Ovisno o postavljenim pocetnim duljinama, tako ¢e se i veli¢ina okvira

po osima mijenjati naredbom axis. Koristili smo naredbu pause za ljepsi pregled dijagrama.

Prvi Stap oznaciti ¢emo crvenom bojom, drugi Stap oznacit ¢emo plavom bojom i treci Stap
oznacit ¢emo zelenom bojom. U dijagramima ¢emo prikazati tri razlicite pozicije prihvatnice
manipulatora.

U praksi je najces¢e duljina Stapa 1 najveca, pa slijedi Stap 2 kao srednji po duljini, a Stap
3 je najkrac¢i od svih Clanova manipulatora. U nasim analizama uzeti ¢emo duljinu ¢lana 1
fiksnu, a duljine ostalih ¢lanova ¢emo mijenjati i pratiti kako se to odrazava u odnosu prema
duljini prvog ¢lana na maksimalni vertikalni i horizontalni dohvat. Prvi parametri koje ¢emo
analizirati (u milimetrima) su sljedeci:

L, =250; L,=100; L,=50. (5.1)

Za pocetne parametre odabrali smo duljinu prvog Stapa jednaku za sve analize, a duljine
drugih Stapova najkrace od svih pocetnih parametara, gdje je duljina prvog Stapa nekoliko puta

vecéa od duljina ostala dva Stapa.

Pozicija prihvatnice
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Slika 12. Dijagram pozicije prihvatnice za prve podatke (1)

Slika 12. prikazuje dijagram pozicije prihvatnice manipulatora za prve zadane
parametre. Na slici vidimo maksimalni horizontalni dohvat prihvatnice za ovaj slucaj, koji

iznosi 150 milimetara ocitano po y osi.
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Pozicija prihvatnice
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Slika 13. Dijagram pozicije prihvatnice za prve podatke (2)
Slika 13. prikazuje dijagram pozicije prihvatnice manipulatora za prve zadane
parametre. Na slici vidimo jednu nasumi¢nu poziciju prihvatnice unutar radnog prostora robota.
U ovoj poziciji ruka robota nije ispruzena, ve¢ se svi kutovi zglobova razlikuju.

Pozicija prihvatnice
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Slika 14. Dijagram pozicije prihvatnice za prve podatke (3)
Slika 14. takoder prikazuje poziciju prihvatnice robota za prve zadane parametre. Na ovoj
slici vidimo maksimalni vertikalni dohvat robota za trenutno zadane parametre, koji zajedno s
prvim Stapom iznose 400 milimetara, o€itano po z osi. Primijetimo kako ova i slika 11.

prikazuju singularnost RRR robotske strukture, svaka u jednom smjeru. Na sva tri prethodna

dijagrama vidljiva je dominacija duljine prvog Stapa u odnosu na ostala dva.
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Drugu analizu provesti ¢emo za sljedece parametre, koji ¢e biti vise izjednaceni u odnosu

na prvi Stap, za razliku od prethodne analize.
L =250; L,=250; L,=250. (5.2)
U programskom kodu ¢emo promijeniti parametre da odgovaraju parametrima nabrojanim

u prethodnoj jednadzbi, te ponovno pokrenuti analizu. Prikazat ¢emo ponovno ukupno 3

dijagrama, u sli¢nim pozicijama kao i za prvu analizu, kako bi ih lakSe mogli usporediti.

Pozicija prihvatnice
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Slika 15. Dijagram pozicije prihvatnice za druge podatke (1)

Slika 15. prikazuje maksimalni horizontalni dohvat prihvatnice za podatke iz jednadzbe

(5.2), a iznosi 500 milimetara. Ova pozicija pokazuje singularnost manipulatora.

Pozicija prihvatnice
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Slika 16. Dijagram pozicije prihvatnice za druge podatke (2)
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Slika 16. pokazuje nasumi¢no odabranu poziciju manipulatora za druge podatke zadane za

analizu, koju smo dobili prilikom rotacije zglobova robota. Trenutna pozicija prihvatnice je
otprilike pri sredini radnog prostora manipulatora. Vidljiva je razlika u maksimalnim iznosima

na obje koordinatne osi u odnosu na prvu analizu.

Pozicija prihvatnice
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Slika 17. Dijagram pozicije prihvatnice za druge podatke (3)

Slika 17. prikazuje maksimalni vertikalni dohvat prihvatnice manipulatora za podatke iz
jednadzbe (5.2). Ono u ovom sluc¢aju iznosi 750 milimetara, oCitano po z osi. Kako su sva tri
Stapa dulja u odnosu na $tapove iz prve analize, to je dovelo do ve¢eg maksimalnog vertikalnog
I horizontalnog dohvata. Takoder, kako su ovdje duljine svih Stapova jednake, niti jedan Stap
nema dominaciju u kinematici, odnosno, poziciji prihvatnice u prostoru, dok je kod prve analize
bila vidljiva dominacija prvog Stapa. Koordinatne osi su u drugoj analizi imale vecu

maksimalnu vrijednost s koje smo mogli oCitavati.

Za trecu analizu ponovno ¢emo povecati duljine drugog i tre¢eg Stapa u odnosu na
prethodne analize, dok ¢emo duljinu prvog Stapa ostaviti identicnom. Podaci koje ¢emo koristiti
su sljedeci:

L, =250; L,=1000; L,=>500. (5.3)

Za ovaj primjer uzeli smo duljine drugog 1 tre¢eg Stapa osjetno dulje nego duljinu prvog
Stapa, da vidimo koliki ¢e sada biti utjecaj duljine prvog Stapa na poziciju prihvatnice

manipulatora.
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Pozicija prihvatnice
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Slika 18. Dijagram pozicije prihvatnice za trece podatke (1)

Slika 18. prikazuje maksimalni horizontalni dohvat prihvatnice manipulatora za trecu
analizu zadanih podataka. Njen iznos jednak je 1500 milimetara, o€itano po y osi. Vidljivo je
da je utjecaj duljine prvog Stapa manipulatora gotovo zanemariv kada pogledamo do kuda idu
osi koordinatnog sustava s prethodnog dijagrama.

Pozicija prihvatnice
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Slika 19. Dijagram pozicije prihvatnice za trece podatke (2)

Slika 19. prikazuje nasumic¢no odabranu poziciju prihvatnice manipulatora unutar

njegovog radnog prostora, za trec¢i skup ulaznih podataka. Kao i u primjeru prvih podataka,
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zadali smo duljinu drugog Stapa da bude duplo ve¢a nego duljina treeg Stapa, pa je i dominacija

drugog Stapa vidljiva na prethodnom dijagramu.

Pozicija prihvatnice
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Slika 20. Dijagram pozicije prihvatnice za treée podatke (3)

Slika 20. prikazuje maksimalni vertikalni dohvat za prihvatnicu manipulatora iz tree grupe
ulaznih podataka. Ona iznosi 1750 milimetara, o¢itano po z osi dijagrama. Ovaj dijagram
najbolje prikazuje kako je u ovom slucaju, radi vlastite duljine, utjecaj prvog Stapa na poziciju
manipulatora vrlo zanemariv.

Ovu analizu proveli smo za razlicite duljine Stapova, gdje smo jedino duljinu prvog Stapa
drzali identicnom. Tu smo mogli vidjeti kako §to je duljina drugih Stapova veca, to je utjecaj
prvog Stapa na ukupnu poziciju prihvatnice manipulatora sve manji. Kako je prvi $tap fiksno
postavljen vertikalno, na horizontalni dohvat on nije utjecao, ali zato je na vertikalni dohvat
prihvatnice. Zbog jednostavnije analize, ogranicili smo raspon kutova prihvatnice na 90°, da je
bilo viSe, manipulator bi mogao lakSe dohvatiti neke pozicije unutar svog radnog prostora, jer
bi imao viSe rjeSenja kako dohvatiti zeljenu poziciju. Iznimka od tog pravila su maksimalni
vertikalni i horizontalni dohvati, kada je ruka bila u potpunosti ispruzena, takozvano stanje
singularnosti, jer je tu postojalo samo jedno rjeSenje kako dohvatiti tu poziciju. Povecanjem
duljine Stapova, rastao je i maksimalni dohvat, pa je tako u tre¢oj grupi ulaznih podataka, gdje
smo imali 1 najvece duljine Stapova, maksimalni dohvat u oba smjera bio najve¢i. U praksi
zglobovi nece biti ograni¢eni na 90° rotacije, pa ¢e se moci spustiti i u pozicije nize od
prethodno prikazanih maksimalnih horizontalnih dohvata. Tu dolazimo do potencijalnog
problema, jer vidimo da Sto je bila ve¢a duljina drugog i tre¢eg Stapa, to je manipulator bio

osjetljiv na koliziju s podlogom (z=0). Za mali kut rotacije drugo zgloba prema podlozi, kod
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treCeg primjera postajala je najveca opasnost od takvog dogadaja. Vazno je zato joS jedanput
napomenuti kako se u praksi naj¢eS¢e rade manipulatori slicni onome iz prve grupe ulaznih
podataka, gdje je prvi Stap ujedno bio i Stap s najve¢om duljinom u cijelom manipulatoru, a
treci Stap je najCesSce najkraci, jer na njegovu duljinu utjecu jos i dimenzije prihvatnice, koju

ovdje nismo uzeli u obzir radi pojednostavljenja analize.

5.2. Simulacija putanje prihvatnice

U poglavlju 4.3. izvodili smo jednadzbu gibanja prihvatnice manipulatora i koristili smo

se jednadzbama u kojima smo imali niz koeficijenata oznacenih sa a; gdje su indeksi iij

jednaki brojevima 0, 1, 2 i 3. Ta jednadZba definira putanju kretanja prihvatnice za jasno
definirane tocke u trenutku kada je t =0sto je ujedno i poCetna tocka, te t =1 $to je ujedno i
zavrSna tocka kretanja prihvatnice. Za zadanu pocetnu i1 zavr$nu tocku, izracunali smo

vrijednosti svih koeficijenata a; (pomocu jednadzbi (4.50) i (4.51)!) koji su nam potrebni za

definiranje putanje i uvrstili ih u MATLAB. Programski kod koji je dan u prilogu ovog rada
crtana 3D dijagramu jasnu putanju prihvatnice, gdje program koristi ukupno 4 tocke za polinom
treeg stupnja: pocetnu, zavrS$nu, te dvije takozvane medutocke. Funkcijama unutar
programskog paketa program sam pronalazi optimalnu krivulju kretanja, a da pritom prode kroz
sve 4 tocke 1 da ta krivulja bude glatka i kontinuirana, bez potreba za naglim trzajima, §to smo
1 htjeli izbjeci.

U prethodnoj analizi smo radi jednostavnosti analize podijelili gibanje manipulatora samo
unutar y-z ravnine, ali kada gledamo gibanje cijelog manipulatora u prostoru, on prati neku
trajektoriju u prostoru, koje nazivamo putanja. Za ista ograniCenja zglobova iz prethodne
analize, provjerit ¢emo putanju izmedu pozicije singularnosti vertikalnog dohvata i pozicije
singularnosti horizontalnog dohvata. Kako smo u prosloj analizi imali dominacije nekih Stapova
U prvoj i tre¢oj grupi ulaznih podataka, uzet ¢cemo drugu grupu ulaznih podataka radi jednakosti
utjecaja Stapova na kinematiku manipulatora. Prema tome, duljina svih Stapova bit ¢e jednaka

250 milimetara, a redoslijed boja crvena, plava, zelena ¢e takoder ostati isti.

K ako bi precizno pratili po kojoj ¢e se putanji kretati prihvatnica manipulatora, koristit
¢emo for petlju u kojoj ¢emo za konaéni broj pozicija izmedu pocetne i zavrsne oznaciti s
oznakom x. Optimiranjem petlje, probali smo posti¢i da ne bude premalo tocaka, jer tada

mozda ne bi bila jasna to¢na putanja prihvatnice manipulatora, ali da ne bude niti previse
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toCaka, jer bi to moglo narusiti preglednost dijagrama. Odlucili smo se na 70 tocki izmedu

vertikalnog i horizontalnog maksimalnog dohvata prihvatnice.
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Slika 21. Dijagram putanje prihvatnice

U programskom kodu definirali smo par tocki kroz koje bi prihvatnica trebala pro¢i, pa
program sam pronalazi optimalnu putanju izmedu pocetne i zavrsne toc¢ke koju smo zamislili.
Slika 21. prikazuje prihvatnicu manipulatora u poziciji singularnosti maksimalnog
horizontalnog dohvata, koja je ujedno i zavr§na pozicija putanje koju smo pratili. Malim
oznakama x oznacena je to¢na trajektorija kojom se prihvatnica kretala, pa smo ju prikazali iz

dva razlic¢ita kuta gledanja, da se dobije bolji dojam o gibanju prihvatnice kroz prostor.

U kodu nakon pocetnog postavljanja parametara dijagrama, radi njegove bolje vidljivosti i
kvalitete, zadali smo koordinate to¢aka prihvatnice manipulatora. Tocke smo zatim povezali

linijama kretanja, te ponovno for petljom crtali 70 razlicitih pozicija izmedu pocetne i zavrsne

tocke. Radi jednostavnosti programskog koda, koristili smo nekoliko pomo¢nih funkcija, gdje
smo racunali nove koordinate pozicije i sve ih povezali u vektor. Pri raCunanju imali smo
pomoé¢ne funkcije za raCunanje matrica rotacija oko dvije razli¢ite koordinatne osi.
Mijenjanjem tocaka u kodu, te promjenom Denavit-Hartenbergovih parametara u pomo¢noj
funkciji, mozemo promijeniti Zeljenu duljinu Stapova, trajektoriju gibanja prihvatnice, te
pocetnu i krajnju tocku gibanja. Ako zelimo da se trajektorija vidi gusée ili rjede, s nekim

drugim oznakama, mozemo promijeniti parametre postavljene for petlje.

5.3. Simulacija momenata torzije zglobova

Iz poglavlja u kojem smo izveli jednadzbe dinamike manipulatora, napravili smo
programski kod u MATLAB-u kako bi analizirali iznose momenata torzije zglobova

manipulatora. Kao ulazne parametre potrebno je postaviti iznose mase i duljine sva tri Stapa,
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jer smo kod raunanja matrica koristili sve tri varijable iz modela prostora stanja. Ovu analizu

provesti ¢emo na dva razli¢ita na¢ina. Prvi nacin bit ¢e da koristimo ulazne grupe parametara
iz prve analize, gdje ¢emo duljinu i masu prvog Stapa drzati istom u sve tri simulacije, a
parametre ostala dva Stapa ¢emo postupno povecavati i pratit cemo kretanje momenta torzije
prvog Clana u odnosu na ostala dva kako se parametri redom mijenjaju. Zatim ¢emo napraviti
novu analizu gdje ¢emo drzati jednaku duljinu i masu svih Stapova, ali ih redom povecavati i
vidjeti ho¢emo li dobiti neke ocekivane dijagrame, ovisno o tome koliko pove¢amo parametre
mase 1 duljine pripadajucih ¢lanova manipulatora. Da ponovimo, pocetni parametri analize bit
¢e sljedeci:
L =250 mm; L,=100 mm; L, =50 mm;

(5.4)
m, =10 kg; m, =4 kg; m, =2 kg.

Na horizontalnoj osi dijagrama nalazit ¢e se vrijeme u sekundama, a na vertikalnoj osi bit
¢e moment torzije u Nm. Ovisno o redu veli¢ine rezultata analize, tako ¢e se i brojCane
vrijednosti na vertikalnoj osi prilagodavati, dok ¢e vrijeme uzorkovanja svake analize biti ravno

jedna sekunda.
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Slika 22. Dijagram momenata zglobova (1)

Dijagram sa slike 22. prikazuje vrijednost momenta torzije sva tri zgloba u ovisnosti o

vremenu. Vidimo da jedino vrijednost momenta torzije prvog zgloba pada s vremenom, dok
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ostala dva rastu. Vazno je napomenuti kako se ovi momenti torzije odnose na trajektoriju

definiranu iz prethodne analize. Kako smo dobili i u izvedenim jednadzbama, mase drugog i
treceg Clana utjecu na prvi zglob, dok na drugi zglob utjece i masa trec¢eg ¢lana. Kako na zglob
treCeg Clana utjeCe samo njegova masa, ovisnost vrijednosti momenta torzije o vremenu je
linearna, te ima jednaku vrijednost na pocetku i na kraju perioda analize. Vrijednost se krece
izmedu +0.5-10° Nm, ovisno o tome je li potrebno pokrenuti ili zaustaviti gibanje zgloba.
Najvecu vrijednost momentna na cijelom dijagramu ima drugi zglob pri zaustavljanju, a on

iznosi otprilike 2-10° Nm, §to je ¢ak &etiri puta vise nego $to mu je potrebno da se pokrene.

Parametri sljedece analize jednaki su ulaznim parametrima druge grupe iz prve analize, a
njima ¢emo prilagoditi pripadajuc¢e mase ¢lanova manipulatora.

L =250 mm; L,=250mm; L;=250 mm,

(5.5)
m, =10 Kkg; m, =10 kg; m, =10 kg.

Druga grupa ulaznih parametara imala je sve duljine Stapova jednake, pa smo prema tome
izjednacili 1 vrijednosti masa pojedinih ¢lanova, te unijeli vrijednosti u programski kod.
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Slika 23. Dijagram momenata zglobova (2)
Slika 23. prikazuje dijagram momenata zglobova za drugu analizu, gdje smo povecali
duljine i mase drugog i tre¢eg ¢lana, tako da njihove vrijednosti odgovaraju vrijednostima prvog

¢lana. Vidimo da je moment prvog zgloba u ovisnosti o vremenu ostao gotovo nepromijenjen,
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dok kod ostala dva ¢lana imamo promjene. Treci zglob zadrzao je sliéno ponaSanje kao u

prethodnoj analizi, ali su se minimalna i maksimalna vrijednost povecale, pa je raspon momenta
torzije za taj zglob sada oko +6-10° Nm. Maksimalna vrijednost na ovom dijagramu je poéetna
vrijednost momenta torzije drugog zgloba koja iznosi 9-10° Nm.

Zadnje ulazne vrijednosti ove analize uzeti ¢emo iste duljine Stapova kao i iz prve analize,
gdje su drugi i treci Stap bili dulji od prvog. Prema tome ¢emo i mase ¢lanova promijeniti da
pripadaju povecanju duljine pojedinih ¢lanova. Ti parametri su sljede¢i:

L, =250 mm; L, =1000 mm; L, =500 mm;

(5.6)
m, =10 Kkg; m, =40 kg; m, = 20 kg.

U ovoj analizi je prvi Stap najmanje duljine, ali i najlaksi od svih ¢lanova. Vrijednosti smo

unijeli u programski kod kako bi dobili sljedeci dijagram.
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Slika 24. Dijagram momenata zglobova (3)
Slika 24. prikazuje momente zglobova za tre¢u grupu ulaznih parametara koje smo

analizirali. Moment torzije prvog zgloba i ovdje ostaje nepromijenjen u odnosu na prethodne

dijagrame. Maksimalna vrijednost ovog dijagrama postigla se za krajnji moment drugog zgloba

i iznosi oko 2-10° Nm. Kretanje vrijednosti momenta torzije tre¢eg zglobe je i ovdje linearno,

samo s puno manjim nagibom u odnosu na prethodni dijagram, gdje su mase svih ¢lanova bile
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jednake, a ovdje je masa drugog ¢lana duplo veca u odnosu na masu tre¢eg ¢lana. Vrijednost

mu se kreée izmedu +0.5-10° Nm. Usporedimo li graf prve analize s ovim, gdje je isto razlika
masa izmedu Clanova bila dupla, vidimo da im startni moment torzije krece iz gotovo pa

identi¢ne tocke na dijagramu.

Sada ¢emo za analizu staviti duljine i mase svih ¢lanova jednake, kao u drugoj grupi ulaznih
parametara, samo za razliku od njih postupno ¢emo povecati vrijednosti. Koristit ¢emo dvije
razliCite grupe ulaznih parametara i pratit ¢emo ho¢emo li dobiti ocekivano linearno povecanje
svih vrijednosti na dijagramu. Prva grupa ulaznih vrijednosti parametara s jednakim duljinama
I masama je sljedeca:

L, =500 mm; L,=500mm; L, =500 mm; 57)
m, =20 kg; m, =20 Kg; m, = 20 Kkg.
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Slika 25. Dijagram momenata zglobova (4)

Slika 25. prikazuje kretanje vrijednosti momenata torzije zglobova manipulatora u
ovisnosti o vremenu. Ulazni parametri duljina Stapova i masa ¢lanova medusobno su jednaki,
pa dijagram sa slike 25. usporedujemo s onim sa slike 23. U odnosu na taj dijagram, sve smo
vrijednosti doslovno poduplali, i dobili smo identi¢ne linije na dijagramu, s drugacijim

vrijednostima momenata. Moment torzije tre¢eg zgloba s vremenom i ovdje linearno raste, a

vrijednost mu se kre¢e izmedu +5-10° Nm. Na slici 23. maksimalan moment na dijagramu bio
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je po¢etni moment torzije drugog zgloba koji je iznosio 9-10° Nm, dok je ovdije vrijednost za

duplo vecée pocetne vrijednosti jednaka 7-10° Nm. U odnosu na dijagrame iz prethodnih
analiza, moment torzije prvog zgloba ovdje je zadrzao svoje ponasanje u ovisnosti o vremenu,

s blago padaju¢im trendom, ali na ovom dijagramu uz osjetno manje oscilacije.

U zadnjoj grupi ulaznih parametara takoder ¢emo zadrzati jednake duljine i mase ¢lanova,
ali ih ne¢emo linearno povecati. U prethodnom dijagramu vidjeli smo da linearnim povecanjem
parametara, njihovo ponaSanje u ovisnosti o vremenu ostaje isto, pa ¢emo sada provjeriti
mijenja li se njihovo ponasanje ako ne pove¢amo linearno njihove ulazne parametre. Duljine i
mase ¢lanova za ovu analizu bit ¢e jednake sljedec¢em:

L, =1000 mm; L, =1000 mm; L, =1000 mm;

(5.8)
m, =30 Kg; m, =30 Kkg; m, =30 kg.

5 X108 T T T T T T T T T
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Vrijeme [s]

Slika 26. Dijagram momenata zglobova (5)

Slika 26. prikazuje dijagram momenata zglobova za petu grupu ulaznih podataka koje smo
analizirali. Usporedimo li ovaj dijagram s dijagramom sa slike 23. vidljivo je da je ponaSanje
momenata torzije s vremenom ostalo isto, samo su se ponovno vrijednosti promijenile. Cak su
linije zadrzale svoj nagib, pa je primjerice moment torzije tre¢eg zgloba zadrZzao identi¢ni nagib,

uz razli¢itu vrijednost momenta torzije.
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MozZzemo zakljuciti da ¢e ponasSanje promjene momenata torzije zglobova u odnosu o

vremenu ostati identi¢ne, ako zadrzimo jednake duljine Stapova te mase ¢lanova manipulatora,
neovisno o tome kako mijenjali te parametre (povecavali ili smanjivali ih linearno ili
nelinearno!). Jedina promjena ponaSanja vrijednosti momenata torzije dogada se ako
promijenimo duljine i mase ¢lanova da ne budu medusobno jednake. Tada mozemo utjecati na
nagibe linija na grafovima, apsolutne vrijednosti momenata, kao i o tome hoce 1li moment biti
pozitivan ili negativan na pocetku ili kraju perioda analiziranja, koji je ovdje bio jednak jednu
sekundu. Primijetili smo 1 da kada povecamo ulazne parametre za analizu s nekim
koeficijentom, primjerice s 2, da se izlazni parametri mijenjaju, ali ne u vrijednosti tog
koeficijenta kojeg smo primijenili na ulazne. Kako smo koristili program za racunalnu
simulaciju, mogli smo ubaciti bilo koje vrijednosti, od beskonacno malih, do beskona¢no
velikih, ali to ne bi imalo smisla jer takvi manipulatori u praksi nisu moguci za izraditi. Za
realne vrijednosti ulaznih parametara koje smo Kkoristili, vidjeli smo da je bitan i njihov
medusobni odnos. Ovisno o tom odnosu parametara ¢lanova manipulatora, vrijednosti

momenta torzije nekog ¢lana imale su manje oscilacije u ovisnosti o vremenu.
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6. ZAKLJUCAK

RRR struktura robota za istu poziciju i orijentaciju robota unutar njegovog radnog prostora
nudi dva ili viSe moguca rjeSenja kako ih postic¢i. Iznimka od tog pravila su vanjske granice
radnog prostora manipulatora, gdje on te radne to¢ke moze posti¢i samo u stanju singularnosti,
odnosno, ispruzene ruke. Laki dohvat pozicija unutar radnog prostora omogucuju mu tri
rotacijska zgloba od kojih se sastoji, po ¢emu ta struktura i nosi ime. Nakon izvoda jednadzbi
kinematike i dinamike robota, specificno za ovu strukturu, krajnje jednadzbe unijeli smo u
programski paket MATLAB gdje smo radili analize ponaSanja ovog manipulatora. Pratili smo
poziciju njegove prihvatnice u prostoru, to¢nu putanju kojom se kre¢e kako bi dohvatio tu
poziciju, te iznose momenata torzije svih zglobova u ovisnosti o trajanju kretanja. Sve to je u
radu prikazano dijagramima, c¢ijim pregledom izbor potencijalnih motora postaje puno

jednostavniji.

Vidjeli smo da se postavljanjem Denavit-Hartenbergovih parametara moze precizno
definirati pozicija i orijentacija prihvatnice u prostoru. Promjenom tih parametara, pratili smo i
promjenu pozicije prihvatnice. Vidjeli smo da je pozicija singularnosti manipulatora
potencijalni problem strukture zbog opasnosti od kolizije s okolinom. Pazljivim optimiranjem
parametara ¢lanova robota mozemo direktno utjecati na vrijednosti momenata torzije, koji
mogu biti manji ili ve¢i, ovisno o nasim potrebama. Tim postupkom moZemo ustedjeti na izradi

robota, napraviti ga uc¢inkovitijim za radne zadatke uz manje gubitke.

U prilogu su dani programski kodovi iz MATLAB-a koje smo koristili u sljede¢im
analizama. Kod Koristi pocetnu i krajnju toc¢ku kretanja prihvatnice, koju na pocetku programa

moramo definirati. Za te tocke onda racuna parametre koeficijenata a; i definira jednadzbe

putanje prihvatnice u prostoru. Osim pocetne i krajnje tocke, program Kkoristi jo§ i dvije
medutocCke, kroz koje onda svojim funkcijama optimira putanju kretanja tako da ta linija bude
kontinuirana i glatka. Tu putanju crtamo u dijagramu kako bi se uvijerili da je to ono gibanje
koje zelimo postic¢i, nakon §to smo pregledali sve moguce dostupne pozicije unutar radnog
prostora robotskog manipulatora. Za tako definiranu putanju prihvatnice, potrebno je znati
pogonske momente zglobova kako bi postigli Zzeljene pozicije. Koristimo identi¢ne tocke iz
njene putanje, zadajemo programu duljine 1 mase Stapova manipulatora, te program racuna
komponente modela prostora stanja, a to su inercijska, centrifugalna i gravitacijska

komponenta. Tako dobivene modele medusobno sumiramo kako bi dobili vektor torzijskih

Fakultet strojarstva i brodogradnje 61



Dominik Filipci¢ Diplomski rad

momenata koji kasnije i crtamo u dijagram. Analizom dijagrama moguce je odabrati fizicke

dijelove robota koji ¢e njegovim dijelovima omoguciti Zeljenu putanju.
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PRILOZI
l. CD-R disc
1. Prilogl

I1l.  Prilog Il
IV. Prilogll
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PRILOG I.

Programski kod ,,simulacija pozicije prihvatnice*
clc;
close all;

clear all;

% Duljine Stapova
L1=250;
L2=1000;
L3=500;

% Generiranje linearnih prostornih vektora
gl=linspace(0,90,4);
g2=linspace(0,90,4);
g3=linspace(0,90,4);

brojac=1;

% Program
for j = 1:length(g2);
Q2=02(j);
for k = 1:length(g3);
Q3=q3(K);

% Pocetna tocka
x0=0;

y0=0;

% Tocka 1

x1=0;

yl=L1,;

% Tocka 2
x2=x1+L2*cosd(Q2);
y2=y1+L2*sind(Q2);
% Tocka 3
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x3=x2+L3*cosd(Q3);

y3=y2+L3*sind(Q3);

% Dijagram
plot([x0 x1],[y0 y1],r',[x1 x2],[y1 y2],'b',[x2 x3],[y2 y3],'9',' Linewidth",4);
xlabel('Y-0s"), ylabel('Z-0s"), title('Pozicija prihvatnice’)
axis([-L2*0.5 (L1+L2+L3)*1.1 -L2*0.5 (L1+L2+L3)*1.1]);
grid;
pause(0.5);
M (brojac)=getframe(gcf);
brojac=brojac+1,
end

end
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PRILOG II.

Programski kod ,,simulacija putanje prihvatnice*

clc;
clear all;

close all;

% Postavljanje parametara dijagrama

figure;

h = plot3(0,0,0);

p = get(h,'Parent’);
xlim(p,' manual’);
xlim(p,[-300 600]);
ylim(p, manual’);
ylim(p,[-300 600]);
zlim(p, manual’);
zlim(p,[-300 600]);
axis vis3d;

grid on;

%Tocka 1
tockal.x =0;
tockal.y = 0;
tockal.z = -250;

% Tocka 2
tocka2.x = 0;
tocka2.y = 0;
tocka2.z = 250;

% Tocka 3
tocka3.x = 0;
tocka3.y = 0;
tocka3.z = 250;
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%Tocka 4

tockad.x = 250;
tockad.y = 250;
tockad.z = 250;

% Linije kretanja izmedu toc¢aka

I=line([tockal.x, tocka2.x],[tockal.y,tocka2.y],[tockal.z,tocka2.z],'Color','r','LineWidth',4);

11 = line([tocka2.x,
tocka3.x],[tocka2.y,tocka3.y],[tocka2.z,tocka3.z],'Color','b','LineWidth',4);

12 = line([tocka3.x,
tockad.x],[tocka3.y,tocka4.y],[tocka3.z,tockad.z],'Color','g’,'LineWidth',4);

pause(0.5);

g2 = 30;

3 =0;

% For petlja za crtanje dijagrama

for g1 =70:-1:0
[tocka2,tocka3,tockad] = IzDenavitHartenbergaiq(ql,91,ql);
set(l,'ZData’,[tockal.z,tocka2.z],"Y Data',[tockal.y,tocka2.y], X Data',[tockal.x,tocka2.x]);
set(l1,'’ZData’,[tocka2.z,tocka3.z],"Y Data',[tocka2.y,tocka3.y], XData',[tocka2.x,tocka3.x]);
set(12,'ZData’,[tocka3.z,tockad.z],"Y Data',[tocka3.y,tockad.y], XData',[tocka3.x,tocka4.x]);
hold on;
plot3(tocka4.x,tocka4.y,tocka4.z,'xk");
xlabel("X-o0s"),ylabel("Y-0s"),zlabel('Z-0s");
pause(0.05);

end

% Pomoc¢na funkcija 1
function [tocka2,tocka3,tocka4] = IzDenavitHartenbergaiq(ql,92,93)
% Denavit Hartenbergovi parametri
s1 =10;0;0];
s2 = [250;0;0];
s3 = [250;0;0];
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alphal = 90;
alpha2 = 0;
alpha3 = 0;

% Vektor pozicija

tockaA = izraziUizq(ql)*izraziVizAlpha(alphal)*sl + [0;0;1];

tockaB = izraziUizq(ql)*izraziVizAlpha(alphal)*izraziUizq(g2)*izraziVizAlpha(alpha2)*s2
+ tockaA;

tockaC =
izraziUizq(gl)*izraziVizAlpha(alphal)*izraziUizq(q2)*izraziVizAlpha(alpha2)*izraziUizq(q
3)*izraziVizAlpha(alpha3)*s3 + tockaB;

% Koordinate pozicija po tockama

tocka2.x = tockaA(1); tocka2.y = tockaA(2); tocka2.z = tockaA(3);
tocka3.x = tockaB(1); tocka3.y = tockaB(2); tocka3.z = tockaB(3);
tockad.x = tockaC(1); tockad.y = tockaC(2); tocka4.z = tockaC(3);

end

% Pomoc¢na funkcija 2
function U = izraziUizq(q)
U = [cosd(q), -sind(q), 0; sind(q), cosd(q), 0; 0, 0, 1];
end

% Pomoc¢na funkcija 2
function V = izraziVizAlpha(alpha)
V =[1,0,0;0, cosd(alpha), -sind(alpha); 0, sind(alpha), cosd(alpha)];

end
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PRILOG lIlII.

Programski kod ,,simulacija momenata torzije zglobova*
clc;
clear all;

close all;

format short

% Pocetne mase 1 duljine Stapova
M1=20;

M2=20;

M3=20;

L1=2000;

L2=2000;

L.3=2000;

% Pocetna pozicija
g10=0;
g20=0;
q30=0;

% DH parametri i matrica transformacije prvog zgloba

0=910;d=0;a=0;alpha=0;

TO01=[cos(q) -sin(q) 0 a;sin(q)*cos(alpha) cos(q)*cos(alpha) -sin(alpha) -
sin(alpha)*d;sin(q)*sin(alpha) cos(q)*sin(alpha) cos(alpha) cos(alpha)*d;0 0 0 1];

% Drugi zglob

0=020+(pi/2);d=L1;a=0;alpha=pi/2;

T12=[cos(q) -sin(q) 0 a;sin(q)*cos(alpha) cos(q)*cos(alpha) -sin(alpha) -
sin(alpha)*d;sin(qg)*sin(alpha) cos(q)*sin(alpha) cos(alpha) cos(alpha)*d;0 0 0 1];

% Treci zglob
0=q30;d=0;a=L2;alpha=0;
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T23=[cos(q) -sin(qg) 0 a;sin(q)*cos(alpha) cos(g)*cos(alpha) -sin(alpha) -
sin(alpha)*d;sin(qg)*sin(alpha) cos(q)*sin(alpha) cos(alpha) cos(alpha)*d;0 0 0 1];

0=0;d=0;a=L3;alpha=0;

T34=[cos(q) -sin(q) 0 a;sin(q)*cos(alpha) cos(g)*cos(alpha) -sin(alpha) -
sin(alpha)*d;sin(q)*sin(alpha) cos(q)*sin(alpha) cos(alpha) cos(alpha)*d;0 0 0 1];

% U odnosu na ishodiste
T02=T01*T12;
T03=T01*T12*T23;
T04=T01*T12*T23*T34;

% Moment torzije svakog koord. sustava
axis([-2 3-2 3 -2 3));
Ax1=[T01(1,4),T02(1,4)];
Ayl =[T01(2,4),T02(2,4)];
Az1 =[T01(3,4),T02(3,4)];
Ax2 =[T02(1,4),T03(1,4)];
Ay2 =[T02(2,4),T03(2,4)];
Az2 =[T02(3,4),T03(3,4)];
Ax3 =[T03(1,4),T04(1,4)];
Ay3 =[T03(2,4),T04(2,4)];
Az3 =[T03(3,4),T04(3,4)];
Ax4 =[-.1,1];

Ay4=[0,0];

Az4=10,0];

pl = line(Ax1,Ay1l,Az1, 'LineWidth',[3],'Color','k’);
p2 = line(Ax2,Ay2,Az2,'LineWidth',[3],'Color','M");
p3 = line(Ax3,Ay3,Az3,'LineWidth',[3],'Color','R");
p4 = line(Ax4,Ay4,Az4,'LineWidth',[12],'Color','BY);

drawnow

% Racunanje diferencijalnih jednadzbi
n=1,
0=9.81;
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for t=0:.01:1
01=0.7854+(0.332*t"2)-(0.2213*t"3);
02=3.1416-(14.1372*(t"2))+(9.4248*t"3);
03=2.5102-(1.8867*t"2)+(1.2578*(t"3));

dq1=(0.664*t)-(0.6639*(t"2));
ddg1=-1.3278*t+0.664;
d2=(-28.2744*t)+(28.2744*(t"2));
ddq2=-28.2744+(56.5488*t);
dg3=-3.7734*t+(3.7734*(t"2));
ddq3=-3.7734+(7.5468*t);

% Zglob 1

g=q1;d=0;a=0;alpha=0;

TO01=[cos(q) -sin(qg) 0 a;sin(q)*cos(alpha) cos(q)*cos(alpha) -sin(alpha) -
sin(alpha)*d;sin(q)*sin(alpha) cos(q)*sin(alpha) cos(alpha) cos(alpha)*d;0 0 0 1];

% Zglob 2

g=02+(pi/2);d=L1;a=0;alpha=pi/2;

T12=[cos(q) -sin(qg) 0 a;sin(q)*cos(alpha) cos(g)*cos(alpha) -sin(alpha) -
sin(alpha)*d;sin(q)*sin(alpha) cos(q)*sin(alpha) cos(alpha) cos(alpha)*d;0 0 0 1];

% Zglob 3

0=03;d=0;a=L2;alpha=0;

T23=[cos(q) -sin(qg) 0 a;sin(q)*cos(alpha) cos(q)*cos(alpha) -sin(alpha) -
sin(alpha)*d;sin(q)*sin(alpha) cos(q)*sin(alpha) cos(alpha) cos(alpha)*d;0 0 0 1];
0=0;d=0;a=L3;alpha=0;

T34=[cos(q) -sin(q) 0 a;sin(g)*cos(alpha) cos(q)*cos(alpha) -sin(alpha) -
sin(alpha)*d;sin(qg)*sin(alpha) cos(q)*sin(alpha) cos(alpha) cos(alpha)*d;0 0 0 1];

% U odnosu na ishodiste
T02=T01*T12;
T03=T01*T12*T23;
T04=T01*T12*T23*T34;
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% Moment torzije svakog koord. sustava
Ax1=[T01(1,4),T02(1,4)];
Ayl =[T01(2,4),T02(2,4)];
Azl =[T01(3,4),T02(3,4)];
Ax2 =[T02(1,4),T03(1,4)];
Ay2 =[T02(2,4),T03(2,4)];
Az2 =[T02(3,4),T03(3,4)];
Ax3 = [T03(1,4),T04(1,4)];
Ay3 =[T03(2,4),T04(2,4)];
Az3 =[T03(3,4),T04(3,4)];
Ax4 =[-.1,1];

Ay4=[0,0];

Az4=10,0];

% Postavljanje varijabli po osima
set(pl,' X', Ax1, "Y' Ayl,'Z' Az1)
set(p2,' X', Ax2, "Y', Ay2,'7' Az2)
set(p3,'X', Ax3, 'Y',Ay3,'Z'Az3)
set(p4, X', Ax4, "Y' ,Ay4,'Z' | Az4)

% Varijable prostora stanja
M=[(M1*L172)/12+(M2*L2"2*sin(q2)*sin(q2))/4+(M2*L2"2)/12+(M3*L2"2)+(M3*L2*sin
(92)*sin(g2))+(M3*L3"2*(sin(q2+q3))"2)+(M3*L3"2)/12 0 0;0
(M2*L.2"2)/4+(M3*L2*L3*cos(q3))+(M3*L3"2)/12
(M3*L2*L3*cos(q3))/2+(M3*L3"2)/12;0 (M3*L3"2)/3 (M3*L3"2)/3];
V=[(M2*L272*sin(g2)*cos(q2)*dgl*dqg2)/2+(2*M3*L2*sin(q2)*cos(q2)*dgl*dg2)+(M3*L
3"2*sin(q2+9g3)*cos(q2+93)*dql*(dgl+dg2))/2;(-M3*L2*L3*sin(g3)*dg3*dg2)-
(M3*L2*L3*sin(q3)*(dg3)"2)/2-(M3*L2"2*sin(g2)*cos(q2)*(dql1"2))-
(M3*L3"2*sin(g2+g3)*cos(q2+g3)*(dql"2))/4-
(M3*L2*L3*dg172*((cos(q2)*sin(g2+qg3)+(sin(g2)*cos(q2+93)))));(-
M3*L3"2*sin(q2+qg3)*cos(g2+g3)*(dgl”"2))/4-
(M3*L2*L3*sin(q2)*cos(q2+q3)*(dq1”2))/2+(M3*L2*L3*sin(q3)*dgl*(dg2+dg3))/2];
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G=[0;(-M2*L2*sin(q2)*g)/2-(M3*L3*sin(q2+g3)*g)/2-(M3*L2*sin(q2)*q);(-
M3*L3*sin(q2+q3)*q)/2];
T=M*[ddql;ddg2;ddg3]+V+G;

% Torzija po zglobovima
Al(n,1)=t;
A2(n,1)=T(1,1);
A3(n,1)=T(2,1);
A4(n,1)=T(3,1);
drawnow

n=n+1;

end

% Crtanje dijagrama

hold on

figure

plot(A1(:,1),A2(:,1),r")

hold on
plot(A1(:,1),A3(:,1),'’k)

hold on
plot(A1(:,1),A4(:,1),'b")
xlabel("Vrijeme [s])
ylabel('Moment torzije [N/m]’)
legend('Zglob 1','Zglob 2','Zglob 3");
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