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Sa�zetak

U ovome radu zadatak je odrediti i usporediti toplinske otpore same smjese toplinski

vodljive (termalne) paste i odredenih dodanih uklju�cina. Odredivanje i usporedba samih

otpora razli�citih materijala (same paste i dodanih uklju�cina) dobit �ce se pomo�cu simula-

cija nestacionarnih 2D temperaturnih polja samih smjesa. Sam rje�sava�c diskretiziranih

parcijalnih diferencijalnih jednad�zbi po�civat �ce na metodi kona�cnih volumena. U radu

nije kori�sten komercijalni program. Umjesto toga napravljen je Python kod koji rje�sava

algebarski sustav diskretiziranih jednad�zbi. Rje�senje samog (diskretiziranog) sustava

algebarskih jednad�zbi dat �ce podatke o temperaturama sredi�snjih �cvorova kona�cnih vo-

lumena. U radu �ce biti usporedene kombinacije razli�citih materijala, dimenzija te rubnih

uvjeta.

Klju�cne rije�ci: nestacionarana kondukcija, toplinska provodnost, metoda kona�cnih

volumena, toplinski otpor
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Summary

In this paper, the task is to determine and compare the thermal resistances of the

mixture of thermally conductive (thermal) paste and certain added inclusions. Deter-

mination and comparison of the self-resistances of di�erent materials (pastes themselves

and added inclusions) will be obtained by simulating non-stationary 2D temperature

�elds of the mixtures themselves. The solution of discretized partial di�erential equati-

ons will be based on the �nite volumes method. In this thesis there wasn't any use of

commercial program that solves an algebraic system of discretized equations. Instead

a Python code was made which serves the purpose. The solution of the (discretized)

system of algebraic equations will give data on the temperatures of the central nodes of

�nite volumes. The paper will compare combinations of di�erent materials, dimensions

and boundary conditions..

Keywords: nonstationary conduction, thermal conductivity, �nite volumes method,

thermal resistance
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1 Uvod

1.1. Termalne paste

Svaki metal ima svojstvo vodenja elektrona (tzv. elektri�cna vodljivost). Tvari koje

imaju visok iznos elektri�cne vodljivosti nazivamo elektri�cnim vodi�cima dok, suprotno

tome, materijali koji imaju nizak iznos elektri�cne vodljivosti nazivamo elektri�cnim iz-

olatorima. Analogno tome, materijali imaju svojstvo toplinske vodljivosti. Zrak je

dielektrik. On, kao i svaki plin, slabo provodi toplinu. S obzirom da razvojem elektro-

nike dolazi do izuma novih komponenata, raste i sama potreba za njihovim hladenjem.

U samome se procesoru ra�cunala tijekom aktivnog ra�cunanja razvijaju gubitci koji se

manifestiraju kroz toplinski tok koji zagrijava samu jedinicu. Toplinu iz procesora pre-

uzima metalni poklopac. Toplina se zatim prenosi na hladnjak pomo�cu kojeg prelazi

u sam okoli�s [7]. Kako bi se pove�cao intenzitet odvodenja topline, obi�cno se koriste

ventilatori za upuhivanje ili usisavanje hladnog zraka u hladnjak. Hladnjak je �cesto ore-

bren zbog lo�seg koe�cijenta konvektivnog prijenosa topline na strani zraka. S obzirom

da svaka povr�sina nije idealno glatka, ve�c na njoj postoje neravnine gdje hrapavost,

naravno, ovisi o kvaliteti obrade povr�sine, dodir same dvije povr�sine nije idealan ve�c

postoje mjesta izmedu povr�sina ispunjena zrakom. �Sto je ta povr�sina poklopca �cipa i

hladnjaka manje ujedna�cena, to je ve�ci zra�cni jastuk izmedu njih a time i lo�siji prijenos

topline odnosno pove�cava se tzv. toplinski otpor prijenosu topline.

Za uklanjanje zra�cnog jastuka izmedu procesora i hladnjaka potrebna je toplinska

pasta. U pravilu ne bi trebala biti elektri�cni vodi�c, no postoje termalne paste sa

izra�zenom elektri�cnom vodljivo�s�cu (tzv.
"
teku�ci metal\) ili termalne paste s dodat-

kom metalnih �cestica. Za razliku od toplinskog ljepila, svrha termalne paste ne le�zi
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u pove�canju �cvrsto�ce spoja hladnjaka i procesora. Od termalne paste obi�cno se mora

znati nekoliko osnovnih kemijskih karakteristika poput testa elektri�cne vodljivosti, testa

otrovnosti bez kojeg mo�ze do�ci do o�ste�cenja ljudske ko�ze ili o�ste�cenja same povr�sine

na koju se pasta nanosi te testa kvalitete samog materijala. Primjer premaza same

toplinske paste na procesor nalazi se na slici 1.1.

Slika 1.1: Primjer nano�senja toplinske paste na procesor [1]

Uz navedene kemijske karakteristike, potrebno je obratiti pozornost na samu viskoz-

nost i gusto�cu termalne paste. Naime, te karakteristike pokazuju koliki je kapacitet

vezanja samih �cestica te kolika je masa same paste. Pasta ne smije biti pretanka jer

�ce tada postat poput vode ili teku�ceg metala. Kada je rije�c o odabiru termalne paste,

njene osnovne karakteristike trebale bi biti sljede�ce:

ˆ Dobra toplinska provodnost�

ˆ Dovoljno velik vijek trajanja kako se pasta ne bi stvrdnula odmah kad bi se nanijela

te time izgubila svoju primarnu svrhu

ˆ Otpornost visokim temperaturama (sprje�cavanje potencijalnog isparavanja paste)
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ˆ Niski iznos linearnih i volumnih koe�cijenata toplinske dilatacije radi prevencije

potencijalnog naprezanja izmedu komponenti

Sastav termalne paste o�cituje se sljede�cim elementima:

ˆ Teku�ca matrica (mogu�cnost polimerizacije): to je baza paste, �sto je �cini teku�com

tvari (takvi se gelovi naj�ce�s�ce temelje na silikonima, akrilatima te epoksidnim

smolama)

ˆ Uklju�cine: �cine 70 - 80 % termalne paste. Naj�ce�s�ce su na bazi cinkovog oksida,

borovog nitrida ili aluminija [8]

1.2. Ra�cunalne simulacije

S obzirom da se ve�cina in�zenjerskih problema ne mo�ze rije�siti kori�stenjem jednad�zbi

dobivenih analiti�ckim izvodima kod kojeg bi rje�senje bilo egzaktne prirode jer �cesto

opis istih po�civa na nelinearnim parcijalnim diferencijalnim jednad�zbama za koje ne

postoji analiti�cko rje�senje potrebno je pristupiti drugim na�cinima. Kad bismo znali

analiti�cko rje�senje, mogli bismo vr�siti parametarsku analizu samog problema te time

odrediti optimalne iznose parametara koji su potrebni za rje�savanje problema. Jedan

od alternativnih na�cina jest eksperimentalni pristup. Jedna od najve�cih razlika izmedu

analiti�ckog rje�senja i eksperimentalnog pristupa le�zi u nemogu�cnosti dobivanja slike o

potpunom polju same �zikalne veli�cine kod eksperimentalnog pristupa. Ako se �zeli dobiti

puniju sliku o samom polju promatrane �zikalne veli�cine, potrebno je mjeriti vrijednosti

u razli�citim to�ckama prora�cunske domene. Uz to, potrebno je varirati pojedine parame-

tre kod mjerenja kako bi se vidio njihov utjecaj na samo polje. Ako postoji analiti�cko

rje�senje, ono ve�c u sebi sadr�zi sve relevantne parametre. Ono �sto najvi�se utje�ce na same

rezultate eksperimentalnog pristupa (mjerenja) su sama to�cnost mjernih aprata te nji-

hova pouzdanost gdje njihova cijena raste sa njihovom to�cno�s�cu. Za dobivanje relativno

to�cne slike o samom polju, nu�zno je imati veoma kontrolirane uvjete u samome prostoru

mjerenja [2].

Radi toga u dana�snje vrijeme, zbog samog razvoja ra�cunala, uveden je dodatan pris-

tup rje�svanju problema, tzv. numeri�cki pristup. Sam se pristup zasniva na numeri�ckoj

diskretizaciji parcijalnih diferencijalnih jednad�zbi. Na slici 1.2 prikazana je metodologija

rje�savanja zadanog problema putem numeri�ckog pristupa.
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Slika 1.2: Shematski opis metodologije pri rje�savanju problema numeri�ckim

pristupom [2]

Kako bi se uop�ce pristupilo samom problemu, prvotno ga je potrebno de�nirati (engl.

pre - processing) te napraviti matemati�cki model. Za provjeru primjenjivosti modela

potrebno je ispitati kriterije primjenjivosti samog modela da se vidi mo�ze li se takav mo-

del koristiti. Nakon toga potrebno je konkretan prostor diskretizirati, odnosno podjeliti

ga u geometrijsku mre�zu koja ne mora nu�zno biti na�cinjena od pravilnih oblika te, adek-

vatno tome, potrebno je diskretizirati same jednad�zbe kojima je opisan naredni problem.

Jendad�zbe se diskretiziraju pomo�cu numeri�ckih metoda poput metode kona�cnih razlika

(diferencija), metode kona�cnih volumena ili metode kona�cnih elemenata. Uz samu dis-

kretizaciju jednad�zbi, potrebno je imati na umu koji �ce se po�cetni i rubni uvjeti odabrati

u diskretiziranom sustavu jednad�zbi. Kad je sve de�nirano, pristupa se rje�sava�cu samog

sustava jednad�zbi koji se bavi zadanim podru�cjem. Ako se problem bavi �cvrsto�com

konstrukcija, postoje komercijalni programi poput Abaqus-a koji se bave rje�savanjem
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takvih problema ili ako je problem strujno - toplinske prirode, postoje komercijalni pro-

grami poput FLUENT-a, STAR - CCM +-a ili OpenFOAM-a koji rje�savaju probleme

povezane sa ra�cunalnom dinamikom 
uida. Nije nu�zno potrebno koristiti komercijalni

rje�sava�c jer licence �cesto podosta ko�staju, ve�c osoba mo�ze sama napraviti svoj rje�sava�c

(koriste�ci C++, Python ili Matlab). Ovisno o prirodi difrenecijalnih jednad�zbi rezul-

tati diskretizacije mogu biti linearni ili nelinarni sustavi jednad�zbi. Nelinearni sustavi

jednad�zbi morat �ce se rje�savati nekim od iterativnih postupaka (Jacobijeva metoda ili

Gauss - Seidelova metoda). Na kraju, kad je rje�sen sustav jednad�zbi, pristupa se prikazu

rje�senja (engl. post - processing). Prikaz rje�senja �cesto je predo�cen poljem (mogu biti

skalrana, vektorska ili tenzorska) �zikalne veli�cine. Na temelju polja mogu se vidjeti

maksimumi i minimumi vrijednosti �zikalnih veli�cina te mjesta na kojim oni obitavaju.
�Cesto programi nude mogu�cnost ra�cunanja protoka skalarnih ili vektorskih veli�cina kroz

granice rubova domene �sto mo�ze biti od velike va�znosti [2].



2 Teorijske osnove

Zadani problem rje�savat �ce se metodom kona�cnih volumena. U narednim potpoglav-

ljima bit �ce detaljno opisani i razradeni postupci same diskretizacije geometrijske mre�ze,

diskretizacije parcijalnih diferencijalnih jednad�zbi te opisa problema na diferencijalnoj

razini. S obzirom da se u problemu javlja pojam anizotropnosti materijala, bit �ce po-

trebno uzeti to u obzir. Uz to, bit �ce naveden svaki materijal sa svojim svojstvima koji

�ce se koristiti u analizama. Rezultat prora�cuna davat �ce informaciju o temperaturnom

polju unutar prora�cunske domene. Kao �sto je u zadatku navedeno, koristit �ce se 2D mo-

del nestacionarnog temperaturnog polja u kojem je prijenos topline izri�cito difuzijskog

mehanizma odnosno kondukcijskog mehanizma.

2.1. Opis modela

Prije razrade metodologije diskretizacije potrebno je prikazati jednad�zbu koja �ce se

diskretizirati. S obzirom da je domena relativno velika, dovoljno je dobro pretposta-

viti pojam kontinuuma. Kontinuum je prostor bez diskretne strukture gdje ne postoji

medumolekularni prostor izmedu materije (neprekidnost). Primjerice u kontinuumu

gusto�ca bi bilo de�nirana relacijom (2.1).

� = lim
� V ! 0

� m
� V

=
dm
dV

(2.1)

Takoder, potrebno je uvesti pojam lokalne ravnote�ze kod kojeg svaka �cestica pros-

torne domene stoji u ravnote�zi sa susjednim �cesticama. Pojam lokalne ravnote�ze daje

mogu�cnost primjene diferencijalnih jednad�zbi za bilo koju �cesticu prostora, odnosno daje
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mogu�cnost kori�stenja neprekinutih funkcija. Tako, svaka �cestica prostora termalne paste

stoji u ravnote�zi sa svojim susjedima te je za istu mogu�ce napisati zakone o�cuvanja na

in�nitezimalnoj razini[9]. Da bi se dobila informacija o temperaturnom polju domene,

odnosno da bi se znala temperatura svake to�cke u prora�cunskom prostoru, nu�zno je

postaviti zakon o�cuvanja energije u diferencijalnom obliku kako bi se u svakoj to�cki

prostora znala vrijednost temperature. Kontinuirana raspodjela vrijednosti veli�cine du�z

cijele prora�cunske domene daje jasan pregled polja.

Op�ca konvekcijsko - difuzijska jednad�zba za to�cku kontinuuma zapisana je relaci-

jom (2.2) u indeksnom zapisu gdje je' �zikalna veli�cina koja se promatra. Njome su

opisani poznati zakoni o�cuvanja [2]. Jednad�zba se koristi za formulaciju zakona o�cuvanja

energije u ovom slu�caju te se iz nje mogu izvesti jednad�zbe koje su relevantne za pro-

matrani problem.

�
@'
@t

+ �v j
@'
@xj

� �
@2'

@xj @xj
= S' (2.2)

Prvi �clan u relaciji (2.2) ozna�cuje vremensku promjenu (nestacionarni �clan) �zikalne

veli�cine. Drugi �clan ozna�cuje konvekcijski tok �zikalne veli�cine, dok tre�ci ozna�cuje di-

fuzijski tok. Desna strana jednad�zbe (2.2) ozna�cuje izvorski �clan . Izvorski je �clan u

zakonu o�cuvanja mase jednak nuli dok je u zakonu o�cuvanja koli�cine gibanja jednak sumi

sila na promatranu �cesticu. Zakon o�cuvanja energije, koji je izveden iz op�ce konvekcij-

sko - difuzijske jednad�zbe, gdje postoji samo kondukcijski mehanizam nestacionarnog

prijenosa topline za 2D slu�caj (x i y) bez izvora i ponora opisan je relacijom (2.3).

�c
@#
@t

=
@

@x

�
�

@#
@x

�
+

@
@y

�
�

@#
@y

�
(2.3)

Jednad�zba (2.3) tipi�cna je paraboli�cna parcijalno diferencijalna jednad�zba u kojoj

vremenska koordinata ima paraboli�can karakter. Iz same prirode jednad�zbe mo�ze se

zaklju�citi da vrijednost temperature # ima svoju zonu zavisnosti i zonu utjecaja. To

zna�ci da vrijednost temperature u trenutku u kojem se promatra mo�ze imati utjecaj

jedino na nadolaze�ce vremenske trenutke. Time su budu�ci vremenski trenutci zona

utjecaja. Suprotno tome, na vrijednost temperature# u promatranom vremenskom

trenutku jedino �sto mo�ze utjecati jesu temperature u pro�slim vremenskim trenutcima

[2]. Na slici 2.1 shematski su prikazani odnosi zone utjecaja i zone zavisnosti na trenutni

vremenski trenutak za 1D nestacionarnu kondukciju (situacija je analogna za 2D sustav).
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Slika 2.1: Shematski prikaz podru�cja zone zavisnosti i zone utjecaja na

sada�snji vremenski trenutak ux - t ravnini [2]

Na slici 2.1t = t int ozna�cuje krajnji vremenski trenutak do kojeg ide prora�cun. To�cka

P proizvoljna je to�cka prostorne domene u trenutnom vremenskom trenutku.

2.1.1. Metoda kona�cnih volumena

Pristup problemu nestacionarne 2D kondukcije mo�ze se rije�siti, uz metodu kona�cnih

razlika, koriste�ci metodu kona�cnih volumena. Glavna se ideja metode zasniva na podjeli

odabrane geometrije na kona�can broj volumena koji ne moraju biti, u op�cem smislu,

jednakih oblika. S obzirom da volumeni imaju kona�cne dimenzije, unutar svakog nalazit

�ce se beskona�cnan broj �cestica kontinuuma. Primjenom metode kona�cnih volumena

dolazi do prelaska beskona�cno malih dimenzija u kona�cnu vrijednost. U ovom problemu

koristit �ce se najjednostavniji oblik kona�cnog volumena, kvadri oblika � x x � y x � .

Prikaz poop�cenog kona�cnog volumena sa svojim susjedima mo�ze se vidjeti na slici 2.2.
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Slika 2.2: Shematski prikaz glavnog �cvora (ozna�cenog to�ckom C) poop�cenog

kona�cnog volumena sa svojim susjednim �cvorovima [3]

Kao �sto se vidi na slici 2.2 promatrani kona�cni volumen � V odijeljen je granicom sa

svakim od susjednih volumena. Svaka granica de�nirana je vanjskom normalomnj na

povr�sini � S. Izmedu dva susjedna glavna �cvora postoji �cvor na granici. DuljinaCN

spaja glavni �cvor sa susjednim glavnim �cvorom. Oblici volumena ovise o prirodi samog

problema. U nekim slu�cajevima koriste se heksagonski elementi jer bolje opisuju polje

nego obi�cni tetrahedralni elementi. Ako bi volumeni bili oblika kvadra, prikaz odnosa

glavnog (promatranog) volumena sa svojim susjedima mo�ze se vidjeti na slici 2.3.

Slika 2.3: Shematski prikaz glavnog �cvora (ozna�cenog to�ckom P) kona�cnog

volumena oblika kvadra sa svojim susjednim �cvorovima [2]
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Sredi�ste glavnog (osjen�canog) kona�cnog volumena ozna�ceno je to�ckom P (glavni

�cvor). Volumen ima 4 susjeda pri �cemu nomenklatura svakog prati strane svijeta. Glavni

�cvor susjeda iznad ozna�cuje se sa N (engl. North), susjeda ispod S (engl. South), susjeda

desno E (engl. East) te susjeda lijevo W (engl. West). Ina�ce, mogu se koristiti indeksi

i i j te bi svaki susjed imao pomak za� 1 u i - smjeru ili j - smjeru ovisno kako je

koordinatni sustav postavljen. Takoder, udaljenosti izmedu glavnog �cvora i susjednog

glavnog �cvora ozna�cuju se, ako je x - smjer, sa�x , a ako je y - smjer, sa�y . Uz to,

pi�su se indeksi ovisno na kojoj je strani postavljen susjedni volumen. Konkretno, u

ovom problemu pretpostavit �ce se da je temperaturno polje uniformno po z - koordinati

(debljini � ) pa se ta dimenzija ne�ce uzimati u obzir.

Sada kad je pojam kona�cnog volumena obja�snjen, mo�ze se pristupiti postupku dis-

kretizacije parcijalnh diferencijalnih jednad�zbi. Jedno od svojstava kona�cnih volumena

jest konzervativnost. Pri integriranju zakona o�cuvanja nad kona�cnim volumenom podra-

zumijeva se svojstvo o�cuvanosti. Ako bismo primjenili tu tezu nad zakonom o�cuvanja

energije, jasno se nala�ze da energija u pojedinim volumenima ne mo�ze nastajati ni

nestajati. To zna�ci da �zikalna veli�cina koja protje�ce kroz dodirnu povr�sinu � S dva

susjedna kona�cna volumena mora biti jednakog iznosa, a razli�citih predznaka (ovisno za

koji kona�cni volumen gledamo). Detaljniji opis predo�cen je slikom 2.4. Takva je teza

zgodna jer se mo�ze primjeniti i na grubljim geometrijskim mre�zama.

Slika 2.4: Shematski prikaz dodira dva susjedna kona�cna volumena [2]

Ako se ukupni protok �zikalne veli�cine ' , gdje je u ovom slu�caju ' temperatura #
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dok se ukupni protok manifestira kao ukupni energetski tok kroz grani�cnu povr�sinu, koji

prolazi kroz povr�sinu ' i ulazi u susjedni kona�cni volumen glavnog �cvora N �VN ozna�ci

sa � J N
n a protok koji ulazi u osjen�cani kona�cni volumen glavnog �cvora C � VC ozna�ci

sa � J C
n svojstvo konzervativnosti mo�ze se opisati relacijom (2.4) zapisanoj u indeksnoj

notaciji. Prvi �clan ukupnog protoka �zikalne veli�cine (u op�cem smislu) ozna�cuje protok

�zikalne veli�cine uslijed konvekcije (tzv. ja�cina konvekcije) dok drugi �clan ozna�cuje

protok �zikalne veli�cine uslijed difuzije. Kao �sto je re�ceno, u relaciji (2.4) lijepo se vidi

kako su ukupni protoci jednakih iznosa, a razli�citih predznaka. To svojstvo postoji ako

vrijedi da su normale dodirne povri�sne � S nN
j i nC

j suprotnih predznaka, a jednakih

iznosa [2].

� J N
n = F N

n ' n � Dn
@'
@~n

�
�
�
�

N

n

=
�
� F C

n

�
' n � Dn

"

�
@'
@~n

�
�
�
�

C

n

#

= � � J C
n (2.4)

Kori�stenjem metode kona�cnih volumena zakoni o�cuvanja zapisani na diferencijalnoj ra-

zini za to�cku prostora kontinuuma integriraju se po svojim granicama odnosno njihovim

povr�sinama te zapisi u diferencijalnom obliku prelaze u zapise napisane u integralnom

obliku. Relacija (2.5) opisuje integralni oblik op�ce konvekcijsko - difuzijske jednad�zbe

nad kona�cnim volumenom zapisan u indeksnoj notaciji.

d
dt

Z

� V
�' dV = �

Z

�� S

�
�v j ' � �

@'
@xj

�
nj dS +

Z

� V
S' dV (2.5)

Shodno oznakama na slici 2.3 i dosad uva�zenim pretpostavkama za ovaj problem

relacija (2.3) diferencijalnog zapisa prelazi u relaciju (2.5) integralnog zapisa zakona

o�cuvanja energije oko kona�cnog volumena.

Z t

t0

Z n

s

Z e

w

�
� c

@#
@t

�
dxdydt =

Z t

t0

Z n

s

Z e

w

�
@

@x

�
�

@#
@x

��
dxdydt+

Z t

t0

Z n

s

Z e

w

�
@
@y

�
�

@#
@y

��
dxdydt

(2.6)

Pristup rje�savanju vremenske integracije u relaciji (2.6) zasniva se na razvoju funkcije

u Taylorov red predo�cen relacijom (2.7).

f (t) = f 0 + f 0
0� t +

1
2

f 00
0 (� t)2 +

1
6

f 00
0 (� t)3 + � � � = f 0 +

1X

n=1

1
n!

f (n)
0 (� t)n (2.7)
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Postoji vi�se metoda vremenske integracije. Najjednostavnija metoda, tzv. Eulerova

eksplicitna metoda, zasniva se na ra�cunanju vremenske derivacije u prija�snjem vremen-

skom trenutku pomo�cu vrijednosti temperature u nadolaze�cem vremenskom trenutku i

temperature u pro�slom vremenskom. Relacija (2.8) izvedena je iz relacije (2.7) uzimaju�ci

samo prva dva �clana Taylorovog reda.

@T
@t

�
�
�
�

n� 1

i

=
Tn

i � Tn� 1
i

� t
+ O(� t) (2.8)

Uzimaju�ci samo prva dva �clana Taylorovg reda, preostali �clanovi gledaju se kao os-

tatak O(� t) koji je istog reda veli�cine kao najni�za potencija vremenskog pomaka. U

ovome slu�caju ova metoda je prvog reda to�cnosti jer je najni�za potencija jednaka jedi-

nici. Najve�ci problem ove metode le�zi u postojanju kriterija stabilnosti. Naime, metoda

po�cinje davati ne�zikalna rje�senja (postaje nestabilna) ako se za odabrane prostorne

korake � x i � y proizvoljno odabere vremenski korak �t ne provjeravaju�ci kriterij sta-

bilnosti. Uvodenjem Courantove bezdimenzijske zna�cajkeCFL dif za difuzijski prijenos

dokazano je da �ce metoda davati stabilna rje�senja ako vrijedi da je zna�cajka manja od

0.5 (2.9). Slovo P se odnosi na te�zi�sni �cvor kona�cnog volumena.

CFL dif =
� P � t

� P (� x)2 �
1
2

(2.9)

�Zele�ci izbje�ci ograni�cenja kriterija stabilnosti, uvodi se sljede�ca metoda, tzv. impli-

citna metoda kod koje se vremenska derivacija u nadolaze�cem vremenskom trenutku

aproksimira pomo�cu vrijednosti temperature u nadolaze�cem vremenskom trenutku i

temperature u pro�slom vremenskom trenutku. Relacija (2.10) izvedena je iz relacije

(2.7) uzimaju�ci samo prva dva �clana Taylorovog reda.

@T
@t

�
�
�
�

n

i

=
Tn

i � Tn� 1
i

� t
+ O(� t) (2.10)

Ova metoda je bezuvjetno stabilna, tj. ne postoji kriterij stabilnosti, za bilo koji

vremenski korak � t. Problem ove metode le�zi u tome da ona iziskuje iterativan postu-

pak rje�savanja jer �ce, kao �sto �ce se vidjeti, temperatura glavnog �cvora P u nadolaze�cem

vremenskom trenutku odabranog kona�cnog volumena ovisiti o temperaturama u nado-

laze�cem vremenskom trenutku glavnih �cvorova susjednih volumena. Ona je, takoder,

metoda prvog reda to�cnosti.
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S ciljem pove�canja reda to�cnosti metode vremenske integracije, uvodi se Crank -

Nicolsonova implicitno - eksplicitna metoda koja aproksimira vremensku derivaciju na

polovici intervala izmedu sada�snjeg i nadolaze�ceg vremenskog trenutka. Relacija (2.11)

izvedena je iz relacije (2.7) uzimaju�ci samo prva dva �clana Taylorovog reda.

@T
@t

�
�
�
�

n� 1
2

i

=
Tn

i � Tn� 1
i

� t
+ O(� t2) (2.11)

Kao �sto se vidi, gre�ska ove aproksimacije istog je reda veli�cine kao i druga potencija

vremenskog koraka u ostatku. Time se zaklju�cuje da je ova metoda drugog reda to�cnosti,

odnosno ova metoda daje manju gre�sku u usporedbi s implicitnom metodom prvog reda

to�cnosti.

Prikazom navedenih metoda vremenski integral temperature u glavnom �cvoru pro-

matranog kona�cnog volumena mo�ze se prikazati relacijom (2.12) gdje je� te�zinski faktor,

a To
P vrijednost temperature glavnog �cvora promatranog volumena u pro�slom vremen-

skom trenutku.

Z t

t0

TP dt = [ �T P + (1 � � )To
P ] � t (2.12)

Te�zinski faktor � direktno je povezan sa odabirom intervala u Taylorovom redu.

Ovisno o vrijednosti � (� se nalazi izmedu 0 i 1) vrijednost temperature glavnog �cvora

TP ovisit �ce vi�se ili manje o temperaturama u prija�snjem i nadolaze�cem vremenskom

trenutku. Pomnim promatranjem mo�ze se vidjeti da pri � = 0 temperatura TP ovisit �ce

izri�cito o temperaturi u prija�snjem vremenskom trenutku (eksplicitna metoda). Pri � =

0.5 temperatura podjednako ovisi o temperaturama u pro�slom i nadolaze�cem (trenut-

nom) vremenskom trenutku (Crank - Nicolsonova metoda) dok pri� = 1 temperatura

ovisi samo o nadolaze�cem vremenskom trenutku (potpuno implicitna metoda). Prikaz

navedena 3 slu�caja zorno je predo�cen na slici 2.5.
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Slika 2.5: Prikaz temperaturne ovisnosti o vremenu za 3 razli�cita te�zinska

faktora [4]

Daljnje pretpostavke u relaciji (2.6) odnose se na linearnu pretpostavku tempera-

turnih pro�la izme du glavnog �cvora promatranog volumena i glavnog �cvora susjednog

volumena. Naime, temperaturni gradijenti mogu se ra�cunati kao jednad�zbe interpolacij-

skog pravca izmedu ta dva �cvora . Relacija (2.13) pokazuje primjer ra�cunanja gradijenta

na dodirnoj povr�sini izmedu glavnog �cvora promatranog kona�cnog volumena i glavnog

�cvora njemu lijevog (zapadnog) volumena udaljenih za (�x )w . Analogno vrijedi za ostale

susjede.

�
@#
@x

�

w

=
#W � #P

(�x )w
(2.13)

Takoder, valjano je pretpostaviti konstanta svojstva du�z vremenske koordinate i svih

prostornih koordinata. Nakon izvr�sene integracije relacija (2.6), uz kori�stenje navedenih

pretpostavki, za potpuno implicitnu metodu vremenske integracije (� = 1) prelazi u

relaciju (2.14).

� c�x�y
�
#P � #0

P

�
= �y�t

�
� e

#E � #P

(� x)e
� � w

#P � #W

(� x)w

�
+�x�t

�
� n

#N � #P

(� y)n

� � s
#P � #s

(� y)s

�

(2.14)

S ciljem da se na�cini kompaktnijom jednad�zba (2.14) mo�ze se prevesti u oblik (2.15). Ova

relacija vrijedi za kona�cne volumene unutar domene, tj. nigdje nije spomenut utjecaj

rubnih uvjeta. Utjecaj rubnih uvjeta bit �ce, tako der, obraden.
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aP #P = aE #E + aW #W + aN #N + aS#S + b (2.15)

Relacije (2.16) do (2.22) prikazuju kako se ra�cunaju koe�cijenti uz temperature

te�zi�snih (glavnih) �cvorova kona�cnih volumena na slici 2.3.

aE =
� e� y
(� x)e

(2.16)

aW =
� w � y
(� x)w

(2.17)

aS =
� s� x
(� y)s

(2.18)

aN =
� n� x
(� y)n

(2.19)

b = a0
P #0

P (2.20)

a0
P =

�c � x� y
� t

(2.21)

aP = aE + aW + aN + aS + a0
P (2.22)

Koe�cijenti u relacijama iznad prikazuju utjecaj temperatura te�zi�snih �cvorova susjednih

volumena na promatrani kona�cni volumen. U poop�cenom smislu toplinska provodnost

materijala je tenzor drugog reda� ij (2.23) kod kojeg, ako se radi o anizotropnim mate-

rijalima, intenziteti prijenosa topline ne moraju biti jednaki u svim smjerovima. Dobar

primjer takvog slu�caja su uglji�cna vlakna kod kojih dominantni prijenos topline ima

aksijalan karakter dok je vodljivost u radijalnom smjeru veoma niska.

� ij =

2

6
6
4

� xx � xy � xz

� yx � yy � yz

� zx � zy � zz

3

7
7
5 (2.23)

Ako se radi o anizotrponim materijalima, tj. ako postoji situacija gdje se dodiruju

volumeni s razli�citim vrijednostima toplinskih provodnosti, nu�zno je pristupiti ra�cunanju
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srednje vrijednosti toplinske vodljivosti � m . Naime, relacija za odredivanje srednje to-

plinske provodnosti izmedu te�zi�snih �cvorova dva susjedna kona�cna volumena� m izvedena

je iz rubnog uvjeta 4. vrste koji nala�ze jednakost gusto�ca toplinskih tokova koji prolaze

kroz dodirnu povr�sinu dvaju susjednih kona�cnih volumena. Relacija (2.24) po�civa na

harmonijskoj sredini izmedu dvaju vrijednosti toplinskih provodnosti susjednih volu-

mena pri �cemu � susj ozna�cuje toplinsku provodnost susjednog kona�cnog volumena.

� m =
2� P � susj

� P + � susj
(2.24)

2.1.2. Rubni uvjeti

Za dobivanje jednozna�cnog rje�senja algebarskog sustava jednad�zbi potrebno je obra-

titi pozornost �sto se de�sava na rubovima prora�cunske domene. Uz po�cetne uvjete,

rje�senja jednad�zbi ovise o rubnim uvjetima, tj. vrsta rubnog uvjeta te iznosi vrijed-

nosti istih na rubovima domene utje�cu na krajnje rje�senje jednad�zbe. Rubni uvjeti su

klasi�cirani u 3 grupe.

1. Dirichletov rubni uvjet (rubni uvjet 1. vrste)

Ovaj se rubni uvjet temelji na poznavanju vrijednosti �zikalne veli�cine ' b, koja je

u ovom slu�caju temperatura #b), na rubu prora�cunske domene. Na slici 2.6 ilus-

trativno je prikazan posljednji kona�cni volumen sa Dirichletovim rubnim uvjetom.
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Slika 2.6: Shematski prikaz kona�cnog volumena na rubu domene sa Dirichle-

tovim rubnim uvjetom [5]

Shodno prikazanom, slobodni �clanb, uz a0
P #0

P , u relaciji (2.15) sadr�zi dodatni �clan

koji predstavlja utjecaj rubnog uvjeta 1. vrste (2.26).

aD = � b
� Sb

(�x )b
(2.25)

bD = aD #b + a0
P #0

P (2.26)

2. Von Neumannov rubni uvjet (rubni uvjet 2. vrste)

Rubni uvjet 2. vrste temelji se na poznavanju vrijednosti gradijenta �zikalne

veli�cine na rubu domene�r ' b � nb. Na slici 2.7 ilustrativno je prikazan posljednji

kona�cni volumen sa Von Neumannovim rubnim uvjetom.
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Slika 2.7: Shematski prikaz kona�cnog volumena na rubu domene sa Von

Neumannovim rubnim uvjetom [5]

Shodno prikazanom, slobodni �clanb, uz a0
P #0

P , u relaciji (2.15) sadr�zi dodatni �clan

koji predstavlja utjecaj rubnog uvjeta 2. vrste (2.27).

bq = q� Sk + a0
P #0

P (2.27)

(grad#)b = �
q
�

= konst (2.28)

Ono �sto je bitno za navesti jest da rubni uvjet 2. vrste ne proizvodi koe�cijentaq

koji se pribraja uz koe�cijent glavnog �cvora promatranog volumena, tj. aq = 0 .

U relaciji (2.28) stavljen je � kako bi obuhvatio grijanje odnosno hladenje.

Iz ovog se rubnog uvjeta mo�ze izvu�ci speci��can slu�caj gdje je gradijent �zikalne

veli�cine jendak 0, tj. r #b � nb = 0. Takav se uvjet zove adijabatskim uvjetom jer

name�ce nepostojanje izmjene toplinskog toka u tom smjeru odnosno vrijediqb =

0. Ako bi postojala tzv. adijabatska rubna granica (ploha), primjenio bi se taj

uvjet.
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3. Robinov mje�soviti rubni uvjet (rubni uvjet 3. vrste)

Ovaj uvjet baziran je na poznavanju funkcije oblikaf R (x i ; t) (2.29). Kao �sto se

vidi, poznavaju�ci tu funkciju mogu�ce je odrediti vrijednosti �zikalne veli�cine na

granici ' b te gradijent �zikalne veli�cine na istoj @'
@~n

�
�
b
.

�' b + 

@'
@~n

�
�
�
�
b

= f R (x i ; t) (2.29)

Kad bi se rubni uvjet 3. vrste primjenio na problem povezan s prijenosom topline

bio bi manifestiran kroz jednakost toplinskog toka uslijed kondukcije i toplinskog

toka uslijed konvekcije na rubu domene gdje npr. postoji 
uid koji dira stijenku

(2.30).

� �
@#
@~n

�
�
�
�
b

= � (#b � #1 ) (2.30)

Kori�stenjem metode kona�cnih volumena Robinov se rubni uvjet mo�ze preto�citi u

koe�cijent uz glavni te�zi�sni �clan promatranog volumena (2.31) te u slobodni �clan

bR (2.32).

aR =
� � �

� � � x
2 + �

� � Sk (2.31)

bR = aR � #zr + a0
P #0

P (2.32)

2.1.3. Pristup rje�savanju algebarskog sustava jednad�zbi

Rezultat integriranja parcijalne diferencijalne energetske jednad�zbe (2.3) po grani-

cama kona�cnog volumena jest algebarski sustav jednad�zbi �ciji broj ovisi o diskretizaciji

mre�ze. �Sto je �nija mre�za, tj. ve�ci broj kona�cnih volumena, to je ve�ci broj algebar-

skih jednad�zbi. Sustav jednad�zbi naj�ce�s�ce se zapisuje u matri�cnom obliku radi lak�seg

pregleda i e�kasnijeg odnosno rje�savanja.

A # = b (2.33)
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6
6
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b2
...
...

bN

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(2.34)

S desne strane poop�cene matrice (2.34) stoji slobodni vektorb koji u sebi sadr�zi

vrijednosti slobodnih �clanova pojedinog kona�cnog volumena diskretizirane domene. Kao

�sto je prikazano postoji li utjecaj rubnog uvjeta na odabrani kona�cni volumen nu�zno je

uklopiti utjecaj istog u slobodni �clan. Pravilna kvadratna matrica A u svakom retku

sadr�zi koe�cijente uz glavni te�zi�sni �cvor promatranog kona�cnog volumena te koe�cijente

uz glavne te�zi�sne �cvorove susjednih volumena. S obzirom da broj redaka i stupaca

ovisi o broju jednad�zbi mo�ze se zaklju�citi iz navedenog da je umno�zak broja redaka i

stupaca jednak broju kona�cnih volumena u prora�cunskoj domeni. Takoder, potrebno

je naglasiti �cinjenicu da se ovdje javljaju tzv. rijetke matrice (engl. sparse matrices).

Njihova je karakteristika popra�cena velikom zasi�ceno�s�cu nula. To je opravdano jer �ce

svaki volumen imati uz sebe 4 koe�cijenta utjecaja susjednih volumena i svoj koe�cijent

uz glavni te�zi�sni �cvor, tj. svaki redak �ce imati 5 �clanova koji su razli�citi od nule dok �ce svi

ostali elementi biti nula. Numeracija u (2.34) kre�ce od jedinice pa sve do krajnjeg N-tog

�clana domene. Umjesto da svaki �clan sadr�zi susjede koji su ozna�ceni prema stranama

svijeta �cesto se, radi lak�se orjentacije, pristupa numeraciji prikazanoj u matrici. Rje�senje

ovog sustava jednad�zbi bit �ce prikazano kao 1 xN vektor # koji stoji s desna kvadratnoj

matrici koe�cijenata A .

Pomnim se promatranjem mo�ze uo�citi da se pola�zaji koe�cijenata uz glavne te�zi�sne

�cvorove promatranih volumena nalaze na glavnoj dijagonali dok se polo�zaji susjeda

nalaze na sporednim dijagonalama. Optimalna numeracija �clanova rezultirat �ce pri-

bli�zenjem koe�cijenata na sporednim dijagonalama glavnoj dijagonali. Rezultat takve

numeracije davat �ce kra�ce vrijeme izvr�senja prora�cuna �cemu se te�zi. Ovakve su matrice

simetri�cne matrice s obzirom na glavnu dijagonalu. To se mo�ze opravdati �cinjenicom

da je promatranom volumenu neki susjed zapadni �clan (�clan s lijeve strane), a tom je

susjedu taj promatrani volumen isto�cni �clan (�clan s desne strane).

Odabere li se primjerice implicitna metoda s bilo kakvom vrijedno�s�cu te�zi�snskog

faktora � prora�cun �ce biti potrebno rje�savati iterativno iz ve�c navedenog razloga pret-
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postavke susjednih temperatura u nadolaze�cem vremenskom trenutku. Shodno tome,

potrebno je navesti iterativne metode te objasniti njihov princip rada. Prije samog

navodenja iterativnih metoda, nu�zno je naglasiti cilj iteracije. Iteracijski �ce se postupak

prekinuti kad �ce apsolutna razlika izmedu novo izra�cunate vrijednosti i stare vrijednosti

biti manja od kriterija konvergencije se" (2.35).

�
� ' (n) � ' (n� 1)

�
� < " (2.35)

Jedna od iterativnih metoda zove se Jacobijeva metoda. Metoda se zasniva na pret-

postavljanju svih nepoznatnih �clanova u algebarskoj jednad�zbi dok se koe�cijenti iz

kvadratne matrice mno�ze sa njima. Nakon svih izra�cunatih �clanova kre�ce se u novi

korak iteracije gdje se izra�cunate vrijednosti tretiraju kao nova pretpostavka. U ovom

su slu�caju nepoznati �clanovi temperature te�zi�snih �cvorova unutar kona�cnih volumena.

Relacija (2.36) prikazuje proizvoljan korak iteracije Jacobijeve metode pomo�cu kojeg se

ra�cuna �zikalna veli�cina pripadaju�ceg volumena.

' (n)
j =

1
aii

0

B
@bi �

NX

j =1
j 6= i

aij ' (n� 1)
j

1

C
A i = 1; 2; 3; : : : ; N (2.36)

S desne se strane vidi da je iznos nazivnika jednakaii odnosno jednak je koe�cijentu

na glavnoj dijagonali kvadratne matrice.

Nedostatak Jacobijeve metode le�zi u sporoj konvergenciji. Razlog tome je ne uzima-

nje ve�c novo izra�cunatih N � j �cvori�snih vrijednosti pri ra�cunanju j -te vrijednosti ' (n)
j .

S ciljem ubrzanja konvergencije, uvodi se Gauss - Seidelova iterativna metoda. Jedina

razlika izmedu ove metode i Jacobijeve metode le�zi u uzimanju u obzir ve�c izra�cunatih

vrijednosti N � i �cvori�snih vrijednosti pri ra�cunanju i -te �cvori�sne vrijednosti ' (n)
i (2.37).

' (n)
i =

1
aii

 

bi �
i � 1X

j =1

aij ' (n)
j �

NX

j = i +1

aij ' (n� 1)
j

!

i = 1; 2; 3; : : : ; N (2.37)

Takvim se algoritmom ubrzava konvergencija te se time smanjuje potreban broj

iteracija.
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2.2. Detalji modela

Za odabrani problem nestacionarnog 2D provodenja topline u termalnoj pasti na-

pravljen je rje�sava�c algebarskog sustava jednad�zbi u Python-u. Pri samoj postavci mo-

dela nu�zno je navesti dimenzije termalne paste. Odabrana je geometrija kvadratnog

popre�cnog presjeka sa dimenzijama �sirine i duljineB = L = 3 mm 2.8. U industrijskoj

primjene debljine se pasta kre�cu u redu veli�cine 0.1 mm. Sukladno tomu, odabrana je

debljina paste� = 0.3 mm.

Slika 2.8: Prikaz kotirane geometrije termalne paste u SolidWorks-u

Prvotno je potrebno objasniti postupak kreiranja geometrijske mre�ze (engl. mesh).

Mre�za je podijeljena u 10000 jednoliko pravilnih kvadrati�castih kona�cnih volumena. To

zna�ci da dimenzije duljine i �sirine jednog kona�cnog volumena iznose �x = � y = 0.03

mm. Prikaz diskretizirane mre�ze mo�ze se vidjeti na slici 2.9.

S obzirom da se radi o 2D problemu mo�ze se pretpostaviti uniformna raspodjela

temperature du�z z - osi, tj. du�z debljine termalne paste. Ako bi postojao prijenos

topline du�z z - osi, bilo bi potrebno uvesti dodatna 2 susjedna kona�cna volumena koji bi

bili iznad odnosno ispod promatranog kona�cnog volumena. Time bi promatrani kona�cni

volumen imao 6 susjeda. Numeracija kre�ce od gornjeg lijevog kuta prema desnom kutu,
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tj. 1. element le�zi u gornjem lijevom kutu dok 100. element le�zi u gornjem desnom

kutu. Slijede�ci redak sadr�zi 101. do 200. volumen. Zadnji redak, tj. donji lijevi kut

sadr�zi 9901. volumen dok donji desni kut sadr�zi 10000. volumen.

Slika 2.9: Prikaz diskretizirane mre�ze u 10000 kona�cnih volumena

Ono �sto je bitno napomenuti i komentirati jest pro�njenje diskretizacije kod kutova

domene. Naime, kutovi su domene izlo�zeni sa 2 ruba odnosno rubna uvjeta te �zeli li

se prikazati �sto precizniji rezultat na tom rubu potrebno je primjeniti �nije prostorne

korake u tom podru�cju. Umjesto da se uzima jedan kona�can volumen koji zahva�ca

oba ruba, bilo bi ga potrebno rastaviti u 4 ili 16 manjih volumena koji �nije zahva�caju

podru�cje. Postoje li veliki gradijenti u tom podru�cju gdje primjerice jedan rub le�zi na

100 °C dok drugi le�zi na 0 °C jednolika mre�za ne�ce dobro mo�ci uhvatiti temperaturne

promjene. Ovdje to nije napravljeno, ve�c je radi jednostavnosti uzet jedan volumen.

Prije navodenja vrsta pasti i vrsta uklju�cina koje �ce biti obra dene u ovome radu

potrebno je navesti terminologiju koja �ce se koristiti u nadolaze�cim komentarima. S
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obzirom da se u ovome radu javljaju uklju�cine (punila) jasno je da �ce se pojaviti smjese

uklju�cina i paste. Shodno tome, radi de�niranja sastava smjese, uvodi se pojam masenog

udjela � uklj uklju�cine u smjesi (2.38).

� uklj =
muklj

muklj + mpaste
(�100; %) (2.38)

U ovome se modelu pretpostavlja jednakost dimenzija uklju�cina i dimenzija jednog

diskretiziranog kona�cnog volumena. Uz takvu se pretpostavku mase unutar jednad�zbe

(2.38) zamjenjuju gusto�cama. Takoder, postoji li slu�cajno dodir dvaju susjednih vo-

lumena �cija svojstva nisu jednaka, a utje�cu na toplinski prijenos, potrebno je koristiti

srednje vrijednosti. Kako se u radu koristi stohasti�cki generator koordinata uklju�cina

jasno je da postoji vjerojatnost dodira termalne paste sa uklju�cinom �cije se vrijednosti

toplinskih vodljivosti mogu razlikovati za 2 reda veli�cine. Dogodi li se takva situacija

pribjegava se kori�stenju srednje toplinske provodnosti� m (engl. mean interface thermal

conductivity).

Tablica 2.1 prikazuje termalne paste odabrane za ovaj problem te njihova svojstva

koja su relevantna za prora�cun poput gusto�ce, speci��cnog toplinskog kapaciteta i toplin-

ske provodnosti. Vrijednosti toplinske provodnosti odnose se za temperaturu od 25°C.

Obje paste na�cinjene su od silikonskog 
uida i malim udjelom punila od metalnih oksida.

Prednost ovih pasti le�zi u stabilnom radu pri povi�senim temperaturama. Temperaturni

re�zim kre�ce se od 0°C do 150°C. Takoder, paste se ne su�se ni stvrdnjavaju.

Tablica 2.1: Prikaz vrsta termalnih pasti kori�stenih u simulacijama sa njiho-

vim svojstvima [6]

Vrsta paste � [kg/m 3] c [J/(kg K)] � [W/(m K)]

MGS A300 2600 800 4

MGS C200 2800 900 1.7

Tablica 2.2 prikazuje vrste uklju�cina koje su kori�stene u prora�cunu te njihova re-

levantna svojstva koja su kori�stena u prora�cunu. Izabrane su uklju�cine na�cinjene od

cinkovog oksida ZnO i aluminijevog nitrida AlN. Radi zornije usporedbe pomno su oda-

brane uklju�cine �cije se vrijednosti toplinskih provodnosti razlikuju za red veli�cine.
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Tablica 2.2: Prikaz vrsta uklju�cina kori�stenih u simulacijama sa njihovim

svojstvima

Vrsta punila � [kg=m3] c[J=kgK] � [W=mK ]

ZnO 5610 494 60

AlN 3255 734.34 321

Nadalje uvodi se pojam "�ciste" termalne paste koji ozna�cuje pastu bez uklju�cina dok

pojam smjese ozna�cuje termalnu pastu sa uklju�cinama. Takoder, potrebno je uvesti po-

jam veli�cine �cestice. S obzirom da su �cestice kvadratnog popre�cnog presjeka pribjegava

se ra�cunanju ekvivalentnog volumnog promjeradekv (2.39) koji �ce se navoditi kao mjera

veli�cine �cestice. Ekvivalentni promjer proizlazi iz usporedbe volumena neokrugle �cestice

s volumenom sfere.

dekv = 3

r
6Vuklj

�
(2.39)

2.2.1. Razrada

Optimalno rje�savanje ovakovog sustava algebarskih jedna�zbi po�civalo bi na principu

pravljenja rijetke matrice kori�stenjem funkcijskog paketa SciPy koji bi elemente razli�cite

od nule spremao u memoriju, a elemente jednake nuli ne bi uzimao u obzir. Time bi

se u�stedjelo na memoriji te bi se �niji koraci diskretizacije mogli koristiti, tj. mogla

bi biti uvedena �nija mre�za. Kad je matrica napravljena potrebno je generirati vektor

slobodnih koe�cijenata sa desne strane jednakosti. Time je de�niran algebarski sustav

jednad�zbi. Ra�cunanje �cvori�snih temperatura po�civalo bi na Gauss - Seidelovoj itera-

tivnoj metodi koja ve�c postoji u funkcijskom paketu Numpy. Takav optimalan na�cin

odredivanja temperatura odlikuje minimalno vrijeme trajanja izvr�senja prora�cuna te

preciznost rezultata. U ovome radu nisu generirane matrice, ve�c liste koje sadr�ze koe�-

cijente uz te�zi�sne �cvorove pojedinog kona�cnog volumena. Uz to, generirana je zasebna

lista slobodnih �clanova. Iterativan postupak na�cinjen je od for petlji gdje je de�nirana

varijabla maxiter = 2000 koja daje informaciju o maksimalnom broju iteracija koji

iznosi 2000 te se prolazi kroz svaki te�zi�sni �cvor i ra�cuna temperaturu u njemu. Radi
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br�ze konvergencije primjenjuje se Gauss - Seidelova metoda koja je ru�cno napravljena.

Koriste�ci for petlje pove�cava se vrijeme izvr�senja prora�cuna.

Vremenski korak � t iznosi 1 sekundu. Kori�stena je potpuna implicitna metoda

sa te�zinskim faktorom � = 1. Time je gre�ska u usporedbi sa Crank - Nicolsonovom

metodom za red veli�cine ve�ca. Tablica 2.3 prikazuje vrijednosti izra�cunatih srednjih

toplinskih vodljivosti svih smjesa kori�stenih u simulacijama.

Tablica 2.3: Prikaz svih smjesa kori�stenih u prora�cunu sa vrijednostima sred-

njih toplinskih voljivosti � m

Vrsta paste Vrsta punila � m [W=mK ]

MGS A300 AlN 7.902

MGS A300 ZnO 7.5

MGS C200 AlN 3.382

MGS C200 ZnO 3.306

S obzirom da su uklju�cine stohasti�cki generirane, potrebno je bilo napraviti korekciju

liste koe�cijenata uz te�zi�sne �cvorove ovisno o tome nalazi li se uklju�cina na susjednim

volumenima ili ne. Proces korekcije izvr�sen je tako da se generira listarandomlist koja

sadr�zi redne brojeve kona�cnih volumena koji su stohasti�cki odabrani. Na temelju te

liste provjerava se nalazi li se pojedini volumen unutar nje. Ako odabrani volumen

sadr�zi u sebi uklju�cinu, mijenjaju se vrijednosti koe�cijenata uz te�zi�sni �cvor odabranog

volumena, vrijednosti koe�cijenata te�zi�snih �cvorova susjednih kona�cnih volumena te

vrijednosti koe�cijenata u vektoru slobodnih �clanova b . Ono �sto je bitno napomenuti

da se u algoritmu pretpostavlja da sljede�ci (i +1)-ti volumen ne sadr�zi uklju�cinu u sebi te

se time prijenos topline odvija sa srednjom toplinskom provodnosti. Uz to pretpostavlja

se da svaki (i + 100)-ti volumen ne sadr�zi uklju�cinu u sebi. Tek kad se dode na sljede�ci

(i + 1)-ti i ( i + 100)-ti volumen vr�si se korekcija koe�cijenata ako i oni sadr�ze uklju�cinu

u sebi. Izra�cunate se vrijednosti temperatura ubacuju u listu koja se kasnije gra��cki

prikazuje. Pri dodiru dvaju uklju�cina vrijednost toplinske provodnosti bit �ce jednaka

toplinskoj provodnosti uklju�cine. Svi gra��cki prikazi temperaturnih polja, pojedinih

funkcijskih ovisnosti i animacija napravljeni su pomo�cu direktorija Matplotlib (Pyplot).

Ako je mre�za na�cinjena od pravilnih jednolikih kvadrata, mo�ze se zaklju�citi da su



Poglavlje 2. Teorijske osnove 27

udaljenosti izmedu glavnih te�zi�snih �cvorova dvaju susjednih kona�cnih volumena jednake

dimenzijama �sirine i duljine samog kona�cnog volumena, tj. �x = � y = ( �x ) = ( �y ). S

tom se pretpostavkom mo�ze pokazati da su koe�cijenti uz temperature te�zi�snih �cvorova

susjednih volumena jednaki samo toplinskoj provodnosti koja obitava du�z prijenosa to-

pline u tom smjeru. Za rje�savanje algebarskog sustava jednad�zbi potrebno je navesti

po�cetni uvjet temperature #0. Pretpostavljen je uniforman raspored po�cetne tempera-

ture #0 = 20 °C. Za ovaj problem izabrane su 2 raspodjele rubnih uvjeta. Radi prikaza

utjecaja uklju�cina na distorziju �sirenja izotermi izabrana je nesimetri�cna raspodjela sa

4 Dirichletova rubna uvjeta 2.10.

Slika 2.10: Prikaz 4 Dirichletova nesimetri�cna rubna uvjeta

Temperature su izabrane prema radnom intervalu samih pasti. Radi odredivanja

vrijednosti efektivne toplinske provodnosti� ef du�z cijele domene, a time i toplinskog

otpora koji je recipro�can vodljivosti, odabrana je raspodjela sa 2 adijabatska rubna

uvjeta i 2 Dirichletova rubna uvjeta 2.11.
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Slika 2.11: Prikaz 2 adijabatska rubna uvjeta i 2 Dirichletova rubna uvjeta

Kod ovog je rubnog uvjeta zanimljivo da se pri stacionarnom stanju temperaturni

pro�l mo�ze interpretirati kao linerana razdioba temperature od najvi�se vrijednosti na

lijevoj strani do najni�ze vrijednosti na desnoj strani. Takav je pro�l opravdan �cinjenicom

da toplina ne mo�ze prolaziti kroz gornji i donji rub domene jer je nametnut adijabatski

rubni uvjet. Pri takvoj se razdiobi efektivna toplinska vodljivost � ef mo�ze ra�cunati

prema relaciji (2.40).

� ef =
� stac

(#Lijevo � #Desno )� B � �
L

(2.40)



3 Rezultati

U ovome poglavlju obradeni su i analizirani rezultati (post - processing) samih si-

mulacija. Svrha samog prikaza rezultata le�zi u usporedbi toplinskih otpora pojedinih

slu�cajeva gdje �ce biti zorno predo�cene razlike u samim temperaturnim poljima te �ce biti

prikazana tablica sa iznosima efektivnih toplinskih provodnosti za razli�cite parametre.

Prvo �ce biti prikazana nestacionarna temperaturna polja �cistih termalnih pasti zadanih

materijala uz zadane rubne uvjete. Nakon prikaza polja �cistih pasti bit �ce obradeni

pojedini slu�cajevi razli�citih smjesi gdje �ce se gledati utjecaj parametarske analize na

vrijednost efektivne toplinske provodnosti i distorziju temperaturnih polja poput vari-

jacije masenih udjela, veli�cina �cestica i polo�zaja. Pa�znju je potrebno obratiti na oblik

samih izotermi. Zorno �ce biti predo�cena distinkcija izmedu �ciste tvari i smjese. Kod

raspodjele sa 4 Dirichletova rubna uvjeta odabrano je vrijeme t = 10 s kako bi se uhva-

tila �sto ve�ca nestacionarnost samog polja. Pri raspodjeli sa 2 adijabatska rubna uvjeta

i 2 Dirichletova rubna uvjeta uzeto je vrijeme t = 49 s jer se proces nakon tog vremena

ustacionirao te se mogu odrediti vrijednosti stacionarnih toplinskih tokova iz kojih se

mo�ze odrediti efektivna toplinska provodnost. Takoder, analiziran je utjecaj pravilnog

rasporeda uklju�cina na pobolj�sanje prijenosa topline �sto mo�ze biti od velike va�znosti. Na

kraju rezultata dane su tabli�cne vrijednosti ovisnosti efektivnih toplinskih vodljivosti o

masenim udjelima smjesa. Pri raspodjeli uklju�cina pozicije uklju�cina ozna�cene su crnom

bojom.

29
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3.1. �Ciste termalne paste vrste MGS A300 i MGS

C200

Ovo potpoglavlje prikazuje temperaturna polja �cistih termalnih pasti u vremenskom

trenutku t = 10 s sa slijede�cim Dirichletovim rubnim uvjetima : #Lijevo = 50 °C, #Dolje

= 0 °C, #Gore = 20 °C, #Desno = 100 °C. Uz to, prikazana su temperaturna polja �cistih

termalnih pasti uz 2 adijabatska rubna uvjeta (Gore i Dolje) te 2 Dirichletova rubna

uvjeta: #Lijevo = 100 °C, #Desno = 0 °C. Na slici 3.1 prikazana je usporedba temperaturnih

polja �ciste paste MGS A300 i MGS C200 za 4 Dirichletova rubna uvjeta dok je na slici 3.2

prikazana usporedba za 2 adijabatska rubna uvjeta i 2 Dirichletova rubna uvjeta.
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( a)) Prikaz temperaturnog polja �ciste MGS A300 paste u vremenskom trenutku t = 10 s

( b)) Prikaz temperaturnog polja �ciste MGS C200 paste u vremenskom trenutku t = 10 s

Slika 3.1: Usporedbeni prikaz temperaturnih polja �cistih pasti MGS A300 i

MGS C200 pri 4 Dirichletova rubna uvjeta
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( a)) Prikaz temperaturnog polja �ciste MGS A300 paste u vremenskom trenutku t = 49 s

( b)) Prikaz temperaturnog polja �ciste MGS C200 paste u vremenskom trenutku t = 49 s

Slika 3.2: Usporedbeni prikaz temperaturnih polja �cistih pasti MGS A300 i

MGS C200 pri 2 adijabatska rubna uvjeta i 2 Dirichletova rubna uvjeta
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S obzirom da su vodljivosti obje paste veoma sli�cne, ne postoji vidljiva razlika u tem-

peraturnim poljima no nu�zno je pokazati polja kod kojih ne postoji distorzija izotermi.

Ovi �ce prikazi slu�ziti kao referentne slike pri nadolaze�cim analizama.

3.2. MGS A300/ZnO - veli�cina �cestice 43.1807 �m

(varijacija masenih udjela)

Za smjesu termalne paste vrste MGS A300 i uklju�cina od cinkovog oksida ZnO

napravljene su slike temperaturnih polja u vremenskom trenutku t = 10 s sa slijede�cim

Dirichletovim rubnim uvjetima: #Lijevo = 50 °C, #Dolje = 0 °C, #Gore = 20 °C, #Desno

= 100 °C. Cilj ovog potpoglavlja le�zi u usporedbi �sirenja temperaturnih polja smjese

masenih udjela� ZnO = 50.38 % i � ZnO = 70 %. Pozicije uklju�cina u smjesi sa� ZnO =

50.38 % i � ZnO = 70 % mogu se vidjeti na slici 3.3 dok se usporedba temperaturnih

polja sa razli�citim masenim udjelima mo�ze vidjeti na slici 3.4. Kod prikaza raspodjele

uklju�cina mjesta gdje se nalazi �cista pasta ozna�cena su bijelom bojom dok su mjesta gdje

postoje uklju�cine ozna�cena crnom bojom. Radi lak�seg pregleda odstupanja dvaju polja

napravljeno je polje temperaturnih razlika koja pokazuje na kojim mjestima le�ze najve�ce

razlike pri ovoj usporedbi. Tablica 3.1 prikazuje ovisnost broja uklju�cina o masenom

udjelu smjese MGS A300/ZnO.

Tablica 3.1: Tabli�cni prikaz ovisnosti broja uklju�cina o masenom udjelu

smjese MGS A300/ZnO

Maseni udio� ZnO [%] broj uklju�cina

50.38 3200

70 5200
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( a)) Prikaz raspodjele uklju�cina sa � ZnO = 50.38 %

( b)) Prikaz raspodjele uklju�cina sa � ZnO = 70 %

Slika 3.3: Usporedbeni prikaz raspodjela uklju�cina smjese MGS A300/ZnO

sa razli�citim masenim udjelima
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( a)) Prikaz temperaturnog polja sa � ZnO = 50.38 % u vremenskom trenutku t = 10 s

( b)) Prikaz temperaturnog polja sa � ZnO = 70 % u vremenskom trenutku t = 10 s

Slika 3.4: Usporedbeni prikaz temperaturnih polja smjese MGS A300/ZnO

sa razli�citim masenim udjelima
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Iz usporedbenog se prikaza 3.4 mo�ze odmah vidjeti utjecaj uklju�cina na distorziju

izotermi �ciste paste. S obzirom da je polo�zaj uklju�cina stohasti�cki odabran, ne pos-

toji nikakav pravilan raspored izotermi. Pri ovoj se usporedbi jasno vidi kako je ve�ce

odstupanje od glatkog oblika izotermi kod �ciste paste pri ve�cem masenom udjelu� ZnO

= 70 %. To je opravdano �cinjenicom da postoji ve�ci udio uklju�cina blizu rubova do-

mene koje svojom pove�canom toplinskom provodno�s�cu primaju i predaju vi�se toplinskog

toka te tako distordiraju polje. Takoder, potrebno je napomenuti kako ova zakonitost

ne obitava sve do� ZnO = 100 %. Naime, postoji maksimalni maseni udio do kojeg

�ce porastom masenog udjela dolaziti do �sto ve�ceg odstupanja dok se prolaskom svoje

maksimalne vrijednosti polje umiruje i te�zi prema gladem. Takva se pojava dogada iz

razloga �sto domena nije dovoljno dobro povezana uklju�cinama te toplinski tok nakon

uklju�cine nailazi na �cistu pastu �sto stvara toplinski otpor. Pri vrlo visokim udjelima

uklju�cina u smjesi toplina prolazi kroz domenu puno lak�se jer postoji dobra umre�zenost

uklju�cinama. Na slici 3.5 vidi se polje razlike temperatura.

Slika 3.5: Prikaz polja razlike temperatura pri� ZnO = 50.38 % i � ZnO = 70

%
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Najve�ca razlika u temperaturama le�zi u donjem desnom kutu. S obzirom da je tamo

najve�ca razlika temperatura rubnih uvjeta #Desno = 100 °C i #Dolje = 0 °C koli�cina i

polo�zaj uklju�cina �ce imati najve�cu zaslugu pri prijenosu topline. Kako tamo postoji vi�se

uklju�cina pri � ZnO = 70 % prijenos topline je intenzivniji.

3.3. MGS A300/AlN i MGS A300/ZnO - veli�cina

�cestice 43.1807 �m (varijacija vrsti uklju�cina)

Za smjese termalnih pasti vrsta MGS A300/AlN i MGS A300/ZnO napravljene su

slike temperaturnih polja u vremenskom trenutku t = 49 s sa 2 adijabatska rubna uvjeta

(Gore i Dolje) te 2 Dirichletova rubna uvjeta: #Lijevo = 100 °C, #Desno = 0 °C. Cilj

ovog potpoglavlja je prikazati usporedbu vrijednosti efektivnih toplinskih provodnosti

pri dodavanju 2 razli�cite uklju�cine na istu vrstu paste sa istim masenim udjelima� AlN

= � ZnO = 30 % . Na slici 3.6 mogu se vidjeti raspodjele uklju�cina u obje smjese

dok se na slici 3.7 moge vidjeti usporedba temperaturnih polja. Takoder, dodana je

usporedba ovisnosti toplinskih tokova na krajevima domene o vremenu za obje vrste

uklju�cina 3.8. Uz to, pokazana je i vremenska ovisnost neto toplinskog toka koji se

akumulira u domeni. Kako proces te�ce lijepo se vidi da suma te�zi prema nuli odnosno

proces te�zi ka stacionarnosti. Tablica 3.2 prikazuje ovisnost broja uklju�cina o vrsti

uklju�cine u smjesi sa MGS A300 za isti maseni udio.

Tablica 3.2: Tabli�cni prikaz ovisnosti broja uklju�cina o vrsti smjese pri istom

masenom udjelu

Vrsta smjese � uklj [%] broj uklju�cina

MGS A300/ZnO 30 1658

MGS A300/AlN 30 2552
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( a)) Prikaz raspodjele uklju�cina u smjesi sa � ZnO = 30 %

( b)) Prikaz raspodjele uklju�cina u smjesi sa � AlN = 30 %

Slika 3.6: Usporedbeni prikaz raspodjela uklju�cina smjese MGS A300/ZnO i

smjese MGS A300/AlN sa istim masenim udjelom� uklj = 30 %
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( a)) Prikaz temperaturnog polja sa � ZnO = 30 % u vremenskom trenutku t = 49 s

( b)) Prikaz temperaturnog polja sa � AlN = 30 % u vremenskom trenutku t = 49 s

Slika 3.7: Usporedbeni prikaz temperaturnih polja smjesa MGS A300/ZnO

i MGS A300/AlN sa istim masenim udjelom� uklj = 30 %
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( a)) Prikaz vremenske ovisnosti toplinskih tokova na rubovima domene pri� ZnO = 30 %

( b)) Prikaz vremenske ovisnosti toplinskih tokova na rubovima domene pri � AlN = 30 %

Slika 3.8: Usporedbeni prikaz ovisnosti toplinskih tokova na rubovima do-

mene smjesa MGS A300/ZnO i MGS A300/AlN sa istim masenim udjelom

� uklj = 30 %
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U tablici 3.3 prikazane su vrijednosti stacionarnog toplinskog toka �stac i efektivne

toplinske vodljivosti � ef za obje smjese. Takoder, nadodane su vrijednosti toplinskih

tokova i vodljivosti pri smjesama MGS C200/AlN i MGS C200/ZnO.

Tablica 3.3: Prikaz vrijednosti stacionarnog toplinskog toka �stac i efektivne

toplinske vodljivosti � ef za MGS A300/ZnO, MGS A300/AlN,

MGS C200/ZnO i MGS C200/AlN

Vrsta smjese � stac [W] � ef [W=mK ]

MGS A300/ZnO 0.1552 5.175

MGS A300/AlN 0.1998 6.66

MGS C200/AlN 0.0888 2.961

MGS C200/ZnO 0.069 1.151

Kod ove se analize lijepo vidi pove�canje efektivne toplinske vodljivosti pri dodavanju

uklju�cina ve�ce toplinske vodljivosti, �sto je o�cekivano. Efektivna toplinska vodljivost

kod AlN ve�ca je za 28.71 % u usporedbi sa vodljivo�s�cu kod ZnO. Pri ve�cim masenim

udjelima taj �ce postotak rasti �sto �ce biti pokazano kasnije. Ve�ca toplinska vodljivost

rezultira ve�cim stacionarnim toplinskim tokom koji prolazi kroz domenu. Uz to, vidi se

ve�ca distorzija izotermi kod smjese MGS A300/AlN. Kod smjesa sa MGS C200 vidi se

takoder pove�canje efektivne toplinske vodljivosti no vrijednosti su manje jer je toplinska

vodljivost MGS C200 manja od toplinske vodljivosti MGS A300.
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3.4. MGS A300/AlN - veli�cina �cestice 43.1807 �m

(varijacija masenih udjela)

Za smjesu termalne paste vrste MGS A300/AlN napravljene su slike temperaturnih

polja u vremenskom trenutku t = 10 s sa slijede�cim Dirichletovim rubnim uvjetima:

#Lijevo = 50 °C, #Dolje = 0 °C, #Gore = 20 °C, #Desno = 100 °C. Uz to dodan je prikaz

polja u vremenskom trenutku t = 49 s sa 2 adijabatska rubna uvjeta (Gore i Dolje)

te 2 Dirichletova rubna uvjeta: #Lijevo = 100 °C, #Desno = 0 °C. Cilj ovog potpoglavlja

je usporedba distorzije �sirenja temperaturnih polja smjese masenih udjela� AlN = 20

% i � AlN = 80 % te odredivanje efektivih toplinskih vodljivosti pri razli�citim masenim

udjelima. Takoder, prikazano je polje razlike temperatura kod slu�caja sa 4 Dirichletova

rubna uvjeta. Tablica 3.4 prikazuje ovisnost broja uklju�cina o masenom udjelu smjese

MGS A300/AlN. Slika 3.9 prikazuje raspodjele uklju�cina smjese MGS A300/AlN za

navedene masene udjele dok slika 3.10 prikazuje usporedbe temperaturnih polja pri 4

Dirichletova rubna uvjeta za navedene masene udjele dok slika 3.12 prikazuje usporedbu

polja za 2 adijabatska rubna uvjeta i 2 Dirichletova rubna uvjeta gdje se na slici 3.13

mo�ze vidjeti usporedba vremenskih ovisnosti toplinskih tokova za iste rubne uvjete.

Tablica 3.4: Tabli�cni prikaz ovisnosti broja uklju�cina o masenom udjelu

smjese MGS A300/AlN

Maesni udio� AlN [%] broj uklju�cina

20 1665

80 7618
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( a)) Prikaz raspodjele uklju�cina u smjesi sa � AlN = 20 %

( b)) Prikaz raspodjele uklju�cina u smjesi sa � AlN = 80 %

Slika 3.9: Usporedbeni prikaz raspodjela uklju�cina smjese MGS A300/AlN

sa razli�citim masenim udjelima
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( a)) Prikaz temperaturnog polja sa � ZnO = 20 % u vremenskom trenutku t = 10 s

( b)) Prikaz temperaturnog polja sa � AlN = 80 % u vremenskom trenutku t = 10 s

Slika 3.10: Usporedbeni prikaz temperaturnih polja smjese MGS A300/AlN

sa razli�citim masenim udjelima
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Pri ovoj se analizi vidi velika razlika distorzije temperaturnih polja kako se maseni

udio aluminijevog nitrida AlN pove�cava. Tu je, takoder, bitno spomenuti da nije do�slo

do maksimalnog masenog udjela AlN nakon kojeg se smanjuje distorzija. Slika 3.11

prikazuje razlike u temperaturama pri ovoj analizi.

Slika 3.11: Prikaz polja razlike temperatura pri� AlN = 20 % i � AlN = 80 %

Najve�ca razlika obitava kod donjeg desnog kuta gdje se to lijepo vidi na prikazima

temperaturnih polja. Naime, kod� AlN = 80 % vidi se da je donji rubni uvjet utjecao

na ve�ci dio povr�sine nego kod� AlN = 20 %. Zbog toga maksimalna razlika iznosi oko

30 °C.
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( a)) Prikaz temperaturnog polja sa � AlN = 20 % u vremenskom trenutku t = 49 s

( b)) Prikaz temperaturnog polja sa � AlN = 80 % u vremenskom trenutku t = 49 s

Slika 3.12: Usporedbeni prikaz temperaturnih polja smjese MGS A300/AlN

sa razli�citim masenim udjelima - 2 adijabatska rubna uvjeta i 2 Dirichletova

rubna uvjeta
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( a)) Prikaz vremenske ovisnosti toplinskih tokova na rubovima domene pri� AlN = 20 %

( b)) Prikaz vremenske ovisnosti toplinskih tokova na rubovima domene pri � AlN = 80 %

Slika 3.13: Usporedbeni prikaz ovisnosti toplinskih tokova na rubovima do-

mene smjese MGS A300/AlN pri razli�citim masenim udjelima
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U tablici 3.5 prikazane su vrijednosti stacionarnog toplinskog toka �stac i efektivne

toplinske vodljivosti � ef za smjese MGS A300/ZnO, MGS A300/AlN, MGS C200/ZnO

i MGS C200/AlN pri � uklj = 20 % i � uklj = 80 %.

Tablica 3.5: Prikaz vrijednosti stacionarnog toplinskog toka �stac i efek-

tivne toplinske vodljivosti � ef za smjese MGS A300/AlN, MGS

A300/ZnO, MGS C200/ZnO i MGS C200/AlN pri razli�citim

masenim udjelima

Vrsta smjese � uklj � stac [W] � ef [W=mK ]

MGS A300/AlN 80 % 3.6669 122.229

MGS A300/AlN 20 % 0.1552 5.175

MGS A300/ZnO 20 % 0.1398 4.66

MGS A300/ZnO 80 % 0.5967 19.891

MGS C200/ZnO 20 % 0.0608 2.026

MGS C200/ZnO 80 % 0.4626 15.419

MGS C200/AlN 80 % 3.7497 124.99

MGS C200/AlN 20 % 0.0709 2.362

3.5. MGS A300/AlN i MGS A300/ZnO - veli�cina

�cestice 43.1807 �m (simetri�cna postavka uklju�cina

sa istim brojem �cestica)

Za smjese termalnih pasti vrsti MGS A300/AlN te MGS A300/ZnO napravljene su

slike temperaturnih polja u vremenskom trenutku t = 49 s sa slijede�cim 2 adijabatska

rubna uvjeta (Gore i Dolje) te 2 Dirichletova rubna uvjeta: #Lijevo = 100 °C, #Desno = 0

°C. Cilj ovog potpoglavlja je usporedba temperaturnih polja smjesa sa razli�citim vrstama

uklju�cina pri simetri�cno - pravilnom postavljanju uklju�cina na rubovima prora�cunske

domene te usporedba efektivnih toplinskih provodnosti. Uklju�cine su postavljene na

debljini 0.09 mm od svakog ruba. Prikaz samog smje�staja uklju�cina mo�ze se vidjeti na

slici 3.14. Pri ovakvoj se raspodjeli u samoj smjesi nalazi 1200 uklju�cina iste veli�cine

�cestica. Slika 3.15 prikazuje usporedbu temperaturnih polja za izmedu MGS A300/AlN
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i MGS A300/ZnO dok slika 3.16 prikazuje usporedbu vremenskih ovisnosti toplinskih

tokova na rubovima domene.

Slika 3.14: Prikaz raspodjele uklju�cina u smjesi sa� AlN = 14.58 % i � AlN =

22.73 %

Uz ovu bi analizu bilo zanimljivo pravilno rasporedenim uklju�cinama povezati lijevi

i desni rub domene te vidjeti kako to utje�ce na prijenos topline. S obzirom da to nije

tema ovog zavr�snog rada, takva analiza nije stavljena.
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( a)) Prikaz temperaturnog polja sa � AlN = 14.58 % u vremenskom trenutku t = 49 s

( b)) Prikaz temperaturnog polja sa � ZnO = 22.73 % u vremenskom trenutku t = 49 s

Slika 3.15: Usporedbeni prikaz temperaturnih polja smjese MGS A300/AlN

i MGS A300/ZnO pri simetri�cnom postavljanju - 2 adijabatska rubna uvjeta

i 2 Dirichletova rubna uvjeta
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( a)) Prikaz vremenske ovisnosti toplinskih tokova na rubovima domene pri� AlN = 14.58

%

( b)) Prikaz vremenske ovisnosti toplinskih tokova na rubovima domene pri� ZnO = 22.73

%

Slika 3.16: Usporedbeni prikaz ovisnosti toplinskih tokova na rubovima do-

mene smjesa MGS A300/ZnO i MGS A300/AlN pri simetri�cnom postavljanju

uklju�cina
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U tablici 3.6 prikazane su vrijednosti stacionarnog toplinskog toka �stac i efektivne

toplinske vodljivosti � ef za obje smjese.

Tablica 3.6: Prikaz vrijednosti stacionarnog toplinskog toka �stac i efektivne

toplinske vodljivosti � ef za MGS A300/ZnO i MGS A300/AlN

pri simetri�cnoj postavci uklju�cina

Vrsta smjese � stac [W] � ef [W=mK ]

MGS A300/AlN 0.7064 23.547

MGS A300/ZnO 0.2292 7.639

Kao �sto se vidi u tablici i pri usporedbi ovisnosti toplinskih tokova, vrijednosti efek-

tivnih toplinskih vodljivost naglo narastu u usporedbi sa stohasti�ckim postavljanjem pri

istom ili sli�cnom broju �cestica. To navodi na zaklju�cak gdje pri kvalitetnom i pa�zljivom

postavljanju uklju�cina toplinski otpor naglo pada. S obzirom da su uklju�cine postav-

ljene na rubovima domene, ve�cina �ce toplinskog toka prolaziti kroz ta mjesta. Kako je

tamo najni�zi toplinski otpor jer je najve�ca toplinska vodljivost, najve�ci udio topline ide

u tom smjeru.

3.6. MGS A300/AlN - iste uklju�cine (varijacija veli�cina

�cestica)

Za smjesu termalne paste vrste MGS A300/AlN napravljene su slike temperaturnih

polja u vremenskom trenutku t = 10 s sa slijede�cim Dirichletovim rubnim uvjetima:

#Lijevo = 50 °C, #Dolje = 0 °C, #Gore = 20 °C, #Desno = 100 °C. Uz to napravljene su slike

temperaturnih polja u vremenskom trenutku t = 49 s sa 2 adijabatska rubna uvjeta

(Gore i Dolje) te 2 Dirichletova rubna uvjeta: #Lijevo = 100 °C, #Desno = 0 °C. Cilj

ovog potpoglavlja je usporedba �sirenja izotermi kod temperaturnih polja smjese MGS

A300/AlN sa razli�citim veli�cinama �cestica dek = 43.1807�m i dek = 68.5451�m . Prikazi

same raspodjele uklju�cina mogu se vidjeti na slici 3.17 dok se usporedba temperaturnih

polja sa 4 Dirichletova rubna uvjeta mo�ze vidjeti na slici 3.18. Na slici 3.19 prikazana

je usporedba temperaturnih polja sa 2 adijabatska rubna uvjeta i 2 Dirichletova rubna

uvjeta dok je na slici 3.20 prikazana vremenska ovisnost toplinskih tokova na rubovima
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domene pri istim rubnim uvjetima. Tablica 3.7 prikazuje ovisnost masenih udjela o

ekvivalentnom promjeru za MGS A300/AlN.

Tablica 3.7: Prikaz ovisnosti masenih udjela o ekvivalentnom promjeru

�cestica dek

dek[�m ] � AlN [%]

43.1807 3.11

68.5451 12.07
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( a)) Prikaz raspodjele uklju�cina u smjesi sa � AlN = 3.11 %

( b)) Prikaz raspodjele uklju�cina u smjesi sa � AlN = 12.07 %

Slika 3.17: Usporedbeni prikaz raspodjela uklju�cina smjese MGS A300/AlN

sa dek = 43.1807�m i dek = 68.5451�m
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( a)) Prikaz temperaturnog polja sa � AlN = 3.11 % u vremenskom trenutku t = 10 s

( b)) Prikaz temperaturnog polja sa � AlN = 12.07 % u vremenskom trenutku t = 49 s

Slika 3.18: Usporedbeni prikaz temperaturnih polja smjese MGS A300/AlN

pri razli�citim veli�cinama �cestica - 4 Dirichletova rubna uvjeta
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( a)) Prikaz temperaturnog polja sa � AlN = 3.11 % u vremenskom trenutku t = 10 s

( b)) Prikaz temperaturnog polja sa � AlN = 12.07 % u vremenskom trenutku t = 49 s

Slika 3.19: Usporedbeni prikaz temperaturnih polja smjese MGS A300/AlN

pri razli�citim veli�cinama �cestica - 2 adijabatska rubna uvjeta i 2 Dirichletova

rubna uvjeta
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( a)) Prikaz vremenske ovisnosti toplinskih tokova na rubovima domene pri� AlN = 3.11

%

( b)) Prikaz vremenske ovisnosti toplinskih tokova na rubovima domene pri� AlN = 12.07

%

Slika 3.20: Usporedbeni prikaz ovisnosti toplinskih tokova na rubovima do-

mene smjese MGS A300/AlN pri razli�citim veli�cinama �cestica



Poglavlje 3. Rezultati 58

Na slici 3.18 zorno je predo�cena distorzija izotermi. Utjecaj veli�cina �cestica najvi�se se

vidi u gornjem desnom kutu gdje se na slici 3.17 vidi razlika u veli�cini �cestica. Ba�s zbog

pove�canja ekvivalentnog promjera mo�ze se vidjeti kako je ve�ci dio prostora u gornjem

desnom kutu obuhva�cen uklju�cinama. S obzirom da su uklju�cine blizu rubova domene,

veli�cina �cestice igra klju�cnu ulogu u prijenosu topline kao i u distorziji izotermi. �Sto je

�cestica ve�ca, to vi�se toplinskog toka prima i predaje te se time sve vi�se udaljuje od �ciste

paste.

U tablici 3.8 uklopljene su, takoder, vrijednosti efektivnih toplinskih provodnosti i

stacionarnih toplinskih tokova za smjese MGS C200/AlN i MGS C200/ZnO. S obzirom

da je vrijednost toplinske provodnosti paste MGS C200 manja od MGS A300, bit �ce

manje vrijednosti efektivnih toplinskih provodnosti.

Tablica 3.8: Prikaz vrijednosti stacionarnog toplinskog toka �stac i efektivne

toplinske vodljivosti � ef za MGS A300/ZnO, MGS A300/AlN,

MGS C200/AlN i MGS C200/ZnO pri razli�citoj veli�cini �cestica

Vrsta smjese dekv[�m ] � stac [W] � ef [W=mK ]

MGS A300/AlN 43.1807 0.1243 4.144

MGS A300/AlN 68.5451 0.145 4.832

MGS A300/ZnO 43.1807 0.124 4.133

MGS A300/ZnO 68.5451 0.1417 4.725

MGS C200/AlN 43.1807 0.0529 1.762

MGS C200/AlN 68.5451 0.0618 2.06

MGS C200/ZnO 43.1807 0.0528 1.76

MGS C200/ZnO 68.5451 0.0612 2.039

3.7. MGS A300/AlN i MGS A300/ZnO - ovisnosti

� ef o masenim udjelima � uklj

Ovo se poglavlje bavi tabli�cnim prikazima vrijednosti toplinskih otpora smjesa u

ovisnosti o masenim udjelima uklju�cina. Pri svakom su se masenom udjelu danom u

tablici stohasti�cki pet puta generirale pozicije uklju�cina te su prora�cuni napravljeni za
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svaki broj slu�caja. Krajnja osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr proiza�sla

je iz aritmeti�cke sredine. Analize su napravljene uz 2 adijabatska rubna uvjeta te 2

Dirichletova rubna uvjeta: #Lijevo = 100 °C, #Desno = 0 °C.

Tablica 3.9: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti� ef o ma-

senom udjelu uklju�cina � AlN = 10 % kroz 5 slu�cajeva za AlN u

smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/AlN 1 4.548 0.1364

MGS A300/AlN 2 4.552 0.1366

MGS A300/AlN 3 4.54 0.1362

MGS A300/AlN 4 4.549 0.1365

MGS A300/AlN 5 4.553 0.1366

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 4.548 W/mK.

Tablica 3.10: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � ZnO = 10.7 % za ZnO u smjesi sa

MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/ZnO 1 4.315 0.1295

MGS A300/ZnO 2 4.306 0.1292

MGS A300/ZnO 3 4.306 0.1292

MGS A300/ZnO 4 4.304 0.1291

MGS A300/ZnO 5 4.31 0.1293

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 4.308 W/mK.
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Tablica 3.11: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � AlN = 20 % za AlN u smjesi sa

MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/AlN 1 5.364 0.1609

MGS A300/AlN 2 5.382 0.1615

MGS A300/AlN 3 5.39 0.1617

MGS A300/AlN 4 5.357 0.1607

MGS A300/AlN 5 5.341 0.1602

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 5.367 W/mK.

Tablica 3.12: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � ZnO = 21.24 % za ZnO u smjesi sa

MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/ZnO 1 4.712 0.1413

MGS A300/ZnO 2 4.713 0.1414

MGS A300/ZnO 3 4.714 0.1414

MGS A300/ZnO 4 4.712 0.1414

MGS A300/ZnO 5 4.715 0.1414

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 4.713 W/mK.
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Tablica 3.13: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � AlN = 30 % za AlN u smjesi sa

MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/AlN 1 6.645 0.1994

MGS A300/AlN 2 6.661 0.1998

MGS A300/AlN 3 6.629 0.1989

MGS A300/AlN 4 6.704 0.2011

MGS A300/AlN 5 6.708 0.2012

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 6.669 W/mK.

Tablica 3.14: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � ZnO = 31.59 % kroz 5 slu�cajeva za

ZnO u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/ZnO 1 5.308 0.1592

MGS A300/ZnO 2 5.258 0.1577

MGS A300/ZnO 3 5.267 0.158

MGS A300/ZnO 4 5.271 0.1581

MGS A300/ZnO 5 5.275 0.1583

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 5.276 W/mK.
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Tablica 3.15: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � AlN = 40 % kroz 5 slu�cajeva za

AlN u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/AlN 1 9.042 0.2713

MGS A300/AlN 2 8.682 0.2605

MGS A300/AlN 3 8.916 0.2675

MGS A300/AlN 4 8.952 0.2686

MGS A300/AlN 5 9.077 0.2723

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 8.934 W/mK.

Tablica 3.16: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � ZnO = 41.8 % kroz 5 slu�cajeva za

ZnO u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/ZnO 1 6.091 0.1827

MGS A300/ZnO 2 6.089 0.1827

MGS A300/ZnO 3 6.058 0.1817

MGS A300/ZnO 4 6.128 0.1839

MGS A300/ZnO 5 6.103 0.1831

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 6.093 W/mK.
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Tablica 3.17: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � AlN = 50 % kroz 5 slu�cajeva za

AlN u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/AlN 1 14.076 0.4223

MGS A300/AlN 2 13.481 0.4044

MGS A300/AlN 3 13.479 0.4044

MGS A300/AlN 4 13.854 0.4156

MGS A300/AlN 5 13.771 0.4131

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 13.732 W/mK.

Tablica 3.18: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � ZnO = 51.86 % kroz 5 slu�cajeva za

ZnO u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/ZnO 1 7.47 0.2241

MGS A300/ZnO 2 7.407 0.2222

MGS A300/ZnO 3 7.399 0.222

MGS A300/ZnO 4 7.335 0.22

MGS A300/ZnO 5 7.335 0.22

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 7.389 W/mK.
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Tablica 3.19: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � AlN = 60 % kroz 5 slu�cajeva za

AlN u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/AlN 1 26.265 0.788

MGS A300/AlN 2 26.679 0.8

MGS A300/AlN 3 26.758 0.8027

MGS A300/AlN 4 25.456 0.7637

MGS A300/AlN 5 26.742 0.8023

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 26.38 W/mK.

Tablica 3.20: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � ZnO = 61.77 % kroz 5 slu�cajeva za

ZnO u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/ZnO 1 9.428 0.2829

MGS A300/ZnO 2 9.458 0.2837

MGS A300/ZnO 3 9.472 0.2842

MGS A300/ZnO 4 9.598 0.288

MGS A300/ZnO 5 9.527 0.2858

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 9.497 W/mK.



Poglavlje 3. Rezultati 65

Tablica 3.21: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � AlN = 70 % kroz 5 slu�cajeva za

AlN u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/AlN 1 56.502 1.6951

MGS A300/AlN 2 57.039 1.7112

MGS A300/AlN 3 56.997 1.7099

MGS A300/AlN 4 57.938 1.7381

MGS A300/AlN 5 58.649 1.7595

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 57.425 W/mK.

Tablica 3.22: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � ZnO = 71.57 % kroz 5 slu�cajeva za

ZnO u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/ZnO 1 13.481 0.4044

MGS A300/ZnO 2 13.556 0.4067

MGS A300/ZnO 3 13.46 0.4038

MGS A300/ZnO 4 13.502 0.4051

MGS A300/ZnO 5 13.097 0.3929

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 13.419 W/mK.
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Tablica 3.23: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � AlN = 80 % kroz 5 slu�cajeva za

AlN u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/AlN 1 121.719 3.6516

MGS A300/AlN 2 121.897 3.6569

MGS A300/AlN 3 118.03 3.5409

MGS A300/AlN 4 119.534 3.586

MGS A300/AlN 5 122.186 3.6656

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 120.673 W/mK.

Tablica 3.24: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � ZnO = 81.16 % kroz 5 slu�cajeva za

ZnO u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/ZnO 1 20.994 0.6298

MGS A300/ZnO 2 21.02 0.6306

MGS A300/ZnO 3 20.779 0.6234

MGS A300/ZnO 4 20.785 0.624

MGS A300/ZnO 5 20.682 0.6204

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 20.852 W/mK.
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Tablica 3.25: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � AlN = 90 % kroz 5 slu�cajeva za

AlN u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/AlN 1 209.359 6.2808

MGS A300/AlN 2 208.042 6.2413

MGS A300/AlN 3 210.061 6.3018

MGS A300/AlN 4 206.924 6.2077

MGS A300/AlN 5 211.278 6.3383

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 209.133 W/mK.

Tablica 3.26: Tabli�cni prikaz ovisnosti efektivne toplinske vodljivosti � ef o

masenom udjelu uklju�cina � ZnO = 90.67 % kroz 5 slu�cajeva za

ZnO u smjesi sa MGS A300

Vrsta smjese broj slu�caja � ef [W=mK ] � stac [W]

MGS A300/ZnO 1 35.594 1.0678

MGS A300/ZnO 2 35.365 1.061

MGS A300/ZnO 3 35.781 1.0734

MGS A300/ZnO 4 35.42 1.0626

MGS A300/ZnO 5 35.729 1.0719

Osrednjena efektivna toplinska vodljivost� ef;sr iznosi 35.578 W/mK.

Slika 3.21 prikazuje ovisnost efektivne toplinske provodnosti� ef o masenom udjelu

uklju�cina ZnO i AlN u smjesi sa MGS A300. Maseni se udio kre�ce od 0 % do 100 % kad

termalna pasta postaje jedna velika uklju�cina.
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Slika 3.21: Prikaz ovisnosti efektivne toplinske provodnosti o masenom udjelu

uklju�cina u smjesi sa MGS A300

Na slici se vidi kako pri povi�senju masenih udjela uklju�cina nagib krivulje raste. To

je opravdano �cinjenicom da domena postaje sve vi�se zasi�cena uklju�cinama vi�se toplin-

ske provodnosti te time se ukupni toplinski otpor smanjuje. Zanimljivo je za vidjeti
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pona�sanje grafova u intervalu od 90 % masenog udjela do 100 %. S obzirom da su u

tom intervalu nagibi najve�ci, mali porast masenog udjela rezultira znatnim pove�canjem

toplinske provodnosti.



4 Zaklju�cak

U radu je napravljeno podosta analiza i simulacija 2D nestacionarnih temperatur-

nih polja �cistih pasti i smjesa. Navedenim analizama prikazano je da utjecaj kori�stenja

dodatnih uklju�cina u termalnim pastama pospje�suje prijenos topline. Varijacijama po-

jedinih parametara pokazano je da pomnim odabirom vrste, veli�cine i masenog udjela

uklju�cine, prijenos topline mo�ze se znatno pospje�siti. Ovaj je broj analiza u radu tek

mali udio u ogromnoj varijaciji parametara gdje neki uop�ce nisu ni uzeti u obzir. S

obzirom na zahtijevani opseg ovog rada, bilo je potrebno ograni�citi se na par parame-

tara i vrsti materijala. Kao �sto je pokazano, najve�ci udio u prijenosu topline, uz vrstu

uklju�cine, ima njezin maseni udio u smjesi. S obzirom da u realnosti uklju�cine ne�ce biti

pravilnih oblika, potrebno je uzeti te nesavr�senosti u obzir. Kako razvoj elektroni�ckih

komponenti iziskuje sve manje dimenzije �cipova, potrebno je pribjegnuti kori�stenju pasti

sve manjih dimenzija.

Takoder, dodirnuto je podru�cje pravilnog simetri�cnog postavljanja uklju�cina gdje re-

zultati podosta odska�cu od rezultata pri stohasti�ckoj raspodjeli. Takvim se analizama

otvorilo jedno novo �siroko podru�cje u termalnom menad�zmentu elektronike koje bi se ti-

calo pravilnog postavljanja uklju�cina u smjesama termalnih pasti. Izad�sno projektiranje

takvih sustava rezultiralo bi smanjenjem radne temperature elektroni�ckih komponenti

te bi se time pove�cali radni vijek i performanse, a smanjile temperaturne dilatacije i po-

tencijalno pregaranje �cipova. Takvi bi sustavi mnogim kompanijama donijeli zna�cajne

�nancijske u�stede.
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