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1. Uvod

1. Uvod

Temelji teorije optimalnog upravljanja postavljani su krajem pedesetih godina
radovima Pontryagina [1] i Bellmana [2], da bi do kraja Sesdesetih teorija poprimila svoj
konac¢ni oblik [3], [4]. Paralelno s razvojem teorije razvijale su se i razli¢ite numericke
metode za rjeSavanje problema optimalnog upravljanja. lako teorija optimalnog
upravljanja pruza univerzalni okvir za sintezu upravljanja multivarijabilnim dinamickim
sustavima, ona danas nije zastupljena u prakti¢nim primjenama s punim opsegom svojih
moguénosti, izuzev u slucajevima gdje postoje, uvjetno receno, analiticka rjeSenja, kao
npr. problem regulacije linearnih sustava s kvadratnim kriterijem optimalnosti. Razlog
tome lezi u matematickoj kompleksnosti nuznih uvjeta optimalnosti i neophodnosti
primjene numerickih metoda. S druge strane, u odnosu na neke metode sinteze
upravljanja multivarijabilnim dinamickim sustavima, teorija optimalnog upravljanja
moze razmatrati i problem ograni¢enja varijabli stanja i upravljanja.

Iako je teorija optimalnog upravljanja u pocetku svog razvoja imala gotovo
isklju¢ivu primjenu na problemima vodenja tehni¢kih sustava, primjetan je zadnjih
godina sve veci trend njene primjene u ekonomiji i menadZzmentu [5]-[7]. Pomoc¢u
teorije optimalnog upravljanja tretirani su mnogi problemi ekonomije i menadZmenta
kao npr. optimalni ekonomski rast i ekonomsko planiranje, ekonomska stabilizacija,
medunarodna trgovina, regionalna ekonomija, urbana ekonomija, kontrola populacije,
kontrola zagadenja okoliSa, kontrola naoruzanja, dinamicka teorija organizacije.
Centralni problem ekonomije je optimalna raspodjela ogranicenih sredstava u nekom
vremenskom trenutku (staticka optimizacija) ili tokom odredenog vremena (dinamicka
optimizacija). Izbor izmedu manje potroSnje sada i vece poslije, izbor izmedu
kratkoro¢nog napora i dugoro¢nog profita, problem je dinamicke optimizacije, itd.
Drugim rije¢ima, problem se sastoji u raspodjeli investicija po razli¢itim sektorima
tijekom cijelog perioda ekonomskog planiranja.

S druge strane, teorija optimalnog upravljanja ima klju¢nu ulogu u formulaciji
opce teorije sustava, odnosno, opcée teorije upravljanja, koja bi vrijedila kako za
tehnicke, tako i za ekonomske, bioloske sustave i ljudske organizacije. Danas se principi,
metode, tehnike i postupci ove teorije pokuSavaju prenijeti i na druge oblasti, tako da
tehni¢ka teorija upravljanja dobiva Siri znac¢aj. Ta tendencija je posebno izrazena u
jednoj grani opce teorije sustava; teoriji hijerarhijskih sustava s viSe nivoa [8]. Osnovna
motivacija formulacije teorije hijerarhijskih sustava proisticala je iz podrucja
automatizacije i upravljanja kompleksnim industrijskim sustavima, da bi kasnije prerasla
u teoriju upravljanja druStvenim organizacijama. Klju¢ni pojam teorije hijerarhijskih
sustava je princip koordinacije izmedu razli¢itih nivoa (elemenata) sustava, kako
vertikalnih tako i horizontalnih. S te strane, problem koji razmatramo u ovom radu,
kooperativni rad dva robota, predstavlja analogiju koordinacije dva elementa sustava na
istom hijerarhijskom nivou.
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Osnovna motivacija ovog rada je razvoj numerickih algoritama koji bi omogucili
operativnu primjenu optimalnog upravljanja na sloZene, nelinearne multivarijabilne
sustave sa zadanim ograniCenjima varijabli stanja i upravljanja. Pri tome je nuzno
povlacenje analogija s poznatim arhitekturama neuronskih mreza, ako postoji namjera
primjene numerickih algoritama optimalnog upravljanja na velike, kompleksne sustave
(sustave visokih dimenzija vektora stanja), radi iskoriStavanja moguénosti paralelnog
procesiranja. U radu se pod pojmom nelinearnost podrazumjeva jednoznacna
nelinearnost, odnosno, ne tretira se viSeznacna nelinearnost poput histereze. Takoder, svi
algoritmi (osim u slucaju podpoglavlja 8.4) su off-line algoritmi, odnosno, ne
primjenjuju se direktno u procesu upravljanja.

U drugom poglavlju razmatraju se neki elementarni rezultati iz teorije
optimalnog upravljanja, s posebnim naglaskom na tretiranje raznih vrsta mogucih
ogranicenja. Cilj tog poglavlja je da se ilustriraju matematicki problemi s kojima se
suocavamo u slucaju direktne primjene nuznih uvjeta optimalnosti za nalazenje
optimalnog rjeSenja. OgraniCenja tipa nejednakosti po varijablama upravljanja, a
posebno po varijablama stanja, ¢ine nuzne uvjete optimalnosti gotovo neupotrebljivim
za primjenu osim za nizedimenzionalne linearne sustave.

U tre¢em poglavlju razmatraju se neke standardne numericke metode optimalnog
upravljanja. Numericko tretiranje problema optimalnog upravljanja je neophodno zbog
matematicke kompleksnosti nuznih uvjeta optimalnosti. Numericke metode optimalnog
upravljanja mogu se podjeliti na metode koje numericki tretiraju nuzne uvjete
optimalnosti (metoda kvazilinearizacije, diskretno dinamic¢ko programiranje) i1 direktne
metode u koje mozemo ubrojiti Ritzovu metodu 1 metodu diskretizacije kojom
kontinuirani problem optimalnog upravljanja svodimo na problem nelinearnog
programiranja.

U cetvrtom poglavlju daje se izvod gradijentnog algoritma za diskretizirani
problem optimalnog upravljanja. Izvod je baziran na principu BPTT (backpropagation-
through-time) algoritma, odnosno na primjeni svojstva ulancanih derivacija 1 iteriranja
unazad u vremenu. Zbog kompleksnosti izvoda algoritma za nelinearne multivarijabilne
sustave, najprije smo izveli algoritam za jednodimenzionalni slucaj radi ilustracije
osnovnog principa izvodenja algoritma. Takoder smo dali prikaz analogije izmedu
dobivenog algoritma za jednodimenzionalan sluc¢aj i arhitekture dinamickih neuronskih
mreza, kao 1 unaprijednih neuronskih mreza s N-I skrivenih slojeva (N je broj
diskretiziranih vremenskih podintervala). Zatim slijedi izvod algoritma za opcenite
nelinearne multivarijabilne sustave bez ograniCenja varijabli stanja i upravljanja. Nakon
toga, u osnovnu shemu algoritma postepeno dodajemo modifikacije za slucaj
ogranicenja tipa rubnih uvjeta, te ogranienja tipa nejednakosti i1 jednakosti po
varijablama stanja i upravljanja. Na kraju dajemo pregled kona¢nog oblika algoritma za
problem optimalnog upravljanja u kojeg su ukljuceni svi, gore navedeni, tipovi
ogranicenja. Dobiveni algoritam smo testirali na nekim jednostavnim linearnim
primjerima (s poznatim analitickim rjeSenjem) radi moguénosti direktne usporedbe
numerickih rezultata s analitickim.

U petom poglavlju dajemo prikaz metode konjugiranog gradijenta, koja spada u
metode drugog reda i ima puno bolja konvergencijska svojstva od gradijentnog
algoritma s konstantnim koeficijentom konvergencije. Metoda konjugiranog gradijenta
zahtijeva dodatnu jednodimenzionalnu minimizaciju funkcije cilja u svakom koraku
iteriranja algoritma $to povecava vrijeme izracunavanja jedne iteracije gradijentnog
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algoritma. Medutim, ubrzanje konvergencije koje pri tome postizemo svakako
opravdava koristenje metode konjugiranog gradijenta u slucajevima gdje mozemo dobiti
egzaktnu vrijednost gradijenta funkcije cilja.

U Sestom poglavlju razmatramo problem vremenski optimalnog upravljanja.
Prvo primjenjujemo analognu proceduru kao u Cetvrtom poglavlju uzimajuci period
diskretizacije promjenjivom varijablom i raCunamo derivaciju definirane funkcije cilja
po periodu diskretizacije. Dobiveni algoritam je vrlo glomazan i1 nepraktiCan za
implementaciju. Nakon toga prikazali smo drugi algoritam koji je vrlo jednostavan i
zahtijeva samo izracunavanje sume kaznenih funkcija.

U sedmom poglavlju razmatramo primjenu algoritama prikazanih u prethodnim
poglavljima na problem optimalnog upravljanja robotom s dva stupnja slobode. Prvo se
razmatra vremenski optimalno wupravljanje robotom s ograniCenjima varijabli
upravljanja, a zatim isti problem s uvjetom zaobilaZzenja prepreke. Nakon toga
razmatramo problem optimalnog upravljanja kooperativnim radom dva robota tokom
prenosenja krutog tereta s jednog mjesta na drugo. Najprije smo razmatrali problem uz
uvjet ograni¢enja upravljackih varijabli 1 uvjet konstantne udaljenosti izmedu
prihvatnica manipulatora. [z analize dobivenih rezultata proizlazi da bi, 1 pored
zadovoljavanja svih postavljenih uvjeta, dolazilo do medusobnog sudara ruku
manipulatora. Zatim smo, pored navedenih uvjeta, dodali uvjet medusobnog
izbjegavanja sudara ¢ime smo otklonili navedeni problem.

U osmom poglavlju izvodimo algoritam za odredivanje koeficijenata pojacanja
statickog regulatora u povratnoj petlji. Izvod se, takoder, temelji na principu BPTT
algoritma. Razmatra se problem regulacije za nelinearne multivarijabilne sustave s
ograni¢enjima varijabli upravljanja.
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2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

U ovom poglavlju prikazat éemo neke klju¢ne rezultate iz teorije optimalnog
upravljanja s posebnim naglaskom na tretiranje raznih oblika ogranicenja koji se mogu
pojaviti u formulaciji problema.

Polaziste za tretiranje problema optimalnog upravljanja je klasi¢ni varijacioni
racun. Ogranicenja koja namece pristup preko varijacijskog ra¢una mogu se izbjeci
koristenjem Pontryaginovog principa maksimuma ili Bellmanovim konceptom

dinamickog programiranja. Analiza optimuma preko navedenih postupaka najcesce je
ograni¢ena na trazenje nuznih uvjeta.

Izlaganje u ovom poglavlju prati reference [1]-[6], [9], [10].

2.1 Parametarska optimizacija s ogranic¢enjima tipa jednakosti

Najjednostavnija klasa problema parametarske optimizacije je nalazenje
vrijednosti m parametara u,,u,,...,u, koje minimiziraju funkciju cilja (indeks

>"m

performansi) koja je funkcija tih parametara,
F(u,,uy,...,u

m

Ako uvedemo tzv. vektor odlucivanja (decision vector)
r_ r
u = [ul 1/[2 e um] >

mozemo napisati funkciju cilja kao F(u). Ako nema ograni¢enja na moguce vrijednosti
od u i ako funkcija F(u) ima prvu i drugu derivaciju za sve vrijednosti vektora u, tada
je nuzan uvjet za minimum

JF(u) 0 o0
Au '
odnosno, po komponentama
JF(u) :
=0, i=12,...,m. (2.2)

Ju,

Iz gornjeg uvjeta dobivamo sustav od m algebarskih jednadzbi, koje su opcenito
nelinearne, sa m nepoznatih parametara u,,u,,...,u, . Sve moguce vrijednosti parametara

u,,u,,...,u, , koje zadovoljavaju gornji uvjet nazivamo stacionarnim tockama.
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Opéenitija klasa problema parametarske optimizacije je nalazenje vrijednosti m
parametara u,,u,,...,u, koji minimiziraju funkciju cilja koja je skalarna funkcija n+m
parametara

m

F(x,,%y s X, Uy Uy, ),

gdje su n parametara stanja x,,x,,...,x, odredena parametrima odluc¢ivanja kroz skup od
n jednadzbi

Ji(x Xy s X, Uy Uy, ) =0, T=12,...,n.
Uvodenjem
XT:[,C1 X, xn]"" fT:[f1 £ fn],v’
problem mozemo formulirati na slijedec¢i nac¢in: treba naéi vektor u koji minimizira
F(x,u), (2.3)
gdje je vektor stanja odreden vektorom odluc¢ivanja pomocu jednadzbi
f(x,u)=0. (2.4)

Rjesenje (stacionarna tocka) gornjeg problema je ona vrijednost vektora u, u kojoj je
dF =0, za proizvoljni du, dok je df =0.Imamo

dF = F,-dx+F, -du, (2.5)
df =f_-dx+1, -du, (2.6)

gdje su F,, F, vektori parcijalnih derivacija /' po komponentama vektora x, odnosno
u, respektivno, dok su f_, f Jakobijeve matrice parcijalnih derivacija komponenti
vektora f po komponentama vektora x, odnosno u, respektivno. 1z zahtjeva df =0, pod
uvjetom da je f nesingularna matrica, mozemo izraziti dx preko du

dx=—f_"-f, -du. 2.7
Uvrstimo li gornji izraz u izraz za dF', dobivamo

dF =(F, - F ' -f,)-du. (2.8)
Ako je dF =0 za proizvoljni du, tada je neophodno da

FE-F -f'-f =0, (2.9)

Gornjih m jednadzbi, zajedno s » jednadzbi (2.4) odreduju m komponenti vektora u i »
komponenti vektora x, u stacionarnoj tocki.

Ako sada uvedemo

R U (2.10)
jednadzba (2.9) poprima oblik

F+A"f =0, (2.11)
dok iz (2.10) slijedi

F +7"-f =0. (2.12)
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Gornje dvije jednadzbe predstavljaju alternativni prikaz uvjeta (2.9), s tom razlikom S$to
m jednadzbi (2.11), n jednadzbi (2.12), te n jednadzbi (2.4) odreduju m komponenti
vektora u 1 » komponenti vektora x, te » komponenti vektora A, u stacionarnoj tocki.
Ako sada uvedemo funkciju

H(x,u,\) = F(x,u) + 1 -f(x,u), (2.13)

vidimo da nuzne uvjete minimuma funkcije (2.3) uz ogranicenja (2.4), predstavljene
jednadzbama (2.11), (2.12) i (2.4), mozemo dobiti iz uvjeta dH = 0, tretirajuéi vektore
X, u, A, kao medusobno nezavisne varijable funkcije (2.13). Imamo

oH JoH JoH

dH = é,x-dx+ au-du+m\-d7\, (2.14)
odnosno, zbog uvjeta dH = 0 za proizvoljne dx, du, di , dobivamo slijedeée uvjete

JH ’

—=F+Ar f =0, (2.15)
ox

OH ,

—=F+) £, =0, (2.16)
ou

oH _ 0. 2.17
= fxu) = @.17)

Komponente vektora A, zovemo Lagrangeovi multiplikatori, dok funkciju H(x,u,1)
zovemo Hamiltonian ili Hamiltonova funkcija.

Na ovaj nacin smo problem minimizacije funkcije (2.3) uz ogranicenja (2.4),
kojima su varijable x ovisne o varijablama u, sveli na problem minimizacije, bez
ograni¢enja, funkcije (2.13), tretiraju¢i vektore x, u, A, kao medusobno nezavisne
varijable. 1z izraza (2.17) uvijek proizlaze zadane jednadZbe ogranicenja, tako da se
¢esto u literaturi gleda varijacija Hamiltoniana samo u funkciji od dx, du, tretirajuéi A
kao konstantu, te se na taj nacin dobivenim izrazima (2.15) i (2.16) doda jednadzba
(2.4).

2.2 Optimizacija diskretnih dinamickih sustava

Optimizacija diskretnih dinamickih sustava spada takoder u probleme
parametarske optimizacije. Razmotrimo diskretni dinamicki sustav opisan nelinearnom
diferencijskom jednadzbom

x(i + 1) = £'(x(0),u(i)), x(0)=x,, i=01..,N-1, (2.18)

koja predstavlja skup od »nN jednadzbi. Gornjim sustavom jednadzbi je niz n-
dimenzionalnih vektora stanja x(i) odreden nizom m-dimenzionalnih upravljackih

vektora u(7) . Funkciju cilja definiramo u obliku

(ﬂm)demm) (2.19)
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Problem se sastoji u pronalaZenju niza upravljackih vektora u(i), koji minimiziraju
gornju funkciju cilja i pri tome zadovoljavaju sustav jednadzbi (2.18). Dodavanjem

sustava jednadzbi (2.18) sa nizom Lagrangeovih multiplikatora u jednadzbu (2.19),
dobivamo

J=0(x(N)) + Z[F(x(i), u(i))+ 17 G+ 1)(f" (x(i),u(i)) - x(i + 1))] . (2.20)
Definiramo skalarni niz funkcija (Hamiltonijan)
H' = F(x(),u(i)+2" i + DF' (x(0)u(i)) . (2.21)
Promjenom indeksa u sumi izraza (2.20), dobivamo

J=0(x(N)) =L (N)-x(N) + H® + %‘I[H’ -17 (@) -x()]. (2.22)

Nuzan uvjet minimuma funkcije cilja (2.22) je dJ =0, pri proizvoljnoj promjeni du(i),
dx(i) . Imamo

d]{—”% —x”(N)}.dx(N)+1§{[§—H—M(z‘)}-dx(z’)+ o ~du(i)}+

Ox(N) = || 2x(i) ou(i)
H’ H’
+ d -dx(0) + o -du(0)
ox(0) Ju(0)
iz Cega slijedi
OoH' "
—-A"()=0,
@ + O
odnosno
L) = or +A G +1) g—fl i =0,1,....,N—1 (2.23)
i = ox() i ox(i) i=0,1,..., , .
sa rubnim uvjetom
29
A(N)=———. 2.24
(N) ox(N) (2.24)
Slijedeéi uvjet koji mora biti zadovoljen je
Hi
d —=0, i=0,1,.,N-1. (2.25)
ou(i)

Dakle, da bi niz upravljackih vektora u(i), predstavljao stacionarnu tocku

funkecije cilja (2.19) uz zadana ogranicenja (2.18), mora biti zadovoljen slijedeci sustav
jednadzbi

x(i + 1) = £'(x(0),u(i)), (2.26)
A @) = éDFf +2 (i+1)-§—fl;, (2.27)
ox(i) ox(i)
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or A G +1) 2 S (2.28)
oui) T puy T '
za i =0,1,..., N —1, uz zadane pocetne i rubne uvjete
29
0)=x,, A(N)=——. 2.29
x(0) = x, (N) ox(N) (2.29)

Diferencijske jednadzbe (2.26) i (2.27) su medusobno spregnute, buduci da u(i) ovisi o
A(i) preko (2.29). Jednadzbe (2.26)-(2.28) predstavljaju sustav od (2n+m)N jednadzbi
s isto toliko nepoznanica: x(1),....,x(N), u(0),...,u(N —1), A(0),....,.A(N -1).

2.3 Optimizacija kontinuiranih dinamickih sustava

Optimizacijski problemi za kontinuirane dinamicke sustave spadaju u varijacijski
racun. Oni se takoder mogu razmatrati kao grani¢ni slucaj optimizacijskih problema za
diskretne dinamicke sustave (period diskretizacije dovoljno mali u usporedbi s ukupnim
vremenskim intervalom). Obrnuti sluc¢aj je danas mnogo c¢es$¢i, kontinuirani sustavi
aproksimiraju se diskretnim, zbog mogucnosti obrade na digitalnim racunalima.

Razmotrimo slijedeéi sustav nelinearnih diferencijalnih jednadzbi
(1) = f(x(0),u(n.1),  x(1)) =x,, ty<U<t,, (2.30)

gdje je x(¢#) n-dimenzionalna vektorska funkcija (vektor stanja) koja je odredena sa
u(?), m-dimenzionalnom vektorskom funkcijom (vektor upravljanja). Razmotrimo
funkeciju cilja u obliku

J=0(x(e))ut, )+ jF(x(t),u(t),t)dt, 2.31)

0

Sto predstavlja kontinuirani oblik diskretne funkcije cilja (2.19). Poblem optimalnog
upravljanja sa funkcijom cilja oblika (2.31) naziva se Bolzin problem. Problem se sastoji
u pronalazenju vektorske funkcije u(#) koja minimizira funkciju cilja (2.31) pri cemu je
povezanost izmedu x(#) 1 wu(f) dana sustavom diferencijalnih jednadzbi (2.30).

Analogno kao u diskretnom slucaju, koristimo metodu Lagrangeovih multiplikatora da
bi ubacili sustav diferencijalnih jednadzbi u funkciju cilja (2.31)

J=4(x(t,).1, )+ /j[F(x(z), u(e), 1)+ 2.7 (1) - (f(x().u(0).1) - X(t))]dt .32

Sto je analogno izrazu (2.20). Definiramo Hamiltonian

H(x(1),u(0),2(1),1) = F(x(0),u(e).r)+ 2.7 (1) -£(x(0),u(0),). (2.32)

Sada imamo
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)
J=4(xt )t )+ [[H(x0).000).0(0), 1) = 1" (1) %(1)]d 1 (2.33)
ly
Parcijalnom integracijom drugog ¢lana podintegralnog izraza u (2.33), dobivamo

Iy
J=9(x(t ut, ) =1 (1) () + A (1) x(t0) + [[H(X(@. (0000, 1) + 17 (0)-x(0)]d 1
lo
Sada uzimamo prvu varijaciju funkcije cilja, 6J, u ovisnosti o varijaciji vektora

upravljanja i vektora stanja, oko optimalnog vektora upravljanja i optimalnog vektora
stanja. Imamo

20 . W(oH ., OH
5J=K£_7M/J.§Xi| +[}J .5x]’:’0 +ZJ‘{(E+X[)5X+E~5U:|6H. (2.34)
l=l/ 0

Nuzan uvjet minimuma funkcije cilja je iS¢ezavanje prve varijacije, 0J =0, za
proizvoljne varijacije 0x, du. Dobivamo

s OH_oF ., of (2.35)
- Ox  Ox ox’ '
sa rubnim uvjetom
29
A= : 2.36
)= 20 (2:36)
Drugi uvjet koji dobivamo iz (2.34) je
oH 2.37)
Au @.

za t, <t <t,. Jednadzbe (2.35), (2.36) i (2.37) poznate su u varijacijskom racunu kao

Euler-Lagrangeove jednadzbe.

Dakle, da bi nasli upravljacki vektor u(#) koji predstavlja stacionarnu vrijednost
funkecije cilja (2.31), moraju biti zadovoljene slijedece jednadzbe

% =f(x,ur), (2.38)
o 9E _yr ot 2.39)
- Ox ox’ @
2y (2.40)

Ju ou '

sa slijede¢im pocetnim i rubnim uvjetima

¢
ox(t,)’

X(1,) =X,, o(t)= 2.41)

Vidimo da je gornji sustav jednadzbi analogan sustavu (2.26)-(2-29), s tom razlikom S$to
ovdje imamo sustav od 2n diferencijalnih jednadzbi (2.38) i (2.39) s 2n rubnih uvjeta
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(2.41), te sustav od m algebarskih jednadzbi (2.40) iz kojeg odredujemo vektor u(z),
nakon Sto nademo x(¢)1 A(¢).

Pogledajmo sada cemu je jednaka totalna vremenska derivacija Hamiltoniana, za
optimalnu vrijednost vektora u(#)1 x(7)

dH 0H OH ., JdH . JH

bl . . AT 2.42
o ox ou T an (242)
odnosno
dH JH JH oH
—= + -1‘1+( +kT)-f. (2.42)
dt 0t Ou ox
Zbog (2.35)1(2.37) imamo
dH JH
— = (2.43)
ot
Ako H (odnosno F'i f) nije eksplicitna funkcija vremena, imamo
i _ 0 (2.44)
a7 '

Sto znaci da je Hamiltonian konstantan za optimalnu trajektoriju.

Od interesa je pogledati rjesenje Bolzinog problema u sluc¢aju kada je zadan
vektor stanja u kona¢nom vremenu 7,. Neka je zadano opCenito ograniCenje vektora

stanja u /, slijedecom jednadZbom

w(x,).,)=0. (2.45)

gdje je y g-dimenzionalna vektorska funkcija (¢ <n—1 ako F'=0, (g <n ako F#0).

Ovdje ¢emo takoder koristiti metodu Lagrangeovih multiplikatora, te dodajemo
jednadzbu (2.45) pomnozenu s g-dimenzionalnim vektorom v, u izraz (2.32)

T=(x(t)ut, )+ p(x( ), )+ j[F(x(t), u (o), 1)+ 2.7 () - (f(x().u(0).1) - X(t))]dt .

Ponavljajué¢i analognu proceduru kao u predhodnom odjeljku, dobivamo sustav
jednadzbi (2.38)-(2.40) s tom razlikom Sto rubni uvjet u (2.41) postaje

o0 +vh- oy
ox(t,) ox(t,)

21, = (2.46)

Skup parametara v odredujemo tako da zadovoljavaju g jednadzbi (2.45).

10
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2.4 Slucaj sa nespecificiranim kona¢nim vremenom

U prethodnim podpoglavljima pretpostavljali smo da je konacno vrijeme ¢,

specificirano, odnosno konstantno. Sada ¢emo razmatrati slucaj kada je indeks
performanse funkcija, ne samo vektora upravljanja i vektora stanja, nego i konacnog
vremena [, . Pretpostavljamo da je pocetno vrijeme i pocetno stanje odredeno. Problem

se, dakle, svodi na minimizaciju funkcije cilja

J=0(x(e))ut, )+ jF(x(t),u(t),t)dt, (2.47)

lo

za sistem opisan sa

(1) = f(x(N.u().1),  x(1,)=x,, (2.48)
gdje je ¢, fiksno i gdje u nespecificiranom kona¢nom vremenu 7, treba zadovoljiti g

jednadzbi za rubne uvjete

w(x,).1,)=0. (2.49)

Metodom Lagrangeovih multiplikatora funkciji cilja (2.47) dodamo ograni¢enja
(2.48)1(2.49)

J=4(x(t )t )+ v (x| + ][F(x(r),u(r), )+ 27 (0)-(F(x(0),u(n).t) - X(t))]dt ,

te definiramo Hamiltonian

H(x(0),u(0),0.(0),¢) = F(x(0),ue),1)+ 2" (1) -£(x(0),u(0),1). (2.50)

Parcijalnom integracijom nove funkcije cilja, dobivamo

T=0(x(t )t )+ (X))t )= 2 () X))+ AT (1) x(1) +

s . (2.51)
+ J[H(x@. ). 200). 1)+ 1 (1) x(0)]d1
ly
Sada uvodimo prve varijacije oko optimalnih vrijednosti
x(1)=X(t)+5x(1), u(t)=u(t)+ou(t) = tAf +01,, (2.52)
i formiramo razliku
AT = J(x(0,u(n).1, )~ J(R(0).8(0).F, ). (2.53)

od koje ostavljamo samo linearne ¢lanove, odnosno prvu varijaciju o6J. Prvo ¢emo
pogledati cemu je jednaka varijacija vektora stanja u kona¢nom vremenu ¢,

dx(1,)=x(t, +51,)+8x(t, +51,)-x(1,), (2.54)

odnosno, nakon razvoja u Taylorov red, imamo

11
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dx(t,)=x(t,)+x(t,)0t, +ox(1,)+ox(t,)o0t, —x(1,),
te zanemarenjem kvadratnog ¢lana 5x(¢,)d1,, dobivamo konacni oblik (slika 2.1)

dx(1,)=8X(t,)+X(,)51, . (2.55)

151,
v

S " ¢ dx(t,)

P Sx(t,)

= —> 5y,

i 4

l t; 1,461,

Slika 2.1 Veza izmedu dx(t,)> 5x(t,) 1 51, -

Varijacija dx(¢,), zove se neizohrona ili asinhrona varijacija. Sada ¢emo pogledati

gemu je jednako 5.J
57 =80(x(1,).t, )+ Sa(x(t,).t, )+ S [(x(t, )t )1, ). (2.56)
gdje je
@(x(tf),tf) :d)(x(tf ), tf) +vi. \p(x(tf), tf),

o(x(t,).t, )= =17 () x(1,).

I(x(1), u(),1) = j[H(x(z), u(0), A1), 1)+ 1" (1)- x(t)]dt :

Pogledajmo prvo

SO(x(t,).1,)=0(x(r, +81,)+5x(1, +61,).1, +51,)-0O(x(t,).t, ) =
= O(x(t,)+X(t,)51, + Xt )t +51,)=O(x(1, ).t ) =
=O(x(t,))+dx(1,).t, +51,)-O(x(1,)., ]

odnosno

—é’—®dx(tf)+j—t®§tf. (2.57)

5®(X(tf)’tf)_ ox(t,) /

Nadalje, imamo

12
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So(x(t)ut,) = olx(t, +51,)+Sx(t, +51,).1, +51, )~ o(x(t,)1,) =
= <Mt + 81Xt +81)+EX(1, +51,))+ AT (1,)x(t,) =
= (M) + RS )3+ dx(r,))+ 0 (1,)x(E,)
Nakon zanemarenja élanova drugog reda imamo
Soo(x(t,).t,) = =17 (1) x(1,)5t, =1 (¢,)-dx(1,). (2.58)

Na kraju, imamo
tp+0ty

sI(x(tu(n.r)= | [H(x(t) +Sx(1),u(t) + S u(t), M), 1)+ L7 (1) (x(0) + 5x(t))]dt -

- j[H(x(t), u(0). A1), 1)+ 11 (1) x(D)]d 1

0

odnosno

8 I(x().u(r).1) = H{x(1,).u(t, ). 0(1,). 1, )81, +3.7(1,)x(1,) +

0 on PO T (2.59)
+ H oxn) (t)x(t)j ox ﬁu(t)}”

Iy

Sada stavimo (2.57)-(2.59) u (2.56) i dobivamo

o0

m— A (tf )J . dX(tf)-I-

00
5J :(H(x(tf), u(t,). A (). 1) +a—tfj5rf +(

(2.60)

A oH ., oH
+ j{(ax(z) + (z)j Sx(0)+ au(t)ﬁu(t)}dt

ly

Da bi dobili nuzne uvjete za minimum funkcije cilja, mora biti 6J =0, pa iz (2.60)
proizlaze jednadzbe koje odreduju optimalni vektor upravljanja

H
jﬂ =x=f(x.ur), (2.61)
JOoH . OoF of
JOH OF . Of
= 2.63
Ju ou ou’ (2.63)

sa pocetnim i rubnim uvjetima

X(t)=%,. Al(t,)= N, oV w(xt).t,)=0, (2.64)
: ox(t;) ox(t;) T

13
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20 Oy
H(x(1,).u(t, )0 ) 1) o Y 0. (2.65)

Vidimo da su jednadzbe (2.61)-(2.64) identi¢ne jednadZbama za Bolzin problem sa
sloZzenim rubnim uvjetima (2.49), s tom razlikom da ovdje imamo dodatni uvjet iz kojeg
odredujemo nespecificirano konacno vrijeme 7, .

Posebna klasa problema optimalnog upravljanja s nespecificiranim kona¢nim
vremenom je problem najmanjeg vremena (minimum time problem) za koji vrijedi

o(x(t )t ) =1, F(x(0).u().0)=0, (2.66)
sa rubnim uvjetom
y(x(t, ), ) =x(t,)=0. (2.67)
Hamiltonian (2.50) postaje

H(x(0),u(0),(1),1) = 17 (0) - £(x(1)u(r).1). (2.68)
U tom slucaju jednadzbe (2.61)-(2.65) poprimaju oblik

x = f(x,u,7), (2.69)
: of
A=At — 2.70
g (2.70)
. Of
A —=0, 2.71
u (2.71)
sa pocetnim i rubnim uvjetima
X(t,) =X,, Mt )=v, x(1,)=0, (2.72)
i
H(x(t,).u(t,). 0t 1) = 1. (2.73)

Ako Hamiltonian nije eksplicitna funkcija vremena, tada vrijedi jednakost (2.44), Sto
znaci da je Hamiltonian konstantan tokom cijelog vremenskog intervala, pa vrijedi

H(x(0), u(t), A1), 1) = H(x(1),u(t), (1)) =1, (2.74)
za ty <t<t,.

Medutim, pored uvjeta (2.69)-(2.73), jedinstveno rjeSenje ovog problema postoji
onda i samo onda ako vektor upravljanja ima ogranicenja.

Iste uvjete bi dobili da smo umjesto (2.66) stavili

o(x(t)ut,)=0.  F(x(nLu().) =1, 2.75)

s tim da bi Hamiltonian, u tom slu¢aju, bio

14
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H(x(0),u(0),0.(0),1) = 14+ 2.7 (1) - £(x(1),u(0),1) (2.76)
uvjet (2.73) postao bi

H(x(1, ).u(,).0(1,). 1, ) =0, 2.77)
dok bi uvjet (2.74) postao

H(x(1),u(1).1(0), 1) = H(x(1),u(1),A(1)) = 0, (2.78)

zaty<t<t .

2.5 Optimalno upravljanje s ogranic¢enjima vektora upravljanja

Do sada smo razmatrali probleme optimalnog upravljanja bez ogranicenja na
vektor upravljanja. S druge strane, rjeSenja (optimalni vektor upravljanja i stanja) su bila
neprekidna u cijelom intervalu 7, <7<t . Ako je vektor upravljanja ograni¢en skupom

nejednadzbi

g(u(r). 1)>0, (2.79)

gdje je g r-komponentna vektorska funkcija, tada je jasno da ne mozemo vise koristiti
nuzan uvjet optimalnosti rjeSenja u obliku

9H_, (2.80)
ou '

zbog toga §to rjeSenje dobiveno izrazom (2.80) moZze krSiti ogranicenja (2.79).

Takoder, mogucée je da ¢ak i u slucaju kada nisu zadana ogranicenja vektora
upravljanja, Hamiltonian ovisi linearno o vektoru upravljanja i zbog toga parcijalne
derivacije (2.80) ne sadrze komponente vektora upravljanja Sto onemogucava nalazenje
rjeSenja. Takav slucaj naziva se singularno optimalno upravljanje.

Nadalje, postoji mogucénost da jednadzba (2.80) ima viSestruke korijene.
Postavlja se pitanje, koje od tih rjeSenja izabrati kao optimalno rjeSenje.

Da bi rjesili gore navedene probleme, moramo imati opdenitiji nuzni uvjet
optimalnosti od (2.80). Takav opceniti nuzan uvjet optimalnosti daje Pontryaginov
princip maksimuma (odnosno minimuma, ako se radi o minimizaciji), koji glasi: U
slucaju svih singularnih 1 neregularnih situacija ukljucujuéi i ogranicenja vektora
upravljanja, izbor komponenti vektora upravljanja mora biti takav da maksimizira
(odnosno minimizira) vrijednost Hamiltoniana (2.50). Takoder, kao i do sada, vrijede
jednadzbe

:O’?_H sz_é)_H
2/ ox

X

(2.81)

sa odgovaraju¢im rubnim uvjetima.

15
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Pri tome se dopusta mogucénost da komponente vektora upravljanja ne moraju
biti neprekidne funkcije vremena, ve¢ mogu biti prekidne funkcije u konacnom broju
vremenskih trenutaka unutar intervala 7, <7 <t (po dijelovima neprekidne funkcije).

Ako vektor upravljanja nije ogranicen, tada iz Pontryaginovog principa direktno
proizlazi uvjet (2.80). Strogi dokaz principa maksimuma moze se na¢i u monografiji [1].

RjeSavanje problema primjenom principa maksimuma moZe u nekim
slucajevima da se bitno pojednostavi prebacivanjem skupa nejednadzbi (2.79) u skup
jednadzbi uvodenjem dodatnih varijabli

Z =glu(), 1), (2.82)
ili
v =g(u(). 7). (2.83)

Dodatne varijable pojavljuju se u kvadratnom obliku jer je tada desna strana gornjih
jednadzbi uvijek veca ili jednaka nuli, ¢ime je zadovoljena nejednadzba (2.79).

Sada kada smo ogranicenja sveli na oblik jednakosti, moZzemo primjeniti metodu
Lagrangeovih multiplikatora ubacujuéi jednakosti (2.83) u funkciju cilja

J =(|)(x(tf ).t ) +v’. w(x(tf )1, ) +
“ (2.84)
+ [[H{x@.00.27 1), 1) =27 0% + 77 @) (g w0). 1) -y ) a1

Ponavljajuéi proceduru trazenja prve varijacije funkcije cilja, dobivamo slijedece uvjete
koji moraju biti zadovoljeni da bi prva varijacija iS¢ezavala,o0 J =0,

°oH . °H

X =x=f(x,ur), o =y =g(ur), (2.85)
ol _ iy _OF v ot (2.86)
ox - Ox ox’ '
7y =0, i=1,...r, (2.87)
ﬁ.}.}dv.ﬂ_ky'r.@:o’ (288)
ou ou ou

sa pocetnim i rubnim uvjetima

) o 0
x(t) =%, M'(t))= ﬂx((l)f_) v Wi) \V(X(t_f')J_f') —0, (2.89)
i
o o
H(x(t)ou(t )00, 1, )+ g—f’ +v v—f"’ -0, (2.90)
! !
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Jednadzbama (2.85)-(2.90) definirano je 2n+2r+m+q+1 jednadzbi za odredivanje
velic¢ina x(¢), A(¢), y(#), y(©), u(®), v, 1,.

2.6 Optimalno upravljanje s ogranic¢enjima vektora stanja

Sada ¢emo prosiriti razmatranja iz prethodnog podpoglavlja ukljucujuéi
ogranicenja na vektor stanja, koja mozemo prikazati sustavom nejednadzbi

h(x(1),7)>0, 2.91)

gdje je h s-dimenzionalna vektorska funkcija. Gornje nejednadzbe definiraju prostor
dozvoljenih stanja G < R". Gornji izraz u slucaju jednakosti predstavlja jednadzbu za
grani¢nu plohu prostora G, dok je u slucaju stroge nejednakosti definiran otvoreni
podprostor prostora (G. Pontryaginov princip maksimuma moze se primjeniti za
odredivanje onog dijela optimalne trajektorije koji pripada otvorenom podprostoru
prostora G, dok dio trajektorije koji se nalazi na grani¢noj plohi prostora G mora
zadovoljavati poseban skup uvjeta, ukljucujuc¢i i uvjete skoka u karakteristicnim
tockama trajektorije koji moraju biti zadovoljeni zbog diskontinuiranosti trajektorije u
faznom prostoru. Detaljan prikaz ovih uvjeta moze se naéi u [9]. Ovdje ¢emo se
ograniciti na tretiranje gornjeg problema svodenjem sustava nejednadzbi (2.91) na sustav
jednadzbi uvodenjem dodatnih varijabli.

Postoji nekoliko nadina na koje mozemo gornja ogranicenja tipa nejednadzbi
prebaciti u ogranicenja tipa jednadzbi. Definirajmo novu varijablu x,,, sa

fo = o = S B OHG). 2.92)

gdje je H(h, (x,t)) modificirana Heavisideova step funkcija definirana kao

H(h ) 0; h(xt)=0 503
,'(X,t) - K,; h,(X,l)<O ( . )
gdjeje K, >0, i=1,...,s, 1 pocetni uvjet je

X, (1) =0. (2.94)

Uz ovakvu definiciju dodatne varijable x vidimo da je x,,(¢,) direktna mjera

n+l >

krsenja ograni¢enja, tako da je zahtjev koji postavljamo na tu varijablu
X,u(t,)=0, (2.95)

Sto nam garantira da su sva ograni¢enja zadovoljena.

Modifikacija gore navedenog pristupa je da uvedemo s pomoc¢nih varijabli i isto
toliko ogranicenja tipa jednakosti

i, =h’x0H®),  %,,0,)=0, i=1...9, (2.96)

koja dodamo funkciji cilja
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T=J+Yx,.a,). (2.97)
i=1

Posto je minimalna vrijednost sume vrijednosti pomo¢nih varijabli u 7, jednaka nuli,
vidimo da minimizacijom gornje funkcije cilja ujedno zadovoljavamo i ogranicenja
(2.91).

Posto smo problem sveli na ogranicenja tipa jednakosti, moZemo primjeniti
metodu Lagrangeovih multiplikatora. Podintegralna funkcija ili Lagrangian, sada
poprima oblik, za slucaj (2.92),

L=H-2"%+7"(g=y)+ 2 (1o —Fpu)- (2.98)

Euler-Lagrangeove jednadzbe, u tom slucaju, poprimaju isti oblik kao (2.85)-(2.90) s
tom razlikom da se (2.86) modificira s

: OF ot of,
MV =—— AT —- nel 2.99
ﬁx O/) n+1 ﬁx ( )
i imamo jo$
A,.()=0, (2.100)

tako da se sustav jednadzbi (2.85)-(2.90) uz (2.99) prosiruje s jos dvije jednadzbe, (2.92)
i (2.100), s dodatnim rubnim uvjetima (2.94) i (2.95).

2.7 Hamilton-Jacobi-Bellmanova jednadzba

Ovdje ¢emo prikazati jos jedan oblik opcenitog kriterija optimalnosti baziranog
na Bellmanovom principu optimalnosti, odnosno, konceptu dinamickog programiranja.

Razmotrimo kontinuirani nelinearni dinamicki sustav opisan s (2.30) i kriterij
optimalnosti  (2.31). Vektor upravljanja wu(f)ograni¢en je na podprostor m-
dimenzionalnog Euklidskog prostora, u(¢) € £, gdje je E < R". Pretpostavimo da je
poznata optimalna trajektorija vektora stanja x(¢) od pocetnog stanja x(#,) do stanja u
krajnjoj tocki x(7,) .

Po Bellmanovom konceptu optimiranja stanja promatranog sistema (2.30), svaki
segment (odsjecak) optimalne trajektorije X(¢#), mora sam po sebi biti optimalna

trajektorija. Ako je moguce pronaci barem jedan segment trajektorije stanja koji nije
optimalna trajektorija, onda se on moze zamjeniti optimalnom trajektorijom, $to znaci da
promatrana trajektorija u cjelini ipak nije optimalna trajektorija. Taj Bellmanov princip
najopéenitiji je nuzan uvjet optimalnosti.

Minimum funkcionala (2.31) oznacit ¢emo s J, (x(t), t). Budué¢i da po
Bellmanovom principu svaki segment optimalne trajektorije izmedu bilo koje to¢ke na
optimalnoj trajektoriji x(¢)i krajnje tocke x(# ) mora biti optimalan, vrijedi slijedeca

relacija
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2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

T, (R(0).1) = miEn{d)(f((tf 0ty )+ jF(&(s), u(s),1)d s} . 2.101)

Iz gornjeg izraza jasno je da je rubni uvjet za J,

m

(&)t ) =0(%0 )t ) (2.102)

Za vremenski trenutak ¢, =7+ At gdje je At dovoljno mali vremenski interval, imamo

T (R€)1) = miEn{(b(f((tf )ty )+ jF(i(s),u(s),t)d s} . (2.103)

Koriste¢i aproksimaciju
7, (x(0).1) :rngip{F(ﬁ(t),u(t),t)At +J, (&)1} (2.104)

mozemo drugi ¢lan na desnoj strani razviti u Taylorov red, zadrzavajuéi samo linearne
¢lanove

aJ, (f‘(f 1), 24 B00)
OR(1) ot

S (k@) 0) = T, (%(0),0) + £ (k(1), (), 1) (2.105)

Nakon supstitucije gornjeg izraza u (2.104) i dijeljenja sa A, imamo

aJ (%(1).1)

A, (x(1).t)
ot

750 } (2.106)

= miﬁn{F(f((t), u(), 1)+ £ (%(0), u(r), 1)

Za optimalni vektor upravljanja u(f) gornja jednadzba postaje

AJ,(R0)t)

o= FROG. )+ (50,60 1) 29, 30.0)

250 (2.107)

S obzirom da vrijedi

dJ,(%().t) 87, (%().1)

aJ, (x(0).1)
dt ot

ox(t)

+1(%(0), 6(0), 1)-
jednadzbu (2.106) mozemo prikazati u slijede¢em obliku

miﬁn{F(f&(t), u(). t) +W} =0. (2.108)

Da bi uspostavili vezu izmedu jednadzbe (2.107) i Hamiltonovih kanonskih
jednadzbi, pogledat ¢emo cemu je jednaka mala promjena indeksa performanse

J, (x(t), t) u odnosu na malu promjenu pocetnih uvjeta i malu promjenu pocetnog

vremena. Taj problem se svodi na odredivanje prve varijacije izraza (2.101) s
nespecificiranim pocetnim vremenom, §to je ekvivalentno problemu s nespecificiranim
kona¢nim vremenom uz negativan predznak ispred integrala (podpoglavlje 2.4). Kao
rezultat dobivamo izraz (2.60) s negativnim predznakom. Posto funkcija ® nije
definirana u pocetnom vremenu, odnosno ® = 0, izraz (2.60) postaje
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2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

m

§J, = —H(x(t),u(),\(0), t) 5t + 1" (1)-dx(1)~ ]{(i—f+ i’] ~5x+i—f-5u}d r.

Posto je izraz pod integralom zbog Bellmanovog principa optimalnosti jednak nuli na
optimalnoj trajektoriji unutar vremenskog intervala ¢ <7 <7, imamo

dJ, =—H(x(t),u(0).n (1), 1)d 1+ 1" (1) -d x (2.109)
odnosno
H= o XT—OU”’ (2.110)
Iz - Ox '
Na osnovi gornjih izraza, jednadzbu (2.106) moZemo napisati kao
oJ A OJ
——mzH(ﬁ,—"’,tj (2.111)
ot ox

gdje je

A . OJ, . . OJ,
&, = ¢ =minH| ], —2, u, t]. (2.112)
ox uell ox

Jednadzba (2.111), odnosno (2.106), naziva se Hamilton-Jacobi-Bellmanova jednadzba.
Radi se o nelinearnoj parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi prvog reda s rubnim uvjetom
(2.102). Jednadzba (2.112) predstavlja, u stvari, drugi prikaz Pontryaginovog principa
maksimuma (odnosno minumuma u naSem slu¢aju), optimalni vektor upravljanja u(¢)

minimizira Hamiltonovu funkciju. Drugim rije¢ima, lijeva strana izraza (2.112)
predstavlja desnu stranu izraza (2.107), dok desna strana izraza (2.112) predstavlja desnu
stranu izraza (2.106). Ovim je, na neki nacin, pokazana ekvivalentnost izmedu
Pontryaginovog principa maksimuma i Bellmanovog koncepta dinamickog
programiranja.

Ako nema ograni¢enja na vektor stanja i upravljanja, tada u(¢#) mora biti takav
da zadovoljava nuzan uvjet optimalnosti (2.80).

Nadalje, ako pomocu uvjeta optimalnosti (2.80) mozemo izraziti u(z) kao
funkciju od x(#), A(¢),t, tada u Hamiltonovoj funkciji mozemo eliminirati vektor
upravljanja i dobiti jednadzbu (2.111) koja ovisi samo o x(¢), ¢, odnosno samo o x(¢)
ukoliko Hamiltonian ne ovisi eksplicitno o vremenu. U tom slucaju, pod uvjetom da
uspijemo rijesiti jednadzbu (2.111), mozemo dobiti vektor upravljanja u(¢) u funkciji
vektora stanja x(¢) , drugim rije¢ima, dobili bi rjesenje problema optimalnog upravljanja
u obliku povratne veze po varijablama stanja. Time bi ujedno bio rijeSen i problem
optimalne regulacije.

Nelinearnu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (2.107) s rubnim uvjetom (2.102)
opcenito je vrlo tesko rjesiti numericki. Najéesée metode za njeno rjeSavanje su metoda
karakteristika 1 razvoj u red potencija. Razvojem u red potencija funkcije J (x(t), t) ,
dobivamo
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2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

n n n

m(x(t) t) Z it Zzp,kx Xt Zzzp,k/x XXyt (2.113)

]Iklll

Sto znaci da se problem svodi na odredivanje nepoznatih koeficijenata p,, p, , p,, . itd.

Ako gornji izraz uvrstimo u jednadzbu (2.107) te koeficijente uz sve potencije vektora
stanja izjedna¢imo s nulom, dobivamo sustav od

(n—1+))!
Z (n=Dtj1°

Riccatijevih diferencijalnih jednadzbi, gdje je N stupanj najvise potencije u razvoju. Npr.
za n=4, N =4, trebamo rjesiti sustav od 69 diferencijalnih jednadzbi da bi dobili
rjeSenje u obliku povratne veze. Dobra strana ovog pristupa je da trebamo rjesiti problem
s pocetnim uvjetima, dok su loSe strane to $to nema garancije da je sistem stabilan, i
drugo, broj Riccatijevih diferencijalnih jednadzbi rapidno se povecava s porastom reda
sustava »n i reda polinoma N.

(2.114)
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3. Numericke metode optimalnog upravljanja

U prethodnom poglavlju prikazali smo nuzne uvjete za problem optimalnog
upravljanja. Ti uvjeti svode se opcéenito na sustav nelinearnih diferencijalnih i
algebarskih jednadzbi s rubnim uvjetima. Konkretno, za slu¢aj bez ograni¢enja vektora
stanja i upravljanja problem se sastoji u pronalazenju

a) n varijabli stanja x(7),
b) n Lagrangeovih multiplikatora A(¢),
¢) m upravljackih varijabli u(z),

koji simultano zadovoljavaju

I) sustav od » diferencijalnih jednadzbi (zadani pocetni rubni uvjeti) koji sadrzi
vektore x(7)i u(¢) (jednadzba (2.38)).

II) sustav od » diferencijalnih jednadzbi (zadani konac¢ni rubni uvjeti) koji sadrzi
vektore x(7), A(¢) i u(z) (jednadzba (2.39)).

III) sustav od m algebarskih jednadzbi (uvjeti optimalnosti) koji sadrzi vektore
x(4), A(?) i u(¢) (jednadzba (2.40)).

IV) pocetne i kona¢ne rubne uvjete za vektore x(¢) i A(f) (jednadzba (2.41)).

Rjesavanje takvog problema je vrlo netrivijalno ¢ak i za linearne dinamicke
sustave, dok se uvodenjem ograni¢enja problem dodatno usloZnjava. Zbog toga je nuzno
razviti odgovarajuce numericke metode za rjeSavanje tog problema.

Sve numericke metode koje tretiraju taj problem mogu se staviti u okvir principa
“sukcesivne linearizacije”. Krene se od nekog pocetnog rjeSenja koje zadovoljava jedan,
dva ili tri od Cetiri, gore navedena, kriterija (tzv. nominalno rjesenje). Tada se nominalno
rjeSenje iterativnim postupkom modificira sve dok, s odgovarajuéom to¢nosc¢u, ne
zadovolji preostale uvjete.

Ovdje ¢emo ukratko razmotriti neke klasiéne numericke metode optimalnog
upravljanja, [3], [4], [9], [11], [12].
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3. Numeric¢ke metode optimalnog upravljanja

3.1 Metoda kvazilinearizacije

Ovdje ¢emo dati prikaz iterativne metode za rjeSavanje sustava diferencijalnih
jednadzbi s rubnim uvjetima (nuzni uvjeti optimalnosti I-IV). Metodom
kvazilinearizacije transformiramo sustav nelinearnih diferencijalnih jednadzbi s rubnim
uvjetima u sustav nestacionarnih linearnih diferencijalnih jednadzbi s rubnim uvjetima,
koji je lakSi za rjeSavanje. Za nesingularan problem vektor upravljanja u(f) moZzemo

prikazati kao funkciju od x(#) i A(¢), na osnovi uvjeta optimalnosti

J0H
EZO = uzu(x,?»,t). (3.1)

U tom slu¢aju, u dinamic¢kim jednadzbama sustava (2.38) i u jednadzbama za
Lagrangeove multiplikatore (2.39), moZemo eliminirati vektor upravljanja i dobiti
sustav medusobno spregnutih diferencijalnih jednadzbi za x(¢) i A(?)

x=1f(x, %, 1), (3.2)
h=g(x, A1), (3.3)

sa zadanim rubnim uvjetima (2.41).

Gornji sustav diferencijalnih jednadzbi prikazat ¢emo jednom jednadzbom
2=h(z 1), (3.4)
gdjesu z= [x k],’ h= [f g], .
Linearizacijom jednadZbe (3.4) oko nominalne trajektorije imamo

oh
7' (t) = h(z (1), 1) +ﬁ(zk+' -7 (1)), (3.5)

gdje je z* () nominalna trajektorija u k&-tom koraku iteriranja (k = 0,1,2,...).

Jednadzba (3.5) predstavlja, u stvari, sustav neautonomnih linearnih diferencijalnih
jednadzbi

ANOEI OB AROELION (3.6)
gdje je
A(r) = M, (3.7)
oz
b(r) = h(2" (1), 1) - A@) -2 (1) (3.8)

Da bi rjesili linearni sustav (3.6) s rubnim uvjetima mozemo primjeniti Riccatijevu
transformaciju, kojom problem s rubnim uvjetima prebacujemo u problem s pocetnim
uvjetima. Druga moguénost je koriStenje principa superpozicije koji vrijedi za linearne
sustave. Postupak iteriranja se nastavlja sve dok razlika izmedu dva rjeSenja

e(t) = |2 (1)~ 2" (1)

: (3.9)
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3. Numeric¢ke metode optimalnog upravljanja

ne bude dovoljno mala.

3.2 Diskretno dinamic¢ko programiranje

Diskretno dinami¢ko programiranje bazira se na vremenskoj diskretizaciji
Hamilton-Jacobi-Bellmanove jednadzbe (2.108). Aproksimirajuci vremensku derivaciju
dJ(x(0),t)  J(x(t+ A0+ AL) = J(x(0),1)  J(x(0) +X(OALE+AL) - I(x(0).1)

~ ~
~ ~

dt At At

dobivamo
J(x(t).1) = mein{F(x(t), u(t), 1)At + J(x(0) + f(x(0),u()Ar, 1 + At)} . (3.10)

Uvedemo li vremensku diskretizaciju
t, =kAt, X, =x(¢,), itd., =za k=0,1,.,N

gornju jednadzbu moZemo prikazati na slijede¢i nacin
J(x,) = {Sig{Fk (% e JAC 4T, (x4 £(x, o, ) ) (3.11)
s rubnim uvjetom

Jo(xy) =0, (xy)- (3.12)

Jednadzba (3.11) naziva se funkcijska jednadzba dinamickog programiranja. RjeSavanje
gornje jednadZbe provodi se unazad u vremenu pocevSi od k= N. Rezultat
minimizacije u svakom vremenskom trenutku ¢, = kAt je optimalni vektor u, kao
funkcija stanja x, . Medutim, takav pristup je neprakti¢an za veliki broj vremenskih
podintervala N, a takoder i za nelinearne dinamicke sustave s ograni¢enjima vektora
stanja i upravljanja. Zbog toga su razvijene razli¢ite metode za rjeSavanje jednadzbe
(3.11) koje se mogu nac¢iu [11], [12].

Veéina tih metoda bazira se na diskretizaciji vektora stanja x,, gdje se

dozvoljeni interval vektora stanja (obi¢no definiran ograni¢enjima) podijeli na M
diskretnih vrijednosti. Na taj nacin, ogranienja vektora stanja i upravljanja, koja kod
svih ostalih numeri¢kih metoda optimalnog upravljanja predstavljaju veliki problem,
ovdje predstavljaju olakSanje. Medutim, taj pristup postavlja velike zahtijeve na
potrebnu memoriju za pohranjivanje medurezultata izraCunavanja, kao i na samu brzinu
racunanja. S obzirom da u svakom vremenskom trenutku k trebamo memorirati vektor

f(xk,uk) kao 1 Jk+,(xk +f(xk,uk)At),Jk(xk) potrebno je
'=m+2)M", (3.13)

memorijskih mjesta. Vidimo da poveéavanjem reda sustava taj broj drasti¢no raste, $to
predstavlja najvecu manu diskretnog dinamickog programiranja. Npr. za sustav Cetvrtog

reda uz M =100, potrebno nam je I =6-10° memorijskih mjesta, odnosno, oko
600 Mb RAM memorije.
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3. Numeric¢ke metode optimalnog upravljanja

Iako je diskretno dinamicko programiranje vrlo efikasno za tretiranje problema s
ograni¢enjima vektora stanja i upravljanja, zbog navedenog problema, primjenjuje se
uglavnom za sustave niskih dimenzija (do »n = 3).

3.3 Ritzova metoda

Razmotrimo problem nalaZenja minimuma funkcionala J[x(t), u(t)]. Neka je
(x* (1), u* (1)), k =0,1...., beskonatan konvergentni niz funkcija, takav da funkcija cilja

postaje sve manja kako se k poveéava (tzv. minimiziraju¢i niz). Odnosno,
J[x (0, w (0] < J[xE (1), wt (0], (3.14)
. k k ST k k
Jbgg(x (1), u (z))} = lim J[x* (1), u* (0)]. (3.15)

Razmatramo problem minimizacije funkcije cilja
Iy
J[x(H.u()]= j F(x(t),u(n),)dr, (3.16)

uz zadani sustav nelinearnih diferencijalnih jednadzbi s rubnim uvjetima

() = f(x(.u().1),  x(1)) =%, x(t,) =X, . (3.17)

Uvodenjem Lagrangeovih multiplikatora, moZemo reformulirati gornji problem kao
minimizaciju slijedeceg funkcionala

J[x(D.u(). (0] = jcp(x(r),X(r),u(r),x(t),t)dr, (3.18)

gdje je
d=F+L"-(f-x%). (3.19)
Uzmimo sada niz funkcija w°(#), w'(t), w(t), ..., w*(t), gdie w (t) zadovoljava

sve rubne uvjete, dok su w'(r), w>(t), ..., w'(t) tzv. osnovne funkcije (basis

functions) koje se uglavnom izabiru tako da budu medusobno ortogonalne i da
iS¢ezavaju u pocetnoj i kona¢noj tocki. Formiramo linearnu kombinaciju

W) =w’ +Zk:cjw’(t), (3.19)

gdje je W*(r) prosirena vektorska funkeija [x“(r) u*(r) A*(] . dok su ¢,
slobodni parametri koje treba odrediti iz uvjeta minimalne vrijednosti funkcije cilja. Za
komponente vektora w’(f) obi¢no se uzimaju linearne funkcije oblika w’(¢) =ar+b
gdje se komponente vektora a i b odreduju tako da zadovoljavaju rubne uvjete. Ukoliko
rubni uvjeti nisu specificirani za neke komponente vektora W (), tada se
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3. Numeric¢ke metode optimalnog upravljanja

odgovaraju¢e komponente vektora a i b ostavljaju slobodnima i odreduju iz uvjeta
minimalne vrijednosti funkcije cilja.

Uvrstimo 1i izraz (3.19) u jednadzbu (3.18), te izraCunamo integrale
odgovarajué¢ih kombinacija funkcija w°(¢), w'(¢), ..., w (¢), dobivamo funkcional
kao funkciju slobodnih parametara

J=J(e, e, B, D), (3.20)

gdjesu @ i b vektori odgovarajuéih slobodnih komponenti vektora a i b.
Minimalnu vrijednost funkcionala (3.20) mozemo odrediti iz uvjeta

ﬁ =0 ﬂ =0 ﬂ =0 (3.21)

ﬁcj_ ’ /ox b '
koji predstavljaju, opcenito, skup nelinearnih algebarskih jednadzbi. Druga moguénost
za odredivanje minimuma gornjeg funkcionala je koriStenje neke od standardnih
numeri¢kih metoda parametarske optimizacije, kao npr. gradijentnog algoritma.

Glavni problemi kod Ritzove metode su izbor odgovarajuc¢eg skupa osnovnih
funkcija i odredivanje dovoljnog broja ¢lanova k£ u razvoju (3.19). Takoder, za
nelinearne dinamicke sustave kao i za nekvadrati¢ne funkcije cilja, problem je izracunati
sve potrebne integrale kombinacija osnovnih funkcija.
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima

primjenom BPTT algoritma

Backpropagation-through-time (BPTT) algoritam, [13]-[16], je vremensko
prosirenje backpropagation algoritma (BP), za slucaj kada je greska koja se minimizira
dana duz odredenog vremenskog intervala (kao u slu¢aju optimalnog upravljanja). U srzi
BP algoritma lezi jednostavno i egzaktno racunanje derivacija funkcije cilja u odnosu na
parametre (tezine) sustava i podeSavanje parametara na osnovi tih derivacija u samo
jednom prolazu kroz sistem (gradijentni algoritam). BPTT algoritam proSiruje ovu
metodu primjenom na dinamicke sustave. Zbog cCinjenice da dinamicki sustavi sadrze
povratnu vezu, direktno ra¢unanje derivacija moze biti vrlo komplicirano. Rjesenje tog
problema lezi u lan¢anom pravilu za obi¢ne derivacije [13], [17], [18], Sto ima za
posljedicu prostiranje pogreske (podesavanje parametara) unazad u vremenu, na osnovu
cega je algoritam i dobio ime.

BPTT algoritam je vrlo efikasna metoda s primjenom na analizu osjetljivosti,
prepoznavanje uzoraka, identifikaciju sustava, optimalno upravljanje, detekciju gresaka,

itd. Moze biti primjenjen na neuronske mreze, fuzzy sustave, ekonometrijske modele,
itd.

U ovom poglavlju izvodimo numericki algoritam baziran na gradijentnoj metodi,
za racunanje upravljackih varijabli koje minimiziriju zadani kriterij optimalnosti. Pri
tom ¢emo koristiti osnovnu ideju BPTT algoritma (lan¢ano pravilo za obi¢ne derivacije i
propagacija unazad u vremenu) bez pozivanja na formalizam dinamickih neuronskih
mreza.

4.1 Izvod BPTT algoritma za nelinearne sustave prvog reda

Na pocetku, radi boljeg uvida u osnovnu ideju BPTT algoritma, prikazati ¢emo
njegovu primjenu na nelinearne dinamicke sustave prvog reda. Dinamiku sustava prvog
reda mozemo prikazati opéenitom nelinearnom diferencijalnom jednadzbom prvog reda

#(1) = 0(x(0), u(t)), x(t,) = x,, 4.1)

gdje je x(¢) stanje sustava, dok je upravljacka funkcija u(#) jednoznacno odredena
kriterijem optimalnosti

J = min ’J.F(x(t), w(1))d . (4.2)
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Problem optimalnog upravljanja sastoji se u nalazenju funkcije u(#) koja minimizira
kriterij optimalnosti (4.2).

Da bi pristupili numerickom tretiranju prethodnog problema, napravit ¢emo
njegovu vremensku diskretizaciju

:xi+T¢(x'>uj), Xy = Xy, i=0,1,...,N—1; (43)

4

X

i+l
N-1

J(Uysthsosthy ) =min T Y F(x,,u,), (4.4)

i=0

gdje je x, = x(iT), u, = u(iT), N je broj podintervala, a 7' je period diskretizacije

4.5)

Na ovaj nacin problem smo sveli, sa odredivanja kontinuirane funkcije wu(#) koja
minimizira (4.2), na odredivanje skupa varijabli (u,,u,,...,u,_;) koji minimizira
funkciju (4.4) uz ogranicenja tipa jednakosti (4.3).

Taj problem se moze rijesiti razli¢itim metodama nelinearnog programiranja,
npr. metodom Lagrangeovih multiplikatora, metodom kaznenih funkcija, itd. Medutim,
ideja svih tih metoda je da se varijable (u,,u,,....uy_;), (x,,%,...,x, ) tretiraju kao
nezavisne varijable, §to se postize stavljanjem ograni¢enja tipa jednakosti (4.3) u
funkceiju cilja. U algoritmu koji ¢emo sada prikazati, samo varijable (u,,u,,...,u,_;)
tretiramo kao nezavisne (kao S$to i jesu) dok ¢emo ograni¢enja (4.3) uzimati u obzir
tijekom racunanja gradijenta funkcije (4.4).

Varijable (u,,u,,...,uy_;) koje minimiziraju funkciju (4.4), odredit ¢emo
iterativno primjenom gradijentnog algoritma

(k) (k) (k)
LD _ ) AJ(uy’, u™, o uy,

J J ﬂ”ik) ?

(4.6)

gdjeje j=0,1,....N-1; k=0,1,..., M, dok je n koeficijent konvergencije, indeks &
predstavlja k-tu iteraciju gradijentnog algoritma, M je broj iteracija algoritma.
Gradijent funkcije cilja (kriterija optimalnosti), na osnovi izraza (4.4) i (4.3), za
k-tu iteraciju je
OF(x ,u. NTAF(x .u
ﬁJ—T ( J /)+TZO’7 (x/ﬂu/)’
ou,

(4.7)

ou, ou,

J J i=j+l

gdje je j=0,1,...., N —1, i taj izraz predstavlja sustinu BPTT algoritma. 1z izraza (4.4)
vidimo da funkcija cilja J predstavlja zbroj funkcija F(x,, u,) za i =0,1,..., N -1, tako
da od parcijalne derivacije J po u, preostanu sumandi F(x,, u,) za koje je i > j. Prvi
¢lan na desnoj strani izraza (4.7) posljedica je medusobne nezavisnosti varijabli
(uy,uy,...,u ), dok je drugi ¢lan na desnoj strani posljedica medusobne ovisnosti
varijabli stanja i upravljackih varijabli prema izrazu (4.3) koji moZemo opcenito napisati
kao

Xic :f(xisui)s i=0>13"'3N_1> (48)
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

gdje je
Sxu)=x,+To(x,.u,). (4.9)

Parcijalne derivacije pod sumom u izrazu (4.7) predstavljaju, zbog ovisnosti (4.8),
uvjetne derivacije, pa ako tu sumu ozna¢imo s

< & IF(x,u, ‘
S(j) = Z%, j=01,.,N-2, (4.10)

i=j+1 J

imamo

" & OF(x,u) KAF(x,,u) Ox,
S()= Z ;’u - Z ox, Ou,’

i=j+1 J i=j+1 J

(4.11)

Ako bi gornju sumu, S(j), ratunali od j=0 do j=N-2 imali bi ukupno
(N —1)(N —2)/2 operacija zbrajanja i mnozenja. Medutim ako gornju sumu poc¢nemo
racunati od j=N -2 do j=0 dobit ¢emo rekurzivne relacije za sumu koje ¢e bitno
smanyjiti broj racunskih operacija za njeno izraCunavanje.

Za j= N —2 imamo

S(N -2) = OF(xy ,uy,) Oxy _ OF(x,_uy ) 0 f(xy ,.uy,)
OXy, Oy, OXyy Oy, '

Oznaéimo

OF(Xy s tyy)

PN -2)=——2¢
N-1

Za j =N -3 imamo

OF(xy 5 uy ) OXy,  OF(xy ,uy ) Oxy

S(N-3)= + =
Oxy_, Ty, Oxy_ 2
_ OF(xy 5.ty ) OXy + OF(xy sy, ) OXy,y OXy _
Xy, 2 Ixy OXy, Oty 4
_ OF(Xy_y5ty_,) n Oxyy OF Xy uy,) |Oxy,
Oxy s OXy_s ox,_ Juy,_,
_ OF(xy_y,uy,) n Of (xyp,ty,) P(N -2) ACTEN Y
OxXy s Xy, uy,_,
Izraz u uglatoj zagradi oznacit ¢emo sa
P(N —3) = |:§F(XN'2> Uy ) + Of (Xy sty 5) P(N - 2):| '
Xy, Xy
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Nadalje, za j = N —4 imamo

S(N —4) = OF(xy 5.uy ) OXy 4 n OF(xy sty ) Xy n OF(xy sty ,) OXy _

OXy_3 Ouy_, OXy_, Ouy_ OXy, Ouy_,
_ OF(Xy_3,ty5) OXy s n OF(Xy_ 55Uy ) OXyy OXy 4 N
OXy 5 Ouy. OXy, OXy 5 Oty 4

+ OF(xy sty ) OXy OXy, OXyy

Ox . OXy_y OXy5 Tty y
OF(xy 5.1y ;) + Xy, |:5F(xN2’uN2) + IXy é’F(lesuNl):|:| %Xy 3

i Xy 4 ox,, 4 Xy 5 oxy, oxy u, ,
_ OF(xy 5.1y 5) n Of(Xy 3ty 5) P(N -3) RACTN Y
| Oxy OXy 4 uy,_,
Izraz u zagradi oznacit ¢emo
P(N —4)= |:0”F(XN—3’uN—3) 4 Of Xy 30ty 3) P(N _3)} .
OXy_4 OXy_4
Gornje izraze mozemo sada prikazati na slijede¢i nacin
F(x, ,
PN —2) = Tt ),
OXy_
P(N _ 3) — ﬁF(xN—Z’ uN—Z) + é)f(xh’—Z’ uN—Z) P(N _ 2) ,
Xy, Xy
P(N —4) = OF(xy 3.ty 3) " Of (Xy_gs Uy3) P(N -3),
OXy 4 OXy 4

O f(Xy_5-Uy_,)

b

S(N =2)=P(N -2)

Of,uzvfz

S(N =3)=P(N -3) é’f(gzilpu/vﬂ ’
N-3

S(N —4)= P(N —4) ﬁf(?;4’u}v_4)»
N-4
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(k1)
Uy

B()

B(1)

o
e

Juyy

B(2)

—

(k)
Uy

(k1)
B(N-3)
—>
(k+1)
B(N-2)
—»
Xy '
e “%:)1
— F(x, u) u](\{(jll)
©Fh,=0 °n

Slika 4.1 Shematski prikaz gradijentnog algoritma.
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(k)
X, +
Sxw S u) X Xf—t——r
—» —» 44
F o )
*—> >
Ju( 7
foxw X
M(A )
J
(k)

"+

Slika 4.2 Shematski prikaz bloka B(j) za racunanje vrijednosti gradijenta na
osnovi BPTT algoritma.

iz Cega se mogu napisati slijedece rekurzivne relacije

ﬁF(xjH > uj-*—l ) i O/vf(xj+l ° u_j+l ) P

P(j)= o o (j+1) ; P(N-1)=0, (4.12)
Of(x ,u
S(j)= P(j)%, (4.13)

J

aJ ﬁF(x.f’u.f)+S(j) : oJ :TﬁF(xN—HuN—l)’
u, uy u,

J

(4.14)

2 uv/

za j=N-2,N-3, ..0.

Na slici 4.1 i 4.2 dan je shematski prikaz gradijentnog algoritma (4.6), (4.12)-
(4.14). Ako blokove B(j) koji raunaju vrijednost gradijenta shvatimo kao perceptrone,
vidimo da su izlazi perceptrona spojeni na ulaze susjednih perceptrona, odnosno, ovakav
prikaz navedenog algoritma analogan je koncepciji rekurentnih (dinamickih) neuronskih
mreza. Na slici 4.3 dana je alternativna reprezentacija algoritma (4.6), (4.12)-(4.14).

Algoritam (4.12) do (4.14) izveden je za problem optimalnog upravljanja sustava
(4.1) sa zadanim pocetnim uvjetima (rubni uvjet nije specificiran). Taj problem prosiriti
¢emo za sluc¢aj sa zadanim rubnim uvjetima, odnosno

W(0) = 0(x(0), u()),  x(ty)=x,, x(t,)=x,, (4.15)

ili u diskretnom obliku
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X = f(x,u), Xo = Xg5 Xy =Xgs (4.16)
gdjeje i=0,1,...,N —1.

Da bi mogli koristiti algoritam (4.12) do (4.14) za problem s rubnim uvjetima,
rubni uvjet ¢emo razmatrati kao ogranicenje i tretirat ¢emo ga metodom kaznenih
funkcija. Ako definiramo rubni uvjet u obliku

xy—x,=0, 4.17)

1 formiramo kaznenu funkciju

2
GB(uO,ul,...,uN_l):KB(xN—xf) , (4.18)

gdje x, ovisi o (#,,4,,...,u, ,) implicitno preko (4.16), a K, je konstantni pozitivni
koeficijent kaznene funkcije, vidimo da funkcija (4.18) ima minimalnu vrijednost
jednaku nuli, kada je ispunjen uvjet (4.17), dok je za slucaj kada nije ispunjen taj uvjet
vrijednost funkcije vec¢a od nule. Kada kaznenu funkciju dodamo funkciji cilja (4.4),

N-1
Ittt sestty) = min T Y F(x, u) + Ky(x, —x,) (4.19)
" i=0 ‘
gradijentni algoritam ¢e nam garantirati da ¢emo minimizacijom funkcije (4.19),
odnosno (4.18), teziti zadovoljenju jednakosti (4.17). Zbog toga, moramo izvesti
gradijent kaznene funkcije (4.18)

oG, xy

=2K,|x, — X, , j=0,1..N-1. (4.20)
0”1/!/. B< N f) é’u»/.
Zbog istih razloga kao kod izvoda algoritma (4.12) - (4.14), krenuti ¢emo od j =N —1
oG, oxy
=2K —-x, N
Oy B(XN K ) Oy
Gy =2K (x -X ) Oxy =2K (x -X Txy Oy
uy P g Ouy B g OXy, Cuy ’
oG, _ox (x . ) xy _oK (x s ) Oxy Oxy, Oxy,
Ju,_, PN buy, PN Oxy L Oxy, Oy
oG, _oK (x . ) Ixy, _oK (x _y Oxy Oxy_ Oxy_, OXxy_4
Juy_, T oy, P oxy L 0%y, Oxy Ouy

Ako stavimo

ox, _ Of(Xy sy )

D(N -2) =
(V2= S B oSSR,
D(N -3)= ﬂ% =D(N -2) Of (Xyp>Uyos) )
N1 OXyo Xy,
D(N —4) = oxy Oxy, Ox, , _ D(N-3) Of(xy ,uy. )’
OXy_ OXy_y OXy_ Oxy_
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mozemo napisati slijedece rekurzivne relacije

D(])ZD(]+1)% ; D(N -1)=1, (4.21)
oG, LS (x,,u))
Gu, 2KB(xN - xf)D(])é’—uj’ (4.22)

za j=N-1,N-2,....,0. Ovim smo rjesili problem rubnih uvjeta. Slijedeci problem su
ogranic¢enja tipa nejednakosti

g (x(@), un)=0, j=1..p, (4.23)

ili u diskretnom obliku

g(x,u)>0, i=0L.,N-1, j=l..p, (4.24)
koji ¢emo takoder rjesiti, formiranjem kaznene funkcije oblika
p N-1
Gy (tyothoveestty) = Ky 2, 2 &2 (ot H (g, (x,0,)). (4.25)
j=1 i=0
gdje je
] 0; & =0
H (g,)= I g <0’ (4.26)

a K, predstavlja koeficijent kaznene funkcije koji nam govori koliko “kaZnjavamo”
krSenje ogranicenja (4.24). Drugim rije¢ima, iz oblika funkcija (4.25) i (4.26) vidi se da
funkcija (4.25) ima minimalnu vrijednost jednaku nuli u slu¢aju da su zadovoljena sva
ograni¢enja (4.24), inace ¢e funkcija imati vrijednost veéu od nule, proporcionalno
koeficijentu K, . Ako sada pridruzimo kaznenu funkciju (4.25) funkciji cilja (4.4)
imamo

N-1 p
Tty sty ) = TZ[F(x,,u,)+ Ky Y &2 (xu)H (g,0x1 ))] (4.27)
i=0 =1

gdje je TK, = K, . Vidimo da smo ovim problem sveli na oblik (4.4), gdje je nova
‘podintegralna’ funkcija

p
F'(x,) = FOxu) + K D @2 xu) H (g, (x,m,)). (4.28)
J=1

a njene parcijalne derivacije

OF'(x,u,) OJF(x,,u)
ou, - Ju,

4

og,(x,,u,)
'—H_
u

+2K, 2 g, (x,01) (g,(x.u)). 429

i
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OF'(x,u) JF(x,,u,) d og,(x,u)
=T +2KVJZI:g,(x,,u,)§—xjH(g,(x,,u,)), (4.30)

tako da je dodatak drugog ¢lana na desnoj strani gornjih izraza jedina modifikacija
algoritma (4.12) - (4.14) u slucaju ogranicenja (4.24).

Na kraju, sumirat ¢emo gornje rezultate za opceniti problem optimalnog
upravljanja s rubnim uvjetima i ograni¢enjima

N-1
J(Uysthsosthy )= min T Y F(x,,u,), (4.31)
“ i=0
X = S(xuu), X=X, xy= Xgs (4.32)
g (x.u)=0, (4.33)
za i=0,1..,.N-1, j=L...p.
Ukupna funkcija cilja s kaznenim funkcijama je
N-1 )4
J(Uy, thy. sty ) = muin TZ F(x;,u)+ KVZ gf(x,,u,)H’(gj(x,,u,)) +
i=0 J=1
2
+Ky(xy - x,) (4.33a)

Gradijent gornje funkcije cilja u k-tom koraku gradijentnog algoritma (4.6) dobiva se na
osnovi slijedeceg algoritma

1. Inicijalizacija gradijentnog algoritma. Za k=0 pridjelimo upravljackim varijablama

@S, u®, ..., u’)) proizvoljne vrijednosti (mogu biti i izvan dozvoljenog podrucja u

fazi racunarske simulacije).

2. Racunanje varijabli stanja (x{°, x\°, ..., x\")za k=0, 1, ..., M na osnovu

k k k k : .
x()zf(xf ),u,()), xé):xo, i=0,1,..,N-1;

i+l

3. Racunanje gradijenta

k (k k
AT, u®, .., ull),

(k)
ﬂuj

za k=0,1,..., M na osnovi BPTT algoritma.

35
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3.1 Inicijalizacija BPTT algoritma za j =N —1.

Ju<j)=T(F;(j)+ZKVZg’(j)g:,u)H'(g’U))J+2KB(x —x )G

P(j)=0;
D(j)=1;

3.2 Iteriranjeza j=N -2, N-3,....,0.

Fi(j+D)=F(j+D)+2K, Y. g'(j+Dg (j+DH (g'(j+1)),

Fi(j+D=F(j+D)+2K, > ¢'(j+Dg,(j +DH (g'(j +1).
P(j)= F{(j+D+ f,(j+DP(j +1) .
D(j)=D(j +Df,(j +D).

7,00 = T(EJG)+ PO A,()) 2K (x,, =%, ) D))

(k+1) (k+1) (k+1)

4. Racunanje nove iteracije upravljackih varijabli (v, ", u,""", ..., u,”,’) na osnovu

gradijentnog algoritma

(k) (k) (k)
Uesly _ (k) Iy " uy s oy
J ) u (_k) >

,/

za k=0,1,..., M. Pomicemo indeks za jedan k < k +1 ivracamo se na 2. korak.

Koristili smo skraéene oznake slijede¢ih veli¢ina za k-ti korak iteracije
gradijentnog algoritma

é’ . é) i AR R P é) i
Fly= TR gy 2 SRRy S ET) ) L ST,
08,(x,)

gl () ET g')=g,(x.u), J, @) =

Na slici 4.3 shematski je prikazan gore naveden algoritam (za slucaj bez zadanog
rubnog uvjeta i ograni¢enja) na drugi nacin nego na slici 4.1. Imamo unaprijednu
strukturu koja odgovara dinamici sustava (4.8) za koji trazimo optimalnu upravljacku
funkciju (odgovara 2. koraku u navedenom algoritmu), a ispod nje imamo strukturu koja
predstavlja 3. i 4. korak u navedenom algoritmu i1 ima propagaciju vrijednosti
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upravljackih varijabli unazad u vremenu. Ova struktura je potpuno analogna sa
strukturom unaprijednih neuronskih mreza s N-/ skrivenih slojeva i s povratnim
prostiranjem greske (error backpropagation) kao mehanizmom ucenja (podeSavanja
parametara). Kad to usporedimo s prikazom na slici 4.1, moZzemo re¢i da navedeni
algoritam moZemo shvatiti kao dinami¢ku neuronsku mreZzu s jednim slojem, ili kao
staticku neuronsku mrezu s N-/ skrivenih slojeva.

(k) (k)

(k)

%o X | *’C(A{[jz *’C(\ka Xyl Xy
Tl | T [ T s | T s | T s [
=] =] ] ]

A 4 N N A A A
) *— *— L *— *—
p A(0) Joam | blanv-y | Tl a2 A(N-1)
A y —‘ A N1
nT
O O O @) O
i ) A

Slika 4.3 Shematski prikaz BPTT algoritma kao prostiranje greske unazad u vremenu.

(k)
u} o

o
AJ

fu (x’ lt)

F(x

k)
J+l

(k)
g+l

fixw

Fx(x’ lt)

Slika 4.4 Shematski prikaz bloka A(j).

(k)
Uy

nT

Fx u)

Slika 4.5 Shematski prikaz bloka A(N-1).

(k)
Xyl
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Primjer 4.1 Razmotrimo problem optimalnog upravljanja za sustav prvog reda

X=—-x+u,
sa zadanim pocetnim i rubnim uvjetima
x(0)=2, x(2)=0,
1 ogranic¢enjima
‘ u ‘ <1,

te s kriterijem optimalnosti

2
J:mTin ﬂu‘dt.
“ 0

Analiticko rjeSenje ovog problema je

, 0; 0<r<1685 ; 2¢" ; 0<1<1685
ult) = -1; 1685<¢<2 "’ x(1)= e —1; 1685<tr<2

Ako sada primjenimo prethodno izvedeni algoritam na rjeSavanje ovog
problema, imamo

F(x,u)=‘u‘: u-sgn(u),
F,(x.u)=0. F,(x,u) = sgn(u).
f(x,u)=x+T(—x +u),
fxaw=1-T,  f(xw)=T.
g(x,u)=1-u, g (xu)=1+u.
Uvrstimo li te vrijednosti u algoritam imamo
F()=0,
i) =sen(u,) + 2K, (4 u)H (1 +u)~(1-u)H (1-u))).
P(j)=A=T)P(j+1),
D(j)=A=T)D(j+1),
J,0) = T(EIG) + TP()) +2K,,(x,, —x, ) D)),
za j=N-2,N-3,...,0.
Imaju¢iuvidudajeza j=N -1
P(j)=0; D(j)=1,

gornje jednadzbe svode se na
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FI(j) = sign(u,) + 2K, ((1+u ) H™ 1+ u) = (= u) ) H (1-u,)).

T = TR 2K, (xy =x,)- (0= D)
72 j=N-LN=2,..0,

Na slici 4.6 prikazana su rjeSenja x(¢), u(t), dobivena BPTT algoritmom, u
usporedbi s analitickim rjeSenjima x,(7), u,(¢), dok su na slici 4.7 prikazana odstupanja
analitickih rjeSenja od numerickih, e, = x,(¢)—x(¢), e, = u, (1) —u(t).

Vrijednosti numeric¢kih parametara su

N =1000, M =20000,
n=02, K, =600, K, =100.
2,0 - 0,0
-0,2-
1,56 1
-0,4-
1,0 1
-0,6-
0,5
-0,8-
0,0 104 | T Ze
OIO OIS 1IO 1I5 2I,0 OIO OIS 1IO 1I5 2IO
t ¢

Slika 4.6 Usporedba analitickih rjeSenja (X ,, U,) s numerickim (X, U ).

0,008 — -
i 04
0,006 — .
i 02
0,004 - .
i 0.0
©* 0,002 - o> . ,l

0,000 — - 1

4 V -0.4 -
-0,002 — b

T T T T T T T T T '016 T T T T T T T T T

Slika 4.7 Odstupanja analitickih rjeSenja (X, U, ) od numerickih (X, U ).
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Definirajmo slijedece funkcije

Jp = ‘xN —X;

b

1y ] ]
J, =WZ(‘;(\1+% H (U u) - B (1)),
J=
N-1
Jo=TY |u].
Jj=0

J= TEHuJ‘+K ((l+uj.)zH_(l+u»l.)+(1—uj.)zH_(l—uj))]+KB(xN —x, ),

gdje J, predstavlja mjeru odstupanja od rubnog uvjeta, J, mjeri odstupanje od zadanih
ograni¢enja, J, je zadana funkcija cilja, J je ukupna funkcija cilja s ograni¢enjima.
Vrijednosti ovih funkcija, u ovisnosti o broju iteracija gradijentnog algoritma, prikazane
sunaslici4.814.9.

1
0,1
0,01
0,1
0,001
>
N 0,01 > 0,0001
0,00001
0,001 /'
1E-6
0,0001 — 1E-7 —
0 5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000 20000
N/T N/T
Slika 4.8 Vrijednosti J 5, J,, u ovisnosti o broju iteracija N ;.
2,5 o
1000
2,0 o
100 -
1,56 —
~° = 10 3
1,0 H ]
14
0,5 - E
oo+ o 4—
0 5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000 20000

N N

IT IT

Slika 4.9 Vrijednosti J,,, J u ovisnosti o broju iteracija N ,, .

40



4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

4.2 Izvod BPTT algoritma za nelinearne multivarijabilne sustave

Izveli smo BPTT algoritam za nelinearne sustave prvog reda, radi jasnije
ilustracije osnovne ideje algoritma, dok ¢emo ovdje izvesti, po istom principu, algoritam
za multivarijabilne nelinearne sustave, oblika

X, = 0 (XXX, U1y ntt,), X, (L) =X0, k=12,..,n, (4.34)
ili u vektorskom obliku
X(1) = 0(x(?), u(t)), X(1)=x, (4.35)
gdje je x(¢) vektor stanja, a u(¢) vektor upravljanja,
X=[x| x2 o xn]TD u =[ul u2 o um]T> (436)

Analogno (4.2) imamo kriterij optimalnosti
P
=min |F ) 4.
J r‘%?t! (x(t), u(t))ar (4.37)

Problem optimalnog upravljanja sastoji se u nalazenju vektorske funkcije upravljanja,
u(?), koja minimizira kriterij optimalnosti (4.37).

Vremenskom diskretizacijom sustava diferencijalnih jednadzbi (4.34) dobivamo
sustav diferencijskih jednadzbi

xto= A, k=1,2,.,n i=0,1,..,N-1 (4.38)
odnosno

X, =f(x,,u,), (4.39)
gdje je
f(x,,u,)=x, +76(x,,u,), x,=[x: x! e x?]’l', ui=[u,' woo u;"]r,
dok je funkcija cilja

m m

1 2 1 2 m 1 2
Uy sty yees Uy s Uy Uy e s Uy ey Uy o Uy yoeees Uy ) =
M (4.40)
: 1 .2 n o1 2 m ? :
:mmTE F(x,,x ,..,x u,u ,...,u")
u
i=0

odnosno
N-1
J(ug,uy,...,u, )=minTY_ F(x,,u,). (4.41)
u i=0
Gradijentni algoritam je u ovom slucaju
. é’J(uk,uk,...,uk_)
“jk 1 :“jk —n 1 0’71 : Not) (4.42)
u.

J
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

gdjeje j=0,1,....N-1; k=0,1,..., M, dok je n koeficijent konvergencije, indeks &
predstavlja k-tu iteraciju gradijentnog algoritma, M je broj iteracija algoritma.
Gradijent funkcije cilja je
oJ OF(x ,u, N OF(x,,
=T Jk J)+TZ (sz“,)’
ou’ ou, Sa Ou,

J

(4.43)

k=12,....m; j=0,1,..,N—1, sto je analogno izrazu (4.7) s tom razlikom §to sada
imamo » varijabli stanja, x,’, (/=12,...,n), koje implicitno ovise o upravljackoj
varijabli uf , k=1,2,...,m, te stoga moramo racunati s totalnim diferencijalom funkcije

F(x,,u,)po varijablama stanja x,, tako da imamo

JF(x,,u,)) OJF(x,u,) Jx, N OF(x,,u,) Ox} N +é’F(x,,u,) ox;
é’uf - Ox! é’uf ox; ﬁuf ox! ﬁuf ’

ili

JF(x,,u,) _ié’F(x,,u,) ox;
é’uf = ox!  ou’

J
£
Slijedece $to treba izraunati su parcijalne derivacije g .
J

Imamo
b p
oxjy  Of7(x;u,) _19
= T =12,....n
ou; ou"
J J
p p ! p 2 P n
é)xj+2 _ é)f (Xj+1’ uj+1) é’xﬁl + é)f (Xj+1’ uj+1) é’xﬁl T+ é)f (Xj+l’ u»/’+1) é’xjﬂ
K= 1 k 2 PEEEE n %
ou; OX,, ou, ox7, ou, ox}, ou,

1

ox] _ Of" (X, ,u, ) ﬂxltl " Of"(x,_,u,) O’)xlzfl . If7(x, ,u, ) Ox;,

ou ox, | ou' ox}, ou" ox!, ou’

J J J J

ili
O3l O (i) O
out ax;, 2

J r=l J

za p=12,....n; k=12,...m; j=01.,N-1; i=j+1...,N-1.
Sada ¢emo izvesti rekurzivne relacije za izraCunavanje sume u izrazu (4.43)
L IF(x,,u,)
S N — P2
() Z Of,uf

i=j+1

Krenut ¢emo unazad u vremenu. Imamoza j=N-2; i=N -1
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OF(x,_,u,_) OF(x,_,u,_) 0x;
Sk(N—2)= 1\/](1 N-1 Z N-1 N-1 N-1
Oy _, =1 oxy_) é’”N—z
gdje je
Oxy _ Of (Xy,,uy,)
Juy_, Juy_,
odnosno
S.(N-2)= Zé’F(XN LUy ) O f (X ,.uy )

=1 oxy ﬂuN—Z

Nadaljeza j=N-3; i=N-1, N-2
OF(Xy ,,uy,) + OF(X, ,uy,) _

S,(N-3)=
H ) 0’7”11373 0””/]:)73
_ - OF(Xy,.uy,) Oxy n i OF(Xy ,uy,)0xy
o OxXyos uyy 05 IXy Ouy
Posto je

Oxy, _ i Of (Xy_,.uy_,) é’xz/v—z _ Zn: Of (Xy_5.0y_,) é)fl(XN—3’uN—3)

k i k i k
Juy 5 o OXy , Juy 5 5 Xy, Oy
i

Oxy_, _ Of (X 5,y 3)

Juyy  Ouy
imamo
oF(x, ,,u,,)0f (x,5.u )
SN —3)= Z é’Nf N2 é’NB N=3
— Xy_2 Uy _3
+i20’7F(XN1=“N1)§f (Xy o0y 2)§f (Xy 3,y 5)
=1 =1 OXy_, é’XJ/V—z 5”1@—3
odnosno
SN —3)= ZﬁF(XN oWy ) O f (X 5,0y 3)
Xy, Duy_,
" X é’f (XN 3o Uy 1)Z§F(xw 1o Uy l)é)f (X,_ 25 Wy ))
= 2 1/;7_3 =1 OXy, o xN—Z

1 poslije zamjene indeksa r > [, [ > r

OF (X 5,0y ,) Of (Xy 50y %)

S, (N -3
( )= Z OXy, Dy
+ SO (X uy z)zé)F(XN LUy ) Af (X .y )
=l Oy =1 axN—l Ixy .,
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dobivamo

S, (N -=3)= Zﬁf (Xyogo Wy 3)|70f’F(XN L) ZaF(XN Lo Uyy) é)f (Xy_poUy)
r=l Tty s L Xy, /=1 Ixy, oxy_,

Idemo dalje ponoviti analognu proceduru za jos jedan korak
j=N-4; i=N-1,N-2, N-3

OF(Xy 5.0y 5) " OF(xy . uy 2) OF(X, 50y ,) _
Iuy._, Duy._, Ouy_,

S,(N-4)=

N OF(Xy 0y ) OXy s R OF(Xy .0y ,) Xy, G OF (X uy ) OX)
- Z r kT Z r KT Z r k
o OXy_4 (A7 — OxXy o, A7 — Ixy Juy_,

Imamo nadalje

OF(Xy_5.uy5) O f (X, 4,0, 4)

KR Z Xy Juy._,
iZaF(XN 2 Uyy) OF (X sy 3)é’f (X py_g> Uy 4)
r=l =1 Ixyy, Ixy 5 Juy
+ZiZ§F(XNI’uNI)O”f (X 05Uy ) Of (Xy sy 3) OF (X 45y y)
=1 1= g1 oxy 0”fo2 oxy 4 O%’N%

Poslije zamjene indeksa » — [, / — r udrugoj sumiig — r, r > g u tre¢oj imamo

Of (Xy gy 4)|:é’F(XN 3o Uy 3)

é’uN_4 x4

S, (N-4)= Z

O sy {aF(xN_z,uN_z)TZ OF(Xys8y) O (Xya00y. >H

r r
I=1 OXy 5 OxXy_, OXy é’xN—Z

Ako sada uvedemo oznake

OF(Xy_ . uy,)

P (N-2)= ,
(V2=
PF(N_3): O/?F(XN—I?’“N—Z) +iafl(xN;2’uN—2)P/(N_2)
OXy_, =1 OXy_,
PN —4) = 0”F(x1\,_r3,u]\,_3)Jr n g”f/(xN_rs,uN_g)P,(N_3)
Oxy 4 1=1 2R
imamo
J .
S,(N=2)= Z S’ (2Ak2 Uy 2)PF(N—2)
r=1 Uy o
S,(N—-3)= Z f(;zwksauN %)Pr(N_3)
r=1 Uy 3
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

S,(N—4)= Zﬁf (;izvkuu/v 4)P "(N = 4)

r=1

Sada moZemo postupak generalizirati u obliku algoritma

P'(j)= ﬁF(;mr’ j+1) +i af](;”rl’ j+1)

X I=1 X4

L Of T,
S, =X =P O,

r=1

P'(j+1); P (N-1)=0,

gdjeje r=12,....n; j=N-2,N-3,....0.

Na kraju mozemo navesti kompletan algoritam optimalnog upravljanja

u(i+1)=ut(i)- (i)i i=01,..,M
J - Y n Of‘)u//c(l)’ —Uslyeeny B

Gradijent za i-tu iteraciju je

g’?J OF(X,,u, )
é’u

L Of (X, u))

P'(j

S.()=

r=1

OF(x; ,u, ) LIf (x,,u;,)

P(j)y=——F7""" —P (j+1); PI(N-1)=0
N (J+D): PI(N-1)=0,

=1

zar=12,...,n; k=12,....m; j=N-2,N-3,....0.

U matri¢noj interpretaciji, uvodeci

[oft of? of"] [oft of? of"
é’ujl. é’u} o é’ujl. é’x} é’x} o é’le.
of' of? of" of' of? of"
U()) = é’uf é’uf é’uf 5 X(j) = é’xi é’sz. é’xi ,
é)fl Of,j'pz ) Of,]'pn é)fl Of,j'pz ) Of,]'pn
ou' ou'  oul ox! ox"  ox

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.47a)
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OF [ OF oJ

$,(J) P'(j) ?ﬁ ?ﬁ iﬁ

SO PO . 5 . - . .
SH=| " | PO=| .7 | KO =|dx7 |, K,(U)=|du; |, J.()=|Fu; |

S, (/) P"(j) OF OF AJ

é’x'; ﬂu?’ é’u;"

algoritam (4.47) poprima oblik

J,(N=T(F,()+S())., I (N-1)=TF,(N-1),
S(j) = U(j)-P(j), (4.48)
P()=F,(j+D)+X(j+1)-P(j+1), P(N-1)=0,

za j=N-2,N-3,..0.

4.3 Metoda kaznenih funkcija za ogranicenja tipa rubnih uvjeta

Gore navedeni algoritam izveden je za problem optimalnog upravljanja za
dinamiku nelinearnih sustava sa zadanim pocetnim uvjetima (4.35). Sada ¢emo
razmotriti problem sa zadanim rubnim uvjetima

() =0(x(0), u(t). x(t,)=x,. x(t,)=x,, (4.49)

Da bi uracunali rubni uvjet, dodat ¢emo funkciji cilja (4.41) kaznenu funkciju u
obliku

G,(ug.u,,.u, )= KZ( —x (4.50)

gdje je K ,koeficijent kaznene funkcije, a x_’;. su zadane vrijednosti varijabli stanja na
kraju vremenskog intervala.

Parcijalna derivacija kaznene funkcije po upravljackoj varijabli je

Z@G oxy
‘ Oxl, ouy '

(4.51)

Sada nam preostaje odrediti parcijalne derivacije varijabli stanja po upravljackim
varijablama, poc¢evsi od kraja vremenskog intervala

8x§, B afk(XN—lﬂuN—l)

Ouy., Ouy.,
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

ax;f X afk (XU ) Oxy ) _ iafk X0y ) 0f (Xy_,,uy ) (4.51a)

=2

p r p r p
ouy_, o 0Xy_, Ouy_, o 0Xxy_, Ouy._,

Gxﬁ, c afk(xzvflv“/vfl) o0xy :iafk(xN—l’uNfl) O0f (Xy_,,uy ) _

oul , 2 oxl,,  oul, =  ox,, ouj
_ i of* (XN—lﬂuN—l)i 0f (Xyp uy,) Oxy, _
r=l Oxy_y g-1 Oxy_s Ouy_s
= S afk(XN—lﬂuN—l)iafr(XN—Z’uN—2) 0f " (Xy5.uy.3)
r=l Oxy_y g-1 Oxys Ouy_;

Ako uvedemo matri¢nu notaciju, koriste¢i oznake matrica iz (4.47a), i uvodeci slijedece
matrice

ox! x|, ox, oG, oG,

Ouy o, Ou; ou, ox,

ox, Oxy ox;, 0G, 0G,
X,V=|oud o " our |- G.D=|au’ |- G.N)=|5x2 | (@51D)

oxy oxy  ox) G, 0G,

du, ou; ou’y | Ouj | | Oxy |

mozemo napisati

X, (N-1)=U"(N-1)

X, (N-2)=X"(N-1)-U"(N-2)

X, (N-3)=X"(N-1)-X"(N-2)-U" (N -3) (4.51¢c)
X, (N-4)=X"(N-1)-X"(N-2)-X"(N-3)-U" (N -4)

X (H=X"(N-1)-X"(N-2)-....X"(j+1)-U'())

gdje su U’ i X' transponirane matrice.

Gornji sustav, zajedno sa (4.51) mozemo preglednije zapisati u obliku
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G,(N=X,()G.(N), G (N-1)=UWN-1)-G.(N),
X, () =D()-U' (), (4.52)
D()=D(j+D-X"(j+D), D(N-D =1,

za j=N-2.N-3,..,0.

4.4 Metoda kaznenih funkcija za ograniCenja tipa nejednakosti

Za ogranicenja tipa nejednakosti

g(x(1), u()) >0, (4.53)
ili za diskretizirani slucaj i napisano po komponentama
g (x;,u,)20, (4.54)

za i=0,1...N-1, j=12,....p,

takoder mozemo koristiti metodu kaznenih funkcija u obliku

N-1 p
G,(ug,u,...,u, )= K,}Z Z gf(xi, ul.)H’(gj(x,, ui)) , (4.55)
=0 j=1
gdje je funkcija H (x) definirana prema (4.26), a konstanta K, predstavlja veli¢inu
“kazne” za prekoracenje ogranicenja.
Sa ovom kaznenom funkcijom ukupna funkcija cilja ima slijedec¢i oblik

N-1

p
J(u,,u,,...,u, ;) =min TZ F(x,,u)+K, gf(x,, u,)H"(gj(x,, u,)) , (4.56)
" i=0 =1
gdje je K, = TK, . Sada ‘podintegralna funkcija’ ima slijede¢i oblik
P
F(x.u)= Fx.u) + K, Y ¢ (x. u)H (g,(x,.u)). 4.57)
J=1

a njene parcijalne derivacije su

AF'(x,,u,) OJF(x,,u,) 4 og,(x;,u,)
P A 2K g (x w) (g,x,.u)). @572
é’F‘(x,,u,)_é’F(x,,u,)+2KZ”: x u)ﬁg,(x,,u,)H_( x u)) 4.57b)
oxF T oxt Vj:Igj i W oxt g, \X;,u,)). :

U matri¢noj notaciji, ako stavimo
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g 98 g, g g g,
ou,  Ou ou) ox!  Ox, Ox|
_ g 9% g, g g g,
V.(D=| 04> ou ow |- V.(D=|px? ox? ox; |
g 9g g, g g g,
| Ju"  Ou ou)" | | Ox;  Ox] ox; |
(4.57¢)
gl(xi’u/)H_((gl(Xi’ui))
X, u,)H" X, U,
o) | B0 :(<g2< )
8, (5 ) H((g,(x,0m,)
mozemo gornje izraze napisati u obliku
F/(i)=F,(i)+2K,V, (i)-g(i

F{()=F.()+2K,V,.())-g(i)’

Iz ovoga slijedi da jedina modifikacija koju trebamo uciniti u algoritmu je da
vektorima F, (/) 1 F_(i) dodamo drugi ¢lan na desnoj strani prethodnih izraza, koji

odgovara derivaciji kaznene funkcije.

4.5 Metoda kaznenih funkcija za ogranicenja tipa jednakosti

Na kraju, razmotrit ¢emo slucaj ogranicenja tipa jednakosti

h(x(1), u(1)) =0, (4.58)
ili za diskretizirani slucaj i napisano po komponentama
h(x;,u,)=0, (4.59)

za i=0,1,...N-1, j=12,..r,

Kaznena funkcija je u obliku

N-1 r

G,(ug.up.uy =K, > > h(x,.u,), (4.60)

i=0 j=1

gdje je K, koeficijent proporcionalnosti uz kaznenu funkciju. Vidimo da gornja
kaznena funkcija ima minimalnu vrijednost jednaku nuli, u slu¢aju kada su zadovoljena
ogranic¢enja tipa jednakosti.

Sa ovom kaznenom funkcijom ukupna funkcija cilja ima slijedec¢i oblik
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N-1 r
J(ug,up,...ouy )=minTY | F(x,, u)+K, > h(x, u)|, 4.61)
v i=0 j=l
gdje je K, = TK, . Sada ‘podintegralna funkcija’ ima slijede¢i oblik
F(x,u)=Fx,u)+K,> h(x,u), (4.62)

a njene parcijalne derivacije su

OF(x,u) OF(x,.u,) i Oh,(x,. u,)
ol T on +2Kh,§hj(x,,ui)’éT, (4.62a)
JF'(x;,u,) JF(x,,u,) 4 oh,(x,,u,)
e EA C 42K ) h(x,u)—F—. 4.62b
Ofyx/k O/’x,fk 2 ; J (XI H ul) ﬁx’f[( ( )
U matri¢noj notaciji, stavljajuci
oh  Ih, oh, [ Oh  Oh, oh,
ou  ou ou ox!  Ox| ox,
dh oh,  Ih h h, h
E.()=|ou* ou’ ou |- E()=|ox} oOx’ ox? |
oh  Oh, oh, oh  Oh, oh,
| du  Ou ou;" | | Ix]  Ox] ox; |
(4.62¢)
h(x,,u,)
h(l): Z(X:/ u/) ,
h.(x,,u,)
mozemo gornje izraze napisati u obliku
F/(i)=F,(i)+2K,E (i)-h(i
() =F, () +2K,E,(i)-h(?) 4.624)

F/())=F,()+2K,E,())-h(i)’
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4.6 Konacni oblik BPTT algoritma za multivarijabilne sustave

Na kraju ¢emo dati prikaz BPTT algoritma za opceniti problem optimalnog
upravljanja s ograni¢enjima za multivarijabilne nelinerne dinamicke sustave, gdje ¢emo
sumirati rezultate dobivene u prethodnim podpoglavljima. Opdenita formulacija
problema je

(0 =0(x(t), u(n).  x(t)=x,,  x(t,)=x,,
g(x(n), u(r)) >0,

h(x(1), u(r)) =0, (4.63)

J = min jF(x(t), u(0))d .

Nakon vremenske diskretizacije imamo

X, = f(x;,u,), X =X, Xy =Xs5
g,/’(xi’ui)zoﬂ j:1929~~~ap:
h(x;,u,)=0, k=12,....r, (4.64)

N-1
J(ug,u,...,uy )= minTZF(xl.,ui)
b i=0
zai=0,1,...,N—1, gdjeje

T A
f(x,,u,))=x, +7¢(x;,u,), x,:[x} x,2 x”], u.:[pﬂ oo um].

Problem se sastoji u pronalazenju upravljackih varijabli (u,,u,,...,u,_,), koje

minimiziraju navedeni kriterij optimalnosti. Algoritam mozemo prikazati u slijede¢em
obliku
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1. Inicijalizacija gradijentnog algoritma. Za k=0 pridjelimo upravljackim varijablama
(ul”, 0\, ..., u\’,) proizvoljne vrijednosti (mogu biti i izvan dozvoljenog
podrucja za vrijeme racunarske simulacije).
(k)

2. Racunanje varijabli stanja (x\°, x\", ..., x\)za k=0, 1, ..., M na osnovu

k k k k . .
X =fx®,u®y, xP=x,, i=0L..,N-1;

3. Racunanje gradijenta

k (k k
AJu, u, . dl)

(k)
é’u»,

za k=0,1,..., M na osnovi BPTT algoritma.

3.1 Inicijalizacija BPTT algoritma za j = N —1.

J.())= T(Fu(j) +2K,V,())-g()) +2KEEu(j)-h(j))+U(N -G, (N),
P(N-1)=0,
D(N-1)=1,

3.2 Iteriranjeza j=N -2, N-3,...,0.

F.(G+D=F,(+D+2K,V,(j+1)-g(j+1)+2KE, (j+D-h(j+1),
FG+D=F.(+D+2K,V.(j+1)-g(j +D+2KE (j+1)-h(j+1),
P())=F(j+D+X(+1D-P(+D),

D(/)=D(j +DX'(j+1),

J3,()=T(F,()+U()-P())+ U D' (j)- G, (N)
4. Ralunanje nove iteracije upravijackih varijabli (u{™", u{**", ..., 0'{'") na osnovu
gradijentnog algoritma
né’J(u%"), u}k), s u%}l

é’u(.k) ?
J

(k+l) _ (k) _
u; =u,

za k=0,1,..., M. Pomicemo indeks za jedan k <— k +1 i vracamo se na 2. korak.
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Primjer 4.2 Razmotrimo problem optimalnog upravljanja za sustav drugog reda

sa zadanim pocetnim i rubnim uvjetima

(=1, x(2)=0,
n0)=1,  x,2)=0.

te s kriterijem optimalnosti

2
J =min0J5 qudt )
u 0

Analiticko rjeSenje ovog problema je

1, 7, 3, 7
D=—t—-—t"+1+1 H=—t"——1+1
xl( ) 2 4 > x2( ) 2 2 °
7
1)=3t——
u(r) =3t
Ako sada primjenimo prethodno izvedeni algoritam na rjeSavanje ovog
problema, imamo
1 0 (xy —x})
X(j)= u(j)=|0 T G . (N)=2K '
(/) {T J, »=[0 7]. (V) B[(x;v_x;)
odnosno,

F.()H=0. FJ(j)=u,

za j=N-2,N-3,..0.

1,27

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

-0,2

Slika 4.10 Usporedba analitickih rjeSenja (X,,, X,,) s numerickim (X, X, ).
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00000 - 0,0005 |
1 0,0004
-0,0005 — -
) 0,0003 |
= N 1
©™ -0,0010 ®" 0002
0,0015 0,0001
1 0,0000 |
-0,0020 4Y—4+v—"Tb—"F-—"T—"——""T"""++ —
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Slika 4.12 Usporedba i medusobno odstupanje analitickog rjeSenja (U,) od numerickog (U ).

Na slici 4.10 prikazana su rjeSenja x,(¢), x,(¢), dobivena BPTT algoritmom, u
usporedbi s analitiCkim rjeSenjima x,(¢), x,(¢#), dok su na slici 4.11 prikazana
odstupanja analitickih rjeSenja od numerickih, e , =x,(t)—x,(¢), e, =x,,(t)—x,(¢).
Slika 4.12 prikazuje upravljacku varijablu u(¢), dobivenu BPTT algoritmom, u
usporedbi s analitickim rjeSenjima u,(¢) 1 odstupanja ta dva rjeSenja e, = u,(¢) — u(t).

Vrijednosti numerickih parametara su

N =1000, M =300, n=001, K, =5000.

2 2
- i ’

1
1 1
Jy =E(‘xN —xf‘Jr‘xN —X;

Definirajmo slijedece funkcije

N-1
Jy = 05T o,
/=0
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

N-1 2
J=05T) u + Ky (xh —xb),
Jj=0 k=1

koje imaju ista znacenja kao u prvom primjeru. Vrijednosti tih funkcija u ovisnosti o
broju iteracija gradijentnog algoritma prikazane su na slikama 4.13 1 4.14.

0,1 25—
0,01

0,001

0,000 —+———————————7——7— ————T——7—71
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

Slika 4.13 Vrijednosti J ,, J,, u ovisnosti o broju iteracija N, .

8
g
g
8
8
8

Slika 4.14 Vrijednosti J u ovisnosti o broju iteracija N, .

Ako usporedimo prvi i drugi primjer, primje¢ujemo da je u drugom primjeru
potrebno bitno manje iteracija za dostizanje minimalne vrijednosti ukupne funkcije cilja,
zbog toga Sto u drugom primjeru nema kaznene funkcije za ogranienja tipa
nejednakosti, koja bitno usporava konvergenciju optimalnom rjesenju.

S druge strane, brzina konvergencije ovisi o medusobnim omjerima koeficijenata
kaznenih funkcija, kao 1 o samom koeficijentu konvergencije 7. Npr. ako uzmemo
veliki omjer K, / K, tada ¢e vrijednost funkcije J, konvergirati nuli puno brze nego
J,, . Vrijednosti tih koeficijenata treba birati tako da postignemo §to je moguce vecu
brzinu konvergencije, a da pri tom ne narusimo stabilnost algoritma.
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S. Ubrzanje konvergencije BPTT algoritma

U prethodnom poglavlju izveli smo numericki algoritam za optimalno
upravljanje na osnovi gradijentnog algoritma s konstantnim koeficijentom
konvergencije. Dobra strana tog pristupa je jednostavnost algoritma; potrebno je samo
izracunati gradijent funkcije cilja. LoSa strana je relativho spora konvergencija zbog
konstantne vrijednosti koeficijenta konvergencije 7. S druge strane, stabilnost

gradijentnog algoritma s konstantnim koeficijentom konvergencije ovisi direktno o
vrijednosti tog koeficijenta. Drugim rije¢ima, postoji gornja granica koeficijenta 7 iznad
koje algoritam postaje nestabilan, §to je s druge strane joS jedno ogranicenje na brzinu
konvergencije algoritma.

Da bi rjesili gore navedene probleme, primjenili smo metodu konjugiranog
gradijenta, koju ¢emo prikazati u ovom poglavlju. Metoda konjugiranog gradijenta se
vrlo ¢esto primjenjuje za ubrzanje konvergencije BP algoritma kod stati¢kih neuronskih
mreZa. Tako je u 5.1 prikazana metoda najbrzeg spusta koja se bazira na pronalazenju
takvog koeficijenta konvergencije (na osnovu jednodimenzionalne minimizacije) za koji
dobivamo najmanju vrijednost funkcije cilja u slijedecoj iteraciji gradijentnog algoritma.
U 5.2 prikazana je metoda jednodimenzionalne minimizacije sa kvadratiénom
konvergencijom, a u 5.3 metoda konjugiranog gradijenta koja je bazirana na metodi
najbrzeg spusta.

5.1 Metoda najbrzeg spusta

Za minimizaciju neke funkcije f(x) gdje je x= [xl X, e xn]yv, mozemo
primjeniti gradijentni algoritam s konstantnim koeficijentom konvergencije u obliku
X, =X, +nd,, (5.1)
gdje je d, vektor smjera trazenja (search direction)
d, =-V/(x), (5.2)
a Vf(x) je gradijent funkcije cilja

a5 af af
Vi) = ox, ox, é’xj'

(5.3)

Metoda najbrzeg spusta pretpostavlja, za razliku od (5.1), promjenjivu vrijednost
koeficijenta 7

X, =X, +7d, (5.4)
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5. Ubrzanje konvergencije BPTT algoritma

gdje se 7, odreduje tokom svake iteracije tako da minimizira funkciju f(x, +nd,),
odnosno

Ui:miglf(xi+77df)- (55)
n=

Drugim rije¢ima, uzimamo onu vrijednost koeficijenta 7, koja ¢e nam za poznati smjer
gradijenta u tocki x, dati maksimalno smanjenje vrijednosti funkcije f(x).

Ovaj postupak ima bitno bolja konvergencijska svojstva u odnosu na gradijentni
algoritam s konstantnim koeficijentom konvergencije. S druge strane, ovom metodom
smo automatski rjesili problem stabilnosti algoritma. Medutim, cijena koju smo zbog
toga platili je jednodimenzionalna minimizacija funkcije f(x, + 77d,), u svakom koraku

iteriranja, po parametru 7.

5.2 Parabolic¢na interpolacija

Minimizaciju funkcije f(x, +7d,) po parametru 7 provest ¢emo parabolicnom
interpolacijom, metodom kvadrati¢ne konvergencije koja daje vrlo dobre rezultate za
mali broj iteracija, §to nam je bitno zbog relativne osjetljivosti metode najbrzeg spusta u
odnosu na male promjene parametra 7; .

Uz pretpostavku kvadraticnog ponasanja funkcije u okolini minimuma, moze se
redukcija intervala u kojem lezi minimum provesti kvadraticnom (parabolicnom)
interpolacijom. Da bi se postupak pokrenio, mora biti poznat interval (a,b) unutar kojeg

se nalazi minimum i jedna toc¢ka ¢ unutar tog intervala. Kroz tocke a, b, c, provlaci se
parabola i odredi njen minimum kojeg ¢emo oznaciti s d. Redukcija intervala se zatim
dobiva odbacivanjem jednog od rubnih subintervala ovisno o tome da li je d >c ili
d < ¢ 1kakve su vrijednosti funkcija u tim tockama.

Ako su a, 1 b,, granice intervala a ¢, interna tocka nakon i-tog koraka redukcije,
tada parabola ima minimum u tocki

L1l =B) @)+~ ) fb)+ (B ~a)fe)
"2 (e, =b)f(a)+(a,—c) f(B)+(b,~a)f(c,)

Odbacivanje rubnih intervala i formiranje novog, manjeg, provodi se po slijede¢em
algoritmu [19], [20],

(5.6)

e akoje (d, <c,)&(f(d)< f(c,)) tada a,,, =a,, b,, c,

( )
d, <c)&(f(d)> f(c)
( )
( )

(d, <c,)
(d <c,) tada a,, =d.b, =b.c, =c,.
(d,>c,)
(d,>¢)

e akoje(d, >c,)&|f(d)< f(c,)) tada a,,, =c,, b, =b,, c,, =d..

4

>c, )&\ f(d,)> f(c,)) tada a,, L b=d,c, =c,.
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5. Ubrzanje konvergencije BPTT algoritma

SuzZenje intervala moze se se provoditi tako dugo dok se minimum ne ograni¢i na
dovoljno mali interval.

st

Slika 5.1 Parabolicna interpolacija za slucaj (d,, > c,)& (f(dl_) < f{(c, )).

5.3 Metoda konjugiranog gradijenta

Metoda konjugiranog gradijenta (CGM), [19], predstavlja dodatno poboljsanje
metode najbrzeg spusta. Osnovna shema CGM za minimizaciju funkcije f(x) je

generiranje sekvence iteracija x,, =Xx,+7d,, kao u (5.4), gdje je za i=1,
d, =-Vf(x,),dok je za i > 1

d, =-Vi(x)+ad,, (5.7)

i+ T
gdje je a, tzv. parametar skretanja (deflection parameter) ¢ije odredivanje karakterizira
pojedine CGM .

Zbog jednostavne primjene, vrijednost parametra ¢, uzeli smo prema metodi
Fletchera i Reevesa [19]

x| (5.8)

ol

Drugim rije¢ima, CGM koristi informaciju o smjeru trazenja iz prethodne iteracije, te
informaciju o promjeni brzine konvergencije, sadrzanu u parametru ¢, .

Moze se pokazati [19], da za kvadrati¢nu funkciju f(x), ovaj algoritam daje

optimalno rjeSenje u najvise n koraka. Zbog toga, za nekvadrati¢ne funkcije vrijednost
smjera traZzenja trebamo resetirati svakih » koraka (ili manje) na poc€etnu vrijednost
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5. Ubrzanje konvergencije BPTT algoritma

d,.,=-V/(x,.). (5.9)

Sada moZemo prikazati kompletan algoritam.

Inicijalizacijski korak: 1zabere se skalar ¢ > 0, koji odreduje tocnost rjeSenja, i pocetnu
to¢ku y, . Stavimo x, =y,, d, = -Vf(x,), k= j =1 iidemo na glavni korak.

Glavni korak:
1. Ako je H VIi(x;) H < &, kraj izvrSavanja algoritma. Inace, odredimo
7, =min/(x; +nd))

1 izraGunamo

Xj+l = Xv/ + 77] d,/ :

Ako je j <n,idemo na korak 2; inace, idemo na korak 3.

2. Stavimo
dv/+1 = _vf(xﬁl )+ a,/dj >
gdje je
el
el

Zamjenimo j s j+1 iidemo na korak 1.

3. Stavimo x, =y, , =X,,,, d, = -Vf(x;). Stavimo j =1, zamjenimo k s k+1 i

idemo na korak 1.

Primjer 5.1 Razmotrimo problem optimalnog upravljanja za sustav drugog reda

X, =X,
X, =u,
sa ogranic¢enjem
‘ u‘ <I.

Treba odrediti funkciju upravljanja u(¢), pomocu koje prebacujemo sustav iz pocetnog
stanja

x(0)=1, x,(0)=1,
u konac¢no

xl(tf):o’ x2(tf)=0>
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5. Ubrzanje konvergencije BPTT algoritma

unutar vremena f/, =345 (koje je minimalno vrijeme, kao Sto ¢emo pokazati u
slijede¢em poglavlju).
Ovaj problem ¢emo detaljnije razmatrati u idu¢em poglavlju, dok ¢emo ovdje

samo usporediti brzine konvergencije gradijentne metode s konstantnim koeficijentom
konvergencije i metode konjugiranog gradijenta, $to je prikazano na slici 5.1.

-—- GA

10 — T T T T T T T T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000
N T

Slika 5.1 Usporedba konvergencije metode konjugiranog gradijenta i gradijentne
metode s konstantnim koeficijentom konvergencije.
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6. Vremenski optimalno upravljanje nelinearnim sustavima

U cetvrtom poglavlju razmatrali smo problem optimalnog upravljanja unutar
zadanog vremenskog intervala. Ovdje ¢emo razmatrati problem vremenski optimalnog
upravljanja (Time-Optimal Control, TOC), odnosno, upravljanja u sluc¢aju kada
vremenski interval treba minimizirati.

Postoje dva pristupa numerickom rjeSavanju tog problema. Kod vremenske
diskretizacije ukupni vremenski interval jednak je produktu broja podintervala N s
periodom diskretizacije 7, tako da varijabilnost vremenskog intervala mozemo izraziti
jednom od tih veli¢ina uzimajuc¢i drugu za konstantu. DosadaSnja primjena BPTT
algoritma na vremenski optimalno upravljanje [22], problem tretira uzimajuci
konstantnim period diskretizacije 7 i varirajuéi broj podintervala N. U tom pristupu je
problemati¢na cjelobrojnost varijable N kod primjene gradijentne metode. Uzimanjem
perioda diskretizacije kao kontinuirane varijable, izbjegavamo gornji problem, medutim,
u tom sluc¢aju javlja se problem nestabilnosti koji se moze rjesiti jedino uzimanjem jako
male vrijednosti koeficijenta konvergencije u gradijentnom algoritmu za varijablu 7,
¢ime drasti¢no usporavamo konvergenciju algoritma.

U ovom poglavlju prikazat ¢emo numericku metodu rjesavanja vremenski
optimalnog upravljanja, koja relativno efikasno izbjegava gore navedene probleme.
Metoda je bazirana na periodu diskretizacije 7 kao varijabli po kojoj se minimizira, i
koristi svojstva kaznenih funkcija za rubne uvjete i ogranic¢enja.

6.1 Direktna primjena BPTT algoritma na TOC

Ovdje ¢emo prikazati proSirenje BPTT algoritma za vremenski optimalno
upravljanje (problem minimalnog vremena) za slu¢aj varijabilnog perioda diskretizacije,
7=T. Osnovna ideja je u tome da se zadrzi algoritam za izracunavanje upravljackih
varijabli za zadani period diskretizacije, dok se slijedeca iteracija perioda diskretizacije
izraCunava na osnovi gradijenta nove funkcije cilja koja sadrzi vremenski Kkriterij
optimalnosti (minimum vremena ¢ _. = Nt _. , za prijelaz iz poc¢etnog u konacno stanje)

min min °

i kaznene funkcije za ogranic¢enja i rubne uvjete
J, =K, t+Gu(x,)+G,(uy,u,,....u, ). (6.1)

Minimalno vrijeme za prijelaz iz pocetnog u konacno stanje ima smisla odredivati jedino
ako su zadana ograni¢enja na upravljacke varijable. To znaci da bi za neko vrijeme
manje od minimalnog, ¢, <t BPTT algoritam za fiksnu vrijednost vremenskog

min *
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intervala neizbjezno dao vrijednosti upravljackih varijabli koje bi krSile ogranicenja, $to
bi dovelo do povecéanja vrijednosti kaznene funkcije G, , a time ujedno dolazi do krSenja
rubnih uvjeta i povecanja vrijednosti G,. S druge strane, za vrijeme vece od

minimalnog, ¢, >1 upravljacke varijable zadovoljavaju ograni¢enja i kaznene

funkcije teze nuli (za egzaktna, analiticka rjeSenja, vrijednosti kaznenih funkcija su
jednake nuli). Kada se kaznenim funkcijama doda linearna ovisnost o vremenu, ukupna
funkcija cilja ima minimum koji tezi egzaktnoj vrijednosti 7 ., s povecavanjem

koeficijenata kaznenih funkcija. Slika 6.1 daje graficki prikaz naprijed navedenog

cgz , (vegs
GF + Gy

G, +G,

>
T T

min

Slika 6.1 Prikaz ovisnosti kaznenih funkcija i J; o periodu diskretizacije.

Ako u diskretiziranoj formulaciji problema optimalnog upravljanja, sa
specificiranim vremenom trajanja procesa, zamjenimo konstantnu vrijednost perioda
diskretizacije 7" s varijablom 7=7, koja ¢e se odredivati na osnovu gradijentnog
algoritma, imamo za k-ti korak iteracije gradijentnog algoritma

k) _ k k) k k k) _ k) _
X = x4+ e o), x=x,.  xl=x,. 62)
g,x w0, j=12...p, (6.3)
) N-1
J,u?, . ul® ) =min 20D F(x{,ul?) + Gy(x () (6.4)
" i=0
3 3 n r m T
zai=0,1...N-1, gdieje x, =[x} x - x/], u,v:[ul.l w oo u,] :
Gornji problem za fiksni 7 rjeSen je u 4. poglavlju gradijentnom metodom
(k) (k) (k)
ksl (k) dJ(uy’, wy, ., uy
u; =u; - Au® (6.5)
u;
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)" primjenom gradijentnog algoritma, moramo

(k)

Da bi izracunali slijedecu iteraciju 7
funkciju cilja J, implicitno izraziti u ovisnosti o ¢

J (79 = K, 7% + G, (0 u a0y 4 G (x ), (6.6)
tako da imamo

oJ . (z*
L) ) #

~© (6.7)
Sada se problem svodi na ra¢unanje gradijenta funkcije cilja (6.6)
AJ,(t") oG, 020G,
PR K, + PRUREFWIE (6.8)
Pocet ¢emo s gradijentom kaznene funkcije za rubne uvjete
oG N
S = GLIN)- X (V). (6.9)
gdje je
,
x o= 200 on - astgn]’
: ot ot or®

s tim da je x{"(N) j-ta komponenta vektora x';’. Rekurzivnu relaciju za gornji vektor

dobivamo deriviraju¢i izraz (5.2)
X, (N=X,(j-D+o(j-D+7X" (j-1)-X,.(j-1), (6.10)
za j=1,...,N, s pocetnim uvjetom
X (0)=0.

Sad nam preostaje raCunanje gradijenta kaznene funkcije ogranicenja G,

RO ZGMU)-U,U), 6.11)
gdje je
,
) oG, oG, oG,
G, ()= (k+1)p : (k+l)p ~ (k1)
ﬂul (.]) ﬂu2 (.]) ﬂum (.])
‘ ﬂu(kﬂ)( ) O/)u(k+l)( ) O/)u(k+l)( )
U.())= ; <k>J : (k,)] <k>J >
ot or ot
s tim da je u*""(}j) i-ta komponenta vektora u'"". x{’. Rekurzivnu relaciju za vektor

U_(j) dobivamo deriviraju¢i izraz (5.5), $to se svodi, kao Sto vidimo na derivaciju

gradijenta funkcije cilja (5.4) po upravljackim varijablama. To smo izracunali u proslom
poglavlju i dobili slijedece rekurzivne relacije koje, prilagodene za ovaj problem
poprimaju oblik
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J, ()= (F1()+S())+XL())- G (N).
X,(H=U()-D ().
D'(j)=X(j+D)-D'(j+1),
S()=U())-P()).
P(j)=F.(j+1)+X(j+1)-P(j +1).

sa rubnim uvjetima
J(N-1)=7"F/(N-1)+UWN-1)-G _(N)
P(N-1)=0,

D(N-1)=1,

za j=N-2,N-3,...,0.

Imamo dakle

. aJ,(Jj)
U.(j)=-7 ERGEE (6.12)
odnosno
o¥,(Jj) ., . . ol FF.() . IS()) X, () LG (N)
é,T(k) :Fu(])-l-S(])-i-T() é,T(k) é,T(k) + é,T(k) GK(N)+XZ(]) é,T(k) .
Prvo ¢emo izracunati
oS(j) 2U()) . . ~IP())
20 = g0 PV 5 (6.13)
odnosno
oP(j) OF.(j+1) oX(j+1)_ . . LOP(j+1])
570 = 270 270 P(j+D+X(j+1) 270 (6.14)

Posto su vrijednosti matrica U(j), X(j), koje sadrze parcijalne derivacije funkcije
f(x§k>,u§k>) po varijablama uﬁﬁ)’ngc)

nacin

, ovisne o %) preko izraza (5.2), na slijede¢i

U()="0,(). X()=I+79D.()),

gdje matrice @,(j), ®.(j), analogno matricama U(j), X(j), sadrze parcijalne

(k) (k) X(k)

derivacije funkcije ¢(x", ;.x7, Sto znaci da nisu ovisne

)

(k) .o
u”) po varijablama wu

eksplicitno o 7' ’, moZemo napisati
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aU()) . 0 99,(J)
S =T (6.15)
Nadalje, imamo
ID,(J) < o, .
g (k{ =Y X{() Py () (6.16)
T r=1
gdje je
_ 0,-,2¢| Of)2¢2 é’2¢’7 _
ouox, odox, T ooy,
ﬂ2¢l 0’)2¢2 a2¢n
D)= é’ujzé’xf é’ujzé’x; ' é’ujzé’xj
62.¢| 0’)2.¢2 ’ a2.¢n
_é’u}?lo”xj é’ufé’xj é’u»’;’é’x; |
Isto tako, imamo
oX(j+1) ) 20 (j+1)
20— +D+ (k)W, (6.17)
odnosno
0. (j+1) ~ o, . _
—&{m =2 X[ +DD,, (+1D). (6.18)
r=1
gdje je
B Of)2¢l 0»‘)2¢2 Of)2¢n 7
ﬂx_'jé’x; é’x;ﬂx; é’x;ﬂx;
0’)2¢| 62¢2 0’)2¢n
oy =| oxjox] oxjox]  Ixjox] |-
é)é¢l a £¢2 ) 62.¢n
_é’xjé’xj é’x;’é’xj o”x;’o”x; |
Nadalje, imamo
oF,(J) o, .. .
&(k]) =F.(/)-X.(J). (6.19)
IR, (j+D) ., . .
BEECE F.(j+D- X, (j+1), (6.20)

gdje je
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[ o2 F O°F' AF ]
é’u}é’x} é’u}é’xi é’u}é’x?
O*F' O°F' O°F'
F,.())= é’uf&"x; ﬂufﬂxf . é’uf&"x’; 5
PF GiF G
oox, oo dwen)
[ orF O°F O°F" ]
oxiox] oxor " axiox,
O°F' O°F' O°F'
F.(j)= é’xié’x} é’xié’xi . é’sz..é’x;’ .
PF PR i
_é’x;’é’x} o"xjé’sz. é’xjé’x;’_
Na kraju, ostaje
G, (N)
WZGM(N)'XT(N),
X, () aU() ;. LoD ())
é,z_(k) = é,T(k) Dl(])+U(J) é’T(k) 5
oD'(j) IX(j+1) . . OD'(j+])
270 = 5.0 DT(J+1)+X(J+1)W,
gdje je
%G, G, 27,
Ox,0x,, Ox\Ox, Ox\,0x)
2°G, 2°G, 2°G,
G, (N)= ﬂxi,.ﬁx}\, ﬂxf,.ﬁx,zv . ﬂxi,ﬁxf, >
2°G, 2°G, 2°G,
| Ox\Ox, Oxyox, oxyoxy |

Sto je zbog oblika kaznene funkcije (4.49) jednako
G . (N)=2K,I.

Ovim smo izracunali sve §to nam je potrebno za konacan oblik algoritma:

(k1) _ (k) é’J'r(T(k))

ro=t o700

A0, (%) G, 4G,
PP R AP D RS

6.21)

(6.22)

(6.23)
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oG,
ot (k)

=GL(N)-X.(N),

a - ZG ()U.()

23,(J)
g or® -

U.())=~

G, (N)
or®

F,()) asmj X, ()

—_F'(J)"'S(J)"‘T(k)( A7 Arh Ak

G, (N)+X;())
¥, ())
or'®
S(j)=U()-P()),

2S(j) 2aU()) IP(J)
i = PO U)o

P())=F.(j+D+X(j+1)-P(j+1),

PD ety X Gen+ 20D po gy x(anZBUED

=F.()-X.()),

O")T(k) At (k) O")T(k)
C 260X W),

X, (N=U()-D())

XD Dy v 2,

D ()= X(j+)- D (4.

DD XU Dy e xien T2 LD,

OX(j+1)

570 =, (j+D+7" Z X, (j+DO,,(j+1),
r=1

2U()) . SR .
T@J) =@, (j)+ 7" Z;X,(J)%(r)(]),

za j=N-2,N-3,...,0,te
X, (N=X,(j-D+o(j-D+7X" (j-1)-X,.(j-1),
za j=1,2,....Ni1k=0,1,...M.
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Iz svega ovoga jasno vidimo da je dobiveni algoritam puno slozeniji i glomazniji
u odnosu na BPTT algoritam sa konstantnim korakom diskretizacije koji smo izveli u
proslom poglavlju, te stoga prilicno nepraktican za primjenu.

S druge strane, aproksimacijom derivacije,

é’JT(T(k)) JT(Z.(k))_JT(T(k—l))
oo ~ 20 _ (D) s (6.24)

dobivamo nestabilna rjeSenja zbog greske koja se javlja kod oduzimanja bliskih brojeva,
Sto je posljedica racunanja s kona¢nim brojem decimala.

Zbog Cinjenice da je egzaktno racunanje derivacije prekomplicirano za prakti¢nu
primjenu, a numericko nestabilno, slijedi da problemu vremenski optimalnog upravljanja
moramo pri¢i na drugi nacin, Sto ¢e biti prikazano u slijedecem podpoglavlju.

6.2 Primjena kaznenih funkcija za TOC

Kao Sto smo ve¢ spomenuli, za vremenski interval koji je ve¢i od ¢ . biti ¢e
zadovoljena sva ograni¢enja (kaznene funkcije za ogranicenja i rubne uvjete jednake su
nuli), dok za slucaj 7 <7, ograni¢enja nece biti zadovoljena (kaznene funkcije biti ¢e
vece od nule), Sto je prikazano na slici 6.1. Kod numeri¢kog izraCunavanja to znaci da ¢e
za t >t . vrijednost sume kaznenih funkcija konvergirati prema nuli, dok ¢e za r <¢ . ,
ta vrijednost konvergirati nekom pozitivnom broju. Sto je vrijednost sume kaznenih
funkcija za zadani 7 > 7_. manja, to je rjeSenje tocnije (blize optimalnom).

min

Medutim, slika 6.1 odgovara vrijednostima kaznenih funkcija nakon odredenog
broja iteracija za svaki 7, dok se za TOC zahtijeva podesavanje 7'* istovremeno s
izvrSavanjem BPTT algoritma. Drugim rije¢ima, ako na pocetku izvrSavanja algoritma
krenemo s nekom vrijednoséu 7 > z_. , vrijednosti kaznenih funkcija ¢e biti velike, iako

¢e s povecanjem broja iteracija teziti nuli. To je glavni izvor problema s konvergencijom
i stabilno3cu iterativnih metoda tipa 7" = 7(z*'), edje je f(z) neprekidna funkcija.

Ti problemi se mogu izbje¢i nekom vrstom “ireverzibilne” iterativne metode koju ¢emo
sada izloziti.

min >

Prvo, definiramo funkciju J,, koja je jednaka sumi kaznenih funkcija za
ogranicenja i rubne uvjete

Jo(t0) = G, (ugouy,euy )+ Gy(x,), (6.25)

gdje je G, jednak izrazu (4.55). Minimalna vrijednost funkcije J jednaka je nuli u
slu¢aju zadovoljenja svih ograni¢enja. Da bi izbjegli eksplicitnu ovisnost funkcije J o

7, za koeficijent kaznene funkcije K| , uzimamo konstantnu vrijednost, neovisnuo 7.

Zatim, definiramo minimalnu vrijednost funkcije J koja je ujedno i mjera
to¢nosti rjeSenja i oznacimo je sa J,; . . Sto je vrijednost Ji o Manja, to je rjesenje
tocnije, ali je takoder potreban veci broj iteracija da se dostigne ta vrijednost.
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6. Vremenski optimalno upravljanje nelinearnim sustavima

Sada moZemo postaviti slijede¢i opceniti algoritam

1. Inicijalizacija 7'”, takvog daje 7 > ¢

min >

2. ako je J(;(r(k)) <Jyp tada TV <%

(; min

(e+l) _ (k)

3. ako je JG(T(k))ZJ tada t A

G min

za k=0,1,..., M . PoSto ne znamo vrijednost

min >

pocetnu vrijednost 7 odabiremo na

osnovi procjene. U slu¢aju da stavimo 7 < r

min >

tada J tokom iteriranja nece dostici
vrijednost J;, ., Sto je znak da smo izabrali pogreSnu pocetnu vrijednost.

Drugim rije¢ima, slijede¢a iteracija perioda diskretizacije 7', uslijedit ¢e samo
kada vrijednost funkcije J dostigne zadanu vrijednost J, a to zna¢i da je

7 min °

¥ > 7 .. Sa smanjivanjem 7'“', J e sve sporije konvergirati prema J; ., dok se

min *
ne dode do vrijednosti 7%’ za koju J neée moéi dostici J o i €€ mu jako sporo

konvergirati, $to znaci da je ¥ <

.. U tom slucaju, kao aproksimaciju za 7
(k=1)

min

uzimamo 7. ~ T

min
Ovakva struktura algoritma nam garantira stabilnost i konvergenciju prema 7, ,

zbog toga §to ne mjenja vrijednost ¥’ sve dok vrijednost funkcije J ne padne ispod

zadane, dovoljno male, vrijednosti J. . .

Drugi i tre¢i korak navedenog algoritma mozemo objediniti slijede¢im izrazom
T(k+l) = T(k) - (p(r(k) )H7 (JG (T(k)) - JGmin) . (626)

Brzina konvergencije ovisit ¢e o izboru funkcije (o(r(")). Ako stavimo

konstantu, (p(r(k)) = At dobivamo
e =29 Az H (T (e%) = T ) (6.27)

odnosno, svaki put kad je zadovoljeno ogranicenje J,(z*) < J,

Gmin

T se smanji za
konstantnu vrijednost Az .

Druga mogucénost je da uzmemo
7 = 7 - /U(JGmin - J(}(T(k))) H (J(;(T(k)) = J Gmin ) > (6.28)

odnosno, promjena varijable z  proporcionalna je ‘udaljenosti’ funkcije J, od zadane

vrijednosti J; Gornjim izrazom omogucujemo kontinuiraniju promjenu varijable

min *

T

Ova dva pristupa usporediti cemo medusobno na slijedecem primjeru.
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Primjer 5.1 Razmotrimo problem optimalnog upravljanja za sustav drugog reda

X =Xy,

X,=u,
sa ogranicenjem

‘u‘ <lI.

Treba naci najkrace vrijeme, 7, , za prijelaz sustava iz poCetnog stanja
x,(0)=1, x,(0)=1,
u konacno

x(1,)=0, x,(,)=0.

Analiticko rjeSenje ovog problema je

—0507 +1+1 ; 0<1<4, —t+1 ; 0<1<1,
x, (1) = x, () =

052 + At + 4, 3 1, <t<t,’ 1+ A4 t,<1<t,

-1 ; 0<r<y,
ut) = 1y o1,<1<1,”

gdje je
t, =2225, 1, =345, odnosno 7

min

=0.00345 (N =1000),

A =-21,+1, Ay =—12+ (1= A)t, +1.

Na slici 6.2 prikazan je iterativni postupak za izraunavanje ., prema izrazu
(627)za e=J,,. =0001i Az =000001. Vidimo dase 7**’ mijenja skokovito za At
svaki put kad se J, spusti ispod £=J. Kada dode do promjene 7 , vrijednost

funkcije J,, ponovo skoéi iznad & i proces se ponavlja. Sto je manji Az, to su manji

min *

skokovi za = 1 J (slika 6.3). Takoder §to je manja vrijednost &, to su tocniji
rezultati, ali i sporija konvergencija.

Na slikama 6.4 i 6.5 prikazan je postupak izraCunavanja r,, prema izrazu (6.28)
=001, te £=01 i x=10 respektivno. Na slici 6.4 za N,. =80000,
=345056, a na slici 6.5 imamo ¢_, =344981. Vidimo da za manju

vrijednost x dobivamo kontinuiranu ovisnost 7o N, , ali i nesto sporiju konvergenciju.

za €=J

(; min

dobili smo ¢

min

Slike 6.6 do 6.8 prikazuju vrijednosti varijabli stanja i upravljackih varijabli za
parametre prikazane na slici 6.5.
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Prednost ovog algoritma, posebno (6.28), je ocigledna u odnosu na algoritam
opisan u prethodnom podpoglavlju, posebno zbog ¢injenice da algoritam ne zahtijeva
racunanje gradijenata i potpuno je neovisan o BPTT algoritmu kojim se racunaju
vrijednosti upravljackih varijabli.

S druge strane, algoritam u obliku (6.27) ili (6.28) analogan je gradijentnom
algoritmu i moZemo ga lako prikljuciti strukturi neuronske mreze za BPTT algoritam.
Time dobivamo jedinstvenu neuronsku mrezu za rjeSavanje problema optimalnog
upravljanja, kao i vremenski optimalnog upravljanja.

0,00370 — 1000
. N = 1000
100 At = 0.00001
0,00365 — == 0.001
1 10
0,00360 —
1
©
& 0,00355
- 0.1
0,00350 — 0,01
0,001
0,00345 —
111 0,0001 ————————————
0 20000 40000 60000 80000 0 20000 40000 60000  8000D
N N

Slika 6.2 Ovisnost Ti J; o broju iteracija za (6.27).

0,00370 — N = 1000
A= = 0.000001
1 100
&= 0.01
0,00365 —|
] 10
0,00360 —
1
© 000355 — -0
0,1
0,00350 —
0,00345 0.01 —
0,00340 —— — 000t oo v — —
0 20000 40000 60000 80000 0 20000 40000 60000 80000
Nz Nz

Slika 6.3 Ovisnost Ti J;, o broju iteracija za (6.27).
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0,00370 — 1000 N = 1000
nw=01
7 ¢=0.01
100
0,00365 —
10
0,00360 —
~° L
0,00355
] 0,1
0,00350
1 0,01 e
0,00345 —
T T T T T T T T T 1 0,001 — T T T T T T T T T 1
0 20000 40000 60000 80000 0 20000 40000 60000 80000
N7 N7
Slika 6.4 Ovisnost Ti J; o broju iteracija za (6.28).
0,00370 - - 1000 N = 1000
p =10
T s=0.01
100
0,00365 —
10
0,00360 —
~° !
0,00355 —
] 0,1
0,00350 —
T 0,01
0,00345 —H
T T T T T T T T T 1 0001 — T T T T T T T T T 1
0 20000 40000 60000 80000 0 20000 40000 60000 80000
NIT NIT
Slika 6.5 Ovisnost Ti J;, o broju iteracija za (6.28).
1,6
J 1,0 o
1,4 - )
1,2 0,5
1,0 _
0.8 0,0 -
0,6 - i
. -0,5
0,4
0.2 - .04
0,0 i X2
I I Xe2
-0.2 T T T T T T T T -1.5 T T T T T T T T
o 1 2 3 o 1 2 3
t t

Slika 6.6 Usporedba analitickih rjesenja ( X

el?

X,,) s numerickim (X, X, ).
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0,001 - 0004 — | ————
0,000
i -0,02 4
-0,001 |
~ Qq
o J o~
-0,002 - -0,04 5
-0,003
-0,06 4
38— —
0 1 2 3 0 1 2 3

Slika 6.7 Odstupanja analitickih rjeSenja od numerickih €, = X, — X.

1,0

1
=y
(o)}

Slika 6.8 Usporedba i medusobno odstupanje analitickog rjeSenja u,, od numerickog u.
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7. Optimalno upravljanje kooperativnim radom dva robota

7. Optimalno upravljanje kooperativnim radom
dva robota

Optimalno upravljanje nelinearnim modelom robota uz definirani Kkriterij
optimalnosti predstavlja i dalje relativno tezak zadatak. Problem se usloZznjava kad dva
ili vise robota rade u kooperaciji na zajednickom zadatku dijeleéi radni prostor, vrijeme,
ogranic¢enja i funkciju cilja.

U prethodnim poglavljima prikazali smo numeric¢ki algoritam optimalnog
upravljanja i ilustrirali ga na linearnim problemima s poznatim analitickim rjeSenjima.
U ovom poglavlju primjenit ¢emo izvedeni algoritam na problem optimalnog
upravljanja robotom s dva stupnja slobode, kao i na problem optimalnog koordiniranog
rada dva robota.

7.1 Dinamika robota s dva stupnja slobode gibanja

Nelinearni dinamic¢ki model manipulatora s dvije slobode gibanja [9], dan je
preko cilindri¢nih koordinata u obliku

{Mlxq) 0 }[mHNm,q)}P(r)} .
0 M,,(q) ] g, N,(q.9) - P, (1) ’ .
M, (q) =J, +J, +(m+ M)q; +2Magq, + Ma®>, M,(qQ)=m+ M,

Ny(@.) = 2[(m+ M)g, + Mald,d,, (7.2)

N, (q.9) = {mg, + M(a+q,))i.

gdje su q:[q1 qz]l cilindricne koordinate centra mase Stapa 3, (slika 7.1), M je
totalna masa (prihvatnica plus teret), m je masa Stapa, J, je totalni moment inercije
Stapova 1 i 2 u odnosu na os Z,, J, je moment inercije Stapa 3 u odnosu na os koja je
paralelna osi Z, a prolazi kroz tocku S, a je udaljenost izmedu centra mase M i tocke S.
P (t) predstavlja upravljatki moment rotacijske slobode gibanja ¢,, a P, (¢) je
upravljacka sila translacijske slobode gibanja ¢, .

Numericki iznosi navedenih parametara su:
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M=50kg; m=97kg; J, +J,=193kgm’ ; a=1lm;

P =600Nm; P, =500N.
AZ,
P
g, : 422 Se M
s
™\
1
T | 4"
7,
V4

1

Slika 7.1 Prikaz manipulatora s dva stupnja slobode gibanja (rotacija i translacija).

Ako Zelimo gornji sustav diferencijalnih jednadzbi drugog reda prebaciti u sustav
jednadzbi prvog reda uvodimo slijedecu smjenu koordinata

g, =% 4, =%5 4, =%33 ¢, =x, 5 R)=u(t); P()=u (1),
1 zbog preglednijeg zapisa uvodimo slijedece konstante
A =J +J,+Ma*; A =2Ma; A =m+ M,

tako da sada imamo

X, =X,
i = — 2453, X3, — A, %%, u, (1)
: A+ A, x5 + A3x§ A+ A,x, + A3x32 7.3)
Xy = X, .
A u, (t
)'c4=x3x22—2j x5 + i;)
3 3

Ovim smo, dakle, dinamiku robota s dva stupnja slobode gibanja sveli na sustav
Cetiri nelinearne diferencijalne jednadzbe prvog reda, prema (4.35). Nakon
diskretizacije, gornji sustav diferencijalnih jednadzbi prelazi u sustav diferencijskih
jednadzbi oblika (4.39). Jacobbijeve matrice X(j),U(j) za j-ti vremenski trenutak

(t,=jr,gdjeje t=(t, —1,)/ N)su
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1 0 0 0
- Cxx, —Cyx D, D
14—t Tt (—2—1 = j
T A Ax, + A A\Tsp™s g™
= D
X=ly X, 1 _ ’ (7.4)
B
- Cx,x; —Cox,
> T 1
i A+ Ayx; + Ayx; |
gdje je
C A, +2A4
X, = 1X2Ys 2 %3 > (— Cox,x,x, — Cox,x, + u,(t)) ,

-7 -7
A+ Apxy + Apx; (Al + A,x, + A3x32)

1
0 ¢ 0
U= A+ Ayxy + Ayx; . (7.5)
0 0 0 7—
B

7.2 Vremenski optimalno upravljanje robotom s dva stupnja

slobode gibanja

Uz poznatu dinamiku robota, preostaje nam jo§ da definiramo kriterij upravljanja
na osnovu kojeg ¢emo racunati upravljacke funkcije u,(¢) i u (¢). Problem koji ¢emo

ovdje razmatrati biti ¢e problem najkraceg vremena potrebnog da robot prijede iz
pocetnog u konacno stanje uz zadana ogranicenja upravljackih varijabli. Drugim
rije¢ima, treba odrediti upravljacke varijable u,(f) i u (), za koje ¢e robot prijeci iz
pocetnog stanja

x,(0)=¢,(0)=0rad
%,(0)=,(0)=0rad-s"',
%5(0)=¢,(0)=0m,
x,(0)=,(0)=0m-s",

u kona¢no
T
x(t,)=q,(t;)= Erad:
x2(tf) =q, (tf) =0rad-s',

x3(tf) = q2(tf) =1m,
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x4(tf) = q-z(tf) = Om's_la

za najkrace vrijeme ¢

min

=1, uz zadana ogranicenja
‘ ul(t)‘ S U s
| u2(t)| S Uy s

gdje je

=600 Nm, Uy e = 00N .

ul max

Ukupna funkcija cilja, J, jednaka je sumi kaznene funkcije za ogranicenja, G, , i
kaznene funkcije za rubne uvjete, G,, J =G, + G,, gdje je

N-1 2
GV = TKVZZ((ukmax - ulk )2 H_(ukmax - ulk)+ (ukmax + ulk )2 H_(ukmax + ulk )) s (76)
i=0 k=1
4
G, = KBZ(x/kv _x,];‘ ), (7.7)
k=1

1
dok smo za funkciju J,(7) uzeli J, =—G, +G,, (faktor 1/ z je zbog toga da bismo
T

izbjegli eksplicitnu ovisnost funkcije J,(7) o 7). Koristili smo metodu konjugiranog
gradijenta. Vrijednosti konstanti su

N =1000, M =10000, K, =800, K, =0.04.

Kao sto vidimo na slici 7.2, uz zadanu to¢nost &= .J = 0.01 dobili smo minimalno

vrijeme ¢ _. =155, odnosno 7. =t . /N . Zatim smo za to vrijeme, pomo¢u BPTT
algoritma uz M =10000, dobili rezultate prikazane na slikama 7.3 do 7.5.

N = 1000
1000 A+ = 0.00001
0,00160 —| =001
100
10
0,00155 —
' ©®
[ - 1
0,1
0,00150 —| 0.01
T T T T T 0,001 - I r I
o] 20000 40000 o] 20000 40000
N N

IT IT

Slika 7.2 Ovisnost Ti J; o broju iteracija.
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Slika 7.3 Vremenska ovisnost funkcija upravljanja.

2,0

Slika 7.4 Vremenska ovisnost varijabli stanja.
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1000

100

10

001

0,001

0, 0001

0,00001 —— ——
2000 4000 6000 8000 10000
NIT

o

Slika 7.5 Ovisnost J o broju iteracija.

7.3 Izbjegavanje prepreka

Jedan od zadataka koji postavljamo robotu jeste zaobilazenje prepreka.
Pretpostavlja se poznavanje polozaja i oblika prepreke. Zbog jednostavnosti, kao

prepreku uzet ¢emo kruznicu radijusa R’, s centrom u tocki (xo, yo). Oznacimo
minimalnu udaljenost izmedu kruznice i ruke manipulatora s 6R. To je udaljenost do

koje dopuStamo ruci manipulatora da se priblizi. Sada imamo kruZznicu radijusa
R =R’ + R ¢ijaje jednadzba
2 2
(x—xo) +(y—y0) =R>. (7.8)
Ruku manipulatora mozemo prikazati kao duzinu koja lezi na pravcu
y=tang, -x , (7.9)

tako da iz gornje dvije jednadzbe moZemo naéi uvjete presjeka kruznice i pravca, kao i
same koordinate toc¢aka presjeka. Uvjet da bi pravac sjekao kruznicu jeste da je
vrijednost determinante D veca ili jednaka nuli

D=4(x, +y, tang,) —4(1+tan’ ¢, )(xZ + 2 — R*) > 0. (7.10)
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Y,

M R

.
»

XZ Z

X
! 1

Slika 7.6 Prikaz presjeka ruke manipulatora i prepreke.

U tom sluc¢aju, mozemo naci koordinate presjeka
Z(x0 +y, tang, ) ++/D
2(1 +tan’ ql)

Vi, =tang, - x,

X2 =

odnosno, udaljenosti to¢aka presjeka od ishodista koordinatnog sustava

[2, .2 [, .2
n=AX Ty =Xy +); .

Ako sa r

min

(7.11)

(7.12)

= min{r1 , rz} oznac¢imo manju od te dvije udaljenosti, tada mozemo

formulirati uvjet koji ¢e nam garantirati da ruka manipulatora zaobilazi prepreku u i-tom

vremenskom trenutku

a+q; <r.(4,),
za i =0,1,..., N, tako da mozemo za kaznenu funkciju napisati
N
2 .
G, =K, (r(a)—q] —a) H (r,(a)—gq —a)H(D,),
i=0
gdje je

D, = 4(x0 +y, tan q})2 —4(1 + tan’ q,')(xg + Yo — R2),

H'(x)=H (—x).
Parcijalne derivacije kaznene funkcije po varijablama stanja su

é’rmin (qll )

e H (@) =g] —a)H'(D).

G
e 2K, (ruun(4)) — 4} —a)

G
o = 2K (ah =0l =a)H (1 (g =g} —a) 11" (D).

1

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)
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7. Optimalno upravljanje kooperativnim radom dva robota

Ako pretpostavimo da se kruznica nalazi u prvom kvadrantu, odnosno x,, y,, tang, su
pozitivni, tada je o€igledno da je », . =r,, odnosno

1, =4X; +y; =x,4l+tan’ g, =
B (x, + 1y tan%)_\/(xo + Y tan%)2 _(1"'tan2 %)(xg +y§ _Rz)

J1+tan® ¢,

S$to nagovjestava poprilicnu sloZenost parcijalne derivacije

Olin _ Oy
5% 5Q1.

min

Da bi izbjegli komplikacije oko racunanja gore navedene parcijalne derivacije,
uzet ¢emo samo promjenu radijusa uslijed krSenja ogranicenja, odnosno

G, _
aq.

oG,
aq;

0, (7.18)

= 2K, (r,~q’ —a)H (r,—q’ —a)H* (D)), (7.19)

ili, u drugom slucaju, jos jednostavniji oblik
oG,
aq,

izf =K, H (r,~q’ —a)H*(D,). (7.21)

0, (7.20)

Kao sto ¢emo vidjeti, gornje aproksimacije ne utjeCu na kvalitetu rjeSenja, osim S$to
eventualno smanjuju brzinu konvergencije optimalnom rjesenju. Izrazi (7.19) i (7.20)
govore nam da u sluéaju presjeka ruke manipulatora s preprekom, kut ¢ ne mjenjamo,

dok duljinu ruke, odnosno ¢,, smanjujemo konstantnom stopom smanjivanja izrazenom
pozitivnim koeficijentom K . Time smo problem bitno pojednostavili i sveli ga samo

na geometrijsko odredivanje presjeka pravca na kojem lezi ruka manipulatora s rubom
prepreke.

Medutim, izbjegavsi komplikacije oko egzaktnog raCunanja parcijalnih
derivacija, dosli smo do drugog problema. Metoda konjugiranog gradijenta nam u ovom
slu¢aju ne daje dobre rezultate jer gore navedene parcijalne derivacije ne pripadaju
kaznenoj funkciji. Zbog toga koristimo gradijentni algoritam s konstantnim
koeficijentom konvergencije.

Problem koji smo razmatrali je prijelaz robota iz pocetnog stanja
T
x,(0)=¢,(0)= Erad ,

x,(0)=¢,(0) = Orad-s™',
XS(O) = qZ(O) = lma
x,(0)=¢,(0)=0m-s",
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7. Optimalno upravljanje kooperativnim radom dva robota

u konacno
S
xl(tf) =q,(t,)= Erad 5
x,(t;)=¢,(t;,)=0rad- s,

x3(tf) = qz(tf) =1m,
x4(tf) = ‘b(tf) =0m-s”' ,
izbjegavajuéi prepreku u obliku kruZnice radijusa R’ = 02m, s koordinatama sredista
kruznice u x, =1.0m, y, =1.0m, te zadanom minimalnom udaljeno$¢u 6R = 0.01m, za
najkrace vrijeme ¢, =1, uz zadana ogranic¢enja

|4, (1)| < 1y

| u2(t)| < u2max’
gdje je
= 600 Nm, 1, =500 N.

ul max

Funkcija cilja jednaka je J =G, + G, + G, gdje je G, kaznena funkcija za ogranic¢enja
upravljackih varijabli dana sa (7.6), a G, je kaznena funkcija za ograniCenja varijabli
stanja koja je jednaka

N

G, =K, (ry —a—q,V H (1, —a—q})H'(D,). (7.22)

i=0
Za funkciju J;(7) uzeli smo isti oblik kao za J, s tom razlikom Sto smo

umjesto promjenjive vrijednosti 7 stavili konstantnu z°, podetnu vrijednost iteracijskog
procesa za racunanje 7 , (zbog izbjegavanja eksplicitne ovisnosti J.(7) o 7). Koristili

smo gradijentni algoritam s konstantnim koeficijentom konvergencije 7.

Vrijednosti konstanti su

N =1000, M =30000, K;=600, K,=001, K, =1000, #»=1000.

Kao $to vidimo na slici 7.7, uz zadanu to¢nost ¢=.J . =0.01 dobili smo minimalno

m

vrijeme ¢ =171s. Za to vrijeme,

min

t.. =171s, pomoéu BPTT algoritma uz
M =30000, dobili smo rezultate prikazane na slikama 7.8 do 7.11.

Slika 7.11 prikazuje trajektoriju ruke robota (¢ +a) u ravnini x — y. Prepreka
je kruznica radijusa R'=02m (prepreka I). Sa zadanom minimalnom udaljenos¢u
imamo kruznicu radijusa R=021m (prepreka 2). Vidimo da optimalna trajektorija

(trajektorija 1) tangira kruznicu radijusa R, odnosno, zaobilazi prepreku dostigavsi
minimalnu udaljenost u jednoj tocki. Na slici je takoder prikazana trajektorija, za isto
vrijeme ¢_. =1.71s, u slu¢aju kada nema prepreke.

min
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100000
0,00180 —| N = 1000
At = 0.00001
L 10000 = 0.01
0,00178 —|
1000
0,00176 —| 100
-0 10
0,00174 —|
.
0,00172 | 01
0,01
0,00170 |
T T . 0,001 - . .
20000 40000 0 20000 40000
N/T NIT

600

400

200+

-200

-400+

Slika 7.7 Ovisnost Ti J o broju iteracija.

-600

Slika 7.8 Vremenska ovisnost funkcija upravljanja.
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100000

10000

10

01

0,01

Slika 7.9 Vremenska ovisnost varijabli stanja.

Slika 7.10 Ovisnost J o broju iteracija.
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7. Optimalno upravljanje kooperativnim radom dva robota

2,0 1\~
| ~. — prepreka 1
B prepreka 2
1,8 ~. —— trajektorija 1
] \‘\‘ —-—-- ftrajektorija 2
1,6
1,4
- 4
1,2
1,0
0,8
0,6

Slika 7.11 Prikaz trajektorije s preprekom u koordinatnom sustavu.

7.4 Kooperativni rad dva robota

Slijede¢i problem koji ¢emo razmatrati je kooperativni rad dva robota. Pod
kooperativnim radom podrazumjevamo medusobno uskladeni rad robota na zajednicki
definiranom cilju. U naSem slu¢aju razmatrat ¢emo problem prenoSenja krutog tereta s
jednog mjesta na drugo pomocu dva robota. Pretpostavljamo da teret ima dva hvatista za
prenoSenje. Posto se radi o krutom teretu, razmak izmedu hvatista je konstantan tokom
prenosSenja tereta, Sto znaci da je uvjet koji moramo postaviti robotima konstantna
udaljenost izmedu ruku (prihvatnica) manipulatora za vrijeme prenoSenja tereta.

A A
y] y2

Ay

q;

q,

v

1 < Ax > 2 x

d

Slika 7.12 Prijenos krutog tereta duljine D pomocu dva robota.
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7. Optimalno upravljanje kooperativnim radom dva robota

Jednadzbama gibanja prvog robota (7.3), analogno dodajemo jednadzbe gibanja
drugog robota

X5 =X,
i = —2A4,xx,%g — Ay XX uy (1)
¢ A+ Ax, + Ax] A+ Ax, + Ax; 7.23)
X, = Xg '
A4 t
Xy = XX, —jxé +—u‘i4( )
3 3

gdje je gq,=x,; ¢, =x¢; 9, =x%,; 4, =% (q; 1 q, drugog robota imaju analogna
znaenja kao ¢, 1 g, za prvog robota, respektivno). Treba naglasiti da se varijable stanja

drugog robota odnose na njegov vlastiti koordinatni sustav (u slu¢aju kada roboti nisu
mobilni), na slici 7.12 sustav 2.

Razmak izmedu ruku manipulatora dva robota u i-tom vremenskom trenutku

mozemo dobiti kao
r=yAX] +AY], (7.24)
gdje je
Ax,=d+(x] +a)cosx;] —(x; +a)cosx,, (7.25)
Ay, =(x] +a)sinx’ —(x +a)sinx]. (7.26)

Uvjet da je razmak izmedu ruku manipulatora dva robota u i-tom vremenskom trenutku,
7, jednak razmaku izmedu hvatista, D, mozemo izraziti kao

r=D, (7.27)

za i=0,1,..., N. Na osnovu gore navedenog uvjeta mozemo formirati kaznenu funkciju
¢ijom minimizacijom zadovoljavamo postavljena ogranicenja

N
G, =K, (r—-D). (7.28)
i=0
Parcijalne derivacije gornje funkcije po varijablama stanja su
oG, or,
S = 2K T - D) (7.29)
zai=0,1,...N, k=12,...,8, gdje je
or, 1 (A JAx, LA é’Ay,) (7.30)
=—|Ax, , :
oxt o, ' Ox! Y Oxt
odnosno
OAx, Ay,
ﬁx)f, =(x; —a)sinx/, é’x)’}I =—(x +a)cosx],

! I
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7. Optimalno upravljanje kooperativnim radom dva robota

oAx, _ —Cos X, Ay, _ —sin x|
ox; v ox’ ”
OAx, . Ay,
L =—(x/ —a)sinx, = (x/ +a)cosx;,
ox; ox;
ohx, _ cos X, Ay, _ sin x;
ox] e ox] e

dok su ostale parcijalne derivacije jednake nuli.

Problem koji smo razmatrali je prenosSenje tereta iz pocetnog polozaja,
definiranog pocetnim uvjetima oba robota

x,(0)=¢q,(0)=0rad , x,(0)=q4(0) = rad |
%,(0)=¢,(0)=0rad-s", x,(0)=¢5(0)=0rad s,
x,(0) = ,(0) = 04 m, x,(0) = ¢,(0) = 02m,
x,(0)=¢,(0)=0m-s", % (0)=¢,(0)=0m-5~",

u konacni polozaj, definiran rubnim uvjetima oba robota

xl(tf) = ql(tf) = graa’, xs(tf) = q3(tf) =2.62604rad ,
x,(t,)=¢,(t,)=0rad- s, x¢(1,)=q5(t;)=0rad- s,
X;(t,)=¢q,(t,)=04m, x,(t,)=q,(t,)=2.34818m,
X, (1,)=¢,(t,)= Om-s™", x(1,)=¢q,(1,)= Om-s~",

uz zadana ogranicenja upravljackih varijabli

‘ul(t)‘gullnax> |u3(t)|sulmax’
|u2(t)|£u2max’ |u4(t)|£u2maxa
gdje je
u,.. =600Nm, U, =500N,

unutar vremenskog intervala 7, =1.7s.

Ukupna funkcija cilja, J, jednaka je sumi kaznene funkcije za ogranicenja, G, ,
kaznene funkcije za rubne uvjete, G,, te kaznene funkcije ogranic¢enja varijabli stanja,
G, ,odnosno J =G, +G, +G,.

Koristili smo gradijentnu metodu s konstantnim koeficijentom konvergencije.
Vrijednosti konstanti koje smo koristili su

N =1000, M =30000, K,=100, K, =001, K,=1000, #=3000.
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7. Optimalno upravljanje kooperativnim radom dva robota

Slike 7.13 1 7.14 prikazuju vremensku ovisnost upravljackih funkcija, odnosno
varijabli stanja, dok slika 7.15 prikazuje vremensku promjenu medusobne udaljenosti
prihvatnica dva robota i odstupanje te vrijednosti od definirane udaljenosti medu
hvatiStima tereta koji se prenosi. Vidimo da postoje male oscilacije oko definirane
medusobne udaljenosti koje se mogu kompenzirati pomicnim hvatiStima tereta ili
elasti¢no$¢u prihvatnice manipulatora.

400+

200

1,0 1,5

Slika 7.13 Vremenska ovisnost upravljackih funkcija 1. i 2. robota.

1,8~ 3,5
1,6 3,0 1 \
1,4—_ 2.5
1,2+ 1 C—- -
. 2,0 Pie N
1,0 J R o
| 1,5 a . N
0,8 | ; \
J | / \
0.6 1,0 S N
. T /’ \
0,4 0,564 Va N\

] 4 \
0,2 0,0 <_ -
4 ~ ———

J N -
0.0 0,5 S~ _ -7 xs
] 1 - —
0,2 04 x5
-0,4 - k T T Xs
T T T T _115 T T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 0,0 0,5 1,0 1,5
t t

Slika 7.14 Vremenska ovisnost varijabli stanja 1. i 2. robota.
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0,25 0,0020 —
0,0015 —
0,20 4
4 0,0010 —
0,15
0,0005 —
4 Q 4
=~ '
£ —
0.10 0,0000
] -0,0005 —
0,05 1
-0,0010 —
0,00 - . ' . ' . ' . -0,0015 —— . ' : : : :
0,0 0,5 1,0 1,5 0,0 0,5 1,0 1,5

Slika 7.15 Udaljenost izmedu ruku manipulatora dva robota, 1, te razlika izmedu
te udaljenosti i razmaka izmedu hvatista krutog tereta, D.

Slika 7.16 prikazuje trajektorije oba robota u koordinatnom sustavu prvog robota.
Takoder, prikazani su poloZaji tereta u razli¢itim vremenskim trenucima tokom
prijenosa, a na slici 7.17 prikazana je rotacija tereta tokom prijenosa u nepomi¢nom
koordinatnom sustavu. Vidimo da tokom prijenosa iz poc¢etnog u krajnji polozaj dolazi
do rotacije tereta u jednom smjeru za kut od 37 /2rad . 1z slike se vidi da u jednom

vremenskom intervalu, koji pocinje od sredine trajektorije prikazane na slici (odnosno,
za kut rotacije tereta od 37 /4rad), dolazi do presjeka ruku manipulatora dva robota,

Sto je preciznije prikazano na slici 7.18. Slika 7.19 ilustrira brzinu konvergencije ukupne
funkcije cilja.

Iz gore navedenog vidimo da, bez obzira sto smo dobili dobre rezultate u smislu
zadovoljenja postavljenih uvjeta i ograni¢enja, pojavio se problem medusobnog sudara
ruku robota koji naravno u realnoj situaciji moramo izbjeéi. Taj problem tretiramo u
slijede¢em podpoglavlju.
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1,0
> 0,87
0,6 1

0,4

0,2

trajektorija robota 1
004 |-—- trajektorija robota 2

-0,2

T T T 1T T T 1 T "1
08 10 12 14 16 18

X

™ T T T
-0,2 0,0 02 04 0,6

Slika 7.16 Trajektorije dva robota s prikazom poloZaja tereta u razlicitim
vremenskim trenucima.

9 10

4 3

Slika 7.17 Prikaz rotacije tereta tokom prijenosa u odnosu na
nepomicni koordinatni sustav.
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7. Optimalno upravljanje kooperativnim radom dva robota

O-intervali bez sudara
1-intervali sa sudarom

0,0 ' 05 10 ' 15
t

Slika 7.18 Prikaz vremenskih intervala unutar kojih dolazi do sudara (nivo 1),
odnosno, ne dolazi do sudara (nivo 0).

[

0,01

0,001

0, 0001 +—

Slika 7.19 Ovisnost ukupne funkcije cilja, J , o broju iteracija, N .

7.5 I1zbjegavanje medusobnih sudara dva robota

Kada imamo dva robota u kooperativnom radu tada je nuzno osigurati
izbjegavanje medusobnih sudara. Ako imamo dva manipulatora s dvije slobode gibanja,
medusobno udaljena za d (slika 7.20), rotacionu slobodu gibanja prvog robota oznac¢imo
sa ¢, , a translacionu slobodu gibanja sa ¢, , dok ¢emo rotacionu slobodu gibanja drugog

robota oznaciti sa ¢,, a translacionu slobodu gibanja sa g, .

Tada ruka manipulatora 1 predstavlja duzinu koja lezi na pravcu

y=tang,-x, (7.31)
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dok ruka manipulatora 2 predstavlja duzinu koja lezi na pravcu
y=tang, - (x—d). (7.32)

Presjek ta dva pravca je u tocki (x,, y,), gledano iz koordinatnog sustava prvog robota

B tang,
X, = d—, (7.33)
tang, —tang,
tang, - tan
y, = tang, -tangs (7.34)

tang, —tang,

U cilindri¢nim koordinatama, tocka presjeka iz koordinatnog sustava prvog robota je

hy = 1/xfJ +y12J , (7.35)

a iz koordinatnog sustava drugog robota

ry =(x, —d)> +y? . (7.36)
¥, A ¥, A
yP
493
q,
1 X 2 x
d

Slika 7.20 Prikaz presjeka ruku dva manipulatora.

Ako sada uzmemo pravac na kome lezi ruka manipulatora 1 za x-os novog
koordinatnog sustava koji se dobije rotacijom sustava y, —x za kut g, (slika 7.21), tada

vidimo da ruka manipulatora lezi na pozitivnoj strani x-osi od ishodista do tocke a + g, .
Ako tocku (x,, y,)u sustavu y — x transformiramo u sustav y, —x, , dobivamo tocku
(x; > 0). Veli¢ina X, , Je po apsolutnoj vrijednosti jednaka s 7, ,, ali moZe biti negativna

1 u tom slucaju nema presjeka s rukom manipulatora 1. Analognu situaciju imamo s
drugim manipulatorom.
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Ruke manipulatora sjeci ¢e se u slucaju da su istovremeno zadovoljene slijedece
nejednakosti

1. OSxfp(ql,q3)£q2+a, (7.37)
2. OSx;p(ql,q3)£q4+a, (7.38)
odnosno
1. a+q,—x;, 20, (7.39)
2. x,,20, (7.40)
3. a+q,—x,,20, (7.41)
4. x,,20. (7.42)
gdje je
xfp(ql,q3):xp cosq, +y, sing,, (7.43)
x;p(ql,%):(xp—d)cosq3+yp sing,, (7.44)

ukljucujuéi nuzni uvjet da bi uopce bilo presjeka

tang, # tangq, . (7.45)
v, 4 v, 4
X,
X,
yP
Y 43
q,
*p X "
d

»Z

Slika 7.21 Prikaz zarotiranih koordinatnih sustava manipulatora.

Iz svega navedenog slijedi da je dovoljan uvjet izbjegavanja sudara zadovoljenje
bilo koje od slijedecih nejednakosti u i-tom vremenskom trenutku
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L x,(q;,97)—a—q; 20, (7.46)
2. xl*p(ql.l,ql.z)ﬁ(), (7.47)
3. x3,(q;.97)-a—q; 20, (7.48)
4. x;,(q,.9,)<0, (7.49)

zai=0,L....N.

Na osnovi gornjih nejednakosti mozemo formirati kaznenu funkciju

v
G, = KSZO:FG(qh a.4.9)H (4. q.4.q). (7.50)

gdje je

gl a2 ql gD =(x, -4 —a)z +(x, 4! —0)2 +x;, + %, (7.51)

H'(q;,4;.4,.9)=H (x,—q; —a)H (x,, —q; —a)H" (x,,)H"(x;,). (7.52)

Kaznenu funkciju oblika (7.52) uveli smo zbog toga §to u slucaju zadovoljavanja
bilo koje nejednadzbe (7.46)-(7.49), jedna od kaznenih funkcija u produktu biti ce
jednaka nuli, a time ¢e ujedno cijeli izraz (7.52) biti jednak nuli.

Sada ponovo, kao u slucaju zaobilazenja prepreke, dolazimo do problema
prekompliciranosti i preglomaznosti izraza za parcijalne derivacije funkcije (7.50) po
varijablama stanja. Da bi dobili parcijalne derivacije funkcije (7.50), trebamo uzeti u
obzir izraze (7.33), (7.34), (7.43), (7.44) i (7.50), $to ilustrira glomaznost postupka i
jednadzbi koje bi pri tom dobili. Zbog toga ¢emo, analogno kao u slucaju zaobilaZenja
prepreke, uzeti aproksimaciju u obliku

oG, 2G,

S K. H (4, q,q,q"), 5 =0,
é’q? S (q/ ql q/ q/) aq’]
Gy | Gy

~=K.H (¢,.4,.9,-9,) > +=0.
74, sH(q,59,-9,,9,) o

Gornji izrazi govore nam da u slu¢aju medusobnog presjeka ruku manipulatora dva
robota, kuteve prvog i drugog robota ¢, i g; ne mjenjamo, dok duljine ruku oba robota,

odnosno ¢, 1 g,, smanjujemo konstantnom stopom smanjivanja, izrazenom pozitivnim
koeficijentom K . Ovim smo, dakle, problem sveli samo na geometrijsko utvrdivanje
medusobnog presjeka ruku manipulatora.

Problem koji smo razmatrali je identi¢an problemu u prethodnom podpoglavlju s
tom razlikom da smo za vremenski interval uzeli 7, =2.05 zbog toga Sto vrijeme od

1, =17s nije bilo dovoljno da zadovolji, pored prethodna tri ograniCenja, jos i uvjet

medusobnog izbjegavanja sudara ruku dva robota.
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Ukupna funkcija cilja jednaka je J=G, +G,+G, +Gg. Koristili smo
gradijentnu metodu s konstantnim koeficijentom konvergencije. Vrijednosti konstanti
koje smo koristili su

N=1000, M =160000, 7 =23000,
K,=100, K,=001, K,=1000, K, =500.

Vidimo da je dodavanje novog uvjeta bitno usporilo brzinu konvergencije
algoritma. Slike 7.22 1 7.23 prikazuju vremensku ovisnost upravljackih funkcija,
odnosno varijabli stanja, dok slika 7.24 prikazuje vremensku promjenu medusobne
udaljenosti prihvatnica dva robota i odstupanje te vrijednosti od definirane udaljenosti
medu hvatiStima tereta koji se prenosi. Vidimo da postoje male oscilacije oko definirane
medusobne udaljenosti koje se mogu kompenzirati pomi¢nim hvatistima tereta ili
elasticnos¢u prihvatnice manipulatora. Slika 7.25 ilustrira brzinu konvergencije ukupne
funkcije cilja.

Slika 7.26 prikazuje trajektorije oba robota u koordinatnom sustavu prvog
robota. Takoder, prikazani su poloZaji tereta u razli¢itim vremenskim trenucima tokom
prijenosa, a na slici 7.27 prikazana je rotacija tereta tokom prijenosa u nepomi¢nom
koordinatnom sustavu. Vidimo da tokom prijenosa iz pocetnog u krajnji polozaj dolazi
do rotacije tereta u jednom smjeru za kut od 7 /2rad, a nakon toga dolazi do rotacije
tereta u suprotnom smjeru za kut od mrad. Sve skupa, teret je prebrisao kut od
37/ 2rad , kao u primjeru iz prethodnog podpoglavlja, s tom razlikom $to nije doslo do
rotacije u jednom smjeru za kriticnih 37 /4rad, kada dolazi do sudara ruku

manipulatora dva robota.

600
400

200

-200

-400

-600

Slika 7.22 Vremenska ovisnost upravijackih funkcija 1. i 2. robota.
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Slika 7.23 Vremenska ovisnost varijabli stanja 1. i 2. robota.
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i 0,005
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0,004
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0,00 4 —————F———7—— — -0,001 ———— ——
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Slika 7.24 Udaljenost izmedu ruku manipulatora dva robota t, te razlika izmedu
te udaljenosti i razmaka izmedu hvatista krutog tereta, D.
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Slika 7.26 Trajektorije dva robota s prikazom polozZaja tereta u razlicitim

vremenskim trenucima.
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7. Optimalno upravljanje kooperativnim radom dva robota

10

4 5

Slika 7.27 Prikaz rotacije tereta tokom prijenosa u odnosu na
nepomicni koordinatni sustav.

Ukupan broj racunskih operacija koji nam je potreban da bi dobili
zadovoljavajucu to¢nost rjesSenja, bitno je veci nego u prethodnim primjerima. Razlog za
to je veci broja iteracija s jedne strane (zbog dodatnog uvjeta izbjegavanja sudara) i veéi
red sustava (n=8) s druge strane. Broj raCunskih operacija unutar jedne iteracije
gradijentnog algoritma proporcionalan je kvadratu reda sustava (broj elemenata
Jacobijeve matrice X(j)). Zbog toga je mogucnost realizacije BPTT algoritma

primjenom neuronskih mreza vrlo bitna u slucaju sustava velikih dimenzija zbog
mogucnosti iskoriStavanja svojstva paralelizma, ¢ime bi se bitno smanjio broj ra¢unskih
operacija (serijskih) po jednoj iteraciji gradijentnog algoritma.
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8. Optimalno upravljanje s povratnom vezom primjenom BPTT algoritma

8. Optimalno upravljanje s povratnom vezom
primjenom BPTT algoritma

Do sada smo razmatrali problem optimalnog upravljanja kod unaprijednog
vodenja, gdje je problem bio u eksplicitnom odredivanju funkcija upravljanja koje
zadovoljavaju zadani kriterij optimalnosti. U ovom poglavlju razmatrat ¢emo problem
optimalnog upravljanja s povratnom vezom, gdje ¢e problem biti u odredivanju
konstantnih koeficijenata pojacanja u petlji povratne veze koji zadovoljavaju zadani
kriterij optimalnosti. Formulacija tog problema vrlo je sli¢na formulaciji problema
ucenja kod dinamickih neuronskih mreza gdje se trebaju odrediti konstantni koeficijenti
(tezinski koeficijenti) dinamic¢kog sustava koji minimiziraju kriterij optimalnosti, obi¢no
u obliku kvadrata pogreske, tokom zadanog vremenskog intervala.

Prve primjene BPTT algoritma na dinamicke sustave s povratnom vezom
nalazimo u [23], [24], gdje se razmatra problem optimalnog upravljanja bez ograni¢enja
nelinearnim sustavima drugog reda. Ovdje ¢emo izvesti numericki algoritam za problem
optimalnog upravljanja nelinearnim multivarijabilnim sustavima, s ogranicenjima po
upravljackim varijablama.

8.1 Formulacija problema

Dinamiku sustava koji razmatramo mozemo prikazati u obliku
3,0 =0, e () (s, (), () 1y (), (1)) (8.1)
edjeje 7 =1,2,...,n. Zadani su pocetni i rubni uvijeti
x,(ty) = x/. x (e, )=x1, j=12,..m, (8.2)
te ograni¢enja upravljackih varijabli
u, ()] < uy, j=12,m, (8.3)

Upravljacke varijable povezujemo s varijablama stanja linearnom povratnom
vezom oblika

w, (1) =w,o+ > w,x, (1), j=12,....,m, (8.4)
k=1
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8. Optimalno upravljanje s povratnom vezom primjenom BPTT algoritma

ili u matricnom obliku
u(t) =w, +W-x(r), (8.5)
gdje matri¢ni elementi w, imaju ulogu koeficijenata pojacanja, a elementi vektora w,

W, , imaju ulogu ulaznih, vremenski konstantnih, upravljackih parametara.

Problem se svodi na odredivanje teZinskih koeficijenata w, 1 w, koji

minimiziraju kriterij optimalnosti

7= E 05,05, 00 16,0)c, (). 86

lo
te zadovoljavaju rubne uvjete (8.2) i ogranicenja (8.3).

Da bi osigurali zadovoljenje ogranicenja (8.3), linearnu vezu upravljackih
varijabli i varijabli stanja oblika (8.4) zamjenit ¢emo nelinearnom vezom oblika

u,/(t): S, (Zj)’ (8.7)
gdje je
2 () =W+ 2 WX, (1), (8.8)
k=1
ul z, >ul
S,/' (Zj): Zj _; _ué < Z; < ugl ’ (8'9)
—uy; oz, <-u,

Iz oblika funkcije S»l.(zj) slijedi da ¢e izraz (8.7) biti jednak izrazu (8.4) ako su
zadovoljena ograni¢enja (8.3). Ako ogranicenja nisu zadovoljena tada ¢e funkcija u, (t)

biti jednaka jednoj od grani¢nih vrijednosti, u, (t) =tu é .

A A
5,¢) e
j 1
ug
Y
ug » »
Ll i Ll
J
i % —U, Uy %
_u
&

Slika 8.1 Funkcija S (z,) i njena derivacija D,(z;)-
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8. Optimalno upravljanje s povratnom vezom primjenom BPTT algoritma
8.2 Izvodenje rekurzivnih relacija za koeficijente pojacanja
Diskretizirani oblik ukupne funkcije cilja s kaznenom funkcijom za rubne uvjete
je
N-1
JW) =T F(x,,u,) +G,(x,), (8.10)

i=0

dok jednadzba (8.1) poprima oblik

xo=fxw),  j=12n, (8.11)
a (8.6)1(8.7) postaju
W' =S,(z). oz =wotrwxl.  j=Ll2..m, (8.12)
k=1

gdjeje i=0,1,...,.N

Posto funkcija (8.10) implicitno ovisi o w, i w, preko (8.7), za minimizaciju

gornje funkcije po navedenim koeficijentima mozemo koristiti gradijentni algoritam

. oJ
wi =wl) - n (8.13)
gdieje p=12,....m, ¢g=0,1,....,n
Gradijent funkcije cilja je
TZ(Z OF(x.u) Ox] (3 OFx ) ou’ J L3 2Gux) ox},
W, =\  Ox] ow, ‘= Oy ow,, - OXy 0w,

Nadalje, na osnovu (8.11) imamo

’ zﬂf (Xz l’ i— l) é’xl 1 _I_i é?fr(xi—;’ui—l) é?ul]—l \ (814)

Wy J=1 - ﬁwm J=1 OF’”H é’wﬂq

dok na osnovu (8.12) slijedi

ou; oz N OV [ 9w, j ox/
™ =D,(z] )5w Dr(z,){ﬁw +Z(§W X/ +w, —= H (8.15)

rq

0; ;,’>ug’ |
D(z)=41; —ul <z <ul, (8.16)
0; z/ <—ul

Nadalje, imamo
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8. Optimalno upravljanje s povratnom vezom primjenom BPTT algoritma

ﬁu[ - ﬂxJ
é)wm = DV(Zf ){ g qO Z(é‘ é‘d]xl + Wr] é) J:|’ (817)
gdje je
Lir=p
= . .1
o, {0; e p (8.18)
Na kraju, imamo
ou; i ox!
L =Dz + _ — 1, 8.19
20,0200, S, 2 19
gdje je
( 1q=0
& (x/) = g>0° (8.20)

Uvrstimo li gornji izraz u (8.14), dobivamo

+

ox/ N af (x.u,,) Ix/, of"(x, K ,|) ﬂxik—l
ow. 2 ox; ow Z ou’ / (Zil);w’k ow

P4 J=1 i-1 pq  J=1

+ﬂfr?;l,é:llfl)(§( D+ 3, ) (Zlil)

r (8.21)

Izrazi (8.19) i (8.21) predstavljaju rekurzivne relacije potrebne za izraCunavanje
gradijenta funkcije cilja.

Jos preostaje odredivanje pocetnih uvjeta za navedene rekurzivne relacije. S
obzirom da pocetni uvjeti vektora stanja ne ovise o koeficijentima w, , slijedi da je

ox,
ow

Pq

=0, (8.22)

gdjeje r=12,....,n, p=12,....m, ¢q=0,1,...,n
Na osnovu (8.22) i (8.19) dobivamo drugi skup pocetnih uvjeta
ou,
ow

Pq

= (8,6, + &3, )D, (1) (8.23)

gdieje r=12,....m, p=L12,....m, q=0.,1,...n
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8. Optimalno upravljanje s povratnom vezom primjenom BPTT algoritma

8.3 Primjena na upravljanje robotom s dva stupnja
slobode gibanja

U podpoglavlju 7.2 razmatrali smo vremenski optimalno upravljanje robotom s
dva stupnja slobode gibanja uz zadana ogranicenja upravljackih varijabli. Posto se radilo
o unaprijednom vodenju, problem je bio pronalazenje vremenske ovisnosti upravljackih
funkcija koje zadovoljavaju kriterij optimalnosti uz zadana ograni¢enja. Ovdje ¢emo
razmatrati isti problem s tom razlikom $to imamo povratnu vezu po varijablama stanja
(8.7)-(8.9), tako da se problem svodi na pronalazenje deset konstantnih koeficijenata koji
zadovoljavaju zadani kriterij optimalnosti i ograni¢enja upravljackih varijabli.

S obzirom da zbog oblika povratne veze, gdje nam funkcija zasic¢enja Sj(zf ) po

definiciji garantira zadovoljavanje ograni¢enja upravljackih varijabli, suma kaznenih
funkcija J, jednaka je kaznenoj funkciji za rubne uvjete

J,=G,. (8.24)
Koristili smo metodu konjugiranog gradijenta. Vrijednosti konstanti su
N =1000, M =20000, K,=1, e=J,,... =0.0001.

Gmin
Zadana tocnost, koja je definirana parametrima = J,,,, 1 K , pribliZno je ista to¢nosti
definiranoj tim parametrima u podpoglavlju 7.2.

Kao Sto vidimo na slici 8.2, uz zadanu to¢nost ¢ =J,,, =0.0001 dobili smo, na kraju
=155 (isto kao u podpoglavlju 7.2),

/ N . Zatim smo to vrijeme stavili konstantnim i pomoc¢u dobivenog

navedenog broja iteracija, minimalno vrijeme ¢

min

odnosno 7. =t

min min

algoritma, uz M =10000, dobili rezultate prikazane na slikama 8.3 do 8.6.

0,0020 | N = 1000
0.1+ At =0.00001
3] ¢ = 0.0001
0,0019 |
0,0018 | 0,01 o
e 0
0,0017 |
0,001 —
0,0016 | E
0,0015 |
. . . . . 0,0001 - H . . .
0 10000 20000 0 10000 20000
N/T N/T

Slika 8.2 Ovisnost Ti J; o broju iteracija.
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2,01

1,51

1,0

0,51

0,01

Slika 8.3 Vremenska ovisnost varijabli stanja.

600
400

200

Slika 8.4 Vremenska ovisnost funkcija upravljanja.

Ocigledna je velika sli¢nost vremenskih ovisnosti varijabli upravljanja a posebno
varijabli stanja, na slikama 8.3 i 8.4, sa onima iz podpoglavlja 7.2 (slike 7.3 i 7.4).
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. 400
800 i
600 - 300
4007 200
200 i
0 - 100 =
-200—_ 0 -
-400 .
600 - -100 —
-800 -200 4
-1000 |
1 -300
-1200 i
-1400 T T T T T -400
0 5000 10000

Slika 8.5 Ovisnost vrijednosti teZinskih koeficijenata o broju iteracija.

Vrijednosti tezinskih koeficijenata nakon M =10000 iteracija su

wy, =7388 N-m, Wy, =—1912 N,
wy, =-12114 N -m-rad™", w,, =-2181 N -rad ™",
wy, =2335 N-m-rad™" s, w,, =346.6 N-rad' -s
wy; =—8941 N, Wy, ==3315 N-m',
w, =—-674 N-s, w,, =880 N-m ' -s.
1
0,1
0,01
-
0,001
0,0001
0,00001 - T T T T T
0 5000 10000
N7

Slika 8.6 Ovisnost J o broju iteracija.
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8.4 Moguénosti regulacije u realnom vremenu

U prethodnom podpoglavlju razmatrali smo problem optimalnog upravljanja s
povratnom vezom. Ovdje ¢emo razmotriti problem regulacije, odnosno sluc¢aj kada je
barem jedan pocetni uvjet razli¢it od nule dok su rubni uvjeti (uvjeti u konacnom
vremenu) jednaki nuli (problem otklanjanja regulacijskog odstupanja).

Razmotrimo primjer iz prethodnog podpoglavlja u slucaju da zamjenimo pocetne
i rubne uvjete, odnosno

x,(0) = ¢,(0) = gmd, x,(t,)=q,(t,) = Orad,

x (0)=¢,(0)=0rad-s", x,(t,)=¢,(t,)=0rad - s,
x3(0)=¢,(0) =1m, x3(tf):q (tf):Om,
x,(0)=¢ (0)=0m-s", x4(tf):q'2(tf):Om-s_l.

Na slici 8.7 prikazana je brzina konvergencije algoritma. Usporedimo li je sa
slikom 8.6, primjecujemo da je brzina konvergencije bitno veca u slucaju regulacije,
odnosno, potrebno je puno manje iteracija za istu razinu toc¢nosti rjeSenja. Razlog za
takvu razliku u brzini konvergencije lezi u tome $to u slu¢aju regulacije varijable stanja
imaju eksponencijalno opadajuce ponasanje, tako da malo odstupanje u parametrima ima

za posljedicu vrlo malo odstupanje varijabli stanja u konacnom vremenskom trenutku,
l,.
/

1

0,1

0,01
0,001
0,0001
0,00001

1E-6 - T T T T T T T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000

Slika 8.7 Ovisnost J o broju iteracija.

Na osnovu tih svojstava, moze se razmatrati moguénost upravljanja u realnom
vremenu koje bi se zasnivalo na izraCunavanju gradijenta tokom jednog perioda
diskretizacije (perioda sempliranja signala). To bi znacilo da u svakom periodu
sempliranja signala gradijentnim algoritmom dobivamo vrijednosti koeficijenata
pojacanja, odnosno imamo vremenski promjenjive koeficijente pojacanja.
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8. Optimalno upravljanje s povratnom vezom primjenom BPTT algoritma

Na slici 8.8 prikazana je usporedba rjeSenja dobivenog u realnom vremenu sa
rjeSenjem s konstantnim koeficijentima pojacanja dobivenim nakon N =1000 iteracija.
Vidimo da su odstupanja relativno mala i to na sredini vremenskog intervala, dok
odstupanje na kraju vremenskog intervala iS¢ezava (slika 8.9), Sto opravdava
upotrebljivost upravljanja u realnom vremenu. Na slici 8.10 prikazana je vremenska
ovisnost koeficijenata pojacanja.

Ostaje jedino pitanje izvrSavanja potrebnog broja raCunskih operacija tokom
zadanog perioda diskretizacije. Na osnovi dobivenog algoritma (8.13)-(8.15), moZe se
vidjeti da broj operacija, N, , ima pribliznu ovisnost oblika

Nop = N(n’m+2n"m’). (8.25)

U naSem slucaju, za N =1000, n=4, m=2, imamo N, = 256000 operacija tokom
perioda sempliranja koji je jednak 7' = 0.0015s. Na osnovu tih podataka proizlazi da je
potrebno vrijeme za izvriavanje jedne instrukcije 7, ~5.8-10"s. Takve ratunarske

zahtijeve zadovoljava procesor TMS320C67x. To je procesor u aritmetici pomi¢nog
zareza sa 1GFLOPS-a na taktu od 167 MHz, c¢ije vrijeme za izvrSavanje jedne

instrukcije iznosi 7, ~10~°s.

0,8

0.4

0,0

0,8

0,64

0.4

0,24

0,0

-0,2

Slika 8.8 Usporedba rjeSenja dobivenog u realnom vremenu (y,,...,y,) sarjeSenjem s

konstantnim koeficijentima pojacanja (x,,...,x,) .
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Slika 8.9 Razlika rjeSenja dobivenog s konstantnim koeficijentima pojacanja (x,,...,x,) i

rjeSenja u realnom vremenu ( y,,...,y, ).
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Slika 8.10 Vremenska ovisnost koeficijenata pojacanja.
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Posto smo razmatrali problem regulacije u konaénom vremenskom intervalu s
funkcijom cilja (8.6), problem stabilnosti nije posebno razmatran s obzirom da
zadovoljenje rubnog uvjeta (funkcija Gb,(x N) teZi nuli) automatski garantira stabilnost u

zadanom vremenskom intervalu. Medutim, to ne znaci da je dobiveno rjeSenje stabilno u
proizvoljnom vremenskom intervalu (Lyapunovljeva stabilnost). To znaci da bi se
navedeni algoritam mogao koristiti (bez prethodnog ispitivanja stabilnosti) u procesima
kod kojih bi se, nakon zadanog vremenskog intervala, znao daljnji tok upravljanja.
Primjer za takav proces je prenoSenje tereta robotom iz pocetnog stanja u konac¢no uz
uvjet minimuma vremena (primjer u podpoglavlju 8.3) i ponovno vra¢anje u pocetni
polozaj u najkraéem vremenu (primjer u podpoglavlju 8.4). Drugim rije¢ima, nakon
zadanog vremenskog intervala, teZinska matrica za problem u podpoglavlju 8.3
zamjenila bi se tezinskom matricom za problem u podpoglavlju 8.4.

Takoder, nismo razmatrali ponaSanje sustava u prisutnosti stohasti¢kih
poremecaja (Sum mjerenja), jer bi to premasilo predvideni obim ovog rada u kojemu je
osnovni naglasak na tretiranju problema ogranicenja varijabli stanja i upravljanja.
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9. Zakljucak

Na osnovi rezultata prikazanih u prethodnim poglavljima mogu se uo€iti
odredene dobre strane kao i odredene slabosti dobivenog algoritma. Na primjerima
problema s poznatim analiti¢kim rjeSenjem dobili smo gotovo savrSeno poklapanje
numerickih rezultata sa analitickim za relativno mali broj iteracija. KoriStenjem metode
konjugiranog gradijenta brzina konvergencije jo§ se vise povecava. U situacijama gdje
dobivene numericke rezultate ne mozemo usporediti s analitickim, kao u slu¢aju
optimalnog upravljanja robotom, mjera to¢nosti rjeSenja je ukupna suma kaznenih
funkcija. Sto je ta suma manja, to je rjesenje toénije.

Usporedimo li metodu s konstantnim koeficijentom konvergencije sa metodom
konjugiranog gradijenta, dolazimo do slijede¢ih zaklju¢aka. Metoda s konstantnim
koeficijentom konvergencije jednostavnija je za upotrebu; nije potrebna dodatna
jednodimenzionalna minimizacija funkcije cilja. Medutim, zbog ¢injenice da stabilnost
algoritma ovisi o koeficijentu konvergencije (odnosno, postoji gornja granica vrijednosti
tog koeficijenta iznad koje algoritam postaje nestabilan) imamo i ograni¢enje brzine
konvergencije algoritma. Metodom konjugiranog gradijenta rjeSavamo pitanje
stabilnosti (koeficijent konvergencije odredujemo u svakom koraku iteriranja) i bitno
ubrzavamo konvergenciju.

S druge strane, kao $to smo vidjeli na primjeru zaobilazenja prepreke i primjeru
kooperativnog rada dva robota, zbog sloZenosti izraCunavanja parcijalnih derivacija
kaznenih funkcija pribjegli smo, moze se reci, grubim aproksimacijama tih derivacija
Sto je onemogucilo upotrebu metode konjugiranog gradijenta, ali je zato metoda s
konstantnim koeficijentom konvergencije dala dobre rezultate. Razlog za neefikasnost
metode konjugiranog gradijenta, u ovom slucaju, lezi u raskoraku izmedu
aproksimativne vrijednosti gradijenta funkcije cilja i to¢ne vrijednosti funkcije cilja. Sa
stanoviSta metode s Kkonstantnim koeficijentom konvergencije, aproksimativna
vrijednost gradijenta zna¢i odredeno skretanje sa smjera najbrZzeg spusta, odnosno,
odredeno usporavanje konvergencije.

Vidjeli smo da ograni¢enja po varijablama stanja mogu biti prili¢no sloZena, a
derivacije kaznenih funkcija za ta ograni¢enja izuzetno komplicirane. Stoga se €ini
prili¢no znacajna ¢injenica da se grubom aproksimacijom tih derivacija mogu dobiti
dobri rezultati, pa makar uz cijenu smanjenja brzine konvergencije. Imaju¢i u vidu
specifinu geometrijsku interpretaciju gradijentnog algoritma, mogli bi zakljuciti da je
gradijentni algoritam s konstantnim koeficijentom konvergencije mozda jedini algoritam
koji je u stanju rjeSavati problem optimalnog upravljanja s navedenim tipom
aproksimacija.

Primjenom BPTT (backpropagation-through-time) algoritma na problem
optimalnog upravljanja s konstantnim kona¢nim vremenom (odnosno, vremenskim
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intervalom upravljanja) dobili smo vrlo elegantan oblik algoritma u kojem se zahtijeva
poznavanje samo prvih derivacija odgovarajucih veli¢ina. Primjenom istog principa na
vremenski optimalno upravljanje dobili smo vrlo glomazan algoritam, neprakti¢an za
upotrebu, s derivacijama drugog reda. Cak i kad bi dobiveni algoritam implementirali,
ostalo bi otvoreno pitanje stabilnosti algoritma. Osnovni problem u realizaciji
vremenski optimalnog upravljanja koje je bazirano na simultanom iteriranju varijabli
upravljanja 1 vremenskog intervala, lezi u ¢injenici da za dani vremenski interval
nemamo dovoljno to€no rjeSenje varijabli upravljanja. Taj problem smo rjesili tako da
smo vrijednost vremenskog intervala drzali konstantnom sve dok ne bi postigli
odgovarajuéu to€nost rjeSenja, definiranu sumom kaznenih funkcija. Taj pristup
garantira stabilnost algoritma i, kao Sto smo vidjeli, daje vrlo dobre rezultate.

Posto je dokazivanje egzistencije rjeSenja problema optimalnog upravljanja s
ograni¢enjima vrlo tezak problem u opéenitom slucaju, tretiranje ogranic¢enja primjenom
kaznenih funkcija vrlo je korisno i kao indikacija rjeSivosti problema. Ako kaznena
funkcija ne konvergira prema nuli (za stabilan algoritam s konstantnim koeficijentom
konvergencije) to je siguran znak da problem nema rjeSenje u okviru zadanih
ograni¢enja. Upravo to svojstvo kaznenih funkcija je iskoriSteno u algoritmu za
vremenski optimalno upravljanje.

Brzina konvergencije algoritma ne ovisi bitno o redu sustava, koliko o broju
ograni¢enja, odnosno kaznenih funkcija, po varijablama stanja i upravljanja. Na osnovi
dobivenih rezultata mozemo zakljuciti da je optimalna primjena algoritma na nelinearne
dinamicke sustave sa zadanim rubnim uvjetima, ograni¢enjima upravljackih varijabli i
jednim tipom ograni¢enja po varijablama stanja. Ve¢ dva tipa ograni¢enja po
varijablama stanja, kao Sto smo vidjeli (medusobno izbjegavanje sudara i odrzavanje
konstantne udaljenosti ruku manipulatora), mogu znacajno smanjiti brzinu
konvergencije algoritma.

Analogija BPTT algoritma za optimalno upravljanje sa strukturom dinamicke
neuronske mreze, odnosno unaprijedne (statiéne) neuronske mreze s N-I skrivenih
slojeva, korisna je zbog moguénosti koriStenja svojstava paralelizma neuronskih mreza,
Sto bi omogucilo (primjenom paralelnog procesiranja) bitno smanjenje ovisnosti brzine
racunanja o redu dinamickog sustava.

Na kraju jo$ nekoliko rije¢i o moguéim pravcima daljnjeg rada i istrazivanja.
Interesantno bi bilo ispitati razne mogucée modifikacije dobivenog algoritma. Problem
modifikacije funkcije cilja u obliku integrala moZemo transformirati u problem
minimizacije dodatne varijable stanja u konacnom vremenu. Zatim, umjesto da kaznene
funkcije dodamo funkciji cilja, moguce je uvesti dodatne varijable stanja s rubnim
uvjetima jednakim nuli. Medusobnom usporedbom raznih modifikacija utvrdile bi se
verzije algoritma koje daju najbolje rezultate pod odredenim okolnostima. Takoder,
interesantno bi bilo ispitati razne heuristi¢ke gradijentne algoritme s promjenjivim
koeficijentom konvergencije u cilju dobivanja boljih konvergencijskih svojstava.

Algoritam za optimalno upravljanje dinamickim sustavima s povratnom vezom
1 s ograni¢enjima upravljackih varijabli (sinteza regulatora) izveden je za slucaj
statickog regulatora. Nadalje, trebalo bi provesti analizu stabilnosti i ispitati osjetljivost
na stohasticke poremecaje (Sum mjerenja). Daljnje poboljSanje ostvarilo bi se
primjenom BPTT algoritma za slu¢aj dinamic¢kog regulatora. Takoder, valjalo bi ispitati
moguénosti povratne veze u slu¢aju ograni¢enja po varijablama stanja.
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Interesantna bi bila primjena dobivenog algoritma na problem diferencijalnih
igara. U formulaciji problema diferencijalne igre imamo dinamicki sustav s dva vektora
upravljanja, gdje jedan vektor upravljanja nastoji maksimizirati odredenu funkciju cilja,
dok drugi vektor upravljanja nastoji minimizirati istu funkciju cilja. Tako formuliran
problem bitno je slozeniji od standardnog problema optimalnog upravljanja.
Proucavanje diferencijalnih igara za sada se svodi ili na opée teoreme ili na rjeSavanje
jednostavnih modela. TeSko se nalazi optimalno rjeSenje koje bi slijedilo iz opéih
principa teorije optimalnog upravljanja. ProSirenje primjene gradijentnog algoritma na
problem diferencijalne igre bilo bi relativno jednostavno. Za one upravljacke varijable
koje minimiziraju funkciju cilja stavio bi se negativan predznak ispred gradijenta, dok bi
se za one upravljacke varijable koje maksimiziraju funkciju cilja stavio pozitivan
predznak. Moguénost rjeSenja diferencijalne igre vrlo je korisna, jer bi razne
neodredenosti u sustavu koje ne moZemo modelirati, poput stohastickih smetnji,
promjenjivih parametara sustava, nemodelirane dinamike, mogli tretirati kao dodatni
vektor stanja koji nastoji maksimizirati definiranu funkciju cilja (ako je u pitanju
problem minimizacije). Sve §to bi trebali uciniti je da te dodatne varijable stanja
dodamo na odgovaraju¢a mjesta u modelu dinamike sustava i definiramo interval unutar
kojeg se te varijable mogu naci. S druge strane, u ekonomskim primjenama optimalnog
upravljanja rjeSavanje problema u obliku diferencijalne igre ima izuzetan znacaj.

Problem nemodelirane dinamike mogli bi takoder rijesiti primjenom neuronske
mreze koja bi na osnovu odgovarajueg broja razli€itih ulazno-izlaznih podataka
dovoljno dobro “naucila” dinamiku sustava kojim upravljamo.
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10. Prilozi

10.1 Popis koristenih oznaka

u(?) — vektor upravljanja

x(#) — vektor stanja sustava

{ — vrijeme

t, — pocetni vremenski trenutak

1, —konacni vremenski trenutak

J — kriterij optimalnosti, funkcija cilja

H — Hamiltonian

T — konstantni period diskretizacije

*) _ varijabilni period diskretizacije

n — konstantni koeficijent konvergencije

T

N — broj diskretnih vremenskih podintervala
M - broj iteracija gradijentnog algoritma

n — dimenzija vektora stanja

m — dimenzija vektora upravljanja

X(j) — Jacobijeva matrica po vektoru stanja

U(j) — Jacobijeva matrica po vektoru upravljanja

G, — kaznena funkcija za ograni¢enja tipa rubnih uvjeta
G, —kaznena funkcija za ogranicenja tipa nejednakosti
G, —kaznena funkcija za ogranicenja tipa jednakosti
K, —koeficijent kaznene funkcije G,

K, —koeficijent kaznene funkcije G,

~

, — koeficijent kaznene funkcije G,

J; — ukupna suma kaznenih funkcija

q(®), q(t) — vektori generaliziranih koordinata i brzina robota

W — matrica tezinskih koeficijenata, matrica koeficijenata pojac¢anja
S, — funkcija zasicenja, aktivacijska funkcija

D, — derivacija funkcije zasic¢enja

I —jedini¢na matrica

0 — nul-matrica

Ostale oznake, kao i navedene oznake s drugim znacenjem, objasnjene su u tekstu.
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10.2 Program za BPTT algoritam

// OptimalControl.c

// BPTT algoritam za rjesavanje problema vremenski optimalnog upravijanja
// dinamikom robota s dva stupnja slobode (rotaciona i translaciona).
// Koristi se metoda konjugiranog gradijenta.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "Nrutil.h"
#include "Datl1.h"
#include "matrix.h"
#include "Dim1Min.h"

#define Ndat 10
#define N 1000
#define Noff 2000
#define NMOD 100
#define NDIM (N-1)
#define Nn 4
#define Nm 2
#define T ((tf-to)/N)
#define to 0.0
#define tf 1.5
#define x01 0.0
#define x02 0.0
#define x03 0.0
#define x04 0.0
#define x1£1.571
#define x21 0.0
#define x3f 1.0
#define x41 0.0
#define Ulg 600.0
#define U2g 500.0

#define TOL 1.0e-4
#define uo 100.0
#define uf 200.0
#define S 800.0
#define K 0.04
#define eps 0.01

#define J12 193.0

#define M1 5.0

#define M2 97.0

#define Aa 1.1

#define A1 (J12+M1*Aa*Aa)
#define A2 (2*M1*Aa)
#define A3 (M1+M2)

double **Uu, **Ju, dt;

/I procedure za alokaciju memorije
// procedure za rad s datotekama
/I procedure za matricne operacije
// procedure za 1-D minimizaciju

// broj datoteka

// broj vremenskih intervala

// broj iteracija za OF F-line

// broj iteracija za resetiranje

// broj varijabli fun. cilja

// broj komponenti vektora stanja

// broj komponenti vektora upravijanja

// period diskretizacije

// pocetno vrijeme

// konacno vrijeme

// pocetna vrijednost x1(0)=x01

// pocetna vrijednost x2(0)=x02

// pocetna vrijednost x3(0)=x03

// pocetna vrijednost x4(0)=x04

// konacna vrijednost x1(tf)=x1f

// konacna vrijednost x2(tf)=x2f

// konacna vrijednost x3(tf)=x3f

// konacna vrijednost x4(tf) =x4f

// granicna vrijednost upravljacke varijable 'ul’
// granicna vrijednost upravljacke varijable 'u2’

// tolerancija rjesenja

// pocetna vrijednost u(0)=uo

// konacna vrijednost u(tf)=uf

// koeficijent uz kaznenu funkciju (g=0)
// koeficijent uz kaznenu funkciju (g>=0)
//minimalna vrijednost funkcije cilja

// ukupni moment inercije

// masa 'M'

// masa 'm’'

// duljina ruke

// konstanta dinamickog modela
// konstanta dinamickog modela
// konstanta dinamickog modela
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void Vrijeme(double *t, double h, int n) // vrijeme

{

int i;

for(i=0;i<=n;i++) t[i]=i*h;

}
void Init_uO(double **u, double *t, int n) // pocetna vrijednost u
{
int 1, j;
for(G=1;)<=Nm;j++)
for(i=0;i<=n;i++)
u[j][i]=(uf-uo)*((double)(i)/n)+uo;
}
void func(double *f, double **x, double **u, int i) /7 x' = f(x, u)
{
double x1, x2, x3, x4, ul, u2, naz;
x1 =x[1][i]; x2 = x[2][i];x3 = x[3][i]; x4 = x[4][i];
ul = u[1][i]; v2 = u2][i];
naz = (Al + A2*x3 + A3*x3*x3);
fT1]=x2;
2] = (-[2*A3*x2*x3*x4 - A2*x2*x4 + ul)/maz;
f[3] =x4;
fl4] = (A3*x3*x2*x2 - A2*x2*x2/2 + u2)/A3;
}
void vec_x(double **x, double **u, double h, int n) // Eulerov metod
{
inti,j;
double *f;
f=dvector(1, Nn);
x[1][0]=x01; x[2][0]=x02; x[3][0]=x03; x[4][0]=x04;
for(i=0;i<=n;i++){
for(j=1;j<=Nn;j++){
func(f, X, u, i);
X[+ T=xGIh*Tj];
}
}
free_dvector(f, 1);
}
double sn4(double x)
{
double rl;
if (x>=0.0) r1=0.0;
if (x <0.0) r1=1.0;
return(rl);
}
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double Fu(double ul, double ug) // parcijalna derivacija F po u
{

double wl, w2, ret;

wl =ul + ug;
w2 =ug - ul;

ret = 2*¥*K*(wl*sn4(wl) - w2*snd(w2));
return(ret);

}

void JaccobX(double **X, double **x, double **u, double h, int i) // Jacobijan po x
{

double x1, x2, x3, x4, ul, u2, naz;

x1 =x[1][i]; x2 = x[2][i};x3 = x[3][i]; x4 = x[4][i];
ul = u[1][i]; u2 = u[2][i];
naz = (Al + A2*x3 + A3*x3*x3);

X[1][1] = 1.0; X[1][2] = 0.0; X[1][3] = 0.0; X[1][4] =

X[2][1] = h; X[2][2] = 1.0 + h*(-2*A3*x3*x4 - A2*x4)/naz; X[2][3] = 0.0
X[2][4] = h*(2*A3*x3*x2 - A2*x2*x2)/A3;

X[3][1] =0.0;
X[3][2] = h*(-2*A3*x2*x4/naz - (A2+2*A3*x3)*(-2*A3*x2*x3*x4 - A2*x2*x4 + ul)/naz/naz);
X[3][3] = 1.0; X[3][4] = h*x2*x2;

X[4][1] = 0.0; X[4][2] = h*(-2*A3*x2*x3 - A2*x2)/naz; X[4][3] = h; X[4][4] = 1.0;
}

void JaccobU(double **U, double **x, double **u, double h, int i) // Jacobijan po u
{

double x3, naz;

x3 = x[3][il;
naz = (Al + A2*x3 + A3*x3*x3);

U[1][1] = 0.0; U[1][2] = h/naz; U[1][3] = 0.0; U[1][4] =
U2][1] = 0.0; U[2][2] = 0.0; U[2][3] = 0.0; U[2][4] = W/A3;
}

void vecFx(double *vFx, double **x, double **u, int j) // parcijalna derivacija F po x
{
vEX[1] = O 0
vFXx[2] =
vFx[3] =
vFx[4] =
}

void vecFu(double *vFu, double **x, double **u, int j) // parcijalna derivacija F po u

{
vFu[1] = Fu(u[1][j], Ulg);
vFu[2] = Fu(u[2][j], U2g);
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void vecGx(double *Gx, double **x)

{

}

Gx[1] = 2*S*(x[ 1][N]-x11);
Gx[2] = 2*S*(x[2][N]-x21);
Gx[3] = 2*S*(x[3][N]-x31);
Gx[4] = 2*S*(x[4][N]-x41);

double J(double **u) // ukpna funkcija cilja

{

}

int i;
double r1, 12=0.0, ret, wl, w2, w3, w4, **x;
double s1, s2, s3, s4;

x=dmatrix(1, Nn, 0, N);

vec X(X, u, dt, NDIM);

sl = (x[1][N]-x1H)*(x[1][N]-x1f);

s2 = (x[2][N]-x26)*(x[2][N]-x2f);

s3 = (x[3][N]-x30)*(x[3][N]-x31);

s4 = (x[4][N]-x4)*(x[4][N]-x41);

rl = S*(sl+s2+s3+s4);

for(i=0;i<=NDIM;i++){
wl = (u[1][i] + Ulg); w2 = (Ulg - u[1][i]);
w3 = (u[2][i] + U2g); w4 = (U2g - u[2][i]);
12 =12 + dt*K*(w1*w1*snd(w1)+w2*w2*snd(w2)+w3 *w3*snd(w3)+wad*w4d*snd(w4));

}

ret=rl +12;

free dmatrix(x, 1, Nn, 0, N);

return(ret);

double Jfun(double z) // metoda najbrzeg spusta

{

}

double rl, **y;
int 1, j;

y=dmatrix(1, Nm, 0, NDIM);

for(i=1;i<=Nm;i++)
for(j=0;j<=NDIM;j++)
ylllG1 = Uuli](j] - z*Juli][j];
tl = J(y);
free dmatrix(y, 1, Nm, 0, NDIM);
return(rl);

double JO(double **x) // kaznena funkcija za rubne uvjete

{

double rl, s1, s2, s3, s4;

sl = (x[1][N]-x1H*(x[1][N]-x1£);
s2 = (X[2][N]-x2H)*(x[2][N]-x2f);
s3 = (X[3][N]-x3D)*(x[3][N]-x3f);
s4 = (X[4][N]-x4D)*(x[4][N]-x45);
rl = S*(sl+s2+s3+s4);
return(rl);

// parcijalna derivacija G_B po x
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double J1(double **u, int n) // kaznena funkcija za ogranicenja vektora u

{

}

int i;
double 12=0.0, wl, w2, w3, w4;

for(i=0;i<=n;i++){

wl = (u[1][i] + Ulg); w2 = (Ulg - u[1][i]);

w3 = (u[2][i] + U2g); w4 = (U2g - u[2][i]);

12 =12 + K¥(wl*w1*snd(w1)+w2*w2*snd(w2)+w3*w3*snd(w3)+wd*wd*snd(w4));
}

return(r2);

void Grad(double **Ju, double **x, double **u, double h) // gradijent funkcije cilja

{

double **X, **U, *P, *P1, *Fq, *Fw, *S1, *Gx, *Gu, *J0;
double **Xt, **Ut, **Dj, **D1, **Xq, **Xqt;
int j;

X = dmatrix(1,Nn,1,Nn);
U = dmatrix(1,Nm,1,Nn);
P = dvector(1,Nn);

S1 = dvector(1,Nm);

P1 = dvector(1,Nn);

Fq = dvector(1,Nn);

Fw = dvector(1,Nm);

Gx = dvector(1,Nn);

JO = dvector(1,Nm);

Gu = dvector(1,Nm);

Xt = dmatrix(1,Nn,1,Nn);
Ut = dmatrix(1,Nn,1,Nm);
Dj = dmatrix(1,Nn,1,Nn);
D1 = dmatrix(1,Nn,1,Nn);
Xq = dmatrix(1,Nn,1,Nm);
Xqt = dmatrix(1,Nm,1,Nn);

IdentMat(Dj, Nn);
NullVector(P, Nn);

vecGx(GX, X);

vecFu(Fw, x, u, N-1);
JaccobU(U, x, u, h, N-1);
MultVec(Gu, U, Gx, Nn, Nm);
Storage(Ju, Fw, Gu, h, N-1);

for(j=N-2;j>=0;j--){

JaccobX (X, x, u, h, j+1);
JaccobU(U, x, u, h, j);
vecFx(Fq, x, u, j+1);
vecFu(Fw, x, u, j);

MultVec(P1, X, P, Nn, Nn);
SummVec(P, Fq, P1, Nn);

MultVec(S1, U, P, Nn, Nm);
SummVec(JO, Fw, S1, Nm);

TranMat(Xt, X, Nn, Nn);
TranMat(Ut, U, Nm, Nn);
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}

MultMat(D1, Dj, Xt, Nn, Nn, Nn);

MoveMat(Dj, D1, Nn, Nn);

MultMat(Xq, Dj, Ut, Nn, Nn, Nm);

TranMat(Xqt, Xq, Nn, Nm);

MultVec(Gu, Xqt, Gx, Nn, Nm);

Storage(Ju, JO, Gu, h, j);
)
free dmatrix(X,1,Nn,1,Nn);
free dmatrix(U,1,Nm,1,Nn);
free dvector(P, 1);
free dvector(P1, 1);
free dvector(S1, 1);
free dvector(Fq, 1);
free dvector(Fw, 1);
free dvector(Gx, 1);
free_dvector(Gu, 1);
free_dvector(JO, 1);
free dmatrix(Xt,1,Nn,1,Nn);
free dmatrix(Ut,1,Nn,1,Nm);
free _dmatrix(Dj,1,Nn,1,Nn);
free_dmatrix(D1,1,Nn,1,Nn);
free dmatrix(Xq,1,Nn,1,Nm);
free dmatrix(Xqt,1,Nm,1,Nn);

void Opt_Upr(double **u, double *t)

{

// gradijentni algoritam + vremenski optimalno upravljanje

double **x, **D, fnc, qmin, bren, br, naz, alf, fc0, fcl, fc, Dt;

inti,j,k;

x=dmatrix(1, Nn, 0, N);
Ju=dmatrix(1, Nm, 0, N-1);
D=dmatrix(1, Nm, 0, N-1);
dt=T;

for(k=0;k<=Noff;k++){

if (k>0) naz = AbsVel(Ju, NDIM);

vec X(X, u, dt, N-1);
Grad(Ju, x, u, dt);

fc0 = JO(x);

fcl =J1(u, NDIM);
fc =fc0 + fel;

Dt = (fc - eps);

if (Dt<0.0) dt =dt - 0.00001;
naz = AbsVel(Ju, NDIM);

if (k% NMOD==0){
for(j=1;j<=Nm;j++)

for(i=1;i<=NDIM;i++)

D(jI[i] = -Jufj][il;
}

bren=Brent1(Jfun, TOL, &qmin);

for(j=1;j<=Nm;j++)
for(i=0;i<=N-1;i++)
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}

void main(void)

{

ufj][i]=ulj][i]-qmin*Ju[j][i];
br = AbsVel(Ju, NDIM);
if (k==0) alf = 0.0;
else alf = br/naz;

for(j=1;<=Nm;j++)
for(i=1;i<=NDIM;i++)
D[jl[i] = -Ju[j][i] + alf*D[j][i];

naz = br;

if (k%100)==0){
fnc = J(u);
printf("%d J=%lIf fc=%lIf t=%If\n", k, fnc, fc, N*dt);
puni_toc((double)(k), fc0, 7);
puni_toc((double)(k), fcl, 8);
puni_toc((double)(k), fc, 9);
puni_toc((double)(k), fnc, 10);
H
j
free dmatrix(x, 1, Nn, 0, N);
free dmatrix(Ju, 1, Nm, 0, N-1);
free dmatrix(D, 1, Nm, 0, N-1);

// glavni program
double *t, **x;

t=dvector(0, N);
x=dmatrix(1, Nn, 0, N);
Uu=dmatrix(1, Nm, 0, NDIM);

datot(Ndat); // otvaranje datoteka

Vrijeme(t, T, N); /)t -vrijeme

Init uO(Uu, t, N-1); // Uu - pocetni vektor upravijanja
Opt_Upr(Uu, t); // Uu - optimalni vektor upravijanja
Vrijeme(t, dt, N);

vec x(x, Uu, dt, N-1); // x - optimalni vektor stanja
puni_datl(t, x[1], 0, N, 1);
puni_datl(t, x[2], 0, N, 2);
puni_datl(t, x[3], 0, N, 3);
puni_datl(t, x[4], 0 N 4y,
puni_dat1(t, Uu[1
puni_dat1(t, Uu[2

e

free_dvector(t, 0);
free _dmatrix(x, 1, Nn, 0, N);
free_dmatrix(Uu, 1, Nm, 0, NDIM);

datzt(Ndat); // zatvaranje datoteka
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// matrix.h

void Greska(double **z, double **x, double **y, int n) // razlika 2 vektora

{

int i, j;

for(j=1;j<=Nnjj++)
for(i=0;i<=n;i++)

z[j][i=x[1 -y G

}
void MultMat(double **z, double **x, double **y, int n, int m, int 1) // mnoZenje matrica
Il Z=X*Y X-n*m, Y-m*l, Z-n*1
{
inti,j,k;

for(i=1; i<=n; i++){
for(G=1; j<=1; j+H){
z[i][j] = 0.0;
for(k=1; k<=m; k++)
z[i][j] += x[i(k]*y[K][51;

}
}
}
void MultVec(double *z, double **x, double *y, int n, int m) // mnoZenje matrice s vektorom
/I z=X*y z-m*l X-m*n y-n*1l
{. ..
mnti,j;

for(i=1; i<=m; i++){
z[i] = 0.0;
for(=1; j<=n; j++)
z[i] +=x[i][j1*y[jl;
}
}

void SummVec(double *z, double *x, double *y, int n) // zbroj dva vektora

{

int i;

for(i=1; i<=n; i++) z[i] = x[i] + y[i];

}

void TranMat(double **y, double **x, int n, int m) // transponiranje matrice
/I x-n*m y-m*n
{

int i, j;

for(i=1; i<=n; i++)
for(j=1; j<=m; j++)

yll] = x[ifjl;
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void MoveMat(double **y, double **x, int n, int m) // prebacivanje jedne matrice u drugu

{

int i, j;

for(i=1; i<=n; i++)
for(=1; j<=m; j++)
yllG] = x[lil;
}

void NullVector(double *x, int n)

{

int i;

for(i=1; i<=n; i++)  x[i] =0.0;

}

void IdentMat(double **x, int n)

{

int i, j;

for(i=1; i<=n; i++)
for(j=1; j<=n; j+H){
if (i==j) x[i][j] = 1.0;
else x[i][j] = 0.0;

// nul vektor

// jedinicna matrica

void Storage(double **Ju, double *JO, double *Gu, double h, int j)

}
3
{
int i;
for(i=1; i<=Nm; i++)
Ju[i][j] = h*JO[i] + Gul[i];
3

double AbsVel(double **d, int n)
{ . PR
nti,j;
double r=0.0;
for(i=1; i<=Nm; i++)
for(j=1; j<=n; j++)

r=r+d[i][j]*d[i][j];

return(r);

// skalarni produkt dva vektora
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// Dim1Min.h

#define GOLD 1.618034

#define GLIMIT 100.0

#define TINY 1.0e-20

#define MAX(a,b) ((a) > (b) ? (a) : (b))

#define SIGN(a,b) ((b) > 0.0 ? fabs(a) : -fabs(a))
#define SHFT(a,b,c,d) (a)=(b);(b)=(c);(c)=(d);

void mnbrak(double *ax, double *bx, double *cx, double *fa, double *fb, double *fc, double
(*func)(double))
{

double ulim,u,r,q,fu,dum;

*fa=(*func)(*ax);
*fo=(*func)(*bx);
if (*tb > *fa) {
SHFT(dum, *ax, *bx,dum)
SHFT(dum, *fb,*fa,dum)
}
*ex=(*bx)+GOLD*(*bx-*ax);
*fe=(*func)(*cx);
while (*tb > *fc) {
r=(*bx-*ax)*(*fb-*fc);
q=(*bx-*cx)*(*fb-*fa);
u=(*bx)-((*bx-*cx)*q-(*bx-*ax)*r)/
(2.0*SIGN(MAX(fabs(q-r),TINY),q-1));
ulim=(*bx)+GLIMIT*(*cx-*bx);
if ((*bx-u)*(u-*cx) > 0.0) {
fu=(*func)(u);
if (fu < *fc) {
*ax=(*bx);
*bx=u;
*fa=(*tb);
*fb=fu;
return;
} else if (fu > *fb) {
*ex=u;
*fe=fu;
return;
}
u=(*cx)+GOLD*(*cx-*bx);
fu=(*func)(u);
} else if ((*cx-u)*(u-ulim) > 0.0) {
fu=(*func)(u);
if (fu < *fc) {
SHET(*bx, *cx,u, *cx+GOLD*(*cx-*bx))
SHET(*fb, *fc,fu,(*func)(u))
}
} else if ((u-ulim)*(ulim-*cx) >= 0.0) {
u=ulim;
fu=(*func)(u);
} else {
u=(*cx)+GOLD*(*cx-*bx);
fu=(*func)(u);
}
SHFT(*ax,*bx,*cx,u)
SHFT(*fa,*fb,*fc,fu)
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}

#undef GOLD
#undef GLIMIT
#undef TINY
#undef MAX

#define ITMAX 100
#define CGOLD 0.3819660
#define ZEPS 1.0e-10

double brent(double ax, double bx, double cx, double (*f)(double), double tol, double *xmin)

{

//

int iter;

double a,b,d,etemp,fu,fv,fw,fx,p,q,r,tol1,tol2,u,v,w,x,xm;
double ¢=0.0;

void nrerror();

a=((ax <cx) ? ax : cX);
b=((ax > cx) ? ax : ¢X);
X=W=v=DbX;
fw=tv=tx=(*)(x);
for (iter=1;iter<=ITMAX;iter++) {
printf("iter=%d\n",iter);
xm=0.5*(a+tb);
tol2=2.0*(tol1=tol*fabs(x)+ZEPS);
if (fabs(x-xm) <= (tol2-0.5*(b-a))) {
*Xmin=x;
return fx;
}
if (fabs(e) > toll) {
r=(x-w)*(fx-fv);
q=(x-v)*(fx-fw);
P=(x-V)*q-(x-W)*r;
q=2.0%(q-1);
if (9> 0.0) p=-p;
q=fabs(q);
etemp=e;
e=d;
if (fabs(p) >= fabs(0.5*q*etemp) || p <= q*(a-x) || p >= g*(b-x))
d=CGOLD*(e=(x >= xm ? a-X : b-x));
else {
d=p/q;
u=x+d;
if (u-a <tol2 || b-u <tol2)
d=SIGN(tol1,xm-x);
}
} else {
d=CGOLD*(e=(x >= xm ? a-X : b-x));
}
u=(fabs(d) >=toll ? x+d : x+SIGN(toll,d));
fu=(*H)(w);
if (fu <=1£x) {
if (u>=x) a=x; else b=x;
SHFT(v,w,x,u)
SHFT(fv,fw,fx,fu)
} else {
if (u <x) a=u; else b=u;
if (fu<=fw| w==x) {
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V=W,

w=u;

fv=fw;

fw=fu;
yelseif(fu<=fv|v=x]|v=w) {

v=u;

fv=fu;

3
3

nrerror("Too many iterations in BRENT");
*Xmin=x;
return fXx;

}

#undef ITMAX
#undef CGOLD
#undef ZEPS
#undef SIGN

double Brentl(double (*func)(double), double tol, double *xm)
{

double ax,bx,cx,fa,fb,fc,br,xmin;

ax=1.0; bx=2.0; cx=3.0;
mnbrak(&ax,&bx,&cx,&fa,&fb,&fc,func);
br=brent(ax,bx,cx,func,tol,&xmin);
*Xm=xmin;

return(br);
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// Datl.h

/M#include <stdlib.h>
/M#include <string.h>

FILE *fp[28];

void datot(int N_dat) // otvaranje N_dat datoteka

{
int ibr;
char init name[8], file name[12], ibr_str[5];

printf ("\nUnesite inicijalno ime datoteke: ");
scanf ("%s", init_name);
for (ibr=1; ibr<=N_dat; ibr++){
strepy (file name, init name);
if (ibr < 10)
sprintf (ibr_str, "0%d", ibr);
else if (ibr < 100)
sprintf (ibr_str, "%d", ibr);
else
sprintf (ibr_str, "%d", ibr);
strcat (file_name, ibr_str);
strcat (file_name, ".dat");
fp[ibr] = fopen (file_name, "wW");

}
}
void datzt(int how) // zatvaranje N_dat datoteka
{
int ibr;
for (ibr=1; ibr<=how; ibr++){
fclose(fp[ibr]);
printf ("Datoteka %d je zatvorena\n", ibr);
}
}

void puni_datl(double *x, double *y, int nl, int n2, int j)
{
int i;
for(i=nl;i<=n2;i++)
fprintf (fp[j],"%10.61f %10.61f\n", x[i], y[i]);
}

void puni_toc(double x, double y, int j)

fprintf (fp[j], "%12.101f %12.101f\n", x, y);

// ponjenje datoteke vektorima x[i], y[i]

// ponjenje datoteke skalarima x, y
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// Nrutill.h
#include <malloc.h>
#include <stddef.h>
#include <stdlib.h>

void nrerror(char error_text[])

{
void exit();
fprintf(stderr,"Numerical Recipes run-time error...\n");
fprintf(stderr,"%s\n" error_text);
fprintf(stderr,"...now exiting to system...\n");
exit(0);
}
double *dvector(int nl,int nh)
{
double *v;
v=(double *)malloc((unsigned) (nh-nl+1)*sizeof(double));
if (!v) nrerror("allocation failure in dvector()");
return v-nl;
}
double **dmatrix(int nrl,int nrh,int ncl,int nch)
{
int i;
double **m;
m=(double **) malloc((unsigned) (nrh-nrl+1)*sizeof(double*));
if (!m) nrerror("allocation failure 1 in dmatrix()");
m -=nrl;
for(i=nrl;i<=nrh;i++) {
m[i]=(double *) malloc((unsigned) (nch-ncl+1)*sizeof(double));
if ('m[i]) nrerror("allocation failure 2 in dmatrix()");
m[i] -= ncl;
}
return m;
}

void free dvector(double *v,int nl)

{
free((char*) (v-+nl));

void free_dmatrix(double **m, int nrl, int nrh, int ncl, int nch)

{

int i;

for(i=nrh;i>=nrl;i--) free((char*) (m[i]+ncl));
free((char*) (m+nrl));
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Sazetak

Sazetak

U radnji je prikazan izvod numerickog dgoritma za optimano upravljanje neinearnim
multivarijabiinim sustavima sa ogranicenjima vaijabli danja i upravijanja Izvod dgoritma
zasnovan je na BPTT (ackpropagation-through-time) agoritmu koji se primjenjuje kao
agoritam ucenja za dinamicke neuronske mreze. lzveden je takoder agoritam za vremenski
optimano upravljanje koji je zasnovan na svojstvima kaznenih funkcija za ogranicenja varijabli
danja i upravljanja Dobiveni dgoritmi primijenjeni su na razne probleme optimanog
upravljanja robotom s dva stupnja dobode. Ngprije je razmatran problem vremenski
optimanog upravljanja robotom s ogranicenjima varijabli upravljanja. Zatim je razméatran it
problem s dodatnim uvjetom; zaobilaZenjem prepreke, odnosno ogranicenjima varijabli sanja
Nakon toga razmatra se problem optimalnog upravljanja kooperativnim radom dva robota
Problem se sastoji u zgednickom prenoSenju krutog tereta s jednog mjesta na drugo uz
ogranicenja varijabli upravljanja, te uz uvjet medusobnog izbjegavanja sudara i odrzavanja
kongtantne udajenosti izmedu prihvatnica manipulatora. Na krgju je prikazan izvod dgoritma
za optimano upravljanje s povratnom vezom za ndinearne multivarijabilne sustave s
ogranicenjima varijabli upravljanja. 1zvod dgoritma takoder je zasnovan na principu BPTT
agoritma
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Abstract

Summary
“Optimal Control of Nonlinear Systems Using Neural Networ ks’

The master's thess presents the derivation of the numericd adgorithm for optima
control of nonlinear multivariable systems with limited state and control vectors. The
agorithm derivation is based on the BPTT (backpropagation-through-time) agorithm which
is used as alearning agorithm for dynamic neurd networks. Presented is dso the derivation
of the agorithm for time optima control which is based on the characteristics of pendty
functions for condraints of state and control vectors. The derived dgorithms are used for
various problems concerning optimal robot control with two degrees of freedom. The thes's
first deds with the problem of time optimal robot control with cortrol vector congtraints. It
aso congders the same problem with an additiona condition - avoidance of obstacles, that
is, condraint of ate vectors. The thesis further deals with the problem of optima control of
cooperative work of two robots, that is, of joint transfer of solid materia from one place to
another including control vector congraint and conditions of mutua avoidance of clashes
and maintaining of congant distance between the hands of the robot. Derivation of the
optima control agorithm with a feedback for nonlinear multivariable sysems with control
vector congraint is presented a the end. This derivation is dso based on the BPTT
dgorithm.
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