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Predgovor

Unato¢ velikom broju radova na temu neizrazite regulacije, relativno je mali broj
neizrazitih regulatora koji se primjenjuju u industriji. Medu razloge za to svakako spada
i ¢injenica da jos uvijek nisu razvijeni eksplicitni kriteriji stabilnosti uz primjenu nei-
zrazitog regulatora koji garantiraju stabilnost zatvorenog regulacijskog kruga. Domi-
nantni pristup u analizi stabilnosti neizrazitih regulatora zasnovan je na Takagi-Sugeno
prezentaciji regulacijskog sustava. Navedena prezentacija ima za posljedicu kriterije sta-
bilnosti u obliku sustava linearnih matri¢nih nejednadzbi koji se rjesava numericki za
svaki pojedinacni izbor parametara regulatora.

Isto tako, ne postoji jasno razumijevanje utjecaja promjene pojedinih parametara
neizrazitog regulatora na performanse regulacijskog sustava. Zbog toga se parametri
neizrazitog regulatora uglavnom podesavaju heuristicki metodom pokusaja i pogreske.

Navedeni problemi motivirali su rad na ovoj doktorskoj disertaciji gdje se razmatraju
problemi stabilnosti i performanse nelinearnih mehanickih sustava vodenih analitickim

neizrazitim regulatorom.

Zagreb, travanj 2005. Mr. sc. Josip Kasa¢
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SaZetak

Tema ove disertacije je analiza stabilnosti nelinearnih mehanickih sustava vode- nih
analitickim neizrazitim regulatorom. Analiticki neizraziti regulator je nekonvencionalni
pristup koji koristi analiticke funkcije za odredivanje centara izlaznih neizrazitih skupova
umjesto baze pravila ponaSanja. Analiza stabilnosti je zasnovana na Lyapunovljevoj
izravnoj metodi i ne zahtijeva prikaz dinamike sustava upravljanja u obliku Takagi-
Sugeno neizrazitog modela. Analiza stabilnosti je podijeljena na cetiri osnovna dijela.
Prvo se formiraju jednadzbe pogreske zatvorenog sustava upravljanja. Drugo, formira
se kandidat za Lyapunovljevu funkciju. Zatim se izvode uvjeti stabilnosti koji garanti-
raju pozitivnu definitnost Lypunovljeve funkcije i negativnu definitnost njene vremenske
derivacije. Na kraju, primjenjuje se LaSalleov princip invarijantnosti koji garantira
asimptotsku stabilnost. Time su dobiveni kriteriji lokalne stabilnosti koji ukljucuju
svega nekoliko parametara upravljackog sustava. Na osnovu dobivenih rezultata razma-
trane su neke modifikacije analitickog neizrazitog regulatora koje osiguravaju globalnu
asimptotsku stabilnost. Nadalje, Lyapunovljeve funkcije analiziranih regulatora su isko-
ristene za evaluaciju performansi i odredivanje optimalnih vrijednosti parametara regu-
latora. Navedeni pristup zasnovan je na konstrukciji parametarski ovisne Lyapunovljeve
funkcije. Odgovarajué¢im izborom slobodnog parametra dobivena je ocjena integralnog
indeksa performanse. Indeks performanse ovisi samo o nekoliko parametara regulatora i
nekoliko parametara koji karakteriziraju dinamiku robota. Optimalne vrijednosti para-
metara regulatora dobivene su minimizacijom indeksa performanse. Procedura podesa-

vanja parametara demonstrirana je na simulacijskom modelu dva razli¢ita tipa robota.

Kljuéne rijeci: upravljanje robotom, analiticko neizrazito upravljanje, Lyapunovljeva

analiza stabilnosti, globalna stabilnost, evaluacija performansi, nelinearno upravljanje



Summary

The subject of this thesis is the stability analysis of nonlinear mechanical systems in
closed loop with analytic fuzzy PID controller. The analytic fuzzy control is a noncon-
ventional approach that uses an analytic function for output determination, instead of a
fuzzy rule base. The stability analysis is based on the Lypunov’s direct method and does
not require representation of the plant dynamics in the form of Takagi-Sugeno’s fuzzy
model. The stability analysis is divided in four principal parts. First, error equations
for closed loop system is determined. Second, Lyapunov function candidate is proposed.
Then, stability criterion on system parameters is established. Finally, LaSalle invariance
principle is invoked to guarantee the asymptotic stability. The local stability condition
which involve only few control systems parameters are obtained. On the base of obtained
results, some modification of analytic fuzzy controllers which ensure global asymptotic
stability are considered. Further, the Lyapunov functions of analyzed controllers are em-
ployed for performance evaluation and determination of the optimal values of controller
parameters. The proposed approach is based on construction of a parameter dependent
Lyapunov function. With the appropriate choice of the free parameter an estimation of
integral performance index is obtained. The estimated performance index depends on
controller parameters and few parameters which characterize the robot dynamics. The
optimal values of the controller gains are obtained by minimization of the performance
index. The obtained tuning rules are demonstrated by using simulation models of two

robot manipulators with different structures.

Keywords: robot control, analytic fuzzy control, Lyapunov stability analysis, global

stability, performance evaluation, nonlinear control
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Indeksi

Velic¢ine vezane uz derivacijsko pojacanje

Velic¢ine vezane uz integralno pojacanje
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Velicine vezane uz parametre regulatora
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Akcenti

()* Stacionarno stanje

(A) Odstupanje stacionarnog stanja od zeljenog stanja
() Odstupanje od stacionarnog stanja

() Odstupanje od zZeljenog stanja

Kratice
AFPD Analiticki neizraziti PD

AFPDsl  AFPD plus saturirani integralni clan
AFPID Analiticki neizraziti PID
HJB Hamilton-Jacobi-Bellman
MAFPID Modificirani analiticki neizraziti PID
MPInD Modificirani PInD
PDsI  PID sa saturiranim integratorom
PID Proporcionalno-integralno-derivacijski
PInD PID sa nelinearnim derivacijskim ¢lanom
RR Rotacijsko-rotacijski
RT Rotacijsko-translacijski



1 Uvod

1.1. Definicija problema

Medu znacajnije probleme konvencionalnog neizrazitog upravljanja spada analiza
stabilnosti neizrazitog regulatora u povratnoj vezi objekta upravljanja. Jedan od ra-
zloga teskoca u analizi stabilnosti je nemogucnost prikaza ulazno-izlaznog preslikavanja
neizrazitog regulatora u analitickom obliku. Drugi razlog je diskontinuiranost ulazno-
izlaznog preslikavanja koja je posljedica neizrazitog procesa odlucivanja (engl. fuzzy
inference) u kombinaciji s min-max operatorom u procesu izoStravanja (engl. defuzzyfi-
cation) izlaznog signala. Drugim rijeCima, neizraziti regulator ponasa se poput regula-
tora s promjenjivom strukturom (engl. variable structure controller) [1].

Standardni pristupi analizi stabilnosti neizrazitih sustava upravljanja zasnovani su na
Takagi-Sugeno prezentaciji sustava upravljanja [2]. Osnovna ideja navedenog pristupa je
prikaz nelinearnog modela sustava preko skupa linearnih dinamickih modela koji vrijede
oko razlicitih radnih tocaka. Koristenjem Lyapunovljevog pristupa dobiva se kriterij
stabilnosti u obliku sustava od p x ¢ linearnih matri¢nih nejednadzbi, gdje je p broj
neizrazitih pravila ponaSanja Takagi-Sugeno modela objekta upravljanja, a ¢ je broj
neizrazitih pravila ponasanja neizrazitog regulatora [3, 4, 5].

Dobiveni sustav linearnih matri¢nih nejednadzbi rjesava se numericki [6, 7]. Drugim
rije¢ima, numericki se ispituje da li je sustav linearnih matri¢nih nejednadzbi zadovoljen
za pojedini izbor parametara regulatora. Ako se pokaze da su sve linearne matri¢ne
nejednadzbe simultano zadovoljene to znaci da je sustav stabilan, inace je nestabilan.
Navedenim pristupom ne mozemo dobiti nikakav uvid u marginu stabilnosti sustava,

odnosno robustnost sustava za pojedini izbor parametara neizrazitog regulatora. Drugim
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rije¢ima, ako za pojedini izbor parametara regulatora pokazemo da je sustav nestabilan,
iz provedene analize stabilnosti nemamo nikakvog uvida u to koji bi slijedeéi izbor pa-
rametara zadovoljio uvijete stabilnosti. Na taj nacin se postupak trazenja parametara
koji zadovoljavaju kriterije stabilnosti svodi na metodu pokusaja i pogresaka sve dok
se ne naide na parametre koji zadovoljavaju odgovarajuci sustav linearnih matrié¢nih
nejednadzbi.

Takoder, nije jednostavno naci prikaz slozenih nelinearnih sustava poput robota u
obliku Takagi-Sugeno neizrazitog modela. Nadalje, linearizacija dinamike robota oko ra-
zlicitih radnih tocaka onemogucuje koristenje energije robota kao dijela Lyapunovljeve
funkcije u analizi stabilnosti. S druge strane, iz analize stabilnosti nelinearnih meha-
nickih sustava vodenih konvencionalnim linearnim ili nelinearnim regulatorima [8, 9]
poznato je da kriteriji stabilnosti sadrze svega tri parametra koji karakteriziraju di-
namiku robota (za robote s rotacijskim stupnjevima slobode gibanja). Pri tome su ti
parametri neovisni o kinematickoj strukturi robota i vrijede za opc¢u klasu mehanickih
sustava s rotacijskim stupnjevima slobode gibanja. U usporedbi s navedenim, Takagi-
Sugeno prikaz modela robota ovisi o pojedinac¢noj strukturi robota i ima bitno veéi broj
parametara koji ulaze u kriterije stabilnosti preko sustava linearnih matri¢nih nejed-
nadzbi.

Primjenom Takagi-Sugeno modela nelinearnog sustava ne mozemo nista zakljuciti o
domeni atrakcije stacionarnog stanja zatvorenog regulacijskog kruga. Takagi-Sugeno
neizraziti model sustava formalno uvijek daje kriterije stabilnosti koji vrijede samo
lokalno, na slican nacin kao kod ispitivanja stabilnosti nelinearnih sustava primjenom
metode linearizacije oko radne tocke. Navedeni problem posebno dolazi do izrazaja u
slucaju primjene neizrazitih regulatora u regulaciji nelinearnih mehanickih sustava poput
robota. Izlaz neizrazitog regulatora (upravljacka varijabla) ima svojstvo zasi¢enja u
odnosu na ulazne varijable regulatora zbog primjene metode tezista u postupku izostra-
vanja (engl. defuzzyfication). S obzirom da je poznato da je saturirana PID regulacija
mehanickih sustava lokalno stabilna [10], isti zaklju¢ak mozemo ocekivati i u slucaju
neizrazite PID regulacije mehanickih sustava.

Vrlo je malo radova koji razmatraju stabilnost nelinearnih mehanickih sustava vodenih
neizrazitim regulatorom uzimajuc¢i kompletni nelinearni model dinamike robota u obliku
Euler-Lagrangeovih jednadzbi [11, 12, 13, 14, 15]. U navedenim radovima razmatra se

jedna posebna klasa neizrazitih regulatora tzv. sektorski neizraziti regulator [16, 17].
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Medutim, problem s navedenim pristupima je Sto su bazirani na kompenzaciji nelin-
earne dinamike mehanickog sustava [18]. Zakoni upravljanja temeljeni na kompenzaciji
nelinearne dinamike sustava u sustini su nerobusni zbog toga $to i najmanje odstupanje
u parametrima modela uzrokuje trajno regulacijsko odstupanje ili cak nestabilnost.

S druge strane, analiticki neizraziti regulator [19], [20], [21], pruza moguénost lakseg
pristupa analizi stabilnosti s obzirom da ulazno-izlazno preslikavanje moze biti prikazano
relativno jednostavnim analitickim funkcijama. S obzirom da se analiticki neizraziti
regulator formalno moze razmatrati kao poopceni nelinearni PID regulator, pruza se
mogucénost primjene dobro razvijenog formalizma Lyapunovljeve analize stabilnosti me-
hanickih sustava [8], [9]. Zbog navedenog razloga u principu nije nuzna ni Takagi-Sugeno

prezentacija objekta vodenja.

1.2. Cilj i svrha istrazivanja

Prethodno navedeni problemi motivirali su rad na ovoj disertaciji. Osnovni cilj
ove disertacije je analiza stabilnosti mehanickih sustava vodenih analitickim neizrazitim

regulatorom. Pri tome su bitne slijedece pretpostavke:

e Nelinearni mehanicki sustav prezentiran je Euler-Lagrangeovim jednadzbama a ne

Takagi-Sugeno neizrazitim modelom.

e Zakon upravljanja ne pretpostavlja kompenzaciju nelinearnog dinamickog modela
mehanickog sustava. Da bi postigli asimptotsku stabilnost, navedena pretpostavka

podrazumijeva uklju¢ivanje integracijskog djelovanja u zakon upravljanja.

e Provedena analiza treba pruziti uvid u eventualne modifikacije analizirane struk-

ture regulacijskog sustava s ciljem postizanja globalne asimptotske stabilnosti.

e Dobiveni kriteriji stabilnosti trebaju biti eksplicitni. To znaci da ako znamo sve
parametre osim jednog u kriteriju stabilnosti, tada mozemo direktno izra¢unati (u
jednom koraku) vrijednost nepoznatog parametra tako da kriterij stabilnosti bude

zadovoljen.

e Lyapunovljeva funkcija zatvoranog regulacijskog kruga treba omogucéiti evaluaciju
odgovarajucih indeksa performansi koje mozemo iskoristiti za optimalno podesa-

vanje parametara regulatora.
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e Dobiveni kriterij stabilnosti treba vrijediti za op¢u klasu mehanickih sustava a ne

samo za jednu partikularnu strukturu mehanickog sustava.

1.3. Hipoteza rada

Adekvatnom analizom stabilnosti moguce je dobiti eksplicitne i operativne kriter-
ije stabilnosti mehanickih sustava vodenih analitickim neizrazitim regulatorom, koji su
jednostavniji od kriterija stabilnosti temeljenih na Takagi-Sugeno neizrazitom modelu.

Za razliku od nelinearnih mehanickih sustava vodenih linearnim PID regulatorom
ili konvencionalnim neizrazitim regulatorom, za koje se moze garantirati jedino lokalna
stabilnost, ocekuje se da ¢e nove strukture nelinearnih regulatora, odredene u ovoj dis-
ertaciji, omoguciti globalnu asimptotsku stabilnost nelinearnih mehanickih sustava.

Nadalje, pretpostavlja se da je moguca takva sinteza nelinearnih regulatora i nei-
zrazitih regulatora bez baze pravila ponasanja, koja uz eksplicitni kriterij stabilnosti

garantira i bolje performanse upravljanja od konvencionalnih linearnih PID regulatora.

1.4. QOcekivani znanstveni doprinos

Izvorni doprinos ocekuje se u iznalazenju Lyapunovljeve funkcije koja ¢e garantirati
stabilnost mehanickih sustava vodenih analitickim neizrazitim regulatorom, odnosno
jednom sirokom klasom nelinearnih regulatora. Isto tako ocekuje se doprinos u novom
pristupu globalnoj stabilizaciji mehanickih sustava, kao i novim pristupima sintezi ne-
linearnih regulatora s ciljem poboljsanja performansi regulacije. Ocekivani rezultati
istrazivanja trebaju dati doprinos razumijevanju utjecaja jedne Siroke klase nelinearnih
regulatora (kao sto je analiticki neizraziti regulator) na stabilnost, robusnost i perfor-

manse regulacije nelinearnih mehanickih sustava.

1.5. Sadrzaj istrazivanja

Tekst disertacije izlozen je u sedam poglavlja ukljucujuéi uvod i zakljucak. Sazeti
prikaz disertacije dan je u nastavku.

U drugom poglavlju razmatraju se osnovna svojstva nelinearnih mehanickih sustava
bitna za analizu stabilnosti. Naglasak je dan na ocjene pojedinih nelinearnih ¢lanova

dinamickog modela - matrice inercije, Coriolisove matrice, te poopc¢ene gravitacijske sile.
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U trecem poglavlju razmatraju se osnovna svojstva analitickog neizrazitog regula-
tora. Razmatraju se ocjene pojedinih nelinearnih ¢lanova analitickog neizrazitog PID
regulatora.

U cetvrtom poglavlju razmatra se problem globalne asimptotske stabilnosti neline-
arnih mehanickih sustava. Najprije se na najjednostavnijem primjeru linearnog PID
regulatora detaljno razmatra metodologija konstrukcije Lyapunovljeve funkcije te se
dokazuje lokalna asimptotska stabilnost. Zatim se uvodi regulator sa saturacijom u in-
tegratoru i dokazuje se globalna asimptotska stabilnost. Na kraju se uvodi jedan novi
tip globalno stabilnih regulatora s nelinearnim derivacijskim ¢lanom koji je u stanju glo-
balno stabilizirati i robote s mjeSovitim rotacijsko-translacijskim stupnjevima slobode
gibanja.

U petom poglavlju razmatra se stabilnost uz primjenu analitickog neizrazitog regu-
latora. Najprije se razmatra problem stabilnosti uz primjenu analitickog neizrazitog PD
regulatora. Zatim se razmatra problem stabilnosti uz primjenu analitickog neizrazitog
PD regulatora u kombinaciji sa saturiranim integralnim ¢lanom. Nakon toga razmatra
se stabilnost uz primjenu analitickog neizrazitog PID regulatora i jedne njegove modifi-
cirane verzije koja bitno olakSava analizu stabilnosti. Na kraju se razmatraju globalno
stabilne strukture primjenom modifikacija navedenih regulatora.

U Sestom poglavlju razmatraju se performanse regulacijskih sustava. Na osnovu
Lyapunovljeve funkcije formiran je integralni indeks performansi ¢ijom minimizacijom
dobivamo optimalne vrijednosti parametara regulatora. Performanse regulacije demon-
strirane su simulacijama na dva razli¢ita tipa robota.

U sedmom poglavlju izneseni su zakljucci i smjernice daljnjeg rada. Takoder, prema

misljenju autora, izneseni su glavni znanstveni doprinosi ove disertacije.



2 | Svaojstva nelinearnih
mehanickih sustava

Osnovni sustav koji se razmatra u disertaciji je nelinearni mehanicki sustav voden
analitickim neizrazitim regulatorom. Stoga, u ovom poglavlju razmatraju se osnovna
svojstva nelinearnih mehanickih sustava bitna za analizu stabilnosti. S obzirom da su
navedeni sustavi izrazito nelinearni, a zakon upravljanja ne pretpostavlja poznavanje
dinamickog modela objekta upravljanja, naglasak je na ocjeni pojedinih nelinearnih
clanova matematickog modela mehanickih sustava.

Dva su glavna pristupa u izvodenju dinamickog modela robota, Euler-Lagrange-
ova formulacija i Newton-Eulerova formulacija, [22, 23]. Euler-Lagrangeova formulacija
pogodnija je sa stanovista upravljanja s obzirom da aktuatori djeluju direktno na un-
utrasnje koordinate mehanickog sustava (tangencijalno na holonomna ogranicenja). S
druge strane, Newton-Eulerova formulacija pogodnija je sa stajalista rekurzivnog dobi-
vanja dinamickog modela, posebice sustava s velikim brojem stupnjeva slobode gibanja.

Za potrebe analize stabilnosti pogodnija je Euler-Lagrangeova formulacija iz koje
mozemo direktno dobiti izraze za kineticku i potencijalnu energiju sustava, ¢ija suma je
ujedno i Lyapunovljeva funkcija sustava, [8, 9]. Za analizu stabilnosti nije nuzno pozna-
vanje inercijske matrice i poopéene gravitacijske sile za neku pojedinacnu kinematicku
strukturu mehanickog sustava. Dovoljno je poznavanje njihove gornje granice, Sto ima
za posljedicu da kriteriji stabilnosti vrijede za Siroku klasu mehanickih sustava, neovisno

o njihovoj kinematickoj strukturi.
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2.1. Euler-Lagrangove jednadzbe

Razmatramo robot s n stupnjeva slobode gibanja ¢iju dinamiku mozemo prikazati
primjenom Euler-Lagrangeovih jednadzbi

d (OL\ OL OR(q)
— (=) -=+ — =, k=1,..,n 2.1
dt (3%) Oqy O g (21)

gdje je ¢ = [q1 @2 .- @n)" vektor unutrasnjih (poopéenih) koordinata, ¢ = [¢1 Go ... ¢n]”
je vektor unutrasnjih (poopéenih) brzina, u = [u; usy ... u,|” je vektor upravljackih mo-
menata/sila, a R(q4) je Rayleighova disipacijska funkcija. Lagrangeova funkcija sustava
L(q,q) =T(q,q) — U(q) jednaka je razlici kineticke T'(q, ¢) i potencijalne U(q) energije

sustava. Kineticka energija je kvadraticna forma po poopéenim brzinama

%QTM(q)q = % Z Z mij(q)dig;, (2.2)

i=1 j=1

T(q,q) =

gdje je M(q) pozitivno definitna simetri¢na inercijska matrica mehanickog sustava di-
menzije n X n.
Da bismo dobili eksplicitne diferencijalne jednadzbe dinamike robota, trebamo La-

grangeovu funkciju sustava

= S0 M(q)i — Ulg) = 5 32 mylalid; — Ula), (2.3

i=1 j=1

L(q, q)

uvrstiti u Euler-Lagrangeove jednadzbe (2.1), odnosno izra¢unati slijedece derivacije

Lagrangeove funkcije

oL ,
o0 kaj(Q)qg',

d OL 8mkj
Eﬁ_qk = ka] qj + qZQp
7j=1 =1
oL 8m” oU
oq. Z Z B oq’

11]1

gdje je k = 1,2, ...,n. Izravnim uvrstavanjem gornjih izraza u (2.1) dobivamo

omyi(q)  10mii(q)\ . . oU  OR(q)
me qﬁZZ( w2 og )0 a T g, e (G0

i=1 j=1 8(11:
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Promjenom poretka sumiranja i korisStenjem svojstva simetri¢nosti inercijske matrice

moze se pokazati da vrijedi

Z Z am"” Omis(@) g, - ZZ (ang“; d an;’;@» Qids, (2.5)
i j

i=1 j=1 11]1

tako da jednadzba (2.4) postaje

n n

kaj q]+zzcz]k QZq] +gk< )+fk( ) = U, (26>
i=1 j=1
gdje je
L (Omy;(q)  Omyi(q)  Omii(q)
g S — 2.
Christoffelov simbol prve vrste, dok su
ou . _ OR(q)
=, = . 2.8
9x(q) Bax fi(4) Bd (2.8)

poopéena gravitacijska sila, te poopc¢ena sila viskoznog trenja, respektivno. Uobicajen

je prikaz dinamickih jednadzbi (2.6) u matricnom obliku

M(q)G+C(q,d)d + g(q) + f(4) = u, (2.9)

gdje je C(q,q) (n x n) matrica Coriolisovih i centrifugalnih ¢lanova, dok je g(q) =
[91(q) 92(q) ... 9n(q)]F vektor poopéenih gravitacijskih sila. Vektor poopéenih sila
viskoznog trenja je f(q) = [f1(¢) f2(q) .. fu(d)]". Elementi matrice C(q, ¢) definirani su

kao

o) = S cunta)is = 35 (Pgal®  Ppult) W) o)
Iako prikaz modela robota (2.9) izgleda jednostavno, radi se o vrlo slozenoj i nelinearnoj
dinamici posebno za veéi broj rotacijskih stupnjeva slobode gibanja. Takoder, matem-
aticko izvodenje modela (2.9), za odredenu konfiguraciju robota s vise stupnjeva slobode
gibanje, vrlo je zahtijevno. Za simbolicko izvodenje dinamickog modela robota sa n > 2
rotacijskih stupnjeva slobode gibanja prema rekurzivnom Newton-Eulerovom algoritmu
[23, 24] potrebno je do 92n — 127 mnozenja i do 81n — 117 zbrajanja koja ukljucuju
trigonometrijske funcije unutrasnjih koordinata i parametre robota. To znaci da je za

robot sa n = 6 stupnjeva slobode gibanja potrebno do 425 mnozenja i 369 zbrajanja.
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2.2. Svojstva mehanickih sustava

Bez obzira na racunsku slozenost dinamickog modela robota, za analizu stabilnosti
dovoljno je poznavanje ocjene gornje granice inercijske i Coriolisove matrice te vektora
poopcenih gravitacijskih sila. Dolje navedena svojstva vrijede za sve prakticno koristene
konfiguracije robota, [25].

Svojstvo 1. Matrica S(q,q) = M(q) — 2C(gq, §) je antisimetricna [26]

21S(q,4)z =0, VzeR" (2.11)

Dokaz. S obzirom da je

8mk]
; dq; !

tada je kj-ti element matrice S(q, q)

o N - Omy; _ Omy;(q) | Omui(q) _ Imi;(q) .
M — 2cki(q) = Z{ 04, ( 94, + 24, 90, G =

- Z [a"g;k a"é’Z]FQ)] gi. (2.12)

=1

Ako u gornjem izrazu promijenimo indekse (k — j, 7 — k) doéi ée samo do promjene
predznaka, §to znaéi da je S(q, ¢) = —S(q, ¢)*, odnosno matrica S(q, ¢) je antisimetri¢na.

g

Kao posljedica antisimetri¢nosti matrice S(q, ¢), slijedi
M(q) = C(q,4) + Clg,9)". (2.13)

Dokaz Po definiciji antisimetriénosti imamo M — 2C = —(M — 2C)". S obzirom da
je matrica inercije M simetricna matrica, M = M7, slijedi 2M = 2C + 2CT, odnosno
(2.13). O
Svojstvo antisimetrije matrice S(q, ¢) je povezano s ¢injenicom da vektor Coriolisovih
i centrifugalnih sila ne moze vrsiti rad, sto ¢e biti pokazano podpoglavlju 2.4.1..
Svojstvo 2. Inercijska matrica M (q) je pozitivno definitna simetri¢na matrica koja

zadovoljava slijede¢u ocjenu

a2l < 2" M(q)z < (a2 + callgll + daflal*)[[2lI*, ¥ 2,9 € R, (2.14)
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gdje su aj,as > 0, ¢o,dy > 0. Ako robot nema translacijskih stupnjeva slobode gibanja

tada su dsy, co = 0, odnosno
A MG < ¢"M(q)g < Mar{ M|, (2.15)

gdje su A, {M} i Ay { M} striktno pozitivna minimalna i maksimalna vlastita vrijednost
od M (q), respektivno.

Gornja ocjena inercijske matrice moze se interpretirati na slijede¢i nac¢in. Ako imamo
robot s rotacijskim i translacijskim stupnjevima slobode gibanja, tada duljina ¢lanka
manipulatora (engl. link) moze biti linearna funkcija translacijskih koordinata rob-
ota. S obzirom da je moment inercije ¢lanka manipulatora proporcionalan kvadratu
duljine ¢lanka, slijedi gornja ocjena matrice inercije u izrazu (2.14). Ako imamo samo
rotacijske stupnjeve slobode gibanja, tada je moment inercije funkcija trigonometrijskih
funkcija (sinusa i kosinusa) rotacijskih koordinata. S obzirom da navedene trigonometri-
jske funkcije imaju gornju granicu za sve vrijednosti argumenta funkcije, slijedi gornja
ocjena matrice inercije u izrazu (2.15).

Svojstvo 3. Vektor Coriolisovih i centrifugalnih sila C(q, ¢)¢ zadovoljava slijedecu
ocjenu

1C(q,d)dll < (1 + dillal)llgll*, V¥ q.q € R™, (2.16)

gdje su ¢1,d; > 0. Ako robot nema translacijskih stupnjeva slobode tada je d; = 0,

odnosno
1C(q, @)dll < kellgl- (2.17)

Konstanta k. > 0 moze biti ocjenjena na slijede¢i nacin

k. >n? ({I}%}; |Cijk(Q)|) : (2.18)

gdje je ¢;jx(q) Christoffelov simbol prve vrste (2.7).

Ocjena vektora Coriolisovih i centrifugalnih sila je direktna posljedica ocjene ma-
trice inercije. Iz izraza (2.7) vidimo da Christoffelov simbol sadrzi parcijalne derivacije
elemenata matrice inercije po poopéenim koordinatama. S obzirom da su parcijalne
derivacije momenata inercija (koji su kvadrati¢ne funkcije translacijskih koordinata)
linearne funkcije translacijskih koordinata, slijedi gornja ocjena vektora Coriolisovih i

centrifugalnih sila u izrazu (2.16). Ako imamo samo rotacijske stupnjeve slobode gibanja,
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tada su parcijalne derivacije momenata inercija funkcija trigonometrijskih funkcija rotaci-
jskih koordinata. S obzirom da navedene trigonometrijske funkcije imaju gornju granicu
za sve vrijednosti argumenta funkcije, slijedi gornja ocjena vektora Coriolisovih i cen-
trifugalnih sila u izrazu (2.17).

Svojstvo (2.17) mozemo poopditi na slijedeéi nacin
1C (@, y)z|| < kellyll llzll, ¥V 2,y,2 € R" (2.19)

Svojstvo 4. Poopcéena gravitacijska sila zadovoljava slijedeéu ocjenu

lof@)ll < o+ Eullall, Vo€ (2.20
dg(q)
— || <k, V R™ 2.21
2D <k, voer (221

Ako na izraz (2.21) primjenimo teorem srednje vrijednosti dobivamo

lg(q) — 9(qa)l] < kgllg — aall, ¥V q,qa € R, (2.22)

gdje konstanta k, moze biti ocjenjena slijede¢im izrazom

99(q)

qu

kg = n { max
17]7(1

> . (2.23)
Takoder, ako robot ima samo rotacijske stupnjeve slobode tada je k, = 0 i imamo
l9(D)Il <k, VqeR, (2.24)

gdje konstantu k, mozemo ocjeniti slijede¢im izrazom

b 2 n (maxlao)] ). (2.25)

Ocjena poopcene gravitacijske sile (2.20) i (2.21), posljedica je ¢injenice da je potenci-
jalna energija linearna kombinacija ¢lanova koji imaju linearnu ovisnost o translacijskim
koordinatama i ¢lanova koji imaju trigonometrijsku ovisnost o rotacijskim koordinatama.
U slucaju kada robot ima translacijske stupnjeve slobode gibanja u sfernoj konfiguraciji,
tada potencijalna energija ima i ¢lanove koji su jednaki umnosku translacijskih koordi-

nata s trigonometrijskim funkcijama rotacijskih koordinata.
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Slika 2.1: Tlustracija svojstva ocjene poopéene gravitacijske sile.

Prethodno navedene ocjene poopéene gravitacijske sile formulirane su preko Euk-
lidske ili Ly norme. Takoder se mogu dati ocjene pojedina¢nih komponenti poopcéene

gravitacijske sile
19:(q) — 9i(qa)| < kylGi|, Y q,qa € R, (2.26)

19:(q) — gi(qa)| < 2ky, YV q,qs €R, (2.27)

gdje je ¢; = ¢; — qai- Ocjene (2.26) i (2.27) mogu se kompaktno prikazati na slijedeci

nacin
koldil, za |qi <
19:(q) — gi(aa)| < § ° Tk (2.28)
2]{:1” zZa |q1’ > kg'u

Svojstvo 5. Kao direktna nadgradnja navedenih svojstava poopcene gravitacijske
sile, navodimo slijedeca svojstva koja su korisna u analizi stabilnosti mehanickih sustava
vodenih regulatorima koji sadrze proporcionalni ¢lan.

Ako robot nema translacijskih stupnjeva slobode gibanja u sfernoj konfiguraciji tada
postoji pozitivna dijagonalna matrica Kp takva da simultano vrijede slijedec¢e dvije

nejednakosti
¢ Kpg+q" (9(q) — 9(aa) = kaldll*, (2.29)

1. § 1
§qTKPq +U(q) — U(qa) — 4" g(qa) > §k‘1IICJIIQ, (2.30)

gdjejeq=q—qqi
by = A{Kp} — ky > 0. (2.31)



Poglavlje 2. Svojstva nelinearnih mehanitkih sustava 13

Na slici 2.1. vidimo ilustraciju navedene ocjene poopcene gravitacijske sile na jednos-
tavnom primjeru g(z) = kg sin(z).

Svojstvo 6. Dinamicki model robota (2.9), uz f(¢) = 0, moze biti linearno parametriziran
na slijedeci nacin

M(q)q+ Cla.d)d + g(a) = Y(a.4,4)0, (2.32)

gdjeje Y(q, 4, §) regresijska matrica dimenzije nx p, a 6 je vektor konstantnih parametara
robota dimenzije p x 1.

Napomenimo da u sluc¢aju robota s mjesovitim rotacijskim i translacijskim koordi-
natama dolazi do mjesanja jedinica u Euklidskoj normi vektora ||¢|| 1 ||¢||. Navedeni

problem detaljnije se razmatra u dodatku B.1.

2.3. Rezidualna dinamika robota

Prvi korak u analizi stabilnosti je formiranje jednadzbi pogreske zatvorenog regulaci-
jskog kruga. Ako sa qq = qq(t) oznacimo Zeljenu poziciju robota u ovisnosti u vremenu,
tada je § = ¢ — qq pogreska pozicije robota. Nadalje, § = ¢ — gq je pogreska brzine, a
¢ = {— {jy pogreska akceleracije. Ako iz prethodnih izraza izluéimo ¢ = G+ qa, ¢ = ¢+ ¢q

i § = q+ Gy, te uvrstimo u jednadzbu (2.9) dobivamo slijedeéu jednadzbu

M(q)q+ Clq,4)q + MG, q) = u— f(qa, 4a), (2.33)

gdje su

(G, q) = [M(q) — M(qa))da+ [C(q.4) — Cl4a, 4a))da + 9(q) — 9(qa),  (2.34)
[ (44, 4a) = M(qa)Ga + C(qa; 4a)da + 9(qa), (2.35)

koja se zove rezidualna dinamika robota (engl. residual robot dynamics) [27, 28]. Jed-
nadzba (2.33) bitno je slozenija za analizu stabilnosti zbog toga Sto, pored ocjena po-
jedinih nelinearnih ¢lanova dinamickog modela robota navedenih u podpoglavlju 2.2.,
moramo urac¢unati i ocjenu ¢lanova u uglatim zagradama izraza (2.34). Navedene ¢lanove

mozemo ocjeniti primjenom slijede¢ih izraza [29, 30]

1M (2)z = M(y)zl| < kallz =yl =[], (2.36)
1C(z, 2)w = Cly, v)wl| < keallz = vl [Jw]] + kel 2]l [l =yl lwll,  (2.37)
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koji vrijede za sve x,y, z,v,w € R" gdje su kys, ko1 1 koo konstantni parametri. Nadalje,
funkcija f(qq, Gq) je vremenski promjenjiva zbog qq = qq(t).
U slucaju konstantne zeljene pozicije gq, imamo ¢y = §q = 0, odnosno ¢ = ¢ i ¢ = g,

¢ime jednadzba (2.33) postaje

M(q)i+C(q,4)d + 9(q) — 9(qa) = v — g(qa)- (2.38)

Problem vodenja mehanickih sustava opisanih dinamic¢kim jednadzbama (2.33), odno-
sno (2.38), svodi sa na pronalazenje zakona upravljanja u koji omoguéuje asimptotsku
stabilizaciju zatvorenog regulacijskog kruga. Drugim rije¢ima, to znaci da § — 0 (odno-
sno, ¢ — qq) kako t — 0.

U slucaju kada je zeljena pozicija q; vremenski promjenjiva, asimptotsku stabil-
nost moguce je ostvariti primjenom eksterne linearizacije gdje zakon upravljanja sadrzi
¢lanove koji kompenziraju nelinearnu dinamiku robota [31]. Drugi pristup je primjena
adaptivnog upravljanja [32, 33, 31]. Eksterna linearizacija podrazumjeva poznavanje
ukupnog dinamic¢kog modela robota (inercijske matrice, Coriolisove matrice i poopéene
gravitacijske sile). Adaptivno upravljanje podrazumjeva poznavanje regresijske matrice
sustava Y'(q, 4, §) odnosno, poznavanje dinamickog modela s neodredenim konstantnim
parametrima (izraz (2.32)). S druge strane, primjenom PID regulatora nije moguée
ostvariti asimptotsku stabilizaciju mehanickog sustava u slucaju vremenski promjenjive
zeljena pozicija qg4.

U slucaju kada je zeljena pozicija gg konstantna, asimptotsku stabilnost moguce je
ostvariti primjenom PD regulatora s kompenzacijom gravitacije (podpoglavlje 2.4.2.),
ili primjenom PID regulatora (poglavlje 4.). Primjena PD regulatora s kompenzaci-
jom gravitacije podrazumjeva poznavanje poopéene gravitacijske sile, dok primjena PID
regulatora ne zahtijeva poznavanje bilo koje komponente dinamickog modela robota.

U narednim poglavljima razmatra se problem regulacije nelinearnih mehanickih sus-
tava sa zadanom konstantnom zeljenom pozicijom ¢4. U tom sluc¢aju, sustav je moguce
asimptotski stabilizirati primjenom integralnog djelovanja u zakonu upravljanja, bez

kompenzacije nelinearne dinamike robota.
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2.4. Stabilnost mehanickih sustava

2.4.1. Stabilnost mehanickih sustava bez upravljckih sila

Ako energiju mehanickog sustava

Bl ) = 50" M(a)i + Ula), (2.39)

uzmemo za Lyapunovljevu funkciju tada vremenska derivacija gornjeg izraza iznosi

dE o o 1. dU
™M —6TM = 2.4
i (@)d+ 54 (q)d + = (2.40)

S obzirom da je M(q)j = —C(q,q)¢ — g(q) — f(g), dok je vremenska derivacija potenci-

jalne energije % = q'T%—Z = 47 g(q), gornji izraz postaje

= " (@) + 5d" (1(a) — 20(a, )i = 3" S0, (2.41)

dE
dt
gdje smo iskoristili svojstvo antisimetriénosti matrice M(q) — 2C(¢,¢). Ako nema
viskoznog trenja, f(¢) = 0, tada je E = 0 i imamo granicnu stabilnost koja je karak-
teristicna za konzervativne sustave. Ako postoji viskozno trenje u sustavu tada je

fl@) = 81;—29"), gdje je R(q) Rayleighova disipacijska funkcija koja zadovoljava slijedeée

svojstvo
OR(q
i a@ >0, VqeR", (2.42)
q
odnosno, E = —¢7 8];24) < 0, sto znac¢i da imamo asimptotsku stabilnost koja je karak-

teristicna za disipativne sustave.
Iz navedenog primjera vidimo da konzervativni, granicno stabilni, mehanicki sustav
mozemo asimptotski stabilizirati dodavanjem umjetne disipacije (engl. damping injec-

tion) u obliku derivacijskog ¢lana, u = —Kpq, tako da E=—{"Kpj<Oo.

2.4.2. Stabilnost mehanickih sustava vodenih
PD regulatorom

Jedna od prvih primjena Lyapunovljeva analiza stabilnosti u robotici je analiza sta-

bilnosti robota vodenog PD regulatorom s kompenzacijom gravitacije [34]

u=—Kpg— Kpjq+ g(qa), (2.43)
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gdje je ¢ = q — qq odstupanje od zZeljenog konstantnog regulacijskog stanja g4, a Kp i
Kp su pozitivno definitne simetricne matrice.

Dinamika pogreske za sustav (2.9) bez disipacije u zatvorenoj petlji s PD regulatorom
(2.43) ima slijedeci oblik

M(q)i+C(q,4)q+ Kpi+ Kpg+ g(q) — g(qa) =0, (2.44)

dok je stacionarno stanje u sluc¢aju asimptotske stabilnosti ¢ = 01 ¢ = 0. Lyapunovljeva
funkcija za navedeni sustav ima slijede¢i oblik
. 1. I _ ~
V(3,4) = 50" M(@)q + 50" Kpa + Ul) = Ulaa) = 7" 9(qa)- (2.45)
Ako je zadovoljen uvjet \,,{ Kp} > k,, na osnovu svojstva (2.30) i (2.31) zaklju¢ujemo
da je Lyapunovljeva funkcija (2.45) pozitivno definitna. Vremenska derivacija Lyapuno-

vljeve funkcije (2.45) je

dV . o1 L. .

o " M(q)i+ 54" M(9)q + 4" Kpd+q" (9(a) = 9(ga))- (2.46)
Ako uvrstimo (2.44) u (2.46) dobivamo

av 1 T/ NN - .T . .T .

7~ ot (M(q) —2C(q,9))q¢— 4 Kpg=—¢ Kpg <0, (2.47)

gdje smo iskoristili svojstvo antisimetricnosti matrice M — 2C, (2.11). Vidimo da je
vremenska derivacija Lyapunovljeve funkcije negativno semidefinitna, stoga moramo
primjeniti LaSalleov princip invarijantnosti da bi zakljucili egzistenciju asimptotske sta-
bilnosti (dodatak A.4.).

U slucaju PD regulatora bez kompenzacije gravitacije u = —Kpq — Kpq, imati
¢emo trajno regulacijsko odstupanje jednako ¢* = —Kp'g(qa + ¢*), odnosno ocjena
maksimalno mogucéeg regulacijskog odstupanja je

ky
)‘m{KP}‘

Iz gornjeg izraza vidimo da se regulacijsko odstupanje moze smanjivati jedino poveca-

130 < A {Kp'Yhy = (2.48)

vanjem proporcionalnog pojacanja Kp.

2.5. Svojstvo pasivnosti mehanickih sustava

Na kraju, spomenuti ¢emo jos jedno bitno svojstvo mehanickih sustava - pasivnost

(engl. passivity). Pasivnost je fundamentalno svojstvo mnogih fizikalnih sustava koje



Poglavlje 2. Svojstva nelinearnih mehani¢kih sustava 17

mozemo pojednostavljeno definirati u terminima disipacije i transformacije energije.
Pasivnost je povezana s pojmom ulazno-izlazne stabilnosti sustava. Kazemo da je sustav
stabilan ako ograni¢ena ulazna energija sustava ima za posljedicu ogranicenu izlaznu
energiju. S energijske tocke gledista mozemo definirati pasivni sustav kao sustav koji ne
moze akumulirati viSe energije nego $to ju je primio od nekog izvora, gdje razlika izmedu
primljene i akumulirane energije predstavlja energiju disipacije.

Za neki sustav sa ulazom u(t) i izlazom y(t) kazemo da je izlazno striktno pasivan

(engl. output strictly passive) [35] ako za neki T' > 0 postoji neki 6y > 0 takav da vrijedi

/0 u(t)y(t)dt > b / Iyt + 8. (2.49)

Pri tome ulazno-izlazne varijable u(t) i y(t) moraju biti medusobno konjugirane u smislu
da njihov umnozak ima dimenziju snage (npr. struja i napon u elektriénim krugovima
ili sila i brzina u mehanickim sustavima). Pojednostavljeno rec¢eno, izlazna striktna
pasivnost podrazumjeva da se radi o disipativnom dinamickom sustavu [36, 37].

Fundamentalno svojstvo pasivnih sustava je da dva pasivna sustava u negativnoj
povratnoj vezi ¢ine ponovo pasivni sustav [38, 39]. Navedeno svojstvo je osnova upra-
vljanja zasnovanog na pasivnosti (engl. passivity based control) [40, 41, 42]. Glavni cilj
upravljanja zasnovanog na pasivnosti je uciniti zatvoreni krug pasivnim a time ujedno i
stabilnim.

U slucaju mehanickih sustava imamo slijedeéi izraz za bilancu energije

. . b rOR(q) Lor
E(q(?),q(t)) — £(q(0),4(0))+ [ ¢ 00 dr= [ ¢ udr . (2.50)
akumulira‘r:a energija < ~~ 2 ~—
disipacija predana energija

Ako je Rayleighova funkcija disipacije kvadrati¢na forma po brzinama tada izraz (2.50)
postaje ekvivalentan izrazu (2.49), gdje je ulazna varijabla u a izlazna varijabla ¢ (tako
da ¢'u ima dimenziju snage). Drugim rije¢ima, mehanicki sustavi imaju svojstvo izlazne
striktne pasivnosti.

Koncept pasivnosti interesantan je i sa stanovisSta povezanosti s Lyapunovljevom
metodom [43, 44], gdje nam moze pomodi prilikom trazenja, odnosno konstrukcije Lya-
punovljeve funkcije. S obzirom da znamo da je izlazna varijabla mehanickog sustava
kao pasivnog sustava brzina, moZemo napraviti skalarni produkt izmedu ¢* i jednadzbe

(2.44) ako trazimo Lyapunovljevu funkciju za zatvoreni regulacijski sustav s PD regula-
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torom. U tom slucaju dobivamo slijede¢u nelinearnu diferencijalnu formu

"M (q)§+¢"C(q,4)q + ¢" Kpg+ ¢" Kpd + " [g(q) — g(qa)] = 0, (2.51)

koja se moze separirati na slijede¢i nacin

d (1. R N ~ . .
& (3 M@+ 3 Kri+ U0~ Ula) - '9(a)) ="Kt (250

Izraz u zagradi na lijevoj strani jednadzbe predstavlja Lyapunovljevu funkciju. Navedeni
pristup postaje vrlo koristan za konstrukciju Lyapunovljeve funkcije vise medusobno
povezanih pasivnih sustava kao npr. u [45] gdje je formirana Lyapunovljeva funkcija za
PD regulaciju robota s fleksibilnim zglobovima, dinamikom aktuatora i trenjem.

U slucaju kada imamo spregu jednog pasivnog sustava i jednog sustava koji nije pa-
sivan tada navedena procedura postaje kompliciranija. U tom sluc¢aju nije vise dovoljno
uzeti samo konjugirane varijable sustava kao izlazne varijable nego moramo uzeti odgo-
varajucu linearnu kombinaciju konjugirane varijable s ostalim varijablama sustava ¢ime
dobivena Lyapunovljeva funkcija gubi fizikalnu interpretaciju energije sustava.

Drugim rijecima, ako znamo izlaznu varijablu sustava u odnosu na koju je sustav pa-
sivan, tada mozemo nac¢i Lyapunovljevu funkciju na osnovu skalarnog produkta izlazne
varijable sa dinamickim modelom sustava. Navedeni skalarni produkt predstavlja opéen-
ito nelinearnu diferencijalnu formu koju treba separirati na slican nacin kao u primjeru
PD regulacije mehanickih sustava.

Cinjenica da su mehanicki sustavi (Euler-Lagrangeovi sustavi) pasivni ima za poslje-
dicu da su dva Euler-Lagrangeova sustava spojena u negativnoj povratnoj vezi takoder
Euler-Lagrangeov sustav (sustav ¢ija se dinamika moze prikazati u obliku Euler - La-
grangeovih jednadzbi). Navedena ¢injenica motivirala je jedan novi pristup upravljanju
mehanickim sustavima - upravljanje zasnovano na pasivnosti FEuler-Lagrangeovih sus-
tava (engl. passivity based control of Euler-Lagrange systems) [46, 47, 48]. Navedeni
pristup poznat je jos pod nazivom - oblikovanje energije plus ubacivanje trenja (engl.
energy shaping plus damping injection) [49, 50, 51]. Osnovna ideja je da se upravljacka
varijabla prikaze u obliku gradijenta umjetne potencijalne energije koja se superponira sa
potencijalnom energijom mehanic¢kog sustava. Sinteza regulatora sastoji se u izboru pa-
rametara umjetne potencijalne energije tako da minimum ukupne potencijalne energije

bude u zeljenoj poziciji.
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Navedeni pristupi upravljanju mehanickim sustavima zasnovani su na Fuler - La-
grangeovom formalizmu. Alternativni pristup razvijen je i za Hamiltonsku prezentaciju
dinamickih sustava [52, 53, 54, 55]. Tako je Hamiltonska prezentacija dinamickih sus-
tava opcenitija i elegantnija od Euler-Lagrangeove ona ipak nije znacajnije zastupljena
u upravljanju mehanickim sustavima zbog toga $to poopceni impuls p = M(q)q, koji se
javlja u Hamiltonskoj prezentaciji, nije direktno mjerljiva varijabla.

Sve dosada navedene metodologije upravljanja mehanickim sustavima podrazumije-
vaju da se radi o potpuno upravljivim sustavima (engl. full actuated systems) odnosno,
sustavima s jednakim brojem aktuatora i stupnjeva slobode gibanja. U takvim sluce-
jevima sinteza regulatora vrsi se metodom oblikovanja potencijalne energije. U sluc¢aju
kad imamo sustave s manjim brojem aktuatora od broja stupnjeva slobode gibanja (engl.
underactuated) pokazuje se da metoda oblikovanja potencijalne energije nije dovoljna za
stabilizaciju takvih sustava. U takvom sluc¢aju razvijena su dva pristupa - tzv. metoda
kontroliranog Lagrangiana (engl. controlled Lagrangian) [56, 57, 58], koja je zasnovana
na oblikovanju kineticke energije, te metoda zasnovana na oblikovanju totalne energije
sustava [59, 60, 61].

Medutim, treba naglasiti da sve navedene metodologije upravljanja mehanickim sus-
tavima podrazumjevaju poznavanje barem potencijalne energije (poopéene gravitacijske
sile) sustava. Dodavanjem integratora, s ciljem kompenzacije nepoznate poopéene grav-
itacijske sile, zatvoreni regulacijski krug vise nema svojstva Euler-Lagrangeovih sustava,
Sto znaci da se dinamicke jednadzbe regulacijskog sustava s integralnim ¢lanom ne mogu
prikazati u obliku Euler-Lagrangeovih jednadzbi. Razlog tome lezi u ¢injenici da je do-
davanje integratora povecalo red (dimenziju) dinamickog sustava. To nadalje znaci da
totalnu energiju sustava vise ne mozemo koristiti kao Lyapunovljevu funkciju nego ju
moramo prosiriti dodatnim ¢lanovima sto ima za posljedicu bitno slozeniju analizu sta-

bilnosti.



3 | Svojstva analitickog
neizrazitog regulatora

Znacajan problem kod konvencionalnih neizrazitih regulatora je problem eksponenci-
jalnog porasta broja pravila ponasanja s porastom broja ulazno-izlaznih varijabli sustava
[62]. Posljedica toga je da primjena klasi¢nih neizrazitih regulatora na multivarijabilne
sustave poput robota, u uvjetima upravljanja u realnom vremenu, postaje vrlo zahtjevna
sa stanovista racunske kompleksnosti kao i kompleksnosti same sinteze regulatora.

Problem eksponencijalnog porasta broja pravila ponasanja s porastom broja ulazno-
izlaznih varijabli sustava moze se rjesiti primjenom analitickog neizrazitog regulatora ili
neizrazitog regulutara bez baze pravila ponasanja, [19, 20, 21]. Glavna znacajka nave-
denog pristupa je definicija analiticke funkcije za odredivanje centara izlaznih neizrazitih
skupova, umjesto definicije baze pravila ponasanja. Analiticka funkcija omogucava di-
rektan postupak nelinearnog preslikavanja ulaznih varijabli na centre izlaznih neizrazitih
skupova, koji se jednostavno implementira u regulacijskom algoritmu. Na taj nacin broj
ulaznih i izlaznih varijabli kao i broj neizrazitih skupova nije ogranicen eksponencijalnim

rastom broja pravila ponasanja jer nema baze pravila ponasanja.

3.1. Sinteza analitickog neizrazitog regulatora

Sinteza analitickog neizrazitog regulatora ukljuéuje postupak omeksavanja (engl.
fuzzyfication) ulaznih varijabli, odluc¢ivanje i postupak izostravanja (engl. defuzzyfi-
cation) izlaznih varijabli a izostavlja se konvencionalni proces definiranja baze pravila

ponasanja.

20
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3.1.1. Definiranje funkcije pripadnosti

U fazi omeksavanja ulaznih varijabli prvo se definira funkcija pripadnosti neizrazitom
skupu. Modificirani kosinusni oblik funkcija pripadnosti uz € — 3 distribuciju razmatran
je u [19, 20, 21], dok je Gaussov oblik funkcija pripadnosti razmatran u [63].

Funkciju pripadnosti oznacit ¢emo sa sg(xj), jg=1..,m, i = 1,.,N;, gdje je
x; ulazna varijabla, m je broj ulaznih varijabli a NV; je broj neizrazitih skupova koji
pripadaju j-toj ulaznoj varijabli. Funkcija sf (x;) je pozitivna, ogranicena, 0 < sf(:r]) <
1, i simetricna, s/ (z;) = s(—x;).

Za funkciju pripadnosti uzet ¢emo modificiranu Gaussovu funkciju
st(x;) =7 + 7] exp(—ajai — Bllxy)), (3.1)

gdje je ”yf —1—1/ ivrijedi 0 < v/ < 1. Vidimo da funkcija s/ (x;) ima slijedeca svojstva

4 1, zaz;=0
si(x;) = { ; (3.2)
v, za x; — 00
U terminologiji neizrazitih sustava navedena svojstva znace da varijabla x; = 0 pri-

pada neizrazitom skupu s maksimalnom tezinom 1, a sve ostale vrijednosti x; s tezinom

manjom od 1.

3.1.2. Postupak odluc¢ivanja ili inferencije

Za odredivanje aktivacijske funkcije izlaznog neizrazitog skupa u postupku inferencije
koristen je sum-prod operator umjesto konvencionalnog maz-min operatora. Primjena

sum-prod omogucuje jednostavan analiticki prikaz aktivacijske funkcije [19, 20, 21]

Nj
w](x]) :ZS"Z(‘/L‘])7 j: ]‘7"‘7m7 (3.3)
i=1
Aktivacijska funkcija w;(x;) oznacava stupanj pripadnosti ulazne varijable x; svim ulaznim
neizrazitim skupovima.

Uz uvjet da je funkcija w;(z;) monotono opadajuca u odnosu na |z;| slijedi da akti-

vacijska funkcija ima slijedec¢e grani¢ne vrijednosti

Hlan]'(l’j) :Nj zZa iL'j =0
Tj

(3.4)

wj(x;) =
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Umjesto definiranja baze neizrazitih pravila ponasanja, definirat ¢e se analiticka
funkcija za odredivanje polozaja centara izlaznih neizrazitih skupova na osnovu slijedec¢eg
razmatranja. Sto je funkcija pripadnosti ulazne varijable manja to je udaljenost x; od
nule vec¢a. U skladu s tim, Sto je pogreska upravljanja x; veca to upravljacka varijabla
treba biti veca. Posljedi¢no i apsolutna pozicija centra odgovarajuceg izlaznog neizrazi-
tog skupa treba biti veca.

Na osnovu navedenog razmatranja, poziciju centara izlaznih neizrazitih skupova

rac¢unamo prema modificiranom izrazu [19, 20, 21]

yei(x;) = Kejpg (1 - %ﬁ?)) sign(z;). (3.5)
gdje je K¢; pojacanje centara izlaznih neizrazitih skupova a p; = 1/(1 — N;/N;) je
faktor normalizacije koji osigurava da je yc;j(x;) monotono rastuéa funkcija u intervalu
—Keo; < yeoj(xj) < Kej. Pojacanje K¢; omogucuje prilagodavanje pozicije centra
izlaznog neizrazitog skupa domeni izlazne varijable.

Tvrdnja da je yc;j(x;) monotono rastuca funkcija proizlazi direktno na osnovu izraza
(3.5) i ¢injenice da je w;(x;) monotono opadajuca funkcija u odnosu na |z;|. Nadalje,
na osnovu izraza (3.5) mozemo vidjeti da je funkcija yo;(x;) antisimetriéna, yo;(—z;) =

—ycj(2;), s graniénim vrijednostima

— Kc¢j, zax; — —00
yoi(z;) = 0, za x; =0 ) (3.6)

Kcj, za xj — 400

Za dobivanje kombiniranog oblika izlaznog neizrazitog skupa sq(y) koristena je corr-

prod inferencija (engl. correlation-product inference)

m

so(y) = Z%‘(%‘)SB]' (v), (3.7)

j=1
gdje je sp;(y) funkcija pripadnosti izlaznog neizrazitog skupa B; kojem je pozicija centra
definirana sa (3.5). Vidimo da svaka ulazna varijabla z; aktivira odgovarajudéi izlazni
neizraziti skup B; sa stupnjem w;(z;) 1 istovremeno odreduje poziciju njegovog centra
u svakom trenutku vremena. Dakle, pozicije centara izlaznih neizrazitih skupova su

dinamicke velicine a ne staticke kao u konvencionalnom pristupu.
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3.1.3. Postupak izostravanja ili defuzzyfikacije

S ciljem dobivanja izrazite, numericke, vrijednosti upravljacke varijable, u postupku

defuzzyfikacije koristi se metoda tezista [64]

/QSO(y)dy
J (3.8)

gdje se integracija vrsi po cijelom podrué¢ju definicije izlazne upravljacke varijable. Po-
laze¢i od definicijske jednadzbe (3.8) moze se izvesti analiticka ovisnost izlazne upravl-

jacke varijable u o ulaznim varijablama z;, j = 1,2,...,m [19, 20, 21]
> wiws)yes ()
j=1

> wi@)I
=1

gdje je I, povrsina j-og izlaznog neizrazitog skupa,

(3.9)

W1y ey T) =

I; = /sBj(y)dy. (3.10)

S obzirom da postoji beskona¢no mnogo funkcija sp;(y) koje imaju istu povrsinu I;, oblik
izlaznog neizrazitog skupa nema bitnu ulogu nego samo njegova povrsina. To znaci da
se konstanta [; moze tretirati kao nezavisni adaptacijski parametar poput parametara

JQJ

of, 37, 4. Detaljan izvod izraza (3.9) moze se naéi u [19].

3.2. Svojstva analitickog neizrazitog regulatora

Svojstvo 1. Funkcija w;(x;) je monotono opadajuca u odnosu na |z;|,

dw;(;)
d|x;]

<0, (3.11)

za sve vrijednosti parametara ozg >0, ﬁf >0, %j > 0.
Dokaz. Ako deriviramo (3.3) po |z;| koriste¢i (3.1) dobivamo
Nj

S @ad|ay| + p7)7leete-Alnh > g, (3.12)

i=1
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Slika 3.1: Tlustracija svojstava eksponencijalnih funkcija.

Gornja nejednakost vrijedi ako su zadovoljene slijede¢e nejednadzbe: af > 0, ﬁij > 0,
v/ >0. 0
Svojstvo 2. Derivacija od yc;j(x;) je pozitivna i ogranicena funkcija koja zadovoljava

slijede¢u ocjenu
dyc;(z;)
dz;

J

0< < max Ycj,a;; (xj>7 (313>

gdje je

_ ) BommiBy,  man/200, < 8
| Koyl \/@ za /200, > Bl
dok su o, = max{o?,...,ad} i 3], = max{fi,..., 37 }.

Dokaz. S obzirom da je yc¢;(x;) monotono rastuca antisimetricna funkcija slijedi

(3.14)

Max ycj,e, (1) :
T

da ¢e njena derivacija biti pozitivno definitna simetricna funkcija. Gornju granicu na
derivaciju funkcije yc;(z;) mozemo naéi na slijededi nacin. Ako deriviramo funkciju

yco;(x;) po x; za x > 0, dobivamo

dycj(z;) _ Kejpy dw;(z;)

- 7 3.15
d$j Nj dl‘j ( )
odnosno, koristeci (3.1) imamo
dyc;(z;) Koy o

Yeoi\xj) _ Bcjky Iy 4 3IVad p(—ala?—Bla))
i TN ;(Qaixj + Byl e hima), (3.16)

Ako gornju nejednakost ocjenimo koristeéi slijededi izraz (slika 3.1.)

XN

Cme(faMxQ,kal‘D S ﬁ Zcie(iaixzibiu') S CZMe(famm27bm|z|)7 (317>

i=1
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gdje su ¢, = min{cy, ...,en}, ey = max{cy, ..., ey}, itd., dobivamo

dyci(x; ; SN (—od 22w

# < fur(y) = Kojpg (20,5 + B1) el om0, (3.18)
J

Slijedeci korak je odredivanje vrijednosti varijable z; = x} za koju gornja ocjena ima

maksimalnu vrijednost. Deriviranjem f(z;) po x; i izjednacavanjem dobivenog izraza

s nulom, dobivamo

dfm () 2

= = Koy (204, — (204,25 + B,)")73,eC 0 e =0, (3.19)
J
odnosno

207, = (204,27 + B4,)°. (3.20)

Iz gornjeg izraza slijedi

200 — 3
o A (3.21)
207,

S obzirom da je x > 0, gornji izraz je definiran za 2043'\4 > ﬁ?&. U slucaju da
navedeni uvjet nije ispunjen to znaci da je maksimum funkcije fa(z;) u z; =0.

Uvrstavanjem izraza (3.21) u (3.18), imajuci u vidu da je eksponencijalna funkcija u
navedenom izrazu manja od 1, dobivamo

W) e, it 20, (3.22)

dl’j

U slucaju da je 204\/[ < ﬁfg, imamo z; = 0, odnosno

yc]—w < KcjuiVi Bars (3.23)

dx;
¢ime smo dokazali ocjenu (3.14). O

Izraz (3.14) mozemo prikazati na kompaktniji nac¢in

Max yc;jz, (x;) < chujf_yij max {53\47 \/ 2043\4} ) (3.24)
zj

Navedena svojstva analitickog neizrazitog regulatora ilustrirana su na slici 3.2. Na
slici 3.2.a vidimo prikaz tri funkcije pripadnosti i odgovaraju¢u aktivacijsku funkciju
(podjeljenu s brojem funkcija pripadnosti). Na slici 3.2.b vidimo prikaz funkcije pozicije

centara izlaznog neizrazitog skupa yc(x). Na slici 3.2.c vidimo prikaz derivacije funkcije
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Slika 3.2: Tlustracija svojstva analitickog neizrazitog regulatora.

yo(x) po varijabli z kao i funkcije yo(z)/xz. Vidimo da su obe funkcije pozitivne i
ogranicene u cijelom intervalu varijable . Na slici 3.2.d vidimo prikaz integrala funkcije
yo(x) po varijabli z kao i funkcije z-yo(x). Vidimo da su obe funkcije pozitivno definitne

u cijelom intervalu varijable x.

3.3. Svojstva analitickog neizrazitog
PID regulatora

S obzirom da u radu razmatramo analiticki neizraziti PID regulator koji ima tri
ulaza i jedan izlaz po svakom stupnju slobode gibanja, razmotrit ¢emo osnovna svojstva
navedenog regulatora bitna za analizu stabilnosti.

Ako kao ulazne varijable analitickog neizrazitog regulatora (3.9) za i-ti stupanj slo-
bode gibanja stavimo x;; = ¢;, T2 = ¢;, Ti3 = f(f ¢i(T)dr, gdje je ¢; = q; — qa; odstupanje
od zeljenog regulacijskog stanja qg4;, dobit ¢emo analiticki neizraziti PID regulator. U

matri¢noj notaciji, za navedene ulazne varijable, izraz (3.9) moze se prikazati na slijedeci
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nacin
u=—Up(Z)epr(q) — Vp(T)ep(q) — Vr(Z)er(v), (3.25)
v =q. (3.26)
gdie je z = [¢" ¢" V']T
j = P,1,D, je pozitivna dijagonalna matri¢na funkcija dimenzije (n x n)

vektor stanja dimenzije (3n x 1), ¥;(z) = V,(¢,4,v),

\Ijj (67 q.7 V) = dlag{wjl (gla q.la V1)7 EERE) %n@m qn? yn)}7 (327>
a SOJ(X])7 j - Pala D7 (XP - C’L XD = q‘JXI - 7/), je vektorska funkCija’
wi(x) = len (i) ©p02) - embon)l™ (3.28)

Eksplicitni oblik navedenih funkcija slijedi direktno iz (3.9),

. Liiw;i(x;i) Liw;i(X;i)
Vi, Giy vi) = S = p : : (3.29
il ) Z Teiwri(Xni) Ipiwpi(Gi) + Ipiwpi(Gi) + Iriwrs(vi) )

k=P,1,D

wji(xji) \ .

0ii(Xji) = Yeii(Xii) = Kcjirgi (1 - JN—J) sign(x;i), (3.30)
Je
gdjejej =P I,D,1=1,...,n1iXp;i = Gi, XDi = i, X1i = Vi, 1

wﬂ Xﬂ Zsk X]z (331)
st () =+ 31 exp(—ad x5 — B Ixil)- (3.32)

Slijedeca svojstva funkcija ©;(g:, 4i, vi) 1 ;i();i) su vazna za analizu stabilnosti.

Svojstvo 1. Funkcija v;(q;, ¢;, v;) je pozitivna i ogranicena
0 < minv;(7) < ¢5(7) < maxey(z), VzeR™ (3.33)

gdje su

LN ToNe  exva(®) = g LN
ji ji+2k7§j kidVki % ji ji‘*'zk?gj kidVki

min ¢(7) = (3.34)
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Slika 3.3: Ovisnost nelinearnog propor- Slika 3.4: Ovisnost nelinearnog derivaci-
cionalnog pojacanja ¥p(qd,q) o ¢ i q. jskog pojacanja Wp(q,q) o ¢1i q.

Dokaz. Ako brojnik i nazivnik izraza (3.29) podijelimo sa I;w;;(x;;) dobit ¢emo

-1
1
min;;(Z) = [max [ 1+ ———— >  Lriwri(Xe:) =
z 7 z ( Ijiwji(in);

- -1
1
=1 Tiwri (Xki =
( ! min J5iwj (X ;i) mgxz ek )>]

Py

L minwji(X;i) (3.35)
— "’U . 3.35
Ly min wj, (xj) + Z L max wyi (Xri)
=y

S obzirom da je, u skladu s (3.4), maxwy; (X)) = Nii 1 minwy; (xrs) = N slijedi (3.34).
Na slican nacin se moze dokazati izrxaz za max ;;(Z). Dm

Na slikama 3.3. i 3.4. vidimo prikaz nglinearnih pojacanja ¥p(q,q) i ¥p(q,q) za
analiticki neizraziti PD regulator za aktivacijske funkcije wp(q) = 0.2 + 0.8 exp(—2|q|),
wp(q) = 0.2+ 0.8exp(—2|4|), te Ip = Ip = 1.

Svojstvo 2. Derivacija od ¢j;(xj;) je pozitivna i ogranicena funkcija koja zadovol-
java slijede¢u ocjenu

0 < @jings (Xji) < MaX Py, (Xji)» (3.36)
ji

dok je integral od ¢;;(x;i) pozitivno definitna i radijalno neogranicena funkcija

0< [ el < 5 max g, (6 (3.37)
0 gi
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gdje je
KejiliiBy, za \/ 200 < B
max Diing: (Xji) < " o i (3.38)
i Kejipgin/ 200, za 4/ 200, > By,
odnosno

max @jix, (Xji) < Kojittsi max{ Y, 2045\2} : (3.39)
ji

dok su o, = max{ad’, ..., ad} i 8% = max{p7’, ..., 7'}
Dokaz slijedi direktno iz (3.14).
Svojstvo 3. Kao direktna posljedica gore navedenih svojstava slijedi da funkcija

@ji(X;i) pripada sektoru [0, max ;i . (X;i)], odnosno
Xji

0 < xjipsi(xgi) < max Piios (X)X s (3.40)
i

Imajuéi u vidu ogranicenje — K¢y < ¢ji(x;i) < Keji, mozemo dati slijede¢u precizniju

ocjenu funkcije ¢;i(x;i)

s P O 78 Pl < Fion T3]
Xjisi(Xji) < Keslol. bl > - gp]:;i(xﬁ) (3.41)
Xji
U matri¢noj notaciji, izraz (3.40) postaje
0 < x5 95 00) < Al @i O HIXG (3.42)
gdje je ¢; ., (x;) pozitivna dijagonalna matrica
Pix; (Xs) = diag{@ji ., (Xj1)s o5 @i (Xin) (3.43)
dok je Apr{pjy; (X;)} maksimalna vlastita vrijednost navedene matrice
Ar{ g (X)) = max{max ;i v, (Xj1), - MAX Pjon . (Xjn) }- (3.44)
Svojstvo 4. Postoji funkcija 7 (x;i) takva da vrijedi
Xiipii(Xji) = Kejixgiehi (X i), (3.45)

gdje je

©ji (xji) = <1 — 6_’6}%'“') sign(x;i), (3.46)
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dok je B3 = min{g", ..., 3},
Dokaz. S obzirom da je ¢;;(x;;) monotono rastuca antisimetri¢na funkcija, dovoljno

je dokazati da vrijedi ¢ji(x;i) > Kojili (Xji), za xji > 0, odnosno

N.:
1 Ju ; Y iy . )
wii(xsi) = Kegirtgi | 1= 7~ ( N kX”) =
T k=1
K Nji . -
— chi _ M Z:),lfcle—an?z Bl xji > KCj'i _ chiefﬁfﬁlxj'i\’ (3'47)
Ni i3
gdje smo koristili y;; = 1/(1 — N;;/Ny;), N Zk ' 7i'. Nejednadzba (3.47) poprima
slijede¢i oblik
Nii } y }
],L\L[jz‘ Z’_yiie_angzi_ﬁilxﬂ < e Pmlxail, (3.48)
It =1

Ako gornju nejednakost ocjenimo koristedi slijededi izraz

1
c elmamT ?=barlz|) N Z e —bilel < Cse(—ame—bm\xl)7 (3.49)

gdje su ¢, = % Y inq Ciy Gy = min{as, ...,an}, ay = max{ay, ..., an}, itd., dobivamo

bl _ yyyTiemomGi i > 0, (3.50)
S obzirom da je
1
Mﬂ;}/s :uﬂN ZF}/ = luﬂN Z 1 - luﬂ 1 - N nyl]cl =
A Ji It k=1
Nj; 1
! Nj; 7 ji

nejednakost (3.50) postaje
e—ﬂ#|in| <1 _ e—a%X?Z') > 0. (3.52)

Gornji izraz je o¢igledno zadovoljen za sve vrijednosti x;; > 0, ¢cime je nejednakost (3.45)
dokazana. [J

U matri¢noj notaciji, izraz (3.45) postaje

X; 25 (6G) = X5 Kol (x;) = A Kb @7 (X)), (3.53)
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gdje je 7" (x;) = [@fi(xn) - @i Oxa)]"
Takoder, na slican na¢in mozemo dokazati slijede¢e poopéenje svojstva (3.45)
. . G5, m
Xilesi i + Xa1) — 0i(Xg)] > Kegie "oty g0 (x0). (3.54)
Nadalje, maksimalna vrijednost derivacije od ¢7;(x;:) je

dom(xi) .
max P0G _ i (3.55)
Xji dX]z

Svojstvo 5. Postoji pozitivna dijagonalna matrica ®;(x;) takva da je

©i(x5) = 20X (3.56)

sa svojstvom
0 < x] @5 06)x < Aae{ @i 06 HIXG I (3.57)

Dokaz. Ako jednadzbu (3.56) pomnozimo s lijeve strane sa X]-T te dobiveni izraz
usporedimo s (3.42) dobivamo ocjenu (3.57). O
Nadalje, imamo ®7"(x;) takav da vrijedi 7' (x;) = @7 (x;)x;-

Vrijedi slijede¢a nejednakost

XJ i (2)0i(X;) = And VX0 Kool (X;) = Am{ V5 x0T Koy @ (x)x; =
> {0 A { Ko 1 7 (X)X (3.58)

Svojstvo 6. Postoji pozitivno definitna dijagonalna matrica ¥p(x) takva da je

zadovoljena slijedeca nejednakost

q"Vp(x)ep(q) + " (9(q) — 9(aa) > k1d"¢5(q), (3.59)
gdje su
];?1 = Am{\lfp}/\m{ch} — ]{?ggl > O, (360)
opi@) = (1= ) sign(g,) (3.61)
min ka
kCPi = 2ky (3-62)

<1 — 6—@1:;‘ kg ) .
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Slika 3.5: Tlustracija ocjene gravitacijske sile.

Dokaz. S obzirom da vrijedi slijede¢a ocjena

q"Vp(x)ep(q) +q (9(q) — 9(qa)) =
> X\n{Vp}d Kepep (@) + G (9(q) — 9(qq)) =
> A VPt Am{Kor}q ©5(q) + G (9(q) — 9(qa)) = 0, (3.63)

slijedi
A VP An{ K} ©B(0) + 7" (9(q) — 9(qa)) = 0. (3.64)

Gornja nejednakost u vektorskoj notaciji ¢e vrijediti ako vrijede slijede¢e nejadnokosti

po komponentama vektora

Gi[Ad VI Al Kertopi (@) + (9i(q) — gi(qa))] >
> G Aa{ Ut Kertopi (@) — kEpiepi(@)] >0, i=1,2,...n.  (3.65)

Ako usporedimo funkciju (3.61) s (2.28) vidimo da ¢e funkcija k@R (q;) dodirivati
funkciju (gi(q) — gi(qa)) u tocki |G| = 2k, /ky, u kojoj ¢ée vrijednosti za obje funkcije biti
jednake 2k, dok ¢e za sve ostale vrijednosti varijable ¢; funkcija k&5 o™, (g;) biti veca
od funkcije (g;(q) — gi(ga)). O

Na slici 3.5. vidimo ilustraciju ocjene gravitacijske sile pomoc¢ufunkcije k& o (g:).



4 | Globalno stabilna
regulacija mehanickih
sustava

Jedna od prvih primjena Lyapunovljeve analize stabilnosti u robotici je analiza sta-
bilnosti robota vodenog PD regulatorom s kompenzacijom gravitacije, [34]. Za navedeni
upravljacki sustav dokazana je globalna asimptotska stabilnost, kao sto smo to pokazali
u drugom poglavlju. Medutim, nedostatak PD regulatora s kompenzacijom gravitacije je
u potrebi toé¢nog poznavanja gravitacijske sile, ako se zeli posti¢i asimptotska stabilnost.
Ako se izostavi gravitacijska sila iz upravljackog zakona, i dalje ¢emo imati globalnu
stabilnost ali ne i asimptotsku, odnosno imat ¢emo trajno regulacijsko odstupanje, [23].

Gravitacijska sila ovisi o parametrima robota koji obi¢no nisu totno poznati, pogo-
tovo ako robot manipulira s objektima razli¢itih tezina i oblika koji unose dodatne
neodredenosti u parametre masa i momenata inercija. Da bi se izbjegla parametarska
neodredenost gravitacijske sile predlozena je adaptivna verzija PD regulatora [65] koja
garantira globalnu asimptotsku stabilnost. Navedeni pristup je specijalan slucaj opéen-
itijeg pristupa adaptivnom upravljanju mehanickih sustava [32, 33, 66]. Medutim, os-
novni problem kod navedenog pristupa je da se i dalje treba poznavati matematicka
struktura gravitacijske sile u obliku regresijske matrice.

S druge strane, vec¢ina industrijskih robota koristi linearni PID regulator koji ne zahti-
jeva poznavanje bilo koje komponente dinamike robota u zakonu vodenja. Poznato je da
linearni, decentralizirani PID regulator, s odgovaraju¢im pojacanjima, moze asimptotski
stabilizirati robota u bilo kojoj zeljenoj poziciji bez regulacijskog odstupanja. Jednos-
tavnost i neovisnost o poznavanju matematickog modela objekta upravljanja, glavni su
razlozi zasto su linearni PID regulatori jos uvijek dominantni u regulaciji industrijskih

robota.

33
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Medutim, mehanicki sustavi vodeni linearnim PID regulatorom garantiraju jedino
lokalnu asimptotsku stabilnost, [67], [68], [25]. Detaljnom analizom dokaza moze se
vidjeti da kvadrati¢na ovisnost Coriolisove matrice o brzinama onemogucuje postizanje
globalne asimptotske stabilnosti. Zbog navedenog razloga nuzna je primjena nelinearnog
PID regulatora s ciljem postizanja globalne asimptotske stabilnosti.

Nelinearni PID regulator koji osigurava globalnu asimptotsku stabilnost prikazan
je u [69] a temeljen je na modifikaciji adaptivnog PD regulatora [65]. U radu [69] je
pokazano da je globalna stabilnost ocuvana ako se regresijska matrica zamjeni konstant-
nom matricom. S obzirom da je regresijska matrica konstantna, zakon vodenja se moze
interpretirati kao nelinearni PID regulator kojim se postize globalna asimptotska sta-
bilnost preko normalizacije nelinearnosti u integralnom ¢lanu regulatora. Drugi pristup
globalnoj asimptotskoj stabilizaciji je koristenje saturacijske funkcije u integratoru [70]
kojom se postize slican efekt kao normalizacijom u [69]. Oba navedena regulatora imaju
linearni derivacijski ¢lan, linearni ili saturirani proporcionalni ¢lan i nelinearni ¢lan u
integratoru. Jedinstven pristup za oba navedena regulatora koji pripadaju klasi PD
regulatora s nelinearnim integralnim ¢lanom (PD+NI), dan je u [71].

Alternativni pristup globalnoj regulaciji robota je tzv. PI3D regulator [72]. PI;D
se moze shvatiti kao obi¢ni PD regulator kojemu je integralno djelovanje dodano nakon
nekog tranzijentnog perioda. Ideja ovog pristupa je spajanje jednog globalnog i lokalnog
regulatora. S PD regulatorom omogucuje se globalna regulacija s regulacijskim odstu-
panjem unutar domene atrakcije PID regulatora s kojim se, nakon ukljucivanja, postize
lokalna asimptotska stabilnost.

Svi navedeni regulatori mogu globalno stabizirati samo robote sa rotacijskim stu-
pnjevima slobode.

U prvom dijelu ovog poglavlja prikazat ¢emo jedan alternativni pristup analizi stabil-
nosti mahanickih sustava vodenih linearnim i saturiranim PID regulatorom [73]. Ana-
liza stabilnosti primjenom navedenog pristupa ima neke bitne prednosti u odnosu na
postoje¢e analize. Kao prvo, dobivaju se jednostavniji kriteriji stabilnosti iz kojih su
eliminirane nespecificirane pomoc¢ne konstante bez fizikalnog znacenja. Nadalje, nave-
deni pristup omogucuje dublji uvid u problem globalne regulacije mehanickih sustava i
sintezu novih tipova regulatora koji osiguravaju globalnu stabilnost sustava. U drugom
dijelu ovog poglavlja analizira se novi pristup globalnoj stabilizaciji primjenom neline-

arnog derivacijskog clana. Navedeni regulator, za razliku od postojeé¢ih, u stanju je
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globalno stabilizirati i robote s mijesanim rotacijsko-translacijskim stupnjevima slobode
gibanja [74].

4.1. Analiza stabilnosti uz primjenu linearnog
PID regulatora

Razmatramo stabilnost robota s rotacijskim stupnjevima slobode gibanja vodenog

linearnim PID regulatorom

M(q)G+C(q,4)q + g(q) = u, (4.1)
U:—KPQ—KD(].—K[V, (42)
U=, (4.3)

gdje je ¢ = q — g4 regulacijsko odstupanje od zZeljene pozicije ¢4, dok su Kp, Kp, K;
pozitivne, dijagonalne matrice pojacanja. Blok shema regulacijskog kruga prikazana je
na slici 4.1.

Prvi korak je da sustav jednadzbi (4.1)-(4.3) transformiramo u oblik s nultim sta-
cionarnim stanjem. U stacionarnom stanju imamo ¢ = 0, § = 01 g(qq) = — K v*, gdje je
v* stacionarno stanje varijable v. Ako uvedemo novu varijablu z = v—v* = v+ K 1g(qq),

dobivamo slijededi sustav jednadzbi

M(q)i+ C(q,4)q + 9(q) — 9(qa) = —KpG — Kpq — Kz, (4.4)
b= (4.5)

koji ima stacionarno stanjeu ¢ =0, ¢ =0, z = 0.

4.1.1. Konstrukcija Lyapunovljeve funkcije

U slucaju upravljanja robotom PD regulatorom konstrukcija Lyapunovljeve funkcije
bila je relativno jednostavna. Energiji robota, koja predstavlja Lyapunovljevu funkciju
mehanickog sustava bez upravljackog djelovanja, dodan je tzv. virtualni potencijal pro-
porcionalnog clana regulatora, dok je derivacijski ¢lan bio analogan viskoznom trenju
sustava.

U slucéaju PID regulatora situacija se bitno komplicira zbog toga Sto integratori

povecavaju red dinamickog sustava. Na taj nacin sustav od 2n diferencijalnih jednadzbi
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Slika 4.1: Blok shema regulacije linearnim PID regulatorom.

(robot s PD regulatorom), dodavanjem integratora postaje sustav od 3n diferencijalnih
jednadzbi.

Poznato je da ne postoji opéenita metodologija konstrukcije Lyapunovljeve funkcije
za opcu klasu nelinearnih dinamickih sustava. Medutim, u slu¢aju mehanickih sustava
poznata je struktura matematickog modela, u obliku nelinearne matri¢ne diferencijalne
jednadzbe drugog reda, koja olakSava pronalazenje odgovarajuce Lyapunovljeve funkcije.

Osnovna ideja u konstrukciji Lyapunovljeve funkcije za sustav (4.4)-(4.5) je da jed-
nadzbu (4.4) pomnozimo s odgovaraju¢om linearnom kombinacijom varijabli stanja

y = ¢ + ag ¢ime dobivamo
Q"M (q)i+q"Cla.)q+d"(9(a) — 9(aa) + d"Kpq+ " Kpg+ " Krz +

+a [T M(q)i+ 7 Clg, @i+ 7" (9(q) — 9(qa)) +
+ ¢ Kpq+q Kpj+q Kz] =0. (4.6)

Gornji izraz predstavlja nelinearnu diferencijalnu formu koja se moze, odgovaraju¢im
manipulacijama pojedinih ¢lanova, separirati na slijedeci oblik
dV(q,q, )
dt
gdje je funkcija V'(q, ¢, z) kandidat za Lyapunovljevu funkciju a funkcija —W(q, ¢, z) kan-

= -W(4,4,2), (4.7)

didat za njenu derivaciju. Da bi funkcija V(g ¢, z) bila Lyapunovljeva funkcija, funkcije
V i W moraju biti pozitivno definitne, V(q,q,2) > 0, W(q,¢,z) > 0, ili pozitivno
semidefinitne, W (g, ¢) > 0.



Poglavlje 4. Globalno stabilna regulacija mehani€kih sustava 37

Medutim, postupak transformacije izraza (4.6) u oblik (4.7) nije jedinstven, odnosno,
postoji veliki broj razli¢itih funkcija V' i W za istu diferencijalnu formu (4.6). Drugim
rijeCima, samo mali broj od ukupno moguceg broja funkcija V' i W zadovoljava uvjet
pozitivne (semi)definitnosti, i to uz odredene uvjete na parametre sustava. To prakti¢no
znaci da ¢e kriteriji stabilnosti ovisiti o izboru funkcija V' i W kao i o postupku ocjene
njihove pozitivne definitnosti.

Sada ¢emo detaljno prikazati postupak transformacije izraza (4.6) u oblik (4.7). Poci
¢emo od najjednostavnijih clanova nelinearne diferencijalne forme (4.6). Direktno mo-

zemo vidjeti da vrijede slijededi izrazi

d (1

"KpGg=— (=4 Kpg 4.
@ Kpq= <2q pq> , (4.8)
0" Kpi = 4 (L0 Kpg (4.9)

PETae \ 2 pr '

Na osnovu definicije gravitacijske sile (2.8) imamo
. d ~

0" (9(a) = 9(aa)) = — (U(0) = Ulaa) = 4" 9(4a)) , (4.10)

gdje je ¢lan —U(qq) na desnoj strani integracijska konstanta koja osigurava da Lyapu-
novljeva funkcija zadovoljava uvjet V'(0,0,0) = 0.

Nadalje, iz slijedec¢ih izraza

4 (307 M@0) = ar@i + S0 (4.10)
(@ M(@d) = "M@+ V(@) + 3 M) (4.12)
% (("K12) ="Kz + " K12 = ¢" K2 + ¢ K/, (4.13)
% <%zTKlz) =3TK;2 =G K2, (4.14)

mozemo dobiti ¢lanove ¢T M (q)d, agt M (q)G, ¢" K1z i ag” Kz iz nelinearne diferencijalne
forme (4.6),

) . d (1, ) 1 .- )
(" M(q)i = — ( 2¢"M(q)q ) — =d" M(q)q, (4.15)
dt \ 2 2
- .ood o, . ) . e )
aq' M(q)j = = (g M(q)d) — ag" M(g)g — aq" M(q)d, (4.16)
) d , . - .
¢ Kz = 7 (¢"Krz) — §" K14, (4.17)
~T d (1
af Kz = 7 | 39# Kz ). (4.18)
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Ako sada uvrstimo izraze (4.8)-(4.10) te izraze (4.15)-(4.18) u jednadzbu (4.6), do-

bivamo

WULLZ) — y(g,9) + 34" (0) ~ 20(0.0)d (1.19)
gdje je V(q, 4, 2) = Vi(q,q) + Va(, 2),
Vi = i M(@)i + ad Ma)i + yod" Kpd (4.20)
Vo= éqTKPCj +U(q) —U(qa) — 7" 9(qa) + 7" K1z + %O&ZTKIZ; (4.21)
i W(q,q) = Wi(q,q) + Wa(q),
Wy = ¢"(Kp — aM(q))d + aq" (Clq,q) — M(q))q, (4.22)
Wa = {7 (akp — K1)q + ad" (9(q) — 9(aa))- (4.23)

Drugi ¢lan na desnoj strani izraza (4.19) jednak je nuli zbog antisimetri¢nosti matrice

M(q) —2C(q, q).

Veé¢ povrsnom analizom funkcija V' i W vidimo da funkcija V' zadovoljava nuzne
uvjete za Lyapunovljevu funkciju zbog toga Sto ima pozitivno definitne kvadraticne
¢lanove po varijablama stanja ¢, ¢ i z, dok je funkcija W(q, ¢) pozitivno semidefintna
uz odredene uvjete na parametre regulatora. S obzirom da funkcija V' ima i nedefinitne
¢lanove ¢ M (q)q i G* K1z, kao uvjet pozitivne definitnosti nije dovoljna samo pozitivnost
matrica pojacanja Kp, Kp, K;. Nadalje, funkcije V' i W sadrze neodredeni parame-
tar a, koji nema nikakvog fizikalnog znacenja (nije parametar mehanickog sustava niti
regulatora), te se zbog toga moze naéi u konac¢nim kriterijima stabilnosti, [8], [68].

Dekomporicija funkeija V(q,d, 2) = Vi(d, @) + Va(d@, 2) i W(dd) = Wi(d. q) + Wa(@)
je klju¢éna za jednostavno izvodenje kriterija stabilnosti iz kojeg je eliminirana konstanta
«. Navedenom dekompozicijom, problem odredivanja pozitivne definitnosti funkcije
V(q,q,z) od tri varijable sveden je na jednostavniji problem odredivanja pozitivne

definitnosti dviju funkeija V4(q, ¢) 1 V2(q, z) od dvije varijable.

4.1.2. Odredivanje kriterija stabilnosti
Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije V
Pozitivna definitnost neke funkcije moze se dokazati na razne nacine. Jedan od

nacina je prikaz funkcije preko sume pozitivno definitnih i negativno definitnih ¢lanova

na takav nacin da se eliminiraju nedefinitni clanovi.
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Primjenom navedenog pristupa, vidimo da se funkcija V; moze prikazati u slijede¢em
obliku

1, O s Lo o
Vi = 5 (4+0aq) M(q)(q+aq) — 50*4" M(q)g + 504" Kpg, (4.24)

iz kojeg je eliminiran nedefinitni ¢lan g7 M (q)q. S obzirom da je prvi ¢lan gornjeg izraza

pozitivno definitan slijedi

1. T N
v > —§a2qTM(Q)q + §oquKDq = §aqT(KD —aM(q))q, (4.25)

Na kraju, primjenom svojstva (2.14) dobivamo

Vi > sa(Aa{Kp} —ada{M})|dlI* > 0, (4.26)

N | —

sto je pozitivno definitno ako je zadovoljen uvjet A\,,{ Kp} — aly{M} > 0, odnosno

% > . (4.27)
Nadalje, razmatramo funkciju V5 koju mozemo prikazati u slijede¢em obliku
o= (vas + iq>TKI (Vas + =) - gt K+
2 Va Va 2
b 2" Kpd + Ulg) — Ulas) — " (aa), (428)

2

iz kojeg smo eliminirali nedefinitni ¢lan ¢7 K;z.
S obzirom da je prvi ¢lan u gornjem izrazu pozitivno definitan, te primjenom svojstva

(2.30) uz uvjet da je A\, {Kp} > k,, dobivamo
i (k= k) a2 5 (b= Sl ) (129)
o -2 o
gornji izraz je pozitivno definitan ako vrijedi
1
ki — =Au{K;} >0, (4.30)
!

odnosno "
o MK}

o (4.31)
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Ako na kraju usporedimo (4.31) sa (4.27) dobivamo

A{Kp}  Au{Kr}
A {M} ke

(4.32)

odnosno

ket {Kp} > Mr{ KA {M}. (4.33)

Napomenimo da je u gornjem kriteriju pozitivne definitnosti funkcije V' konstanta a

eliminirana.

Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije W

Slijededi korak je utvrdivanje uvjeta negativne (semi)definitnosti vremenske derivacije
Lyapunovljeve funkcije, V = —W, odnosno W > 0. Prvo ¢emo razmotriti funkeiju W.

Primjenom svojstva (2.13) dobivamo
Wi =" (Kp —aM(q))q — aq" C(q,9)"d. (4.34)
S obzirom da vrijedi
¢ Clg:0)"d = (Cla: D)D" q < 1Clg, Dallldll < kelldl*Nall, (4.35)
gdje smo primjenili svojstvo (2.19), dobivamo
Wi > (An{Ep} — adu{M}q]1* — akellglllgl* = 0, (4.36)

Sto je pozitivno definitno ako je zadovoljen slijedeci uvjet

Ml K} — alOr (M} + kJdl) > 0, (4.37)
odnosno \ {K }
or M + kel (4.38)

Nadalje, razmatramo funkciju W5 koju mozemo prikazati u slijede¢em obliku

Wy =ald" Kpq+q" (9(q) — 9(a))] — @ K1q. (4.39)

Primjenom svojstva (2.29) dobivamo

Wy > (aky — Ar{ K1) |11, (4.40)
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Sto je pozitivno definitna funkcija ako vrijedi

a > M (4.41)
k1
Usporedbom (4.38) sa (4.41) dobivamo slijedeéi uvjet
AT 442
odnosno
Fidm{Kp} > A{ K} (A {M} + kcllg]})- (4.43)

Takoder, u gornjem uvjetu konstanta « je eliminirana. S obzirom da izraz (4.43)
ovisi o stanju sustava preko ||G||, zakljucujemo da linearni PID regulator garantira samo

lokalnu stabilnost.

Odredivanje domene atrakcije

U slucaju lokalne stabilnosti, pored kriterija na parametre sustava, potrebno je odred-
iti domenu atrakcije unutar koje je garantirana asimptotska stabilnost.

Izraz (4.43) mozemo prikazati u slijede¢em obliku

kiAn{Kp} — A { KA {M}
A{ K1}k '

Da bi gornja nejednakost bila moguca, desna strana gornjeg izraza mora biti veca od

lall < (4.44)

nule, odnosno

ki {Kp} > Ay { K A {M}. (4.45)

sto je uvjet identican uvjetu pozitivne definitnosti Lyapunovljeve funkcije V', (4.33).
Stoga je uvjet (4.33), odnosno (4.45) konaé¢ni kriterij stabilnosti sustava (4.4)-(4.5).

Domenu atrakcije izra¢unavamo koristedi slijedeéi izraz [75]

ql| < , 4.46
a1 Ty > (1.46)
gdje su a; i as konstante koje zadovoljavaju slijedeci uvjet

arfz]* < V(2) < agflz|l?, (4.47)

gdje je z = [¢7 ¢* 2111 € R3".
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LaSalleov princip invarijantnosti

S obzirom da V(cj, g, z) nije pozitivno definitna funkcija nego samo pozitivno semide-
finitna, moramo primjeniti LaSalleov princip invarijantnosti da bi zakljucili asimptotsku
stabilnost. Ostaje za dokazati da se maksimalni invarijantni skup sustava (4.4)-(4.5),
sadrzan u skupu

Q={[g" ¢" 2"" €eR*™|V(q,4,2) =0}, (4.48)

sastoji samo od stacionarnog stanja [¢7 ¢* 2T]T = 0 € R®*. S obzirom da W (q,q) = 0

znaci ¢ = 01iq = 0, substitucijom § =0, § = 0, § = 0 u (4.4)-(4.5) dolazimo do zakljucka
dajez=0za[0 0 27]T € R3. S obzirom da se maksimalni invarijantni skup u R*"
sastoji samo od stacionarnog stanja, zakljucujemo da je stacionarno stanje asimptotski

stabilno.

4.1.3. Usporedba s postojeé¢im rezultatima

Rigorozna analiza stabilnosti koja ukljucuje nelinearnu dinamiku robota provedena
je uradu [67] za slucaj PID regulatora s kompenzacijom gravitacije. U radu je dokazana
egzistencija parametara PID regulatora koji garantiraju lokalnu stabilnost upravljackog
sustava.

U radu [76] razmatrana je stabilnost PID regulacije (bez kompenzacije gravita-
cije) mehanickog sustava s jednim rotacijskim stupnjem slobode. U navedenom radu
dokazana je egzistencija parametara PID regulatora koji garantiraju globalnu stabilnost
upravljackog sustava.

Znacajno poboljsanje dotadasnjih rezultata provedeno je u radu [77] gdje je razma-
trana stabilnost robota (s n stupnjeva slobode gibanja) vodenog linearnim PID regu-
latorom (bez kompenzacije gravitacije). U radu je dokazana egzistencija parametara
regulatora koji garantiraju lokalnu eksponencijalnu asimptotsku stabilnost regulacijskog
sustava.

Analiza stabilnosti koja, osim egzistencije parametara, daje i eksplicitne kriterije

stabilnosti za parametre PID regulatora provedena je u radu [68]. U navedenom radu
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izvedeni su slijede¢i kriteriji stabilnosti

)\m{KD} > CK)\M{M},
O./k/'l > a?’)\M{M} + )\M{K[}, (449)

O<a<l.

Nadalje, u radu [72] izvedeni su slijedeéi kriteriji stabilnosti

)\m{KD} > Oé()\M{KD} -+ QAM{M})7

MK}
20k,

gl <

Ako usporedimo navedene kriterije stabilnosti s kriterijem (4.45) vidimo da je kriterij
(4.45) jednostavniji, prvenstveno zbog eliminacije konstante .

Interesantno je usporediti kriterij (4.45) s kriterijem dobivenim za linearizirani model

dinamike robota vodenog linearnim PID regulatorom s kompenzacijom gravitacije, [78].

Navedeni kriterij dobiven je primjenom Kharitonovog teorema i Hurwitzovog kriterija

stabilnisti na matri¢ni sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi treceg reda

Vidimo da se, za razliku od kriterija (4.49), kriterij (4.45) poklapa s kriterijem (4.51) u
slu¢aju kompenzacije gravitacije, kada zbog k; = 0 dobivamo k; — A, {Kp}.

Navedeno poklapanje kriterija stabilnosti dobivenih Lyapunovljevom analizom sta-
bilnosti, s jedne strane, i primjenom Hurwitzovog kriterija, s druge strane, indikativno je
iz viSe razloga. Prvo, Lyapunovljeva analiza stabilnosti nije jednoznac¢na. U ovisnosti o
izboru Lyapunovljeve funkcije V', kao i metodologiji ocjene pozitivne definitnosti funkcija
V i W, dobit ¢emo razlicite kriterije stabilnosti. Svi ti mogudéi kriteriji stabilnosti su
ispravni, medutim ono §to ih medusobno razlikuje je to Sto su neki manje restriktivni
(konzervativni) od drugih. Stoga, kriterij stabilnosti dobiven Lyapunovljevim pristupom
nam kaze pod kojim uvjetima ¢e sustav biti stabilan, ali ako ti uvjeti nisu zadovoljeni
ne znac¢i nuzno da ¢e sustav biti nestabilan.

S druge strane, Hurwitzov kriterij stabilnosti je primjenjiv samo na linearne sustave

ali daje jednoznacne i egzaktne kriterije stabilnosti. Ako kriteriji stabilnosti, dobiveni
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Hurwitzovom metodom nisu ispunjeni, sustav je ili nestabilan ili, u najboljem slucaju,
na granici stabilnosti.

Na osnovu navedenoga, poklapanje kriterija (4.45) s kriterijem (4.51) indikacija je
da je kriterij (4.45), osim §to je jednostavniji, manje restriktivan od kriterija (4.49)
i [72]. Stovise, kriterij stabilnosti (4.45) je vjerojatno najmanje restriktivan od svih
mogucih kriterija stabilnosti dobivenih alternativnim izborom Lyapunovljeve funkcije
i metoda ocjene pozitivne definitnosti. Kao dodatni argument u prilog navedenome,
mozemo navesti usporedbu kriterija (4.45) i (4.51) na primjeru linearnog mehanickog
sustava. Kod linearnog mehanickog sustava elementi inercijske matrice M (q) su kon-
stante (Sto ima za posljedicu iS¢ezavanje Coriolisove matrice) a potencijalna energija
U(q) je kvadraticna funkcija poopéenih koordinata. U tom slu¢aju nema linearizacije
koja prethodi primjeni Hurwitzovog kriterija, nego dobivamo egzaktno poklapanje Hur-
witzog kriterija s kriterijem (4.45).

Navedeno poklapanje kriterija stabilnosti nikako ne znac¢i da metoda linearizacije s
primjenom Hurwitzovog kriterija moze zamjeniti Lyapunovljevu metodu u analizi sta-
bilnosti nelinearnih dinamickih sustava. Kriteriji stabilnosti dobiveni linearizacijom ne-
linearnog dinamickog sustava vrijede samo lokalno oko stacionarnog stanja bez obzira
dali je sustav u sustini globalno ili lokalno stabilan. S druge strane Lyapunovljevom
metodom mozemo egzaktno dokazati globalnu stabilnost nelinearnog sustava a ako je

sustav lokalno stabilan mozemo odrediti domenu atrakcije.

4.2. Analiza stabilnosti uz primjenu PID
regulatora sa saturiranim integratorom

S obzirom da je linearni PID regulator u zatvorenoj petlji s mehanickim sustavom
samo lokalno stabilan, od interesa je razmotriti nelinearne modifikacije PID regulatora
koje omogucuju globalnu stabilizaciju mehanickih sustava.

Razmatrat ¢emo slijedeéi nelinearni PID regulator sa saturiranim integratorom (PDsI)

u = —\IJP(Q)Q - KDC] - K[I/, (452)
v = s(§), (4.53)

gdje su Kp i K; konstantne pozitivno definitne dijagonalne matrice, s(q) je kontinuirana
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monotono rastuca vektorska funkcija s(q) = [s1(G1) $2(G) ... $.(@n)]" takva da vrijedi

dsi(Gi)
dg;

za sve ¢; € R. Funkcija Wp(§G) je n X n pozitivno definitna dijagonalna matriéna funkcija

si(Gi)3 >0, [si(@)] < sm, 0 < sig(@) = <L (4.54)

koja moze biti prikazana na slijede¢i nacin
‘IIP(Q) = KP + KP‘I;P(Q)a ‘I;P(Q) Z 07 v q € Rna (455)

gdje su Kp i Kp konstantne pozitivno definitne dijagonalne matrice dok je Wp(q) n x n

pozitivno definitna dijagonalna matricna funkcija

\pr(cj) = diag{@ﬁm (le)a e &Pn(Cjn)}v

koja zadovoljava slijede¢a svojstva

0<Up(@) <1, Up(0)=1, lim Up(g) =0, (4.56)

j—o0
gdje je I jediniéna matrica a 0 je nul-matrica. U sluéaju kada je Kp = 0 odnosno
Up(G) = Kp, dobivamo saturirani PID regulator razmatran u [67] 1 [71].

Funkcija s(¢) osigurava globalnu asimptotsku stabilnost dok funkcija W p(§) omoguéuje
poboljsanje performansi regulacije, Sto ¢emo razmotriti u slijede¢im poglavljima. Sli-
jedeca svojstva funkcija s(¢) i Wp(G) su vazna za analizu stabilnosti. Blok shema regu-
lacijskog kruga prikazana je na slici 4.2.

Svojstvo 1. Postoji pozitivna dijagonalna matrica Kp takva da vrijedi slijedeca
nejednakost

s(0)" Kpq +5(0)" (9(a) — 9(q0)) = k1s(@)"q, (4.57)
gdje je ky = N\ {Kp} — ky > 0.

Svojstvo 2. Funkcija ¥p(§) je ogranicena i zadovoljava slijedece nejednakosti

AUp(q)z > M{Kp}|2)|?,  VzeR™ (4.58)

Svojstvo 3. Slijededi integrali su pozitivno definitne funkcije

z 11212, ako j <
os/si@)dgs alel’s akodelel <oy g (4.59)
0 sar|z|, ako je |z| > su

0< / ) Dpi(€)EdE < %ZQ, Vz € R, (4.60)
0

gdje je sy = mgaxsi(f) zai=1,2 .., n.
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Slika 4.2: Blok shema regulacije PDsl regulatorom.

4.2.1. Konstrukcija Lyapunovljeve funkcije

Prvi korak je transformacija sustava (2.9), (4.52), (4.53) u oblik s nultim stacionarnim
stanjem. Stacionarno stanje sustava (2.9), (4.52), (4.53) je G =0,4¢ =0, v =v* av*
zadovoljava g(qq) = —Kv*. Ako uvedemo novu varijablu z = v — v* tada sustav (2.9),
(4.52), (4.53) postaje

M(q)d+ C(q,4)q + 9(q) — 9(qa) = u, (4.61)
U = —‘I’p((j)d - KDq - K[Z, (462)
i =s(q). (4.63)

gdje je novo stacionarno stanjeu ¢ =0, g =0, z = 0.
Ako formiramo izlaznu varijablu y = ¢ + «s(q) sa pozitivnom konstantom a > 0 te
napravimo skalarni produkt izmedu (4.61) i y dobivamo slijedeéu nelinearnu diferenci-

jalnu formu

q"[M(q)i+ Clq,4)q + 9(a) — 9(qa)] + ¢"Vp(Q)q+ ¢ Kpg+ ¢ K1z +
V"M (q)i + ()" Clq, @i+ s(@)" (9(q) — 9(qa))] +
Q)" Up(§)q+ s(@) Kpd + s(q)"K2] = 0, (4.64)
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Ako slijedece izraze

d .

= (5(0)" M(q)d) = " s3(D)M (9)d + 5(0)" M(9)g + (@) M(q)d,  (4.65)

%(QTK]Z —q K1z+q K]Z—q K]Z‘i‘S( ) K[q, (466)

% <%ZTK[Z) =T Kz = 5(§) Ky 2, (4.67)

d n

dt (Zl b / ) b

RS ”+ZK '/CLF/J (6)Ede | = ¢"Vp(9)g (4.69)

dt 2q Pq - Pi o Pi q r{q)q, .
uvrstimo u jednadzbu (4.64), dobivamo

dV(q, g

gdje je V(q,q,z) Lyapunovljeva funkcija koju smo radi lakseg odredivanja pozitivne

definitnosti dekomponirali na slijede¢i nacin V(q, ¢, z) = Vi(q, ¢) + Va(q, 2),

Vi = 5" Mla)d + as@) M@+ 0y K, /0 si(€)de, (471)
i=1
1 noo G
Vy = EQTKPCI + ;Kpi/o Vpi(6)EdE +U(q) —U(qa) — q g(qa) +  (4.72)
+ G Kz + %ozzTKIz, (4.73)

kao i funkciju W (g, ¢) = Wi(q, ¢) + Wa(q),

Wy = " (Kp — asg(§) M (q))q + as(9)" (M (q) — C(g, )4, (4.74)
Wy = 5(q)" (a¥p(q) — K1)§ + as(@) (9(q) — 9(qa)). (4.75)
gdje je s5(¢) = diag{si4(q1), .-, Sng,(¢n)} dijagonalna matrica parcijalnih derivacija

funkcija s;(g;) po varijablama ¢;.
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4.2.2. Odredivanje kriterija stabilnosti
Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije V'

Prvo ¢emo razmatrati funkciju Vi koju mozemo preurediti u slijede¢em obliku

n Gi
saY Ko [ s (4.76)
4 0
i primjenom svojstva (2.14) dobivamo

Vi > az ()\m{KD} /Oqi s;i(&)d¢ — %a)\M{M}si(Q’i)z) >0, (4.77)

ili
R qi 1 o .
fi(qi):)\m{KD}/O () — adr{MYsi(@)? >0, i=1,.n. (4.78)

sto je pozitivno definitna konveksna funkcija ako je zadovoljen uvjet ¢, fiz(¢:) > 0,

odnosno
Gifig. (@) = MAKp}Gsi(G) — aAp{ M }Gisi(Gi)sig (@) =
= G;5i(G) Am{Kp} — adu{M}sig,(G:)) =

gdje smo koristili svojstvo sz (¢;) < 1. Prethodni izraz je pozitivno definitan ako je

zadovoljen uvjet
Am{Kp}
— > . 4.80
Ar{M} (4.30)
Nadalje, razmatramo funkciju V5 koju mozemo prikazati u slijede¢em obliku
1 1 1\ 1 1
Vo > —ki||q|]* + = —q| K —q) - —§"K;g >
22 3 1g]]” + 5 (\/az—f— \/aQ) I (\/az+ \/5(1) 5gd 112
1 1 -
> 4 (b= 2wty ) e (4.1

gdje smo koristili svojstva (2.30) i (4.60). Navedeni izraz je pozitivno definitan ako je

zadovoljen slijedeéi uvjet
MK
a> % (4.82)
1
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Na kraju, ako usporedimo uvjete (4.82) i (4.80), dobivamo
kidn{Kp} > A{ K} A {M}. (4.83)

Vidimo da je u gornjem uvjetu konstanta « eliminirana. Takoder, mozemo primjetiti
da je gornji kriterij identican kriteriju pozitivne definitnosti Lyapunovljeve funkcije za

linearni PID regulator (4.33).

Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije W

Slijede¢i korak je odredivanje uvjeta koji osiguravaju negativnu definitnost Lyapu-
novljeve funkcije, odnosno W > 0.

Prvo ¢emo razmotriti funkciju Wi. Ako primjenimo svojstva (2.13), (2.15), (2.19) i
(4.54) dobivamo

Wi = A Kp}lldll* — ad{ MYH|dll* — akells(@]l |d]* =
> (Am{Ep} — @Ay {M} — ok max Is@lal*

> (Am{KD} - a)‘M{M} - akc\/ﬁSM)Hq.HQ: (484>

gdje smo primjenili definiciju Fuclidske norme da bi ocjenili maksimalnu vrijednost

norme [|s(q)|[,

1

max () | = max (Z si@»?) - (Z M> — Vs, (4.85)

=1

Funkcija (4.84) je pozitivno definitna ako je zadovoljen slijedeci uvjet

)‘m{KD}
T £ e > a. (4.86)

Nadalje razmatramo funkciju Ws. Primjenom svojstava (4.57) i (4.58) dobivamo

Wy > (aky — M {K )G s(q), (4.87)

S§to je pozitivno definitna funkcija ako je zadovoljen uvjet

/\M{K]}

" (4.88)

o >

Usporedbom nejednakosti (4.86) i (4.88) dobivamo slijedeéi uvjet
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Napomenimo da je u dobivenom uvjetu eliminirana konstanta «. Na kraju, primjenom
LaSalleovog principa invarijantnosti zaklju¢ujemo asimptotsku stabilnost.

Usporedbom uvjeta (4.83) i (4.89) vidimo da ispunjavanje uvjeta (4.89) trivijalno
implicira i zadovoljavanje uvjeta (4.83). Stoga je (4.89) konacni kriterij stabilnosti koji
osigurava globalnu asimptotsku stabilnost.

Ako usporedimo kriterij (4.89) sa kriterijem stabilnosti za linearni PID regulator
(4.43) vidimo da kriterij (4.89) umjesto funkcije ||¢|| sadrzi konstantu /nsy,. Na ta]
nacin, eliminacijom ovisnosti kriterija (4.89) o varijablama stanja sustava, dobili smo

kriterij globalne stabilnosti.

4.2.3. Usporedba s postojeé¢im rezultatima

U radu [71] dobiveni su slijedeéi kriteriji stabilnosti

Am{K1} > 0,
And{Kp} > MM} + kesuv/n, (4.90)
)\m{Kp} > kgg + )\M{M} + )\M{Kl}y

gdjeje 0 < a < 1.
Vidimo da su navedeni kriteriji stabilnosti sloZeniji od kriterija (4.89), te da sadrze

dodatni parametar « koji nije parametar regulatora niti mehanickog sustava.

4.3. Globalno stabilna regulacija primjenom
nelinearnog derivacijskog c¢lana

U ovom podpoglavlju prikazat ¢emo mogucnosti primjene metodologije prikazane
u prethodna dva podpoglavlja na sintezu novih tipova regulatora za globalno stabilno
upravljanje mehanickim sustavima. Za razliku od dosadasnjeg pristupa, ovdje ¢emo
krenuti od opcéenito zadane nelinearne funkcije pojacanja, a onda ¢emo naknadno, na
osnovu Kkriterija stabilnosti, odrediti oblik funkcije pojacanja koja osigurava globalnu
asimptotsku stabilnost.

Novi tip regulatora razmatran u ovom poglavlju, koji daje globalnu stabilnost vodenog

sustava, nije temeljen na saturaciji integralnog ¢lana nego na nelinearnom derivacijskom
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¢lanu [79]. Razmatrat ¢emo PID regulator s nelinearnim derivacijskim ¢lanom (PInD)

U= q, (4.92)

gdje je K konstantna pozitivno definitna dijagonalna matrica pojacanja, Up(q) i ¥p(q)
su pozitivno definitne dijagonalne matricne funkcije dimenzije n x n, koje mozemo

dekomponirati na slijede¢i nacin
U;(q) = K; + K;9,(q),  j=PD, (4.93)

gdje su Kp, Kp, Kp i Kp konstantne pozitivno definitne dijagonalne matrice pojacanja,

dok su Up(q) i ¥p(G) pozitivno definitne dijagonalne matriéne funkcije dimenzije n x n,

U;(q) = diag{tj1(d@1), -, ¥in(dn)}- (4.94)
Funkcija Up () biti ée naknadno odredena iz uvjeta globalne asimptotske stabilnosti,
dok ¢e funkcija Wp(g) biti koristena za poboljsanje upravljackih performansi. Funkcija

U p(G) zadovoljava slijedeca svojstva

0<Tp(@ <I,  Tp(0)=1, lim Tp(g) =0, (4.95)

gq—=oo

gdje je I jedini¢na matrica. Blok shema regulacijskog kruga prikazana je na slici 4.3.

Slijedeca svojstva funkcija W;(q), j = P, D, su bitna za analizu stabilnosti.

Svojstvo 1. Funkcije ¥;(g), j = P, D, su ogranicene i zadovoljavaju slijedeca
svojstva

(D)2 = A Ki} + A K H05(@)]) 127 =
> M {KGHIZII?, VzeR™ (4.96)

gdje ||19;(q)|l, moze biti bilo koja L, (p = 1,2, ...,00) norma vektora 1;(q).

Svojstvo 2. Slijededi integrali su pozitivno definitne funkcije za i =1, ....,n

/z Upi(£)EdE >0, Vz eR", (4.97)
0

0< / VYpi(£)EdE < %zQ, Vz € R™ (4.98)
0
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Slika 4.3: Blok shema regulacije PInD regulatorom.

4.3.1. Konstrukcija Lyapunovljeve funkcije

Stacionarno stanje sustava (2.9), (4.91), (4.92) je ¢ = 0, ¢ = 0, v = v*, gdje v*
zadovoljava g(qq) = — K v*.
Ako uvedemo novu varijablu z = v — v* tada sustav (2.9), (4.91), (4.92) postaje

M(q)q+ C(q,4)d + 9(q) — 9(qa) = u, (4.99)
u=—-Yp(q)§ —¥p(q)q— Kz, (4.100)
i=4q. (4.101)

Ako definiramo izlaznu varijablu y = ¢ + ag gdje je a > 0, te napravimo skalarni
produkt izmedu (4.99) i y, dobit ¢emo nelinearnu diferencijalnu formu koju mozemo
separirati na slijedec¢i nacin

dV (4,4 z)

L85 — —w(qq), (4.102)

gdje je V/(¢q, 4, z) Lyapunovljeva funkcija.
Zbog lakseg odredivanja pozitivne definitnosti funkcija V' i W, navedene funkcije smo

dekomponirali na slijede¢i nac¢in V(q, 4, z) = Vi(q,q) + V2(q, 2) 1 W(q,q) = Wi(q,q) +
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W2(q), gdje su

. 1. . N )
Vi(G,q) = §qTM(Q)q +agq" M(q)q+

1 ) noo gi
+ ged Ko+ Ko [ inleede
i=1 0

. 1 - -
Va(G,2) = EazTKzz + G " Krz+U(q) — Ulqa) — G 9(qa) +

1~T 3 noo G
+ §q qu—l—;KPi/O wpz(f)gdf,

Wi(d,4) = —ad" M(q)q + ¢"Up(§)d + ag” (M(q) — C(g,4))d,

Wa(q) = —¢" (K1 — a¥p(q))d + aq' (9(q) — 9(ga))-

4.3.2. Odredivanje kriterija globalne stabilnosti

Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije V'

Prvo razmatramo funkciju V4 koja moze biti preuredena na slijede¢i nacin

Vi= g+ ad)" M(g) (4 +ad) — a?i M(g)i +

2 2
1 o R n _ qz _

+ —ag KDq+OzZKDi Ypi(§)8dS,
2 i=1 0

te koristenjem svojstava (2.30) i (2.15) dobivamo
1 ~
Vi > 20\ {Kp) — oMl >0,

S§to je pozitivno definitna funkcija ako je zadovoljen slijede¢i uvjet

Am{ K
Au{M}
Nadalje, ako funkciju V5 preuredimo na slijede¢i nacin
v 1\/_+1~TK\/_+1~ 1~TK~+
== az + — az+ —q | — —
2 9 \/aq I \/aq 2aq 19

2

# ST Ked +U(0) = Ulan) ~ "9(an) + - K [ dm(€)éde,
=1

(4.103)

(4.104)

(4.105)
(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)
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te primjenimo svojstvo (4.96), dobivamo

1 1
Vo> = [k — = u{K il|?,
> 1 (b= Dty ) fal
Sto je pozitivno definitna funkcija ako je zadovoljen slijede¢i uvjet

Ai{ Ko}
ko

Na kraju, usporedbom nejednakosti (4.112) i (4.109) dobivamo

—)\M{M} >Oé>—k1 R

o >

odnosno

kfl)\m{KD} > )\M{K]})\M{M},

§to je uvjet za pozitivnu definitnost funkcije V.

Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije W

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

Slijededi korak je odredivanje uvjeta negativne definitnosti vremenske derivacije Lya-

punovljeve funkcije, V= —W, odnosno W > 0. Prvo razmatramo funkciju W;. Prim-

jenom svojstava (2.15), (2.13), (2.17) i (4.96) dobivamo

Wi > (Al Ep} + An{ KpHvp(@l)lldl* -
— ad{M}q]* — akellglllgl* > o,

§to je pozitivno definitna funkcija ako je slijede¢i uvjet zadovoljen

Al K} + An{ Kp}Hlvn(d)]l
A{ M} + kel

Nadalje razmatramo funkciju Ws. Primjenom svojstva (2.29) dobivamo

>«

Wo > (aky — A{ K ) G117,

Sto je pozitivno definitna funkcija ako je slijedeéi uvjet zadovoljen

A{Kr}
ky

Usporedbom nejednakosti(4.116) sa (4.118) dobivamo slijedeci kriterij

Aed K} + Med Kp}lvp (@] Au{Kr}
Ar{M} + k| |q]| ky

a >

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)

(4.119)
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Uvjet (4.119) mozemo prikazat na slijedeéi nacin koji ¢e sadrzavati uvjet (4.114),

kXA Kp}H|op (@) — keAae{ K} 4]l + Sar > 0, (4.120)

Globalna asimptotska stabilnost biti ¢e garantirana ako nejednakosti (4.120) i (4.121)

vrijede za sve vrijednosti ¢ € R"™.

4.3.3. Sinteza regulatora za globalnu stabilizaciju sustava

Kriteriji stabilnosti (4.120) i (4.121) mogu biti zadovoljeni za razli¢ite izbore funkcije
¥p(§). Ovdje éemo razmotriti dva najjednostavnija izbora nelinearnog derivacijskog
pojacanja.

Tip I nelinearnog derivacijskog pojacanja

Razmotrit ¢emo najjednostavniji oblik funkcije ¢p; () koja zadovoljava uvjet (4.120).
Ako izaberemo

Upi(@) = G| = Gisign(q), (4.122)

tada je [|v¥p(q)|| = ||d|| i uvjet (4.120) postaje

(Fida{ KD} — kA d K1)l + Sar > 0, (4.123)
Sar = kA {Ep} — Mr{ K1} {M} > 0, (4.124)

Sto ¢e biti zadovoljeno ako vrijedi

Ad{Kp} > “Mk—‘l{m} (4.125)
A {Kp} > 2t ZM{KI}. (4.126)
Takoder, slijedeci izbor
An{Kp} = % (4.127)
¢e zadovoljiti uvjet (4.125) zbog
MR} = Ko} > e M A = o),

gdje smo koristili (4.126).
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Na kraju ako stavimo (4.122) i (4.93) u (4.91), dobivamo konac¢ni oblik modela

regulatora za i-ti clanak robota

t
u; = —Kpigi — Kpigi — K]i/ gi(T)dT -
0
— KpiGisign(Gi)d; — Kpipi(Gi)di, (4.128)
koji omogucuje globalnu asimptotsku stabilnost sustava za bilo koji izbor funkcije
Upi(Gi) > 0.
Kriteriji stabilnosti (4.125) i (4.126), za razliku od kriterija stabilnosti u slu¢aju PDsl
regulatora, ne ovise o broju stupnjeva slobode gibanja n.

Preostaje jos da izraze (4.122) i (4.127) uvrstimo u nejednakost (4.116) kako bi

utvrdili gornju granicu parametra «. Uvrstavanjem navedenih izraza dobivamo

A Kp} + 555 all x, (k)
Au{M} + k||l Au{M}

Vidimo da smo dobili istu gornju granicu parametra « kao u izrazu (4.113) stoga nave-

a < (4.129)

deni izraz predstavlja interval u kojem se mora nalaziti parametar o da bi sustav bio
stabilan. Iako je parametar « eliminiran iz konac¢nog uvjeta stabilnosti, poznavanje in-
tervala u kojem se on nalazi je bitno za analizu performansi PInD regulatora u narednim
poglavljima.
Tip II nelinearnog derivacijskog pojacanja
Slijedec¢i moguéi izbor funkcije ¥p;(q;) je
Vpi(@i) = ;. (4.130)
U tom je slucaju [#o(@)lr = 1413 = dl* < vAldn(@ll2: (dodatak B.L) i uvjet (4.120)
postaje
1 _
— ki A {Kp}H|d||? — kA { K} Gl + Sar >0
N {Kp}4ll m{ K H|qll + Sar

Sto ¢e biti zadovoljeno za sve vrijednosti ¢ € R™ kada diskriminanta navedenog izraza

ima negativnu vrijednost

Am{Kp} > \/ﬁ(kig”é{m})z, (4.132)
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Na kraju, ako stavimo (4.130) i (4.93) u (4.91), dobivamo konaé¢ni oblik modela regu-

latora za i-ti ¢lanak robota
t —_ —
u; = —Kpiq; — Kpiq; — Kn‘/ Gi(T)dr — Kpi@:di — Vp(3@), (4.134)
0

koji omogucuje globalnu asimptotsku stabilnost sustava za bilo koji izbor funkcije
¥p(G) > 0.
Kriteriji stabilnosti (4.132) i (4.133), za razliku od kriterija stabilnosti (4.125) i

(4.126), ovise o broju stupnjeva slobode gibanja n.

4.4. Globalno stabilna regulacija robota
s rotacijskim i translacijskim
stupnjevima slobode gibanja

Svi postojeci regulatori koji omoguéuju globalnu stabilnost nelinearnih mehanickih
sustave mogu globalno stabilizirati samo robote s rotacijskim stupnjevima slobode gibanja.
U ovom podpoglavlju prikazat ¢emo jedan novi regulator koji je, za razliku od postojecih,
u stanju globalno stabilizirati i robote s mijeSanim rotacijsko-translacijskim stupnjevima
slobode gibanja, [74]. Globalna stabilnost se postize odgovarajué¢im izborom nelinearne
funkcije derivacijskog pojacanja.

Razmatrat ¢emo modificiranu verziju PID regulatora s nelinearnim derivacijskim
¢lanom (MPInD) u slijedeé¢em obliku

u = —qu — \I/D(QN)(] - K]l/, (4135)
U= q, (4.136)

gdje su Kp i K konstantne pozitivno definitne dijagonalne matrice, a ¥p(q) je (n x n)
pozitivno definitna dijagonalna matri¢na funkcija koju mozemo prikazati u slijede¢em
obliku

Up(a) = Kp +kp lal ] + k1l °T, (4.137)

gdje je Kp, konstantna pozitivno definitna dijagonalna matrica, a l{:g) i kg) su pozitivne
konstante.

Slijedeca svojstva funkcije Wp(§) bitna su za analizu stabilnosti.
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Svojstvo 1. Funkcija ¥p(q) je ogranicena i zadovoljava slijedeée nejednakosti

TUp(G)z > A {Kp} + kSl + kD P22 >
> A\ Kp}H|2|I?,  VzeR™ (4.138)

Svojstvo 2. Vrijedi slijedece svojstvo Euklidske norme

d (1, . k2 ~T -
& (pal) = ae-=ae, =2 (4.139)

4.4.1. Konstrukcija Lyapunovljeve funkcije

Stacionarno stanje sustava (2.9), (4.135), (4.136) je ¢ = 0, ¢ = 0, v = v*, gdje je

v = —K;"g(qa)-
Ako uvedemo varijablu z = v — v* tada sustav (2.9), (4.135), (4.136) postaje
M(q)i + C(q:9)q + 9(q) — 9(qa) = u, (4.140)
u=—Kpqg—Vp(q)q— Krz, (4.141)
L= (4.142)

Uvodimo izlaznu varijablu y = ¢+ aq gdje je a pozitivni parametar. Ako napravimo
skalarni produkt izmedu (4.140) i y dobivamo nelinearnu diferencijalnu formu koja se
moze separirati na slijede¢i nacin

dv(d? q‘? Z)
dt
gdje je V'(q, 4, z) kandidat za Lyapunovljevu funkciju.

= —W(q,q), (4.143)

Radi lakseg odredivanja uvjeta pozitivne definitnosti funkcija V'i W, imamo slijede¢u
dekompoziciju: V(q, ¢, z) = Vi(q,q) + Va(q, z) 1 W(q,q) = Wi(q, q) + W2(q), gdje su

. 1. . N )
Vi(G,4) = =¢"M(q)g + +aq" M(q)q +

2
+ 50 Kpi+ 3okl + jokal (1.144)
Va(G,2) = %ozzTKIz + G Kz + %chKpd +U(q) —Ulqa) — 4" g(qa), (4.145)
1
Wi(d,4) = —ad" M(q)q + " U p(@)d + oq" (M(q) — C(q.4))d, (4.146)

Wa(q) = —G" (K1 — aKp)j + aq" (9(q) — 9(qa))- (4.147)
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4.4.2. OQOdredivanje kriterija stabilnosti

Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije V.

Najprije razmatramo funkciju V; koju mozemo prikazati u slijede¢em obliku

Vi = (44 ad)” M(g) (4 + 0d) — ~a?d™M(q)q +

2 2
1 . o1 - 1 -
+ 50d" Kpd + gk 14> + Sk 1] (4.148)

Primjenom svojstava (2.30) i (2.14) dobivamo

Vi > SaOn{Ep}+ K5Il + K1)l -
- 0%+ el + dallal?) gl = o (4.149)
Primjenom nejednakosti trokuta |lg|| < ||g]| + ||lgall, te sredivanjem prethodnog izraza
dobivamo
Vi 2 Sa0m{Ko} - am)|dl® + Ja(kg) — am) 7l +
+ ol — ady) ], (1.150)
gdje je
m = ay + c||qa + dallqal)?, (4.151)
m1 = ¢o + 2ds]|qal|- (4.152)

Funkcija Vi je pozitivno definitna ako su zadovoljeni slijedeéi uvjeti

(1) (2)
LKD} > q, k_i > q, ko > . (4.153)
m my do

Nadalje razmatramo funkciju V5 koju mozemo prikazati na slijede¢i nacin

1 1 \" 1 1 o
Vy = 3 (\/52 + ﬁQ) K (\/az + ﬁQ) - %qTKIC] +
L. . _
+ 50 Kpq+Ulq) = Ulga) = 7" 9(4a). (4.154)

Ako primjenimo svojstvo (4.138) tada

1 1 -
Vsl (k . EAM{KI}) lall. (4.155)
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§to je pozitivno definitno ako je zadovoljen slijede¢i uvjet
A{K
o AutKr}
Ky
Usporedbom (4.156) sa (4.153), dobivamo slijedece uvjete pozitivne definitnosti funkcije
Vv

(4.156)

kl)\m{KD} > )\M{K]}T_n, (4157)
kD) > Ay { K Yma, (4.158)
ke kD > Ay { K s (4.159)

Napomenimo da je nespecificirana konstanta « eliminirana iz gornjih uvjeta.

Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije W.

Slijededi korak je odredivanje uvjeta koji osiguravaju negativnu (semi)definitnost vre-
menske derivacije Lyapunovljeve funkcije, odnosno, W > 0. Prvo razmatramo funkciju
Wi. Primjenom svojstava (2.13), (2.14), (2.16) i (4.138) dobivamo

Wi > (\n{ K} + k) llal + k511 1411 ~
— afaz + ezl + dallal*)llg* ~
— afer +dilglDllalll4l* = o. (4.160)

Primjenom nejednakosti trokuta ||¢|| < ||4]| + [|ga|, dobivamo
Wy > Mn{Kp} — am]||d]|* +
1 _ T ~ .
+ [kS) — a(ma + k)llal 14l +
+ [k — a(dy + d2)])dl1*11d]1%, (4.161)

nge je l_i‘c = C1 + d1||qu.

Funkcija W je pozitivno definitna pod slijedeé¢im uvjetima

An{Kp} > am, (4.162)
kD) > a(my + ko), (4.163)
kD > a(dy + dy). (4.164)

Nadalje, razmatramo funkciju Ws. Primjenom svojstva (2.29) dobivamo

Wy > (ks — {1} (4.165)
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S§to je pozitivno definitno ako je zadovoljen uvjet

{Kr}

o>
ki

(4.166)

Usporedbom (4.166) sa (4.162)-(4.164) dobivamo slijede¢e uvjete negativne definitnosti

vremenske derivacije Lyapunovljeve funkcije

kl)\m{KD} > /\M{K]}m, (4167)
Sk > A{ K Y (m + ko), (4.168)
2k > Ml K1Y (dy + da). (4.169)

Napomenimo takoder da je nespecificirana konstanta « eliminirana iz gornjeg uvjeta.
S obzirom da kriteriji dobiveni ocjenom pozitivne definitnosti funkcije W ukljucuju
kriterije dobivene ocjenom pozitivne definitnosti funkcije V', nejednakosti (4.167)-(4.169)
predstavljaju konacne kriterije stabilnosti.

Uvjeti (4.167)-(4.169) mogu se prikazati u kompaktnijem obliku preko slijedeceg

1zraza -
H > max { —° , it kc, 4+ ds . (4.170)
ki kEpm k:g) k‘g)

Izbor parametara koji zadovoljavaju uvjet stabilnosti.

Iz nejednakosti (4.167)-(4.169) vidimo da stabilnost sustava ovisi o pet parametara
regulatora. Broj potrebnih parametara za podesavanje moze se reducirati na slijedeci
nacin.

Pretpostavka 1. SlijedeCe vrijednosti parametara

1 _ my+ ke

kp = ———Aau{Kp}, (4.171)
k) = dl;dQ Am{KDp}, (4.172)

zadovoljit ¢e uvjete stabilnosti (4.168) i (4.169).
Dokaz. 1z (4.167) dobivamo

A Kp} - Mr{Kr}
m k-

(4.173)

Ako stavimo navedenu nejednakost u (4.172) dobivamo (4.168) i (4.169). O
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Fiksiranjem vrijednosti parametara k:g) i kz(g) reducirali smo broj potrebnih parame-
tara na tri, primjenom jedne nejednadzbe (4.167).

Preostaje jos odredivanje gornje granice parametra «, koju ¢emo dobiti uvrstavanjem
izraza (4.171) i (4.172) u nejednadzbe (4.163) i (4.164) iz ¢ega slijedi

Al K
- {_ D}’
m

a (4.174)

tako da je interval unutar kojega se mora nalaziti parametar o da bi sustav bio stabilan
slijedeci
Au{K Am{K
WA LTI S —{_ o}

4175
™ = (4.175)

Navedeni interval parametra « nije bitan za analizu stabilnosti ali je bitan za ocjenu

integralnog indeksa performansi sto ¢e biti prikazano u narednim poglavljima.



5 | Analiza stabilnosti
uz primjenu analiti¢kog
neizrazitog regulatora

Vidjeli smo u tre¢em poglavlju da je analiticki neizraziti regulator (sa ulazima u ob-
liku pogreske pozicije, brzine i integrala po pogresci pozicije) moguée dekomponirati na
opc¢u klasu nelinearnih PID regulatora. Navedena dekompozicija pruza moguénost prim-
jene Lyapunovljeve analize stabilnosti mehanickih sustava vodenih analitickim neizraz-
itim regulatorom.

Kod regulatora razmatranih u prethodnom poglavlju, proporcionalna i derivacijska
nelinearna pojacanja ovisila su samo o pogresci pozicije ¢. U slucaju analitickog neizra-
zitog PID regulatora nelinearna pojacanja ovise o pogresci pozicije, brzini i integralu po
pogresci pozicije. Navedena ¢injenica ima za posljedicu bitno slozeniju analizu stabil-
nosti u usporedbi sa regulatorima razmatranim u prethodnom poglavlju.

Nadalje, svojstvo saturacije upravljacke varijable analitickog neizrazitog regulatora
ima za posljedicu kriterije stabilnosti koji vrijede samo lokalno oko stacionarnog stanja.
Stoga se na kraju poglavlja razmatraju modifikacije analitickog neizrazitog PID regu-
latora koje omogucéuju globalnu asimptotsku stabilnost regulacijskog kruga, a takoder i

jednostavnije kriterije stabilnosti.

5.1. Analiticki neizraziti PD regulator (AFPD)

U ovom podpoglavlju razmatramo stabilnost analitickog neizrazitog PD regulatora
(AFPD) bez kompenzacije gravitacije.

Neizraziti PD regulator, prema (3.9) ima slijedeci oblik

u=—Yp(q,4)er(q) — ¥p(q,9)¢n(q), (5.1)

63
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Slika 5.1: Blok shema regulacije AFPD regulatorom.

gdje su ¥,(q, q), j = P, D pozitivne dijagonalne matri¢ne funkcije
dok su ¢;(x;), j = P.D, (xp = q,xp = q), vektorske funkcije

0;i0G) = [ OGr) e2) - embin)l’ (5.3)

Eksplicitni oblik gore navedenih funkcija ¢;(q:, ¢i) 1 ;i(x;i), je slijedeéi

. Ljiw;i(x;i)
i\ Qs §i) = = —, 5.4
Vil @) Ipiwpi(Gi) + Ipiwpi(d;) (5.4)
Wi X'z’) .
0ii(Xji) = yeii(Xi) = Kejipi (1 - 315[—3) sign(x;i), (5.5)
jl
ngeJe] = P7Da 1= 17...,TL 1 XpPi = Qi7XDi - Qia 1

Nji
wyi(Xji) = st (Xji), (5.6)

k=1

s (x51) = 7+ 7 exp(—ad X3 — B [xil)- (5.7)
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5.1.1. Regulacija oko ravnoteznog stanja

Da bi sto jasnije ilustrirali osnovne probleme u analizi stabilnosti opce klase neli-
nearnih PD i PID regulatora, razmotrit ¢emo najprije problem regulacije robota oko
ravnoteznog stanja. U slucaju regulacije ravnoteznog stanja imamo ¢; = 0, odnosno
qd = q, tako da su jednadzbe dinamickog modela sustava sa zatvorenom multivarijabil-

nom petljom

M(q)g+C(q,4)q + 9(q) = —Vr(q,))pr(a) — Yplq,¢)ep(4), (5.8)

ujedno i jednadzbe pogreske, ¢ime se veé¢ bitno olaksava daljnja analiza stabilnosti.
Problem se sastoji u pronalazenju uvjeta na parametre regulatora koji ¢e osigurati
stabilizaciju sustava u ravnteznom stanju ¢ = ¢ = g4 = 0 za bilo koje zadane pocetne
uvjete ¢(0) # 0.
Kad bi funkcija Up ovisila samo o ¢, Up(q), tada bi imali sliécnu situaciju kao u
prethodnom poglavlju gdje bi navedenom ¢lanu dinamickog modela odgovarao ¢lan u

Lyapunovljevoj funkciji
n qi
> [ um©enterds (5.9)
i=1 V0
Navedeni ¢lan je pozitivno definitan zbog toga sto je ¥ p(q) pozitivno definitna matri¢na

funkcija dok je ¢p(q) monotono rastuéa funkcija, ¢%¢p(q) > 0.

U slucaju kad imamo funkciju ¥p(q,¢) > 0, direktno poopéenje prethodnog slucaja

Z/Oq bpi(€, 6i)ri(€)dS, (5.10)

nije dobro rjesenje zbog toga Sto vremenska derivacija gornjeg ¢lana ima slijede¢i oblik

.T . = & a¢Pz(£a qz) )
P iero + Y [ @ (511)

iz kojeg vidimo da drugi ¢lan gornjeg izraza drasti¢no komplicira analizu stabilnosti (s
obzirom da se §; mora izluciti iz izraza (5.8) a parcijalna derivacija funkcije 1p; po ¢;

nije vise pozitivno definitna funkcija).

Primjena inverznih funkcija varijabli stanja

Cinjenica da je funkcija Wp(q, ¢) pozitivna za sve vrijednosti varijabli ¢, ¢ € R™ moze

se iskoristiti na slijede¢i na¢in. Rjesenje matri¢ne diferencijalne jednadzbe (5.8) je u
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obliku funkcijske ovisnosti varijabli stanja ¢;(t), ¢:(t), ¢ = 1,...,n, o vremenu ¢t € R.
Nadalje, formalno iz funkcijske ovisnosti varijable stanja ¢; = ¢;(t) o vremenu mozemo
nadi inverznu funkciju ¢ = ¢; *(¢;). Dobivenu ovisnost vremena ¢ o varijabli ¢; mozemo
uvrstiti u funkciju ¢; = ¢(t) i dobiti ¢; = d¢;(¢; (%)) = ¢(g). Na taj nacin smo
formalno dobili eksplicitnu ovisnost varijable stanja ¢; o varijabli ¢;, ¢;(¢;). Ako na
kraju funkciju ¢;(¢;) uvrstimo u ¥ p;(q;, ¢;) dobivamo ¥ p;(q;, Gi(¢;)) = Vpi(g;). Drugim
rije¢ima, navedenim postupkom eliminirali smo ovisnost funkcije Wp;(g;,¢;) o ¢; i dobili
smo ovisnost funkcije ¥p; samo o varijabli ¢;.

Iako je opcenito nemoguce naci egzaktno analiticko rijeSenje diferencijalne jednadzbe
(5.8) a jos manje je moguée pronaéi eksplicitnu ovisnost ¢;(g;), ¢injenica je da bez obzira
na to vrijedi: Wpi(qi,Gi(¢;)) > 0 za sve ¢; € R, iako ne znamo eksplicitnu analiticku
ovisnost funkcije ¥p; o varijabli ¢;. Na osnovu navedenoga slijedi takoder da je ¢lan u

Lyapunovljevoj funkciji
n qi
> [ ol a©ente)ds (5.12)
i=1 70

pozitivno definitna funkcija, ¢ija je vremenska derivacija jednaka ¢V p(q,q(q))epr(q)
odnosno ¢*WUp(q,¢)ep(q). Takoder, za gore navedeni ¢lan ne znamo analiticki izraz,
medutim za analizu stabilnosti bitno nam je samo da znamo da se radi o pozitivno
definitnoj funkciji.

Na kraju, kao Lyapunovljevu funkciju za sustav (5.8) imamo

Vig.d) = 50 M)+ Ule) = U0) + 3 [ onl&. alOen©de, 613

dok je njena vremenska derivacija

V(g,4) = —¢"¥n(a,d)¢n(d), (5.14)
negativno semidefinitna funkcija. Uvjete pozitivne definitnosti mozemo dobiti na osnovu
uvjeta ¢V, +¢"V; >0
¢ Vy+q"Ve = ¢"M(q)q + ¢" V(g )pr(a) +q"qlg) >
> Nad MHdI* + F1d" 07 (), (5.15)
gdje je k1 = A\ {Up I\ {Kcpt — kB2 > 0, dok je k2 definiran izrazom (3.62) a funkcija

©B(q) izrazom (3.61). Konacni uvjet stabilnosti je

An{Up A\ {Kop} > EBE (5.16)
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Sto je uvjet analogan uvjetu ky = A, {Kp} — k; > 0, za linearni PD regulator.

Na kraju, primjenom LaSalleovog principa invarijantnosti zaklju¢ujemo asimptotsku
stabilnost sustava (5.8).

Lyapunovljeve funkcije koje se ne mogu analiticki prikazati ali se moze dokazati
njihova pozitivna definitnost nisu neuobic¢ajane u teoriji upravljanja. Npr. metoda
sinteze regulatora za nelinearne kaskadne sustave, poznata pod nazivom "forwarding”,
[80, 81, 82, 83], koristi konstrukeciju Lyapunovljeve funkcije koja se ne moze prikazati
u analitickom obliku. Stovise, u navedenoj metodologiji, sinteza regulatora zahtijeva
aproksimativno izra¢unavanje Lyapunovljeve funkcije, sto se u slucaju analize stabilnosti
prikazane u ovom poglavlju ne zahtijeva. U dodatku A.5. navedeni su neki dodatni

primjeri primjene inverznih funkcija za konstrukciju Lyapunovljevih funkcija.

Konvencionalni pristup analizi stabilnosti

Da bi dodatno ilustrirali prednost primjene inverznih funkcija u konstrukciji Lya-
punovljeve funkcije, prikazat ¢emo analizu stabilnosti sustava (5.8) konvencionalnim
pristupom. Pod konvencionalnim pristupom ovdje podrazumjevamo konstrukciju Lya-
punovljeve funkcije koja se moze prikazati u analitickom obliku.

Prvi korak je dekompozicija nelinearnih pojacanja na slijede¢i nacin

\I’P((LQ) :KP+\T]P((]7Q)7 \IID((],C]) :KD‘F\TJD(Q,(]), (517)
gdje su
Kp; = I;liql_l Upi(qi:Gi),  Kpi = I;liqu U pi(gis Gi)- (5.18)

Ako formiramo izlaznu varijablu y = ¢+ app(q) sa pozitivnom konstantom « > 0 te
napravimo skalarni produkt izmedu (5.8) i y dobivamo slijede¢u nelinearnu diferencijalnu

formu

q"[M(q)i+C(q,d)q + 9()] + d"Yp(q, 9)er(q) + " Ynlg,¢)en(d) +

+alpr(q)"M(q)i + ¢r(9)TCla,d)d + vr(a) g(q)]

]

i
)]+
+alop(q) Vp(q, 4)er(q) + ©r(@)" (g, 4)ep(d)] = 0, (5.19)

Gornju nelinearnu diferencijalnu formu mozemo separirati na slijede¢i nacin: V =
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W, gdje je
v = %qTM@q' +Ulg) = U(0) + appl(o) M(g)d +
" Z Kei [ onide (5.20)
dok je

W = ¢"(Un(q,d) — apry(@)M(q))i — apr(a) (M(q) — Clg,4))d +
+ awp(q)"Vp(g, 4)er(q) + avr(a)9(q) + g, 9), (5.21)
gdje je
Qq.q) = =" Vr(q,d)pr(a) — avr(a)" Tnlg,4)ep(d), (5.22)
nedefinitni ¢lan koji se pojavio u vremenskoj derivaciji Lyapunovljeve funkcije zbog toga
Sto ga nismo mogli prikazati kao vremensku derivaciju neke analiticke funkcije.

Da bi dobili eksplicitne uvjete stabilnosti moramo dobiti uvjete pozitivne definitnosti

funkcija V' i W. Nakon sredivanja funkcije V', dobivamo

V= % (4 + app(q)” M(q) (4 + app(q)) — %QQSOP(Q)TM(Q)SOP(Q) +
+ o> Kn / " orla)(€)dE + Ulq) — U(0). (5.23)

Gornji izraz je pozitivno definitan ako vrijedi

ZKPZ/ wpi(§)dE — %ozzsop(q)TM(Q)soP(Q) >

> Z( m{Kp}/ ppi(€ d&——oﬂ/\M{M}gpPZ (¢:) ) Zﬁ ) >0,

Sto je pozitivno definitna konveksna funkcija ako je zadovoljen uvjet ¢;fiq(¢:) > 0,

odnosno

Gi figs (@) = Ml Kp}aivri(q:) — 2r{MYaiopi(4:)ppig () =
= Gippig (@) Am{Kp} — A {M}opig,(4:) >
> ¢iopi(G) Am{Kp} — * A {M} max ©pig () >0, (5.24)
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gdje je 1 = 1,...,n. Prethodni izraz je pozitivno definitan ako je zadovoljen uvjet
AndKp} 2 @® A { M} max opiq (q:)- (5.25)

Da bi ocjenili uvjete pozitivne definitnosti funkcije W, nedefinitne ¢lanove funkcije

Q) prikazat ¢emo na slijede¢i nacin

— el Dpr(a) = 3 (i =1 er(@) Uolad) (i = Tor)) -

- %N?QT\PP(@(, q)q — %ﬁsop(Q)T\Tfp(% Q)pr(q), (5.26)
(i) Uorla) = 3 (saon(@) — —or@) o (uapnld) ~ Lera)) -

- %/@PD(CDT‘I’D@D(Q) - Z—IigSOP(Q)T‘I’DSOP(Q). (5.27)

Ako gornje izraze uvrstimo u (5.21) dobivamo

W " (0~ Gt~ apn(@M(0) ) - apela (i) - Cla. )i +

1 - 1
T aWp — —Tp—a—sl -
+ ©r(q) [(04 Pl Oézug D) SOP(Q)JFQQ(CI)]
_ 1 2 N ; 2
204M290D(Q) p¢p(q), (5.28)

odnosno, nakon sredivanja gornjeg izraza i primjenom svojstva (3.59) dobivamo
L, T Loy
W > ( An{¥p} — §N1AM{‘I]P} - iaﬂl)‘M{\I’D}/\M{WD,q}_
- MM Dalna) = femaxen()) [01F + Bior(a) b0, (5:29)

gdje je

1. 1 T 1 min

ki = )\m{KCP} (Oé)\m{\l/p} — 2—[[}/2)\M{‘pr} — 052—”2)\1\4{\1/1)}> — kCP > 0, (530)

1 2

dok je k2 definiran izrazom (3.62) a funkcija ¢2(q) izrazom (3.61).
Na kraju, konacni uvjeti pozitivne definitnosti funkcije W su

1 1 _
(1= Jesha(omab ) An(B0} > Jutr {0} + adurl B arliong) +

+ kc maxgoP(q), (531>
q
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1 B 1 kmin
AW — AV — iV P
Antlrd = gl g g to} s Ky

Vidimo da su dobiveni uvjeti stabilnosti (5.25), (5.31) i (5.32) znatno slozeniji od

(5.32)

uvjeta (5.16) koji smo dobili primjenom inverznih funkcija.

5.1.2. Regulacija oko zadanog referentnog stanja

Sada ¢emo razmotriti opéeniti slucaj regulacije oko proizvoljnog zadanog stanja g #
0. Kod regulatora koje smo do sada razmatrali, izvodenje jednadzbi pogreske bilo je
prakticki trivijalno. U sluc¢aju analitickog PD i PID regulatora izvodenje jednadzbi
pogreske znatno komplicira analizu stabilnosti. Navedene komplikacije posljedica su
ovisnosti nelinearnih pojacanja ¥;(q, ¢), j = P, D, o svim varijablama stanja ¢ i ¢ i ne
mogu se dekomponirati na jednostavnije slucajeve poput ¥;(q,q) = \Ifg-l)((j) + ‘1152) (¢) ili
;(3,4) = V(@9 (g) -

Jednadzbe pogreske

Prvi korak u analizi stabilnosti je formiranje jednadzbi pogreske. U stacionarnom

stanju imamo ¢ = 0, ¢ = ¢* te stoga mora biti zadovoljena slijede¢a jednakost

9(q") = =¥p(¢" — 94, 0)p(¢" — qa)- (5.33)

Ako sada gornji izraz s negativnim predznakom dodamo jednadzbi (2.9) dobivamo

M(q)q+ C(g,4)d +9(a) — 9(¢") = —Kp(q,q) — VYp(q,4)p(d), (5.34)
gdje je
Kp(q,4) = Vp(q— qa:4)er(q — qa) — Up(q" — 44, 0)pp(q" — qa). (5.35)

Ako uvedemo varijable § = ¢ — ¢*, § = ¢* — qq, funkciju Kp(q,§) mozemo nadalje

dekomponirati na slijede¢i nacin
Kp(2,4) = Vp(G+ 4, d)ler(@+4q) — ep(@)] +
)

Q) —Vp(q.0)]er(q) +
+4,4) — Yp(, d)ler(), (5.36)
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tako da desna strana jednadzbe (5.34) poprima slijedeéi oblik

u(q,q) = —up(q,q) — up(q, q), (5.37)

gdje su

up(q,4) = Vp(7+4,9)(pp(@+ Q) —¢p(q) +
+ [Yp(7+4,4) — Ve, 9)]er(d), (5.38)
up(q,4) = ¥p(q, )en(q) + [Vr(d, ¢) — Vr(q,0)er(q). (5.39)

Motivacija za dekompoziciju (5.37), (5.38) i (5.39) lezi u ¢injenici da za up(q, ¢) mozemo
dobiti uvjete pod kojima je navedena funkcija sektorska nelinearnost po varijabli g,
odnosno T up(q,q) > 0 za svaki q,¢ € R". Isto tako mozemo dobiti uvjete sektorske
nelinearnosti za up(g,¢) po varijabli ¢, odnosno ¢up(q,q¢) > 0 za svaki q,¢ € R™
Navedeni uvjeti su nuzni za konstrukciju Lyapunovljeve funkcije na slican nac¢in kao sto
je u [12, 14, 15] konstrukcija Lyapunovljeve funkcije bila moguéa za specijalnu klasu
sektorskih neizrazitih regulatora.

Slijededi korak je izracunavanje izraza u uglatim zagradama jednadzbi (5.38) 1 (5.39).

Na osnovu izraza (5.4) imamo

Ipiwp; (qu)

7 Ai; .i = ~ c 0\ ) 540
Vil &) Ipiwpi(Gi) + Ipiwpi(d;) (5.40)
. Ipiwpi(G:)
i\ i) 0) = ~ 5 541
Vrild; 0) Ipiwpi(¢;) + Ipiwpi(0) (5.41)
. Ipiwpi(Gi + Gi)
i + 4i, Qi) = — —. 5.42
Vrildi+ 4 ) Ipiwpi(G + ;) + Ipiwpi(§i) ( )
Ako izraze (5.40) i (5.41) uvrstimo u uglatu zagradu izraza (5.38) dobivamo
L. . Ipiwpi(Gi) Ipiwpi(Gi)
i(dis i) — Ypi(4:,0) = . ~ — ~ , 5.43
Vrilds 6i) = Vrild 0) Ipiwpi(Gi) + Ipiwpi(di)  Ipiwpi(¢;) + Ipiwpi(0) ( )
odnosno, svodenjem na zajednicki nazivnik slijedi
A . A Ipilpiwpi(qi)wpi(0) — Ipilpiwpi(i)wpi(g:
¢Pi(qz‘>q@') - @/)Pz'(%o) = pebEr (Q) D ( ) st d (q) D (q) (5-44)

(Ipiwpi(Gi) + Ipiwpi(ds)) (Ipiwpi(di) + Ipiwpi(0))
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Ako brojnik i nazivnik gornjeg izraza podijelimo s Ip;Ip;wp;(§;)wpi(0) dobivamo

_ wpi(d:)
Uridis ) — il 0) = <1+ fmwS( ))C()D(Zi%i)fpzwmm)’ (5.45)

i i
Ipwpi(§;) Ipiwp;(0)

S obzirom da vrijedi

(1= 220) oo (5.46)

NDi B KCDiHDi
Imamo
o R 1 lpi(Gi)]
i(Gi» @i) — Ypi(Gi, 0) = ; i)\ o4
Ypi(Gi, i) — ¥pi(di, 0) Kepifin: <1+ Imwm(qz')) (1+ IPini(Qi)) 47
Ipiwpi(d:) Ipiwpi(0)

Na slican nacin, ako izraze (5.40) i (5.42) uvrstimo u uglatu zagradu izraza (5.39)
dobivamo
_ Ipiwpi(qi + Gi) B Ipiwpi(g)
Ipiwpi(@i + @) + Ipiwpi(d)  Ipiwri(di) + Ipiwpi(di)

Vpi(G + Giy 4i) — Vpi(Gi, 4i)
Sredivanjem gornjeg izraza dobivamo

rsl@ + 6o, ds) — Vpilde, @) = IpiIpiwpi(G:)[wpi(G + 4) — wpi(d)]
A e (Ipiwpi(G + ¢;) + Ipiwpi(§:))(Ipiwpi(¢:) + Ipiwpi(Gi))

(5.48)
Nadalje, s obzirom da vrijedi
. 1 .
wpi(G@i + ¢i) = Npi | 1 = ——|opi(@ + @) | , (5.49)
Kcpittpi
. 1 .
wpi(Gi) = Npi | 1 — mhﬂm(%’)! ; (5.50)
1mamo N
wpi(@i + i) — wpi(Gi) = —%(!@Pi(@ + @) = lepi(@)])- (5.51)
CPiltPi

Uvrstimo i (5.51) u (5.48), te podijelimo brojnik i nazivnik s Ip; I p;wp;(G;) Np;, dobivamo

1 lopi(Gi + Gi)| — lori(G)]
Kepipip; <1 + IPWPi(%ﬂ?z‘)) (IPini(@i) + IDiWDi(qﬁ) '

Ipiwpi(4i) Ip;Np; Ip;Np;

VYpi(Gi + Gi, @) — Ypi(Gir 4i) =
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Radi kompaktnijeg prikaza, uvodimo slijede¢u notaciju

upi(q) = [Vpi(di, @) — Vri(Gi, 0)]0pi(d:)
= ppi(q)|ppi(di)],
upi(Gi, 4) = [Wpi(@ + Gi, 4i) — Vpi(ds ¢)epi(di)

= ppri(@i; §)[|eri(@ + @:)| — leri(@)l], (5.52)
gdje su

. SOPi((ji) 1
i\q) = - —, 5.53
ppi(d) Kcpiftpi (1 n IDiwDi(Qi>> <1+ IPiWPi<Qi>> (5:53)

Ipiwpi(Gi) Ipiwp;(0)

_ . QOPi(CZ') 1
i\gis q) = — — ~ - , 5.54
pri(d: 4) Kcpijipi (1 i Ipiwpi(Gi + C]z)) (]PiWPz‘(C]z‘) i IDiWDz‘(Qz‘)) ( )

Ipiwpi(Gi) IpiNp; IpiNp;

Slijededi korak je postavljanje uvjeta koji garantiraju da je funkcija up;(G, ;) sek-

torska nelinearnost po varijabli ¢; za sve vrijednosti ¢; € R, odnosno
Giupi(Gi, i) >0, Vg € R, (5.55)

Isto tako, postavit ¢emo uvjete koji garantiraju da je funkcija up;(g;, ;) sektorska

nelinearnost po varijabli ¢; za sve vrijednosti ¢; € R, odnosno
Giupi(di, ¢i) > 0, Vg € R. (5.56)
Razmotrit ¢emo najprije uvjete za ¢;up;(g;, ¢;) > 0, odnosno
Givpi(Gi> i) = 4 pi(Gi> i) pi(¢i) + Gitipi(q) =

= Gi¥pi(Gis 4i)pi(@) + dippi(d)|¢pi(di)| >
Z [mln wDi((jia Qz) — Imax pDz( )]QzQODz<Qz> (557>

iz Cega slijedi

min ¢ p;(Gi, ;) > max ppi(q). (5.58)
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Na slican nacin dobivamo uvjete za g;up;(q;, g;) > 0.

Giupi(Gi, 4i) = @U¥pi(G + Gi, @) eri(@ + @) — pri(@:)] + Gupi(G,q) =

= @Upi(G + Gy @) ori(@ + @) + Gipei( @i, )| opi(@ + 4i)| +

(i,
+ @bpi@ + @i, 4i)eri(di) + Gppi(Qi @)eri(d:)| =
> [min¥pi(q + Gi, ) — max ppi(Gi, 4G ri(G + ¢) +
+ [minpi(G + Gi, ¢:;) — max ppi(Gi, §)|Gipri(Gi) =
= [minvpi(g + Gi, 4:) — max ppi(Gi, §))7:Pri(T:), (5.59)
gdje je
@pi(@) = pi(@ + Gi) — ¢ri(di), (5.60)
iz ¢ega slijedi
min Yp;(G; + i, ¢i) > max ppi(di, ). (5.61)

Da bi dobili konkretne uvjete sektorske nelinearnosti u ovisnosti o parametrima re-
gulatora, moramo izracunati maksimalne i minimalne vrijednosti funkcija u izrazima
(5.58) 1 (5.61). Ako slijedece izraze

) . 1 IpiNp;
(A 4) — — _ .62
min tz<Qz7 Qz) ) N max IPiWPi(Qi) ]DiNDi + IPiNPi, (5 6 )
min I p;wpi(§;)
max ppi(d) = O ! _
b Kcpittpi min I p;wp;(q;) min /p;wp;(q;)
1+ — 1+
max [ p;wp;(q;) max I p;wp;(0)
Kep; IpiNpiIpiNp;

_ CcP P_ PitDitVD _ (563)

Kepittpi (IpiNp; + IpiNpi) (IpiNpi + IpiNp;)’

uvrstimo u (5.58), dobivamo

min ¥p; (G + i, ¢) — max ppi(Gi, §) =
IpiNpi (1 _ NpiKcpi IpiNp;

= _ — — > 0. 5.64
IpiNpi+ IpiNp; NpiKcpippi (IpiNpi + IPz’NPi)) (5.64)

Gornji uvjet ¢e biti zadovoljen ako vrijedi

NpiKcpi Ip;Np;
NpiKepittpi (IpiNpi + 1piNp;)

<1, (5.65)
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odnosno
NpiKcpilpiNpi < NpiKcpipipi (IpiNpi + IpiNp;) - (5.66)

Na slican nacin, ako slijedece izraze

1 Ip;iNp;

min i Ni, .i = : = = s 5.67
Vil 4 14 max Ip;wp;(qi) Ip;Np; + Ip;Np; ( )
min Ip;wp;(g;)
. 1 IpiNpilpiNp;
max pp;(qi,q) = — = = —, 5.68
pril ) ppi (IpiNpi + 1piNpi)(IpiNpi + IpiNp;) ( )
uvrstimo u (5.61), dobivamo
min ¢ p;(Gi, ¢;) — max pp; (¢, 4) =
—_ tpp (1__P DD )>o, (5.69)
IpiNp; + IpiNp; Npipp; (IpiNpi + IpilNp;)
Sto ¢e biti zadovoljeno ako vrijedi
Np; Ip;Np;
- Sl A (5.70)
Npipp; (IpiNp; + IpiNp;)
odnosno,
NpilpiNpi < Npipupi(IpiNp; + IpiNp;). (5.71)
Ako na kraju uvrstimo izraze za faktore normiranja pp; i pp;,
Npl' ND’i
B A/ B 5.72
Mo Ny = Np' """ Ny — No (5:72)
uvjeti (5.66) 1 (5.71) postaju
= = = Kcpi
(Npi = Npi)IpiNp; < Np; (IpiNpi + IpiNp;) o (5.73)
CPi
(Np; — NPi)IDiNDi < NPi<]PiNPz‘ + IDiNDi)- (5.74)

Napomenimo jos jednom da nejednakosti (5.73) i (5.74) osiguravaju svojstva sektorske
nelinearnosti funkcija up(q, 4) 1 up(q, ¢) Sto je tek nuzni preduvjet da bi mogli formirati

Lyapunovljevu funkciju.



Poglavlje 5. Analiza stabilnosti uz primjenu analititkog neizrazitog regulatora 76

Konstrukcija Lyapunovljeve funkcije

Kad su ispunjeni uvjeti (5.73) i (5.74) koji garantiraju svojstva sektorske nelinearno-
sti (5.55) 1 (5.56), tada mozemo formirati Lyapunovljevu funkciju primjenom metode
inverznih funkcija. Lyapunovljeva funkcija za sustav (5.8) je

Via.d = 50 M@+ U0 - Ula) —agla) + 3 [ un(eaiehis. (51

Posljednji ¢lan na desnoj strani gornjeg izraza je pozitivno definitan zbog toga sto vrijedi
(5.59) za svaki ¢ € R™ uz uvjet (5.61).

Vremenska derivacija Lyapunovljeve funkcije (5.75) ima slijedeéi oblik

sto je negativno semidefinitna funkcija zbog (5.57) uz uvjet (5.58) .
Uvjete pozitivne definitnosti funkcije V' mozemo dobiti na osnovu uvjeta ¢’ V; +
q"V; >0,

§Vy+q"V = ¢"M(q)q + " up(d,4) + 7 q(q) >
> A M MG + ki@ o2 (q)], (5.77)

gdje je
ki = [min ¢p;(qi, ¢;) — max ppi(qi, q')]efﬁ’i maxilail /fgl}? >0,
dok je k& definiran izrazom (3.62) a funkcija ¢ (g) izrazom (3.61). Konaé¢ni uvjet
stabilnosti je
[min ¥ p;(Gs, ¢;) — max ppi(, §))eOmmaxlal > s (5.78)
Sto je uvjet analogan uvjetu ky = A\, { Kp}—k, > 0, za linearni PD regulator. Eksplicitni

oblik navedenog uvjeta je

—Bn maxi @il . N - Nop: Ir:Nn: .
€ _ PiiVPg (1_ _ Pi _ DiiVDi _ > = k_ggl (579>
IpiNp; + IpiNp; Npiptpi (IpiNpi + IpiNp;)

Na kraju, primjenom LaSalleovog principa invarijantnosti zaklju¢ujemo asimptotsku

stabilnost sustava (5.8).
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Slika 5.2: Blok shema regulacije AFPDsl regulatorom.

5.2. Analiticki neizraziti PD plus
saturirani I regulator (AFPDsI)

Analiticki neizraziti PD regulator, slicno kao i linearni PD regulator, ima trajno reg-
ulacijsko odstupanje. Da bi otklonili to regulacijsko odstupanje potrebno je dodati in-
tegralno djelovanje. Zbog jednostavnosti, u ovom podpoglavlju razmotrit ¢emo najprije
analiticki neizraziti PD regulator kojem je dodan saturirani integralni ¢lan. Razlog za-
Sto smo uzeli saturirani umjesto linearnog integralnog ¢lana lezi u ¢injenici da je na taj
nacin lakse dokazati semiglobalnu stabilnost regulatora. Globalna stabilnost se ne moze
postiéi zbog saturacije derivacijskog ¢lana, kao Sto ¢e biti pokazano kasnije.

Zakon upravljanja AFPDsI regulatora glasi

w = —Up(d,d)er(@) — Vold d)en(d) — Kiv, (5.80)
i = p(d). (5.81)

Blok shema regulacijskog kruga prikazana je na slici 5.2. Za razliku od analitickog
neizrazitog PD regulatora, jednadzbe pogreske u ovom slucaju postaju trivijalne. Razlog
za to lezi u linearnom ¢lanu K;v. U stacionarnom stanju imamo ¢ =0, ¢ = 0, v = v*,

tako da je g(qq) = —Kv*. Uvedemo li novu varijablu z = v — v*, dobivamo kona¢ni
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oblik jednadzbi pogreske

M(q)i+ C(q,d)d + g(q) — 9(qa) = u (5.82)
= —Vp(q,4)¢r(q) — ¥p(q,¢)ep(q) — K12, (5.83)
z=p(q). (5.84)

5.2.1. Konstrukcija Lyapunovljeve funkcije

Ako formiramo izlaznu varijablu y = ¢ + app(q) sa pozitivnom konstantom a« > 0
te napravimo skalarni produkt izmedu (5.82) i y dobivamo slijede¢u nelinearnu diferen-

cijalnu formu

" [M(q)q + C(g,9)d + g(a) — g(ga)] +
+4"Up(q, 4)er(@) + 4" Up(q,4)¢n(d) + ¢ Kz +
+alep(@)" M(q)j+ op(@)"Clg,9)d + er(@) (9(q) — 9(qa))] +
+alpp(@) (G, 9)r(@) + er(@) U p(d,4)ep(4) + p(9) K1z] = 0. (5.85)

Nadalje, primjenom metode inverznih funkcija dobivamo

q"Up(4,Q)¢r(@) = 4"V p(4,4(3))vr(q) == <Z/ Vpi(& 4i(€ wpz(ﬁ)d€>

er(@)" V(G Q)en(d) = vr(@) V(G 0)Pp(d)d = ¢r(@)"Yp(q (7)) Pn(d(4)q =

= % (Z/o lwDi(éaQi<£>)QSDi(Qi(g))SOPi(g)dg) ; (5.86)
gdje je op(q) = Pp(q4)q iz cega slijedi
¢pi(di) = SOD;('q» >0, (5.87)

tako da je ¥p;(&,Gi(€))opi(¢:(§)) > 0 $to uz ¢injenicu da je pp;(£) monotono rastuéa
funkcija, ima za posljedicu da je integral na desnoj strani izraza (5.86) pozitivno defini-

tan.
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Gornju nelinearnu diferencijalnu formu mozemo separirati na slijedeé¢i nacin: V =
—W, gdje je V(q, ¢, z) Lyapunovljeva funkcija koju smo dekomponirali na slijede¢i nacin
V(¢ 4, 2) = Vi(q, 4) + Va(q, 2),

Vi = 20" M(0)q + app(@) M) + > | vote.a@pentaenenteds

h=y / U Uon(€ i) ora(€)dE + Ulg) — Ulaa) — i"glaa) + (5.88)

1
+ T Kz + §azTK1z,
kao i funkciju W (4, 4) = Wi(q,q) + Wa(d, q),
Wi =d"Up(d,d)en(d) — ad vpa(@)" M(q)q + app(@) ' [M(q) — Clq,d)]d,

Wa = app(§)"Ve(d,¢)er(d) — op(@)Kid + app(d) g(q) — g(qa)), (5.89)

gdje je ppg(q) = diag{wp1,4 (q1), - PPng.(Gn) }-
5.2.2. OQOdredivanje kriterija stabilnosti
Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije V'

Funkciju V; mozemo preurediti na slijede¢i nacin

Vi = 2 6+ agp(@)” Ma) (d-+ app(@)) - 50%ep(@) M(a)or(@) +

nord
a2 [ ol il Oonia€)or e, (5.90)
=1
i primjenom svojstva (2.14) dobivamo
Vi@ =al / (&, GO Sou () e — S Mar{ MY (@) 2
=1

§to je pozitivno definitna konveksna funkcija ako je zadovoljen uvjet ¢ f;(G;) > 0, odno-

§" f3(0) = adn{ ¥} ®p(§)er(q) — A MY ©pa(7)er(q) =

= ar,{VUp} Z Gipri(G)Ppi(Gi) — A { M} Z ©orig(G)dieri(G) >

=1

> oY 4iori( @) P U}t oni(d) — P Au{MIA{org}] > 0, (5.91)

i=1
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Sto je pozitivno definitno ako vrijedi
/\m{\IlD}qSDZ(qZ) — CY)\M{M})\M{(,OP’Q} > 0, 1= 1, N (592)

Gornji skup od n nejednadzbi mozemo raspisati na slijede¢i nacin

Anf{¥p} S 1
ad{MIN{eorst ~ opi(d:)’

S obzirom da imamo n nejednadzbi sa jednakom lijevom stranom, mozemo ih zamijeniti

i=1,..n. (5.93)

s jednom nejednadzbom

An{W¥n} 1 .
M P lonat e ooy~ 1en(@) (5.94)

Nadalje, s obzirom da vrijedi za neke a; > 0,7 =1,...,n,

lalloo = max{ay,az,...,a,} < Zai = |la|1, (5.95)
i=1

tada mozemo gornji uvjet prikazati na slijede¢i nacin

A {0} »
- ) 5.96
M P lony - 10p(@ (5.96)
gdje smo oznacili
o1
oo @) =S ——, o
oo™ =2 525 (5.97)
tako da dobivamo e 1
ot - (5.98)

Ai{ MY {ergt ¢p(d)
Drugim rije¢ima, ako je zadovoljena nejednadzba (5.96) tada je sigurno zadovoljena i ne-
jednadzba (5.94). Nadalje, razmatramo funkciju V4 koju mozemo prikazati u slijedeéem
obliku

Vo = % (\/EH %Q)TKI <\/52+ %d) +

DY / " Ul AR (€ + V(@) — Ulan) — glan) — =K >

> Al Y [ en€)d€ + Ula) = Ulan) = 79(as) = 5 arl KiHIalP =

— h(§) > 0. (5.99)
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Uvjete pozitivne definitnosti funkcije 1(g) mozemo dokazati primjenom izraza ¢ hs(G) >

0, odnosno
0"ha(@) = A{p}a r(@) + 3" (9(a) — 9(aa) — éAM{KI}Hde >
> B (@) — ek Kl >
> " (k@}?@ - é)\M{KI}I) q=
oy 1
> > [hop(@) = AwlKial 20, (5.100)
Sto je pozitivno definitno ako su zadovoljeni uvjeti
k1o (G;) — é/\M{KI} >0, i=1,..,n. (5.101)

Gornje nejednakosti mozemo prikazati na slijedeé¢i nacin
Oélzil 1
> —,
A{Kr} — op(G)

S obzirom da u gornjem sustavu od n nejednadzbi imamo jednaku lijevu stranu, mozemo

i=1,..n. (5.102)

ga pojednostaviti na slijedec¢i nacin

O[El 1

_— > max —-—~ 5.103
A{Kr} p(a) ( )
S obzirom da vrijedi
5.104
(bm qi) Z ¢> ( )
mozemo napisati gornji uvjet na slijede¢i nacin
Oé];?l 1
> , 5.105
gdje je
6% (@) s = Z ¢m (5.106)
tako da dobivamo )\ {K |
R @ e (5.107)

Na kraju, ako usporedimo uvjete (5.98) (5.107), dobivamo

lglAm{q]D}

e artans ~ 10F @ allon@) ™l (5.108)
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Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije W

Slijededi korak je odredivanje uvjeta koji osiguravaju negativnu definitnost derivacije
Lyapunovljeve funkcije, odnosno W > 0.

Prvo ¢emo razmotriti funkciju Wi. Imamo

Wi > A{Wp}q" p(d)d — ade{ MIM{epatlall” — akellep @] 1l* >

> Z[)\m{‘l’D}¢Di(%) — a(A{M I {ppst + kevndu{Kcp})]gd > 0,

i=1
gdje smo iskoristili max ||op(q)|| = vnAyu{Kcp}. Gornji izraz je pozitivno definitan
q

ako vrijedi

A ¥n}opi(di) — aPar{ MIAu{ppa} + kev/nAu{Kep}) >0, i=1,..,n,

odnosno

An{¥p} !
aMar{ M P r{epg} + kev/nAu{Ker}) = épi(di)’

Primjenjujucu istu argumentaciju kao u slucaju izvodenja uvjeta pozitivne definitnosti

i=1,..,n (5.109)

funkcije V', zaklju¢ujemo

)‘m{\IID}
a(AAM P i{ppg} + kev/nAu{Ker})

> [lon(d) "1, (5.110)

odnosno

An{¥Up} 1
A {MIA{epat + kevnAu{Kcr}) [|60(¢) 1
Nadalje razmatramo funkciju Ws. Imamo

> . (5.111)

Wo > ¢ (aki®E(q) — Au{ K} D)pp(q) =

= 2_lokidB (@) — Al K apri(@) 2 0, (5.112)

3

§to je pozitivno definitno ako vrijedi slijede¢i skup nejednadzbi
aki¢B(G) — Ay {K;} >0, i=1,..n. (5.113)
Preuredenjem gornjeg izraza dobivamo

ozl?:l > 1
MK}~ 0B (@)

i=1,..n. (5.114)
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Gornjem sustavu nejednadzbi ekvivalentna je slijedeca nejednadzba

OZEI 1
_— > max 5.115
Av{Kr} P (G:) ( )
Imajuéi u vidu svojstvo (5.104), dobivamo
al_ﬁ 1
11
i > 8@ (5.116)
odnosno )\ {K}
S 0(@) (5.117)

Usporedbom (5.111) sa (5.117) na kraju dobivamo

Edm{¥p}
MK Y AuAM YAn{ppg} + key/nAu{Keopr})

Uvjet (5.118) je konacni uvjet stabilnosti s obzirom da obuhvaca i uvjet (5.108).

> 108 (@ hllon(@) ' (5.118)

S obzirom da uvjet (5.118) sadrzi na desnoj strani nejednakosti radijalno neograni-
cene funkcije po varijablama ¢ i ¢, ne postoje konacne vrijednosti parametara regulatora
za koje ¢e nejednakost biti ispunjena za sve vrijednosti varijabli stanja. Drugim rijec¢ima,
kriterij (5.118) garantira samo lokalnu stabilnost.

Da bi odredili nuzne uvjete lokalne stabilnosti trebamo odrediti gornju granicu
minimalne vrijednosti funkcija |[¢%(q) "1 i ||¢p(¢) |1 na desnoj strani nejednakosti

(5.118). Imamo

n

min ¢ = — 5.119
|| P( ) ||1 ZZI maxgb qz Zﬁpl ﬁpm ( )
gdje smo primjenili
qu&X Opi(di) = m(iaX @?i,qi(di) = gia ﬁfff” = min{ﬁil, e @in}- (5.120)
Isto tako imamo
n n 1
mln b, = < = — <
Itk = ; maX¢Dz(Qz) - z:: mqachpz%z(qz) ; KepiBR!
n
< , 5.121
Al Koo} B o121

gdje smo primjenili ¢p;(¢;) > Kepidh;(G:) i

max ¢, (¢;) = max o (6) = B’y G = min{ G0 5,0} (5.122)
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Ako sada izraze (5.119) i (5.121) uvrstimo u nejednadzbu (5.118), dobivamo

B {Wp} A {Kep} B0 B )
MK Onr MM {ora) + ke (Ber)) (5.123)

gdje su

An{¥p} = min D D

_ , (5.124)
i IpiNpi+ IpiNp; + I1iNy;

Au{ppgt = max Kepijpup; max { '3 \/204]\’}} : (5.125)

koje smo dobili na osnovu izraza (3.34) i (3.39), respektivno. Ako na kraju umjesto ki
uvrstimo izraz (3.60) dobivamo kriterije lokalne stabilnosti u ovisnosti o parametrima

analitickog neizrazitog regulatora.

5.3. Analiticki neizraziti PID regulator (AFPID)

U ovom podpoglavlju razmotrit ¢emo stabilnost analitickog neizrazitog PID regula-

tora (AFPID) [84], ¢iji zakon upravljanja glasi

u = _\pP((ja Q7 V)@P(d) - qu(QNa q.a V)@D(q) - \Ijl((j? Q7 V)@I(V)v (5126>
v = pp(q) (5.127)

Blok shema regulacijskog kruga prikazana je na slici 5.3.

5.3.1. Jednadzbe pogreske

Vidjeli smo da je kod AFPDsI regulatora izvodenje jednadzbi pogreske bilo trivijalno
zbog Cinjenice da je integralno pojacanje konstantno. Kod AFPID regulatora izvodenje
jednadzbi pogreske je bitno slozenije s obzirom da je integralno pojacanje funkcija vari-
jabli stanja.

U stacionarnom stanju imamo ¢ = ¢ = 0, v = v* tako da imamo

9(qa) = —¥1(0,0,v%)or(v"). (5.128)

Ako sada gornji izraz s negativnim predznakom dodamo jednadzbi (2.9) dobivamo

M(Q)q + O((L Q)q + g(Q) - g(q*) = _\PP((I: q’ V)(PP(@) - \I/D(q~7 Qa I/)QOD(Q) - KI(Q? 47 V))
(5.129)
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— §:1()
0-0q g l
G e 0e() [ 23 W)
‘ﬁ s ||
> O () »q
. ROBOT v
S8 U »(
4’
3 w0
> 9o()
Slika 5.3: Blok shema regulacije AFPID regulatorom.
gdje je
[_(I(q7 CL V) = \I]I((jv Cja V)@I(V) - \Ijl(()? 07 V*)@I(V*)' (5130)
Nadalje, gornji izraz mozemo dekomponirati na slijede¢i nacin
Ki(q.4,v) = U1(q.4,v)ps(v) — o1 ()] +
+ [\I]I(g> q.a V) - \ij(q Qa *)]SOI(V*)
+ [\PI(Q7CLV ) \I/](O Q7 *)]SOI(V*)
+ [U(0,4,v") — ¥ (0,0,0%)]p(v), (5.131)
tako da desna strana jednadzbe (5.129) poprima slijedeéi oblik
a(da q'7 Z) - _uP<qvu CL Z) - uD(q~7 CL Z) - uI(du q.a Z), (5132>
gdje su
up(q,4,2) = Wp(q,4,v)ep(q) + [Wi(g, ¢ v*) = ¥i(0,¢,v7)]er(v)
up(q,4,2) = ¥p(q,¢,v)en(d) + [Vi(0, ¢, v") = ¥1(0,0,0%)]ps (v"), (5.133)

uI(d? Q7 Z) = \I]I((jacj? V)[(;OI(V) - @I(V*)] + [\III((i(L V) - \111(67 Q7 V*)]SOI(V*)a

dok je z = v — v*.

Slijededi korak je izrac¢unavanje izraza u uglatim zagradama jednadzbi (5.133).
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S obzirom da vrijedi

I Iiwli(yi)

G i) = B : , 5.134
Gri(Gi i vi) Triwrs(@) + Iowwni(d) + Trwn(v) (5.134)
IIzWIz( *)
(s, 6, ) , 5.135
wl <q q ) Ipzu)pz(qz) + IDZWDZ(QZ) + IIlWIZ( ) ( )
Iliwn(l/-*)
(0, 4, v i —, 5.136
Y0, i 1) = Ipiwpi(0) + Ipiwpi(§:) + Iniwni(v)) ( )
Iriwri(vf)
(0.0, i , 5.137
¥n(0,0,7) = Ipiwpi(0) + Ipiwp;(0) + Iniwr(v)) ( )
primjenom sli¢ne procedure kao u slucaju analitickog neizrazitog PD regulatora, dobi-
vamo
~ . * . * 1 : * qd: . q * 7l
wfi(QZﬁ qi, V; ) - wli(07 qi, V; ) - K—d)Pl(O7 4i, V; )wh<ql’ qis Vi )|@Pz(Ql)|7 (5138>
CPiltP;
V1i(0, ¢i, v;) — ¥1(0,0,v]) = % ———¥pi(0,0, ;)05 (0, Gi, v} ) pi(di)l, (5.139)
CDitDi
1/111'(@‘7% l/z') — ¢1i(q~i,qfia Vz*) = (5'140)
—Nritvri(Gi, Gis Vi . s *
— ( )[@Z)pi(qi,qi,ui) + ¥pi(Gi, 4is vi)| ([ (vi) | = |ona (V7))
wri (V) Kerip

Radi kompaktnijeg zapisa, uvodimo slijedeéu notaciju

upi(Gi, 4i) = V1@, 4i, vi) — Y1 0, 45, )] (vy) = ppi(Gis @) ori(di)],
upi(¢i) = [Vri(0,di,v)) — ¥1i(0,0,v7)]on(v}) = ppi(di)lepi(@)],  (5.141)
Ui Gis 4ir %) = V1@, Gis vi) — V1ils, Gis V) o (v]) =

= prilGi, Gi, z0)(ler(vi)| = lon ()],

gdje su
SN 9011( )
pPz(q“%) - KOP@HP1¢PZ(O q“ Z)d}[z(%a%; 1)7
SN QOIZ( )
poi(di) = 77— pi(0,0,7)1:(0, i, 1), (5.142)
CDitDs
~ . N’L % ; ~ . ~ . ~ . *
PIi<Qi>QiaZi): ”01( ) [wPi(QhQiaVi)+wDi(Qi7QiaVi)]wli(QithVz‘)-

wh( )KCIz,uIz
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Na kraju mozemo izvesti uvjete sektorske nelinearnosti funkcija up, up, ur,

Giupi(Qi, Gi,z) >0, ¥ G,z €R.
qiupi(Gi, Gi, i) >0, VY g,z € R,
ziuri(Gis Gis zi) > 0, V@i, ¢ € R
Razmotrit éemo najprije uvjete za (5.143), odnosno

Giwpi(Gi, Gis %) = GVpPi(G, Gis 2 + V) )epi(@) + Gupi(Gi, 4i) =
= GVpi(Gir @i, zi + v )epi( @) + Gppi(@i 4i)lepi(G)| >
> cpiGippi(Gi),
gdje je
cpi = minyp;(§;, ¢i, zi + v;') — max ppi(Gi, ¢;) > 0,
iz ¢ega slijedi
min ¥ p;(Gi, ¢;, zi + v;) > max pp; (s, ¢i)-
U vektorskoj notaciji izraz (5.146) ima slijedeéi oblik
(jTUp((j, Qa Z) Z CPm(jT(pP(Q)7
gdje je
Cpm = mincp; = min{cpy, ..., cpy }.
Na slican nacin dobivamo uvjete za (5.144), odnosno
Gupi (@i, 4, 2i) = GVpi(Gi, Gis 2 + V) )opi(Gi) + ditipi(ds) =
= G¥pi(Gi, Gis 2 + V) epi(@) + dippi(Gi)|epi(d)| >
> ¢cpidini(Gi),
gdje je
cp; = minYp(§;, ¢i, 2 + V) — max pp;(q;) > 0,
iz ¢ega slijedi
min ¥ p;(§;, Gi, z + v;') > max pp;(¢;).

U vektorskoj notaciji izraz (5.151) ima slijedeci oblik

unD(67 q‘a Z) 2 Cqu‘TQOD(q'%

(5.143)
(5.144)
(5.145)

(5.146)

(5.147)

(5.148)

(5.149)

(5.150)

(5.151)

(5.152)

(5.153)

(5.154)
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gdje je
CDm = Min cp; = min{cpy, ..., Cpp }- (5.155)

Na kraju, dobivamo uvjete za (5.145), odnosno,

ziugi(Gis Gis 2) = 201i(Gis Gis 2 + V) ni(zi + v)) — ori(V))] + 2it5i(Gis Gi, 2:) =
= 21 Gi, Gis 7 + V) )ori(zi + V1) + zipri(Qi, Gi, 2i) lori(zi + V)| —
— (201G, @iy 2 + V) ori(V)) + 2ipri(Gis G, 2i) lora (V)] >
> [min ¥7i(Gs, G, 2 + Vi) — max pri(Gs, 4, %)) 2z (2 + V) —
— [min (G, §i, 2 + v;) — max pri(Gi, ¢i, zi)) zipn (V) =

= cri2iPri(zi), (5.156)
gdje su
cri = min Y (Gi, ¢, 2 + Vi) — max pri(§, Gi, zi) > 0, (5.157)
@r1i(z) = oni(z +vi) — on(vy), (5.158)
iz ¢ega slijedi
min ¥ (G, i, 2i + Vi) > max pri(Gi, i, 2i)- (5.159)

U vektorskoj notaciji izraz (5.156) ima slijedec¢i oblik

2ur(G, 4, 2) > crmz’ @1(2), (5.160)

gdje je
Crm = mincy; = min{cp, ..., Crp }- (5.161)
7
Slijedi jos konac¢no izra¢unavanje parametara cp;, ¢p; i cr;, kao i dobivenih uvjeta sek-

torske nelinearnosti, u funkciji parametara regulatora. Razmotrit ¢emo prvo parametar

cpi. Ako uvedemo skracenu notaciju

Ini = IpiNpi + IpiNp; + 11N, (5.162)
Ii = IpiNpi + IpiNp; + I1iNpi, (5.163)
te slijedece izraze
IpiNp; IpiNp;

min Y pi(qi, §i, zi + V) = 7= > ;
Vrildng ) IpiNp; + Ip;Np; + I1;Ny; In;
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max ¥pi(Gi, §i, zi + Vi) = P D M e )
IpiNp; + IpiNp; + I1;Ny; Iy,
ITiNpi I Ny
maxw1i<(ji7q%zi+yfzk) = il < L ,

 IpiNp; + IpiNp; + I Np; I
uvrstimo u (5.147), ukljucujuéi pp;(q, ¢) iz izraza (5.142) kao i svojstvo max ¢ (v)) =

Kcp;, dobivamo

_ ]PiNPi KCIi ]PiNPiIIiNIi

Cpi - 5.164
r In; Kepi  ppil%, ( )
Na slican nac¢in dobivamo
IpiNpi  Keri IpiNpiliiNii
ep; = DiVDi  Rori Ip D2[ Ii (5.165)
I Kepi ppily,
cri = o ([N + IpiNpi) [N, (5.166)
I Nplg,

Na osnovu prethodno dobivenih izraza (5.164)- (5.166) mozemo dobiti uvjete sek-

torske nelinearnosti cp; > 0, ¢p; > 01 ¢;; > 0, odnosno

INi KCPi NPi

I TIY 5.167
1%, Kori IiNii(Npi — Np;) ( )
Iyi Kepi Np;
I% = KCD I, N ND N (5.168)
Ni Ccri 114 u( Di — DZ-)

In; N2

2 - (5.169)

—_— < _ )
I]%Tz Nfi(NIi _N]i>([PiNPi+]DiNDi)
S obzirom da nejednakosti (5.167)-(5.169) imaju istu lijevu stranu, mozemo ih prikazati

na slijedeci nacin

[iKenNpat < min § —P200  2Cpe bl | 20l ] e . (5.170)
I5 Npi— Np; Np; = Npi- Ny — Npi IpilNpi + IpiNp;

Uvijet (5.170) garantira svojstva sektorske nelinearnosti (5.143)-(5.145), sto je preduvjet

za formiranje Lyapunovljeve funkcije.
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5.3.2. Konstrukcija Lyapunovljeve funkcije

Konacni oblik jednadzbi pogreske je

M(q)i+C(q,4)d + 9(q) — 9(qa) = u, (5.171)
u = —up(q,q,z) —up(q,q,2) —ur(q, ¢, 2), (5.172)
2= op(q). (5.173)

Ako formiramo izlaznu varijablu y = ¢ + ag@p(G) sa pozitivnom konstantom « > 0 te
napravimo skalarni produkt izmedu (5.171) i y dobivamo slijedeéu nelinearnu diferenci-

jalnu formu

q"[M(q)i+C(q,d)q + 9(q) — 9(qa)] +

+¢"up(q, ¢, 2) + ¢ up(d, 4, 2) + ¢ ur(q, 4, 2) +
+alep(@)"M(q)i + op(9)TCla,d)d + vr(@) " (9(q) — 9(ga))] +
+alep(@) up(q, 4, 2) + ep(@) up(q, ¢, 2) + op(@) ur(G, ¢, 2)] = 0. (5.174)

Nadalje, primjenom metode inverznih funkcija dobivamo

¢ up(q,4,2) = ¢ up(q,4(q), 2 == <Z/ upi(€, 4i(€ 21(5))d€>

er(@) up(q, 4, 2) = 0p(@)" ®p(d, 4, 2)q = or(@)" ®p(d,d(q), 2(4))§ =

- % (; /Oqi ¢Di<€>qi(§)>zi(£>)90Pi(f)df) : (5.175)

gdje je up(q,q, 2) = ®p(q, ¢, z)¢ odnosno

SpilGin div 2) = W > cpibpi(ds) > 0, (5.176)

gdje je

90D1<QZ)
i

sto uz ¢injenicu da je pp;(£) monotono rastuca funkeija, ima za posljedicu da je integral

¢pi(di) = >0, (5.177)

na desnoj strani izraza (5.175) pozitivno definitan.
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Nadalje imamo

QDP((DTUI((% CL Z) = SOP(Q)TUI<C.7(Z)? Q(2)7 Z) = % <Z /OZZ uh(gl(g)a %(5)7 £>d£) ’

d n Gi
¢ ur(q,4,2) = pr (Z/o Un(&%(ﬁ);%ﬂf) -
i=1

— > wrild@) /0 i aun(gg'(g),zi)dg (5.178)
i=1 ’

Izraz (5.178) je analogan izrazu (4.17) kod linearnog PID regulatora,
T d  p ST g~
¢ Kz = T (¢"Krz) — ¢"K/q.

Clan na lijevoj strani izraza (5.178) je nedefinitan po varijablama ¢ i z poput ¢lana
GT Kz izraza (4.17), zbog toga §to je u(q,q, ) sektorska nelinearnost po varijabli z za
sve vrijednosti varijabli ¢ i q.

Prvi ¢lan na desnoj strani izraza (5.178) je vremenska derivacija nedefinitnog ¢lana
po varijablama ¢ i z poput ¢lana % ((’jTK Iz) izraza (4.17). Nedefinitnost po varijabli z je
posljedica sektorske nelinearnosti funkcije u;(q, ¢, z) po varijabli z, dok je nedefinitnost
po varijabli ¢ posljedica ¢injenice da predznak podintegralne funkcije ur; (€, §;(§), z;) ne
ovisi o varijabli £ po kojoj se integrira iz ¢ega proizlazi da je integral navedene funkcije
sektorska nelinearnost po varijabli q.

Drugi ¢lan na desnoj strani izraza (5.178) je pozitivno definitan po varijabli ¢,
analogno ¢lanu ¢' K;G izraza (4.17). To je posljedica ¢injenice da je up(&,q;(€), 2;)
monotono rastuca funkcija po varijabli z, iz ¢ega proizlazi da vrijedi %;(g)’z") >0 za
V¢, z; € R, a to nadalje ima za posljedicu da je integral navedene podintegralne funkcije
sektorska nelinearnost po varijabli q. Umnozak navedene sektorske nelinearnosti po va-
rijabli ¢ sa monotono rastu¢om funkcijom ¢p;(¢) daje pozitivno definitnu funkciju po
varijabli q.

Nelinearnu diferencijalnu formu (5.171) mozemo separirati na slijedec¢i nacin: V =

—W, gdje je V(q, ¢, z) Lyapunovljeva funkcija koju smo dekomponirali na slijede¢i nacin
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V(G q,2) = Vi(q,q) + Va(q, 2),

Vo= 50 M@+ apn(@ Ma)i+a D [ ond6 i€ €)ene)de

=3 / " i€, 6i(6), ()€ + U () — Ulga) — ¥ g(aa) + (5.179)

' (& di i)d A i(6i(&), & d
" Z/ uil& i6). ) €+ai21/0 ure(:(€), 6:(€). ),
kao i funkciju W(q, q) = W1(q,q) + Wa(q, q),

W1 = ¢"up(q, ¢, 2) — ad"ppg(@)"M(q)q + app(@) " [M(q) — Clq, d))d,
Wy = app(§) up(d, ¢, 2) + app(@)’g9(q) — g(qa)] —

_ ngm@) /Oqi auli(faqz‘(g)azﬂd& (5.180)

822‘

gdje je vpg(q) = diag{wp14 (q1), - PPng.(Gn)}-

5.3.3. Odredivanje kriterija stabilnosti

Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije V

Razmotrit ¢emo prvo funkciju V7 koju mozemo prikazati na slijede¢i nacin

Vi = 3 i+ 0pp(@)" M(a) (i + 0p(@)) — 30%er(@) Mla)or(d) +

n O

+ O‘Z/Oqz opi(€,6i(8), 2:(€))pi(§)de, (5.181)

i=1

odnosno,
Wz @) =a Y on [ on(@)en(ds ~ sl M eI 2 0
=1

Sto je pozitivno definitna konveksna funkcija ako je zadovoljen uvjet ¢ f;(G;) > 0, odno-

¢" 13(q) = acpm" ®p(@)er(q) — @ M{M}q" 0ra(@)pr(d) =

= QCppm Z Gipri(G)Ppi(G:) — A { M} Z ©opig(G)divri(G) >

i=1 =1

> Giprild)leomépi(d) — PAu{MIA{era}] >0, (5.182)

i=1
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Sto je pozitivno definitno ako vrijedi
com®pi(¢i) — aA{M}Au{ppgt >0, i=1,..,n. (5.183)

S obzirom da imamo n nejednadzbi sa jednakom lijevom stranom, mozemo ih zamijeniti

s jednom nejednadzbom

CDhm 1
PV EVAS WS > max ——-—~ PR ERE (5.184)

Bududi da vrijedi slijede¢a nejednakost

max < = Yy, 5.185
ey Z 5 = lonla) I (5.185)
nejednadzba (5.184) biti ¢e zadovoljena ako vrijedi slijedeéi uvjet
CDm )
~ : 5.186
T artoray > lep(@ (5.156)
tako da dobivamo 1
T - (5.187)

AMi{MIAu{erat l9p(@)
Uvjete pozitivne definitnosti funkcije V5 dobit ¢emo primjenom izraza C]TVg,q—FzTVg,Z >

0, tako da imamo

§ Vog+ 2"V, =q up(q,q,2) + dT[g(Q) — g(qa)] + az"u (G, 4, 2) +

qz a (2 b X3
+ ¢ ur(d, 4 2 +Z / = 58(12 “) ge. (5.188)

Vidimo da su posljednja dva ¢lana na desnoj strani gornjeg izraza nedefinitni po vari-
jablama ¢ i z. Da bi mogli napraviti daljnju ocjenu gornjeg izraza, moramo izracunati

integral na desnoj strani. S obzirom da je

wri(Gi, Gir 2i) = V1@, 4, 2 + V) [pri(zi + v7) — (V)] +
+ p1:(Gi, @i z0)[|pri(zi + V1) = |or(v))]], (5.189)

imamo

ouri(Gi, ¢i, %) _ OVri(Gi, iy zi + V)
0z; 0z;
ap[z(%a Qw Zz)

4 LD 4 )| + 1)

) o W Opri(z +vf
SOIi(Zi—FVz‘)+w1i(%’aqw2i+y@')%+

Olori(zi +v})|
8zi ’
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Preostaje izrac¢unati parcijalne derivacije funkcija 15 (q, ¢,z + v7) 1 pri(G@, i, z;) po
varijabli z;. Imamo
(G, 4iy 2z +vi) 0 ( Iniwri(zi + v5) )
0z 0z \Ipiwpi(@;) + Ipiwpi(d;) + Iniwri(z + vf)

- &un 2 + Vi*
= Q(Qquwzl)%7

gdje je
I1iIpiwpi(4;) + Ipiwpi(d;)]
Ipiwpi(Gi) + Ipiwpi(¢i) + Inwri(zi + v)))?

0(Gi, Gi» i) = i > 0. (5.190)

Nadalje imamo

0pri(Q, ¢, 2 0Vpi(Giy §iy 2 + V) 0Vpi(Gi, ¢, 2 + U SO
prildn i) _ . [9%rildind ) | 9Ypilding L T

gdje je
‘= Nripn(v]) '
wri (V) Keripri
[zracunavanjem parcijalnih derivacija u uglatoj zagradi dobivamo

8p[z(dzaquz7,) ~ . * ~ . awh(’zl_'_yz*)
T - CI@Z)IZ(QMQMVi)@(Qzaqzazz)T'

(5.191)

Na kraju mozemo napisati

ouri(Gi, Gi, %i) Opri(zi +v}) n

- [¢Iz<qz7 Qi7 Z; + Vz*) + pli(dﬁ Qi7 Zl)SIgn(zl + Vz*)]

0z; 0z;
+[L 4+ e1rthri( @i, s, v; )sign(z: + v7)|0(Gi, Gir 2:) iz + V:)W
Iz prethodnog izraza dobivamo
l/q aun(fadi(@»zi)dg _
0 0z;
= 5 PP [P g€+ ) + o6, ). s + I +

&u]i(z,- + Vz*)
8zi

S obzirom da su podintegralne funkcije u prethodno navedenom izrazu ogranic¢ene, dok

+zipri(zi +v}) /0 i[l + (€, @i(§), v )sign(zi + 1)) o(€, 4i(§), 2:)dS.

su funkcije varijable z; ispred integrala ogranic¢ene i jednake nuli u z; = 0, mozemo

napraviti slijede¢u ocjenu

n Gi o (€ ;. Lz ] )
> [ PR e < el e (5.192)
=1 7
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gdje je cr; konstanta koja ovisi o parametrima analitickog neizrazitog regulatora.

Isto tako mozemo ocjeniti ¢lan ¢7ur(q, ¢, z) u izrazu (5.188)

¢ ur(G,4.2) < cnllgll ler(2)]). (5.193)

Na kraju mozemo ocjeniti izraz (5.188)

q Vo +2"Va. = cpm@ (@) + G 9(q) — 9(qa)] + acrmz" @r(z) +
+ allal e (2], (5.194)

gdje je ¢; = ¢y + c¢2. Nedefinitni clan gornjeg izraza mozemo prikazati na slijedeci

nacin

o T S S U 2
lall ller(2)]] = (/LHQH_;HSDI(Z)H) L 4l _2_/12”('0[(2)“ , (5.195)

N | —

tako da imamo

N - . N 1 .
G Vog+ 2"V, > cpnd vp(@) +q" 9(q) — 9(qa)] — 01§M2||q||2 +
1

+ acrmz’ ¢r(2) — EIQ—NQH@I(Z)HQ >

. B 3 1 B
> kq" op(q) — cf§u2||c1||2 +

_ 1 _ _
+ acm 2 ®r(2)z — é[ﬁZT®1(2>T®](2)Z, (5.196)
v

gdje smo oznacili ¢;(z) = ®;(2)z, odnosno

®;(z) = diag {¢ri(21), -, Pra(2n) }

gdje je
) = 253 S ooy (5.197)
Zi

i ki = cpmAm{Kcp} — k3. Nadalje imamo

N I N
§ Vo + 2TV, > Z} |:k1¢Pi(Qi) — CI§N2:| @ +

cC _
+ ZT |:OéC[m — 2_/j2/\M{(I)I}:| @[(Z), (5198)
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Sto je pozitivno definitno ako vrijedi

1

krop (@) > 51§u2, i=1,..,n (5.199)
aCrm > 26—;2)\]\4{@}. (5.200)

Gornje nejednakosti mozemo prikazati na slijedec¢i nac¢in

2y 672G
2hORG) o 2 i=1,..n (5.201)
Cr

2 Cr T
> A{d;!). 5.202
W2 e m{®r} ( )

Usporedbom prethodnih nejednakosti dobivamo

2k1¢%(Gs) < Cr

A {® =1,... 5.203
Zr 206C[m M{ I}; [/ ) , 1, ( )

odnosno _
4ok 1

— > -,
i@}~ opi(G)

Gornji skup od n nejednakosti mozemo prikazati preko jedne nejednakosti na slijedeci

i=1,..n. (5.204)

nacin Z

daccrmky 1

A ax —— 5.205
Do)~ M @) (5.205)

Nadalje, koristeci istu argumentaciju kao u prethodnom podpoglavlju, gornju nejed-

nakost mozemo prikazati na slijede¢i nacin
Gy Q) I My~ —
> DB sy (5.200
4clmk1
Konacni uvjet pozitivne definitnosti Lyapunovljeve funkcije V' dobivamo usporedbom
nejednakosti (5.187) i (5.206), odnosno

4Clmkl CDm

il MM P {orat o7 (@) allén(@ " [l (5.207)

Uvjeti pozitivne definitnosti funkcije W

Prvo ¢emo razmotriti funkciju W;. Imamo

Wi > cpmG" ©p(d)d — ad{M I {epitlldll* — akellep(@)| 1d]* =

n

= leom®pi(di) — aQar{MIA{pra} + kev/mAn{Kcp})ld? > 0,

i=1
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gdje smo iskoristili max ||¢p(q)|| = vVrA{Kcp}. Gornji izraz je pozitivno definitan
q

ako vrijedi

com®pi(Gi) — aAu{M I u{ops} + kev/nAu{Kcep}) >0, i=1,..,n, (5.208)

odnosno

CDhm 1 . ;
&(AM{M})‘M{SOP,Q} + kc\/ﬁ)\M{KCP}) > ¢Dl(Qz)’ 1= 1; ceey T (5209)

Primjenjujudi istu argumentaciju kao u slucaju izvodenja uvjeta pozitivne definitnosti

funkcije V', zakljucujemo

CDm 1
a(A{ M} i{ppg} + kevnAu{Kcp}) > [lén (@)~ I, (5.210)
odnosno

CDm 1
Curl M P Gorah + FevmrRerD oot 1~ * 20

Nadalje razmatramo funkciju Ws. S obzirom da mozemo primjeniti slijedéu ocjenu

=1 v

gdje je ¢; konstanta ovisna o parametrima regulatora, imamo

Wo (i (k1 @B () — enl)ep(q) =

Z k1 ¢3(@;) — enldipri(@) > 0, (5.213)

Sto je pozitivno definitno ako vrijedi slijede¢i skup nejednadzbi
ak¢P(G) —en >0, i=1,..n. (5.214)

Preuredenjem gornjeg izraza dobivamo

k 1
Crn ¢P(Qi)

Gornjem sustavu nejednadzbi je ekvivalentna slijedec¢a nejednadzba

(5.216)
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—»
4 5 Hag.() i
-y < s
D > q
ROBOT .
¥ >
-y
I
3
L »
Slika 5.4: Blok shema regulacije MAFPID regulatorom.
Imajudi u vidu svojstvo (5.104), dobivamo
Oé]_€1 e
s Nop@ (5.217)
cn
odnosno
CIL ) im -\ —1
o> ]%_1"¢P<Q) 1. (5.218)
Usporedbom (5.211) sa (5.218) na kraju dobivamo
]%chm m~\—1 \—1
> (|05 (@) lhllon(@) - (5.219)

cn(A{M}A{erg} + kev/nAu{Kcr})

Uvjet (5.219), zajedno s uvjetom pozitivne definitnosti Lyapunovljeve funkcije (5.207),
predstavlja kona¢ni uvjet stabilnosti. Desne strane uvjeta (5.219) i (5.207) sadrze istu
radijalno neograni¢enu funkciju kao uvjet stabilnosti AFPDsl regulatora (5.118). Ako
na desnu stranu nejednadzbi (5.219) i (5.207) stavimo minimalne vrijednosti navedenih

funkcija, (5.119) i (5.121), dobit ¢emo nuzne uvjete lokalne stabilnosti.

5.4. Modificirani analiticki neizraziti PID
regulator (MAFPID)

Zbog kompliciranih uvjeta stabilnosti dobivenih za analiticki neizraziti PID regula-

tor u ovom poglavlju razmotrit ¢emo jednu modificiranu verziju navedenog regulatora
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koja znatno pojednostavljuje analizu stabilnosti. Modificirani analiticki neizraziti PID
regulator (MAFPID) ima slijedeci oblik

u=—Yp(q,q,v)er(q) —V¥p(q, 4. v)ep(q) —Yi(q,4,v)er(v), (5.220)
v = app(q) +4, (5.221)

koji se razlikuje od AFPID regulatora samo u integralnom c¢lanu. Drugim rijec¢ima,
umjesto = ¢p(G) imamo v = app(q) + ¢, gdje je o pozitivna konstanta. Blok shema
regulacijskog kruga prikazana je na slici 5.4.
Jednadzbe pogreske bit ¢e jednake kao u slucaju analitickog neizrazitog PID regula-
tora, osim Sto ¢e integralni ¢lan imati oblik 2 = app(q) + ¢. Takoder, dobit ¢emo istu
nelinearnu diferencijalnu formu kao u slucaju analitickog neizrazitog PID regulatora.

Medutim, zbog modificiranog integralnog ¢lana, imat ¢emo

d (<~ [*
[QT + a@p(d)T]U]((j7 q.7 Z) = ZUI(Q(Z)v Q(Z)’ Z) = % (Z /0 UIz(dZ(é.)a %(f), g)d§> )
i=1
tako da Lyapunovljeva funkcija V (g, ¢, z), ima slijedeéi oblik
V = 30" M@+ aer@ M@+ 0 Y [ (i€ (enlde +
i=1
s /0 (€, (), 2:())d€ + U(a) — Ulaa) — i g(aa) + (5.222)
i=1
+ OéZ/ iUIi(di(€)>Qi(£)7£)d£7
i=1 70

kao i funkciju W(da Q) = Wl (67 Q) + WQ(Cja Q)>

W = §"up(q, 4, 2) — aq"opa(@)" M(q)q + app(@) M (q) — Clq, §)ld +
+ app(q) up(q, 4. 2) + app(@) " 9(q) — 9(qa))- (5.223)

Vidimo da dobivena Lyapunovljeva funkcija V' nema vise nedefinitnog ¢lana po vari-
jablama ¢ i z. Takoder, funkcija W vise nema ¢lana sa integralom parcijalne derivacije
funkcije u; po varijabli z. Na taj nacin, uvodenjem modificiranog integralnog clana
rijesili smo se ¢lanova koji su bili glavni razlog slozenosti kriterija stabilnosti AFPID

regulatora.
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Na osnovu funkcija V' i W mozemo odrediti kriterije stabilnosti. Primjenjujudi slican

pristup kao u prethodnim podpoglavljima dobivamo

V> Z / upi(& 6i(€), 5(€))de + Ula) — Ulaa) — 7 gla) —

— S MYl @I 20,

Sto je pozitivno definitna konveksna funkcija ako je zadovoljen uvjet ¢’ f;(G;) > 0,

odnosno

q" f2(@) > ¢ up(d, 4,2

2)+q" [9(q) — 9(qa)] — A {M}q 0pa(@Q)pr(q) =
= cpmd (@) + 4
>0,

Tl9(a) = g(aa)] = A { M¥M{opg}d" or(d) >

> Tid"r() (5.224)
gdje je

]2’1 = [Cpm — QP)‘M{M})\M{SDP,Q}] {KCP} kmm > 0 (5225)
tako da na kraju dobivamo kriterij pozitivne definitnosti funkcije V'

Cpm m{KC’P} > QQ)\M{M})\M{QOPq})\m{KCP} + kmm (5226)

Vidimo da prethodno dobiveni uvjet pozitivne definitnosti ne ovisi o varijablama stanja
sustava.

Nadalje razmatramo uvjete pozitivne definitnosti funkcije W. Imamo

W > cpmd" Pp(@)q — elar{ M}Aar{opgtldl* — akellor(@]l llg]* +

+ ¢p(@)" [ePmer(@) + (9(0) — 9(qa))] =
= Z[CDm%i(qz‘) — aM{ M P {opg} + kevnAu{Ker})]dl +

+ killer(@* > 0, (5.227)
Sto je pozitivno definitno ako vrijedi

CY()\M{M})\M{SOP,(}?T:‘ kc\/ﬁ)\M{KCP}) > ||¢D( ) 1||17 (5228)

k‘l = Cpm m{KCP} k,mm > 0. (5229)
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Ako na desnu stranu nejednadzbe (5.228) stavimo gornju ocjenu minimalne vrijednosti

funkcije ||¢p(¢)~|1, dobivamo

CDhm n

aA{MIA{epg} + kev/nAu{Kep}) - Ml Kcp ) pom

S obzirom da nejednadzba (5.225) zadovoljava ujedno i izraz (5.229), ona uz nejed-

(5.230)

nadzbu (5.230) predstavlja nuzni uvjet lokalne stabilnosti. Nejednadzbama (5.225) i
(5.230) treba dodati uvjet (5.170) koji garantira svojstva sektorske nelinearnosti (5.143)-
(5.145) ¢ime smo dobili potpuni skup nejednadzbi koje garantiraju lokalnu asimptotsku

stabilnost.

5.5. Globalno stabilni sustavi uz primjenu
modifikacija analitickih neizrazitih
regulatora

Za sve do sada razmatrane verzije analitickog neizrazitog PID regulatora dokazali
smo lokalnu, odnosno semiglobalnu stabilnost. Nepremostiva prepreka globalnoj stabil-
nosti je saturacija derivacijskog clana koja ne moze prevladati kvadraticne ¢lanove po
brzinama u derivaciji Lyapunovljeve funkcije.

Da bi dobili globalno stabilni regulator, potrebno je kombinirati analiticke neizrazite
PID regulatore s linearnim PD regulatorom. Razmotrit ¢emo ukratko modificirane verz-
ije prethodnih analitickih neizrazitih PID regulatora koje osiguravaju globalnu asimp-

totsku stabilnost.

5.5.1. AFPDsI regulator u kombinaciji s linearnim
PD regulatorom

Kombinacija AFPDsI regulatora i linearnog PD regulatora [85] ekvivalentna je kom-
binaciji AFPD regulatora i saturiranog PID regulatora i mozemo ju prikazati na slijedeci
nacin

u=—[Kp+¥p(q,q)2r(q)|q — [Kp + ¥n(q,¢)®Pp(d)]d — Krv, (5.231)
v =¢p(q), (5.232)
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Slika 5.5: Blok shema kombinacije AFPDsI i linearnog PD regulatora.

gdje smo primjenili izraze ¢p(§) = Pp(§)G i ¢p(¢) = Pp(¢)¢. Na osnovu prethodnih

izraza vidimo da imamo nelinearna pojacanja slijedeceg oblika
Kp(G,q) = Kp+9p(3.9)®p(4), Kp(q.q) = Kp+¥p(q,§)Pn(q). (5.233)

Na osnovu prethodno dobivenih svojstava matrica Up(gq,q) i ®p(q), vidimo da je utje-
caj pojacanja AFPD regulatora dominantan blizu stacionarnog stanja ¢ = 01 ¢ = 0,
dok iscezava kako udaljenost od stacionarnog stanja raste. Navedeno iS¢ezavanje po-
jacanja Vp(q,q)Pp(G), zbog ®p(§) — 0 kada ||G|| — oo onemoguéuje globalnu regu-
laciju. Zbog navedenoga mozemo re¢i da AFPDsI utjece na performanse prijelaznog
procesa oko stacionarnog stanja, dok linearni PD regulator omogucéuje globalnu regu-
laciju i za vrijednosti varijabli stanja za koja pojacanja AFPD regulatora iscezavaju.
Na slikama 5.6 i 5.7 vidimo prikaz nelinearnih pojacanja Kp(G,q) i Kp(q,¢) u ovisnosti
o varijablama ¢ i ¢ za aktivacijske funkcije wp(q) = exp(—2|q|), wp(¢) = exp(—2]q|), te
Kp=Kp=1=Ip=1Ip=1.

Kriteriji stabilnosti u ovom slucaju su identicéni kriterijima stabilnosti (4.89) za PDsl
regulator (uz sy = Ay{Kcp}) zbog A\n{K;} = A\, {K;} §to je posljedica \,,{®,} = 0,
7 = P, D. Na osnovu navedenoga mozemo zakljuciti da kad jednom izaberemo minimalne
vrijednosti pojacanja PD regulatora koja garantiraju globalnu asimptotsku stabilnost na
osnovu relativno jednostavnog kriterija stabilnosti (4.89), tada imamo veliku slobodu
u podesavanju parametara AFPD regulatora, s obzirom da ¢e uvijek biti zadovoljena

pozitivnost pojacanja AFPD regulatora, ¥p(q, §)®p(§) > 0, odnosno Kp(q,q) > Kp.
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Slika 5.6:  Ovisnost nelinearnog propor- Slika 5.7: Ovisnost nelinearnog derivaci-
cionalnog pojacanja o ¢ i q. jskog pojacanja o ¢ i q.

Na kraju mozemo reci da su dobre strane kombinacije AFPDsI i linearnog PD regu-
latora: globalna stabilizacija koja ujedno nosi i pojednostavljenje kriterija stabilnosti,
te veca sloboda u podesavanju parametara AFPD regulatora (s obzirom da parametri
navedenog regulatora ne ulaze u kriterij stabilnosti).

Slaba strana navedene kombinacije regulatora je sto smo izgubili svojstvo saturacije
upravljackih varijabli koje nam je kod analitickog neizrazitog regulatora garantiralo

da upravljacka varijabla nikad nece prije¢i odredenu vrijednost definiranu parametrima

regulatora.
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Slika 5.8: Blok shema kombinacije MAFPID i linearnog D regulatora.

5.5.2. MAFPID regulator u kombinaciji s
linearnim D regulatorom

MAFPID regulator mozemo globalno stabilizirati dodavanjem samo linearnog derivaci-

jskog ¢lana na slijede¢i nacin

U = _\IJP((L (L V)@P(g) - [KD + \IJD((L Qa I/)(I)D(q)]q - qjl((ja Q? I/)QOI(V% (5234>
b = app(d) + g. (5.235)

Linearni derivacijski ¢lan ima za posljedicu pojavljivanje kvadrati¢nog ¢lana ¢* Kpg u
funkciji W kojim mozemo prevladati ostale negativne kvadrati¢ne ¢lanove za sve ¢ € R,

tako da dobivamo
/\m{KD} > OC(AM{M})\M{QOP@} + kc\/ﬁ)\M{ch}) (5236)
Gornjem kriteriju treba dodati jos kriterij pozitivne definitnosti Lyapunovljeve funkcije

CPm)\m{KC’P} > CMQ)\M{M})\M{QOP@})\WL{KCP} + krgg (5237)

Ako uzmemo kombinaciju MAFPID regulatora i linearnog PD regulatora, tada kri-

terij (5.237) postaje

)\m{Kp} + Oé/\m{Kp} > 052/\M{M}>\M{S0P,[j}/\m{KCP} + k?g. (5238)
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Vidimo da u tom slu¢aju, na osnovu kriterija stabilnosti (5.236) i (5.238), imamo veéu
slobodu u podesavanju parametara MAFPID regulatora s obzirom da kriteriji stabilnosti
ovise isklju¢ivo o parametrima linearnog PD regulatora.

Napomenimo na kraju da prethodno navedenim kriterijima stabilnosti treba dodati
uvjet sektorske nelinearnosti (5.170).

Takoder, na slican na¢in sustav sa AFPID regulatorom moze se globalno stabilizirati

dodatkom linearnog PD regulatora.



6 | Performanse regulacije
nelinearnih mehanickih
sustava

U prethodnim poglavljima razmatrali smo stabilnost nelinearnih mehanickih sustava
vodenih razli¢itim nelinearnim regulatorima s naglaskom na analiticki neizraziti regu-
lator. Dobivenim kriterijima stabilnosti definirali smo podruc¢je parametara regulatora
za koje je regulacijski sustav stabilan. Na osnovu navedenih analiza nismo mogli nista
zakljuciti o performansama analiziranih regulacijskih sustava. Stoga je slijedeci korak
daljnja redukcija parametarskog prostora na podru¢je parametara regulatora koje c¢e
osim stabilnosti omoguciti i zadovoljavajuce performanse prijalaznog procesa.

Dva su dominantna pristupa u tretiranju performansi regulacije mehanickih sustava.
Prvi pristup je zasnovan na heuristickom podesavanju nelinearnih pojacanja PD ili PID
regulatora. Postoje razne strategije izbora nelinearnih pojacanja u ovisnosti o tome
kakve performanse Zelimo dobiti [86, 87, 88|. Navedeni pristupi daju dobre rezultate u
slucaju regulacije mehanickih sustava nelinearnim PD regulatorom. Razlog tome lezi u
Cinjenici da je mehanicki sustav voden PD regulatorom i dalje Euler-Lagrangeov sustav
s modificiranom potencijalnom energijom i viskoznim trenjem. Za mehanicke sustave
znamo kvalitativno ponasanje sustava u ovisnosti o trenju (derivacijski ¢lan) i potenci-
jalnoj energiji (proporcionalni ¢lan). Veliko derivacijsko pojacanje, koje je ekvivalentno
koeficijentu viskoznog trenja, ima za posljedicu sporiji odziv i smanjenje regulacijskog
preskoka i oscilacija. Veliko proporcionalno pojacanje ima za posljedicu brzi odziv i veci
regulacijski preskok i oscilacije. Izborom takvog nelinearnog derivacijskog pojacanja koje
¢e imati velike vrijednosti za mala regulacijska odstupanja a male vrijednosti za veca
regulacijska odstupanja mogucée je dobiti brzi tranzijentni odziv bez velikih preskoka i

oscilacija.

106
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Nazalost, navedeni pristup nije moguce direktno primjeniti u slucaju dodavanja inte-
gralnog clana u zakon upravljanja. Razlog za to je promjena dinamike zatvorenog regu-
lacijskog kruga. Drugim rije¢ima, nelinearni sustav matri¢nih diferencijalnih jednadzbi
drugog reda postaje sustav tre¢eg reda nakon dodavanja integratora. Novi dinamicki
sustav vise nije Euler-Lagrangeov sustav i intuicija razvijena na poznavanju ponasanja
mehanickih sustava ne moze se vise primjeniti u slucaju integralnog djelovanja.

Kao primjer neprimjenjivosti heuristickog pristupa zasnovanog na PD regulaciji me-
hanickih sustava, navodimo ovisnost prijelaznog procesa o derivacijskom pojacanju u
slucaju PID regulacije mehanickih sustava. Povecavanjem derivacijskog pojacanja reg-
ulacijski preskok se smanjuje do neke minimalne vrijednosti. Nakon toga, daljnjim
povecavanjem derivacijskog pojacanja, regulacijski preskok se ponovo pocinje poveca-
vati do neke maksimalne vrijednosti.

Slican problem javlja se i kod konvencionalne neizrazite PID regulacije mehanickih
sustava. Baza pravila ponaSanja formira se za neizraziti PD regulator, a onda se dodaje
integrator s ciljem otklanjanja regulacijskog odstupanja. Medutim, iz ve¢ navedenih
razloga, takav pristup nije adekvatan jer zahtijeva dodatno podeSavanje parametara da
bi se postigla slicna kvaliteta odziva kao u sluc¢aju neizrazitog PD regulatora.

Drugi pristup podesavanju performansi je primjena teorije optimalnog upravljanja
nelinearnih sustava [89], koja se svodi na rjesavanje tzv. Hamilton-Jacobi-Bellmanove
(HJB) nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe. S obzirom da je nemoguée nadi
analiticko rjesenje navedene jednadzbe, rjeSenje se pronalizi na dva nacina: direktnom
metodom gdje se trazi aproksimativno rjesenje HJB jednadzbe, te inverznom metodom
gdje trazimo indeks performanse za odgovarajuéu klasu HJB jednadzbi [90].

S obzirom da je problem optimalnog upravljanja nelinearnih sustava vrlo tezak za
rjeSavanje, u literaturi se najcesce razmatra jednostavniji problem - H,, optimalno upra-
vljanje [91]. Problem H,, optimalnog upravljanja sastoji se u sintezi regulatora koji min-
imizira pojacanje izmedu ulaznog poremecajnog signala i izlazne varijable regulacijskog
sustava. Medutim, na osnovu H,, optimalnog upravljanja ne mozemo podeSavati per-
formanse prijelaznog procesa. Naprotiv, ako zelimo ostvariti sto bolje H,, performanse,
dobivamo sve sporiji odziv regulacijskog sustava.

U radu [92] razmatraju se H, performanse mehanickih sustava vodenih PID regula-
torom bez primjene HJB jednadzbi nego na osnovu Lyapunovljeve funkcije zatvorenog

regulacijskog kruga. Dobiveni kriteriji na pojacanja regulatora, koji garantiraju odgo-
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varajuée H,, performanse, ovise o istim parametrima koji ulaze u kriterije stabilnosti.
Motivirani s tim rezultatom, u ovom poglavlju razmatramo performanse regulacije sa
stanovista integralnog indeksa performansi kojeg smo ocjenili na osnovu Lyapunovljeve

funkcije.

6.1. Ocjena performansi primjenom
parametrizirane Lyapunovljeve funkcije

Lyapunovljeve funkcije koje smo koristili u prethodnim poglavljima sadrzavale su slo-
bodan nespecificirani parametar o > 0, koji bi obi¢no bio eliminiran iz konaé¢nih kriterija
stabilnosti. Drugim rije¢ima, parametrizacija Lyapunovljeve funkcije nekim nespecifici-
ranim parametrom, V = V(q, ¢, z; @), znaci da imamo beskonacan broj Lyapunovljevih
funkcija za razlicite izbore parametra o koje daju iste kriterije stabilnosti. Navedena
¢injenica moze se iskoristiti za ocjenu odredenih integralnih indeksa performansi. Ovdje
¢emo navesti osnovnu ideju navedenog pristupa.

Ako integriramo izraz

dV(cj,q’,z;a) T

o = -W(q,¢ ) < -W(q,¢ ). (6.1)
dobivamo
vmm«mamw—vwwg@wmmws—AWWﬂm«ﬂMMr (62)
Nadalje u limesu ¢ — oo dobivamo
V(a0).d(0),2000) = [ W(lr),(ryia)dr (6.3

zbog toga §to vrijedi V(§(o0),G(00), z(00);a) = V(0,0,0;0) = 0. S obzirom da je
funkciju W(gq, ¢; @) moguée dekomponirati na slijedeéi nacin

W (G, g5 ) = f,(¢, @)@y (@) + fa(C, )wa(q), (6.4)
gdje su f,(C, @) 1 fa((, ) funkcije parametra « kao i vektora parametara regulatora i
mehanickog sustava ¢, dok su w,(§) i wq(q¢) pozitivno definitne funkcije varijabli ¢ i ¢,

respektivno. Ako integriramo prethodni izraz dobivamo

Awwmmmmwﬁznmmh+nmmu (6.5)
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gdje smo oznacili

I = /0 T o), I = /0 " wald(t))dt. (6.6)

Porzitivne skalarne velicine I i I predstavljaju integralne indekse performansi varijabli
G i ¢, respektivno. Na osnovu navedenih veli¢ina mozemo dobiti kombinirani indeks

performanse
I = / w,(q(t))dt + 7'2/ wa(q(t))dt = I, + 715, (6.7)
0 0

gdje je parametar 7 tezinski faktor ¢ijim izborom dajemo odredenu tezinu indeksu per-
formansi I u odnosu na indeks performansi I;.

Slijede¢i korak u ocjeni indeksa performansi I je ocjena gornje granice velicine
V(4(0),4(0),2(0); &) u izrazu (6.3). S obzirom da je G(0) = —qq, ¢(0) = 0, 2(0) =

—v* = K;'g(qq), imamo

V(3(0),4(0), 2(0); @) = V(=44, 0, K; " g(qa); a) < V(C, @, qa), (6.8)

gdje smo sa V (¢, a, q4) oznacili gornju granicu velicine V(G(0), ¢(0), 2(0); &) koja ovisi o
parametru «, vektoru parametara regulatora i mehanickog sustava ¢, kao i stacionarnom

stanju gq. Ako sada uvrstimo izraze (6.8) i (6.5) u (6.3), dobivamo

fp(Caa)Il +fd(§7a)12 S V(C7a7qd)' (69)

Ako u prethodni izraz uvrstimo dvije razli¢ite vrijednosti nespecificiranog parametra
a (a1 i ag), dobit ¢emo dvije jednadzbe s dvije nepoznanice I i I, iz kojih mozemo
izluciti indekse performansi 11(C, gq) 1 12(¢, qa), koji ovise samo o vektoru parametara ¢
i zeljenom stanju gqq.

Indekse I i I, mozemo dobiti na elegantniji nac¢in. U principu je moguce naci takve

vrijednosti parametra o u funkciji vektora parametara ¢, a;(¢) i az((¢), da vrijedi

fp(C aa(€)) >0, fa(¢, a1(¢)) =0, (6.10)

fo(C a2(C)) =0, fa(¢, a2()) > 0, (6.11)
tako da dobivamo

V(¢ a2(¢), qa)
fd(C? a2(§)) ‘

V(¢ a1(¢), qa)

= Cam©)

I < (6.12)
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Ako uvrstimo izraze (6.12) u (6.7) dobivamo

[ < i(c g = V61(O.a0) | V(G ax(C) a0)

fo(¢, a1(Q)) fa(C, aa(C)) 7

(6.13)

gdje smo sa I (¢, qq) oznacili gornju granicu indeksa performanse I, koja ovisi samo o
vektoru parametara regulatora i mehanickog sustava, kao i o Zeljenom stanju qg.

Na osnovu prethodnog izraza mozemo dobiti vrijednosti parametara regulatora koje
minimiziraju ocjenu / (€, qq) indeksa performanse I. Na taj nacin dobivene suboptimalne
vrijednosti parametara regulatora garantiraju da ¢e vrijednost indeksa performanse [
uvijek biti manja od minimalne vrijednosti ocjene njegove gornje granice. Ako vektor
parametara prikazemo u obliku ¢ = [(% (¢T])T, gdje je (g vektor parametara regula-
tora dok je (g vektor parametara mehanickog sustava, tada prethodnu tvrdnju mozemo
prikazati na slijede¢i nacin

I< ngin [(Cr, s qa)- (6.14)
R

Optimalne vrijednosti parametara (g mozemo dobiti rjesavanjem sustava algebarskih

jednadzbi A
a[(CRa CS’) qd)
ICri

gdje je nr broj parametara regulatora. Navedeni sustav algebarskih jednadzbi je u poli-

=0, i=1,..ng (6.15)

nomialnom obliku po komponentama vektora (i tako da je rjesenje tesko ili nemoguce
prikazati u analitickom obliku. Stoga sustav (6.15) mozemo rjesavati iteracijskim pos-

tupkom ili primjenom gradijentnog algoritma

- k
(k1) _ o) _ (0 oIy, Cs,qa)

i i ) 1= ]-7"'7nR7 (6]'6)
) acky!

gdje je C}(fi) vrijednost vektora parametara regulatora u k-toj iteraciji gradijentnog algo-
(

ritma, dok je nik) koeficijent konvergencije gradijentnog algoritma.

S obzirom da indeks performansi ne mora imati minimum za sve konacne vrijednosti
parametara regulatora, uracunavanje ograni¢enja parametara moze znacajno zakompli-
cirati koristenje izraza (6.15) ili (6.16). Stoga, kao alternativu navedenim pristupima

koristit ¢emo slijedeéi evolucijski algoritam [93]

1, ako je I( (k.H)) <I( (k.))

k+1 k , J i = i

ﬁz»f )= 1(%2') +N(0,0) - . J(Qk:+1) }(1) ; (6.17)
0, ako je I(Cp; ) > I(CRy)
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gdje N (0,0) oznacava slucajne brojeve generirane prema normalnoj ili Gaussovoj dis-
tribuciji. Slucajni broj s normalnom distribucijom mozemo dobiti tako da zbrojimo dva
slucajna broja s uniformnom distribucijom [94, 95].
U narednim podpoglavljima primjenit ¢emo prikazanu metodologiju za optimizaciju
parametara nekih tipova regulatora ¢ija stabilnost je razmatrana u prethodnim poglavljima.
Radi kompaktnijeg prikaza u ovom poglavlju koristimo skra¢enu notaciju za maksi-
malne i minimalne vlastite vrijednosti matrica pojacanja, kao i za njihov omjer

_ Au{KG)

kjm = Al B} kjne = Al = (K}
m14yj

j=P]I,D. (6.18)

6.2. Performanse upravljackih varijabli

S obzirom da indeks performansi razvijen u prethodnom podpoglavlju, ne uklju-
cuje upravljacke varijable, njihove performanse razmatrat ¢emo zasebno. Primjenom
saturiranog PID regulatora moguce je ograniciti upravljacku varijablu do neke zadane
vrijednosti. Medutim, saturirani PID regulator je samo lokalno stabilan [10]. Ako Ze-
limo primjeniti globalno stabilni regulator, tada nazalost gubimo svojstvo saturacije
upravljackih varijabli. U tom slu¢aju moramo primjeniti neki drugi pristup kojim ¢emo
reducirati vrijednosti varijabli upravljanja.

Kod PID regulatora bez saturacije maksimalna vrijednost upravljacke varijable pro-
porcionalna je umax =~ Kpgq 1 to na pocetku upravljacke akcije (s obzirom da je (0) =
—qa, ¢(0) = 0, z(0) = 0). Sve metode koje ¢emo spomenuti nastoje kompenzirati

navedeni efekt skoka upravljacke varijable.

6.2.1. Primjena nelinearnog proporcionalnog pojacanja

Proporcionalno pojacanje izaberemo u slijedeéem obliku Wp(q) = Kp + ¥p(§), gdje

funkcija ¥p(§) zadovoljava slijedeca svojstva

0<Up(q) <I, Up(0)=1I, lim ¥p(g) =0. (6.19)

g—+oo

Primjer funkcije ¥p(q) koja zadovoljava navedena svojstva je Gaussova funkcija

G2

VYpi(G) = Kpi + Kp; eXp(—qu ). (6.20)
op
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Sa navedenim oblikom nelinearnog pojac¢anja osiguravamo veliko proporcionalno po-
jacanje Up(§) ~ Kp + Kp kada je stanje sustava blizu ravnoteze ¢ ~ 0. S druge
strane, za velika odstupanja od stacionarnog stanja ¢ ~ —qg; imamo malo pojacanje
Up(G) ~ Kp sto sprijecava velike skokove upravljacke varijable. Parametar op definira
pojas oko ravnoteznog stanja ¢; = 0 gdje dolazi do izrazaja veliko proporcionalno po-

jacanje.

6.2.2. Primjena vremenski promjenjivog referentnog stanja

Jedan nacin da reduciramo skokove upravljacke varijable, a ujedno i regulacijski
preskok, je da umjesto konstantnog referentnog stanja ¢, uvedemo vremenski promjen-

jivo, g4 = qao(1 — exp(—kt)), odnosno

da = —k(qa — qa0), qa(0) =0, (6.21)

gdje je gq0 konstantno referentno stanje.

Primjenom slijedeé¢eg zakona upravljanja (na primjeru PDsI regulatora)
u:—KP(j—KDq—K[V, l/:S(q~), (622)

gdje je ¢ = q¢ — qao(1 — exp(—Fkt)), postizemo da je regulacijska pogreska u pocetnom
vremenskom trenutku jednaka nuli, g(0) = 0, a time je ujedno i u(0) = 0 (zbog ¢ =0 i
v(0) =0).

Moze se primjeniti i slijedec¢a varijanta zakona upravljanja
w=—Kpj— Kpj— K, v=s(q), (6.23)

u kojoj derivacijski ¢lan sadrzi brzinu promjene regulacijske pogreske, odnosno § =
4 — kqqo exp(—kt). Zakon upravljanja (6.23) bolje slijedi referentno stanje g4(t) od (6.22)
medutim, ima i ve¢e skokove upravljacke varijable. Razlog za to je Sto u pocetnom
vremenskom trenutku imamo G(0) = —kqqo, odnosno u(0) = kK pqao.

Medutim, vremenski promjenjivo referentno stanje, koje je takoder ekvivalentno in-
terakciji mehanickog sustava sa dinamickim sustavom prvog reda (6.21), zahtijeva dru-
gaciji pristup analizi stabilnosti. U slu¢aju konstantnog referentnog stanja ¢, slijedi da
je g =¢iq=¢. U slucaju vremenski promjenjivog referentnog stanja g, prethodne

jednakosti ne vrijede, nego je nuzno primjeniti rezidualnu dinamiku robota (2.33).



Poglavlje 6. Performanse regulacije nelinearnih mehanickih sustava 113

S obzirom da za t — oo imamo ¢ — qgo, ¢ — 01 gg — 0 slijedi takoder da
je WG, q) — 9(q) — glqao) i f(qa,da) — 9(qao) C¢ime jednadzba (2.33) poprima oblik
(2.9). Medutim, bez obzira na navedene Cinjenice, striktna analiza stabilnosti zahti-
jeva koristenje jednadzbi (2.33) za formiranje jednadzbi pogreske a time i konstrukcije

Lyapunovljeve funkcije.

6.3. Optimizacija performansi PInD regulatora

6.3.1. Ocjena indeksa performansi

Razmotrit ¢emo globalno stabilni sustav uz regulator s nelinearnim derivacijskim
¢lanom (4.122). Ako uvrstimo (4.115) i (4.117) u (6.3) dobivamo

V(0) > (kpm — am) Iy + (aky — ki) Iy + (kpm — ozk:c)/ ldllllql*dt, (6.24)
0

gdje su
h=[Clara b= [ (6.25)
0 0
i gdje smo oznacili V(0) = V'(§(0), ¢(0), z(0); o),

kpm = Ami{Kp}, m=u{M}. (6.26)

Treéi ¢lan na desnoj strani izraza (6.24) je pozitivan zbog

. ok
kpm — ok > kpm — 2k, > 0,
ki
gdje smo koristili (4.118) i (4.125), tako da vrijedi
V(0) = (kpm — am)lz + (aky — ki) lr. (6.27)

Slijedeéi korak je ocjena gornje granice na V' (0). Ako uvrstimo ¢(0) = —qq, ¢(0) = 0,
2(0) = —v* = K;'g(qa) u Lyapunovljevu funkciju (4.103) i (4.104) dobivamo

1 1 1 _
V(0) = U(0) — Ul(qa) + §q§qud + §an§Kqu + §&g(qd)TK1 Yo(qq) +

n

—qdi —qai

+ ZKPZ' : QZP(g)fdgﬂLOéZKDi Yp(§)EdS. (6.28)
i=1 i=1

0

Prethodni izraz mozemo ocjeniti na slijede¢i nacin

1 - 1 1 -
V(0) < §(kPM + kpy + akpar)llgall” + §ak1_]\14||9(€1d)”2 + gakDMHQng» (6.29)
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gdje smo iskoristili svojstva U(0) — U(qq) < 0 za Vgq € R™, maxp(§) =

1/_1D(§) = |¢|. Nadalje, ako primjenimo svojstva ||g(gaq)|| < kg||qall 1

1

MR = 3 TR

prethodni izraz postaje

_ k2 _
V(0) < ws [kPM +kpy + (kDM + k—g)] + wsakp,
Im
gdje smo oznacili
1
w:_deu p:273
p pH [

Na kraju, usporedbom (6.27) sa (6.31) dobivamo
(kDm — Oé’ﬁ’L)[Q + (Oék‘l — k‘[M)[l S wga];?DM +

_ k2
+wo |:kPM +kpy + @ (k’DM + k—g)} .
Im

Yp(0) =11

(6.31)

(6.32)

(6.33)

Iz prethodne analize stabilnosti sustava vodenog PInD regulatorom pokazali smo da se

parametar « nalazi u intervalu

ki k
T a2
]{31 m

Ako sada na izraz (6.33) primjenimo limes s lijeva
kDm
a— (— |
m ) _

_ k2 _
I < ;U—Q (kpay + kpar)m + kpm (kDM + —g)} + Ek‘Dm/f/:)M,

dobivamo

M Erm S
gdje je
SM = klkDm — mk’[M > 0.

Na sli¢an nacin, ako na izraz (6.33) primjenimo limes s desna
- (kzM)
ki ).

w _ k2 w -
I, < 8_2 (kpar + kpar)k1 + ki (kDM + k—g)} + S_SkIMkDM'
M Im M

dobivamo

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)
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Na kraju, ako uvrstimo izraze (6.36) i (6.39) u (6.7) ukljucujuéi (4.127) dobivamo

. 1 kpm
1< i =2 [kt A + kb + B (L n )] S (6a0)
Su krv

gdje je I ocjena gornje granice indeksa performanse (6.7), dok su
kc 2 * = 2 1.
A=w2MD+w3%, B =wyurky, kp = wa(m + 77k ) (kpy + kpa).

Vidimo da I ovisi o minimalnim i maksimalnim vlastitim vrijednostima matrica
pojacanja Kp, Kp i K, odnosno o parametrima kp,,, kpm, ks fop, D, Jo1-

S obzirom da je indeks performanse po definiciji pozitivna veli¢ina, interesantno je
s tog stanovista razmotriti izraz (6.40). Vidimo da je za pozitivne vrijednosti para-
metara kp,, 1 kry brojnik izraza (6.40) uvijek pozitivan. S druge strane, nazivnik Sy,
(izraz (6.37), odnosno (4.121)) pozitivan je ako je sustav stabilan. Stoga, parametri

kpm, kpm, krapr > 0 koji minimiziraju I1>0 ujedno zadovoljavaju i kriterij stabilnosti.

6.3.2. QOdredivanje optimalnih vrijednosti parametara

Vrijednosti parametara kp,,, kpm, 1 kry koje minimiziraju ocjenu indeksa perfor-

manse /, mozemo naéi na osnovu nuznih uvjeta optimalnosti

ol ol ol
akPm B 07 ak)Dm B O’

= 0. 41
FT (6.41)

Parcijalnim deriviranjem funkcije (6.40) po parametrima kp,,, kpm, 1 kry dobivamo

slijede¢i sustav polinomialnih jednadzbi
CLP]{J]Q;m - bpk’pm — Cp = O, (642)

CLDk%m - kaDm — Cp = 0, (643)
a[k?M + b[k‘[M — Cf = 0, (644)
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gdje su

ap = T Waptpkpm, bp = 27%wopp(kykpm + mkrr),
cp = (kpm + 72kin) [kpm (Akpm + Bkyy) + wamkpa] +
+ wopip(kgkpm + Mk ) (M — 72k,),
ap = k1A, bp = 2mAk, (6.45)
cp = m(AT*k3y; + B) + ki (kb + BT?),
ar = m(kp + BT%) + A(m + k17°) kD, 0,
br = 2mBkpm, cr =k BE?, .
S obzirom da su parametri kpp,, kpy, 1 kry pozitivni, sustav jednadzbi (6.42)-(6.44)

mozemo prikazati kao rjesenja kvadratnih jednadzbi

1 /
k?pm = g <bp + b%g + 4CLPCP) s (646)
P
1 /
kDm = g (bD + bZD + 4CLDCD) s (647)
D
1 /
kIM = 2—@[ (_bI + b% —|—4CL[C[> 5 (648)

gdje je predznak izabran tako da garantira pozitivno rjesenje navedenog sustava jed-
nadzbi. Prethodno navedeni sustav jednadzbi mozemo prikazati u vektorskom obliku
p = f(p), edje je p = [kpm kpm krm]?T. Navedeni sustav nelinearnih algebarskih jed-

nadzbi moze se rjesavati iterativnim pristupom na slijede¢i nacin
PP = (™), k=0,1,2,.. (6.49)

uz neke zadane pocetne vrijednosti parametara p(©).
U limesu kada 7 — 0, imamo I — Iy, a parametri (6.45) postaju
ap — 0, bp — 0,
cp = kpml[kpm(Akpm + Bkyyy) + wamkpar] +
+ wopip(kgkpm + mkin)m,

ap = kA, bp = 2mAk;y, (6.50)
cp = mB+ kikp,
a; = mkp + Amk3,,,

by = 2mBkpm, cr = ki BE%,
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iz Cega mozemo zakljuciti da

lim kepyy, = +oo. (6.51)

Drugim rijecima, ako zZelimo minimizirati indeks performanse [y, proporcionalno po-
jacanje mora teziti u beskonac¢no, dok pojacanja kp,, i krys ostaju konac¢na. S druge
strane, na osnovu pocetnih uvjeta ¢(0) = —qq, ¢(0) = 0, »(0) = 0, mozemo za-
kljuciti da na pocetku upravljacke akcije imamo veliki skok upravljacke varijable zbog
u(0) ~ —KpG(0) = Kpqq, koji je proporcionalan pojacanju Kp. S obzirom da su nam
upravljacke varijable u praksi uvjek ogranicene, u < .y, to znacéi da nam je i maksi-

malno pojacanje kpy; ograni¢eno

umax

kpy < (6.52)

;
qd,max

gdje je qamax maksimalna vrijednost od g4. Zbog navedenih ¢injenica indeks performanse

(6.40) ne¢emo minimizirati po pojacanju kp,,, nego samo po kp,, 1 k.

6.3.3. Simulacijski rezultati

Za simulaciju smo koristili manipulator s dva rotacijska stupnja slobode gibanja
(planar elbow manipulator, [22]) s numerickim vrijednostima parametara preuzetih iz
[68] i prikazanih u dodatku C.1., tablica C.1.

Na slikama 6.1 i 6.2 vidimo ovisnost indeksa performanse Io parametrima kp,, i
ki za 72 = 0.5 8%, kpp = 150 Nmrad ™ 's i up = p; = pup = 1. Vidimo da indeks
performanse I ima minimum za neke konaéne vrijednosti parametara kp,, i k.

Na slici 6.3 vidimo odziv manipulatora vodenog PInD regulatorom za razne vri-

2 uz optimalne vrijednosti parametara kp,, i ki te

jednosti tezinskog koeficijenta 7
kpm = 200 Nm rad 's i pup = i = pup = 1. Vidimo da s poveéanjem tezinskog koefici-
jenta 72 odziv sustava postaje sve sporiji, odnosno brzina odziva sve manja. Navedeno
ponasanje je u skladu s oc¢ekivanjima s obzirom da povecanjem tezinskog koeficijenta
72 dajemo sve veéu tezinu optimizaciji indeksa performanse I, §to ima za posljedicu
smanjenje brzine odziva.

Dataljniji uvid u ovisnost odziva sustava o promjeni teZinskog koeficijenta 72 moZemo
dobiti na osnovu slike 6.4. Vidimo da indeks performanse I; raste dok indeks perfor-
manse [, opada kako tezinski koeficijent 72 raste. Indeksi performanse I; i I poprimaju

istu vrijednost za 72 = 1 §to je u skladu s o¢ekivanjima s obzirom da u tom slucaju
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Slika 6.1: Ovisnost indeksa performansi o Slika 6.2: Konturni graf ovisnosti indeksa
parametrima kp,, i k. performansi o parametrima kp,, i k.

imamo jednaku tezinu za minimizaciju oba indeksa performansi. Takoder vidimo da
je ukupni indeks performanse dobiven na osnovi simulacije, I = I; + 7215, manji od
estimiranog indeksa performansi Iu cijelom rasponu vrijednosti koeficijenta 72 §to je
takoder u skladu s ocekivanjima (jednadzba (6.40)). Nadalje vidimo da se s poveéanjem
koeficijenta 72 parametar kp,, poveéava dok se parametar krj; smanjuje.

Vidjeli smo da performanse prijelaznog procesa mozemo poboljSavati povecavanjem
proporcionalnog pojacanja kp,,. Medutim, povecavanjem proporcionalnog pojacanja
kpm povetavamo i vrijednost upravljacke varijable u poc¢etnom trenutku u(0) ~ Kpgqy.
Funkciju ¥(¢) u PInD regulatoru mozemo iskoristiti za poboljsanje tranzijentnih per-
formansi bez narusavanja performansi upravljacke varijable. Utjecaj funkcije 1/(§) na
performanse regulatora ilustriran je na slikama 6.5-6.7. Na slici 6.5 vidimo odziv pozicija
manipulatora i upravljackih varijabli u slu¢aju bez djelovanja pojacanja t(q), odnosno
za Kp = 0, te za vrijednosti proporcionalnog pojacanja Kp = 150 Nm rad™' i uz
optimalne vrijednosti pojacanja Kp i K (tablica 6.1).

Na slikama 6.6-6.7 vidimo usporedbu regulatora sa vrijednoséu parametara Kp = 0
i regulatora s Kp # 0. Da bi usporedba bila korektna, stavili smo istu vrijednost
za Ay{V¥p(¢)} u oba slucaja. Na slikama mozemo vidjeti da za gotovo istu kvalitetu
prijelaznog procesa regulator na slici 6.7 nema visoki skok upravljacke varijable koji se
moze vidjeti za regulator na slici 6.6. Vidimo da, iako smo dobili brzi odziv bez oscilacija,

imamo preskok pozicije manipulatora iznad referentne vrijednosti koji je tesko uklonjiv
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Slika 6.3: Odziv manipulatora vodenog PInD regulatorom za razne vrijednosti tezinskog
koeficijenta 72.

cak i primjenom visokog proporcionalnog pojacanja. Iz teorije optimalnog upravljanja
[96, 97] poznato je da optimizacija integralnog indeksa performansi ne garantira odziv
bez regulacijskog preskoka i oscilacija.

Optimalne vrijednosti parametara regulatora racunali smo na dva nacina. Prim-
jenom iterativnog postupka rjesavanja nelinearnih algebarskih jednadzbi (6.49) i evolu-
cijskim algoritmom (6.17). Na slici (6.8) vidimo konvergenciju parametara kp,, i ki
prema optimalnim vrijednostima za iteracijski algoritam (6.49). Konvergencijska svo-
jstva ispitali smo za razlicite poc¢etne uvjete parametara kp,, i krys. Vidimo da iteracijski
algoritam ima svojstva rapidne konvergencije prema optimalnim vrijednostima parame-
tara neovisno o pocetnim uvjetima parametara. Za svega dva do tri iteracijska koraka
dostize se stacionarno stanje. Uzimajuéi stacionarno stanje iteracijskog algoritma kao
pocetni uvjet evolucijskog algoritma moguce je postic¢i dodatno poboljsanje performansi,
medutim prakticki neznatno da bi ga se isplatilo koristiti. Medutim, unato¢ dobrim kon-
vergencijskim svojstvima, iteracijski algoritam mozemo koristiti samo ako smo sigurni
da indeks performanse ima minimum za konaé¢ne vrijednosti parametara po kojima ga

minimiziramo, kao $to su to u ovom slucaju parametri kp,, i k7.
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Slika 6.4: Ovisnost indeksa performansi Iy, I, I = I, I =1 te optimalnih vrijednosti
pojacanja kpy, i kra o tezinskom koeficijentu 72.

Tablica 6.1: Parametri regulatora

Pojacanja || Slika 6.5 | Slika 6.6 | Slika 6.7 Jedinice
Kp1, Kps 150 600 150 Nm rad ™
Kpi, Kpo 23.1 53.1 35.9 Nm rad's
Kn, K 253.6 492.7 265.3 | Nm rad's~!
Kp1, Kpo 12.1 27.9 18.9 Nm rad s
Kp1, Kps 0 0 450 Nm rad ™

U1 max 157.1 628.3 161.9 Nm

Us max 235.6 942.4 235.6 Nm
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Slika 6.5: Odziv manipulatora vodenog PInD regulatorom za Kp = diag{150}
Nm rad ™', Kp = diag{0} Nm rad " i za optimalne vrijednosti pojacanja Kp i K;.
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Slika 6.6:  Odziv manipulatora vodenog PInD regulatorom za Kp = diag{600}
Nm rad™', Kp = diag{0} Nm rad ™' i za optimalne vrijednosti pojacanja Kp i K.
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Slika 6.7:  Odziv manipulatora vodenog PInD regulatorom za Kp = diag{150}
Nm rad ™', Kp = diag{450} Nm rad ' i za optimalne vrijednosti pojacanja Kp i K;.

Primjena evolucijskog algoritma (6.17) u principu je jednostavnija od iteracijskog
algoritma (6.49) prvenstveno zbog toga $to ne moramo racunati parcijalne derivacije
indeksa performansi po parametrima regulatora. Takoder ako zadamo podrucje para-
metara unutar kojeg minimiziramo indeks performansi tada nemamo ogranicenja vezanih
uz konacnost optimalnih vrijednosti parametara. Medutim, konvergencija evolucijskih
algoritama je znatno sporija u usporedbi s iteracijskim algoritmom. Na slici (6.9) vidimo
konvergenciju parametara regulatora prema optimalnim vrijednostima za evolucijski al-
goritam. Za razliku od prethodnog slucaja, ovdje minimiziramo Sest parametara re-
gulatora. Za neke parametre imamo definirana ogranicenja. Po definiciji mora biti
zadovoljeno p1; > 1, za j = P,1,D. Takoder zbog ogranicenja upravljackih varijabli
moramo ograniciti maksimalnu vrijednost proporcionalnog pojacanja, u ovom slucaju
Kp < 200 Nm rad~!. Vidimo da samo parametri kp,, i krp konvergiraju konacnim
vrijednostima dok ostali parametri konvergiraju granicnim vrijednostima definiranim
ogranicenjima.

Iz navedenih simulacijskih rezultata mozemo zakljuciti da je podesavanje parametara
kpm 1 krar kljuéno za optimiranje integralnog indeksa performansi, dok parametar kp,,

mozemo povecavati dok nam to ogranicenja upravljackih varijabli dozvoljavaju.
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Slika 6.8: Ovisnost parametara kp,, i krps o broju iteracijskih koraka za iteracijski
algoritam (6.49).
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Slika 6.9: Ovisnost parametara regulatora o broju iteracijskih koraka za evolucijski
algoritam (6.17).
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6.4. Performanse regulacije robota s rotacijskim
i translacijskim stupnjevima slobode

U slucaju regulacije robota s rotacijskim i translacijskim stupnjevima slobode gibanja
moramo primjeniti modificirani PInD regulator (MPInD) da bi postigli globalnu asimp-
totsku stabilnost. Navedene modifikacije regulatora kao i same dinamike robota, zbog
specificnosti koje unose translacijski stupnjevi slobode, odrazavaju se i na modifikaciju
integralnog indeksa performanse I = I} + 7215, (6.25).

Stavljanjem (4.160) i (4.165) u (6.3) dobivamo

[e.o]

VI0) 2 (ko = aom)La-+ (abs = kuan) Ty + (6 = am -+ ) [ alllde +
0

+<%?—awy+@»/“nwﬂmWﬁ. (6.53)
0

Trecii cetvrti ¢lan na desnoj strani prethodnog izraza su pozitivni zbog (4.163) 1 (4.164),

tako da imamo
V(0) = (kpm — am)l> + (aki — ki) 1h- (6.54)
slijededi korak je ocjena gornje granice od V(0). Stavljanjem pocetnih uvjeta §(0) = —qq,

4(0) =0, 2(0) = —v* = K; 'g(qq), u Lyapunovljevu funkciju dobivamo

1 1 1
V(0) = —=U(qa) + §Q§KPQd + §QQgKDQd + §Oég(qd)TKflg(qd) + (6.55)

1 1
+ gk llaal® + Sk laal
odnosno, ocjenu gornje granice
kQ
V(0) < wy [k’pM + o (kDM + k—g)} + ozwgkg) + ocw4k;g). (6.56)
Im

gdje smo oznacili w, = %quﬂp, p=2,3,4.
Na kraju, usporedbom (6.54) sa (6.56) dobivamo

(kDm — am>[2 + (akl — k]M)]l + Oéw3]€g) + aw4kg) <

k2
Im

Na osnovu prethodnog izraza mozemo dobiti izraze za indekse performansi Iy i Is.

Stavljanjem limesa o« — (kpy,/m)4 u izraz (6.57) te primjenom (4.172) dobivamo

2

k 1 - _
L < ;U—Q |:mk7PM + kpm (kDM + —g)} + %(Alﬁ + Ok%}m)v (6.58)

M k[m
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Slika 6.10: Usporedba odziva manipulatora vodnog MPInD regulatorom za optimalne
vrijednosti parametara sa odzivima za razlicite vrijednosti integralnog pojacanja.

gdje je Sy = kikpm — mkrn, i

A= wgml + w4d2, B = U)gl_fc + ’LU4d1, (659)

Na slican nacin, stavljanjem o — (krpr/k1)- u izraz (6.57) dobivamo

w k2 1 (A _
I, < ﬁ {k;pMk:l + ki (kDM + ﬁ)} + 5 (Ekf + (Jk:Dmk]M) . (6.60)

Kona¢no, uvrstavanjem izraza (6.58) i (6.60) u I = I; + 7215 dobivamo

. 1 B (kpm
I<I=—(ki+ Ak, + *kpmkin)) + = (L + 72) : (6.61)
Sy Su \ kv
gdje je I ocjena gornje granice indeksa performanse I, dok su
~ 2 * = 2 A
A:wQ/,LD“_C, B :wgﬂjk’g, P = (m—|—7’ kl) U)Qk’p]\/[—i—%k’l . (662)

Indeks performansi (6.61) minimiziramo po parametrima kp,, i k;p; na isti nacin kao
kod PInD regulatora.

Performanse regulacije za izvedeni integralni indeks performansi demonstrirane su
na simulacijskom modelu robota s jednim rotacijskim i jednim translacijskim stupnjem
slobode gibanja (dodatak C.2.).

Na slikama 6.10 i 6.11 prikazane su usporedbe odziva regulacijskog sustava za opti-

malne vrijednosti parametara (Kp = diag{100} Nm rad™!, Kp = diag{18.2} Nms rad "
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a, rad

Slika 6.11: Usporedba odziva manipulatora vodnog MPInD regulatorom za optimalne
vrijednosti parametara sa odzivima za razlicite vrijednosti derivacijskog pojacanja.

i K; = diag{16.4} Nms ™~ 'rad ') sa odzivima za razlicite vrijednosti integralnog i derivaci-
jskog pojacanja.

Vidimo da je optimalni odziv rotacijske koordinate prakticki aperiodski to jest, bez
preskoka dostize referentno stanje. Translacijska koordinata ponasa se na slican nacin ali
sa blagim preskokom nakon kojeg sporo konvergira referentnom stanju. Spora konver-
gencija je posljedica relativno male vrijednosti integralnog pojacanja. Medutim, poveca-
vanjem integralnog pojacanja dobivamo odzive s ve¢im preskokom, a time i ve¢om vri-

jednoscu integralnog indeksa performansi.

6.5. Optimizacija performansi PDsI regulatora

Na slican nac¢in kao u prethodnom podpoglavlju mozemo dobiti ocjenu integralnog
indeksa performanse I = I, + 721, za PDsl regulator. Medutim, zbog saturacije u
integratoru ne¢emo dobiti kvadraticni integralni indeks performanse kao kod PInD re-

gulatora, nego slijedeci

I = / Fs@)dt, L= / ldlPdt. (6.63)
0 0

gdje je podintegralna funkcija indeksa performanse I pozitivna funkcija za sve ¢ € R,
q's(q) > 0.
Stavljanjem izraza (4.87) i (4.84) u (6.3) dobivamo

V(O) > (kDm — Oém)lg + (Oékl — kIM)Ila (664)
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gdje je m = Ay { M} + kesp. Slijededi korak je ocjena gornje granice na V(0). Stavl-
janjem pocetnih uvijeta G(0) = —qq, ¢(0) = 0, 2(0) = —v* = K; *g(qq), u Lyapunovljevu
funkciju (4.71) i (4.73) dobivamo

1

1 _
V(0) = §Q§KPQd + §ag(Qd)TK1 '9(qa) — U(qa) +

noo —qdi
+ E Kp;
i=1 0

iz cega mozemo dobiti ocjenu gornje granice

p()eds +a Y Ko, /0 U soe, (6.65)
=1

_ k2
V(0) < wy (k?PM + kpar + Oék—g) + awskpa, (6.66)

Im

gdje su wy = 3[lqall” i
8: { sllaall®, if llaall < sne 667
sullqall, if [lgall = sar
i gdje w, zadovoljava slijedeéu ocjenu

n

w, >y /0 T s©)de, (6.68)

=1

Na kraju, usporedbom (6.64) i (6.66) dobivamo

(kDm — Cl/m)IQ + (Ckk‘l — kIM)[l S wsak:DM +

_ k2
+wo (ICPM + kpy + ak—g> ) (6.69)
Im

Iz prethodnog izraza mozemo dobiti integralne ¢lanove Iy i I, na slijede¢i nacin. Stavl-

janjem limesa o — (kp,,/m) u izraz (6.69) dobivamo

) 2
I < 22 (kpar + Fpar)m + kpm—2 ) + 25 e kars (6.70)
k[m SM

gdje je Sy = kikpm — kryym > 0. Pozitivnost izraza Sy, slijedi iz uvjeta stabilnosti

(4.89). Na isti nacin, stavljanjem limesa o — (kjps/k1)— u izraz (6.69) dobivamo

1< 22 (s + T 4 gy Y gk 6.71
2_%(PM+PM)1+[ME ‘f‘SMIMDM' (6.71)

Na kraju, stavljanjem izraza (6.70) i (6.71) u izraz [ = I, + 7215 dobivamo

1 U kpm
= ——(kp +wpp(kd,, + m2kpmkrar)) + B2 (—D + 72> , (6.72)
Sy Suv \ ki
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gdje je I ocjena gornje granice indeksa performansi I, wy = w2ﬂ1/€§, i
k‘}kg = wg(fn + TQk’l)(kpM + IEIPM) (673)

Optimalne vrijednosti parametara kp,, i k;ys dobivamo minimizacijom indeksa perfor-
mansi (6.72)

or _, ol
Okpm, - Okrm B

Rjesenje sustava algebarskih jednadzbi (6.74) mozemo prikazati u slijedeé¢em obliku

0. (6.74)

apky, —bokpm —cp =0, arkjy + bikpy — ¢ =0, (6.75)
gdje su

ap = kiwgpp, bp = 2mwsppkrn,
cp = m(wspipTkipy + Wa) + ki (kp + war?),
ar = m(kp 4+ Waor?) + wepp(m + k17°) kD,

- - 7.2
by = 2mwskp,, cr = kiwakp,,.-

Jednadzbe (6.75) mozemo prikazati u slijede¢em obliku

1 /
kDm = — bD + b% —|—4CLDCD s (676)
QGD
1 /
k[M = — (—b[ + b% +4GIC[> s (677)
2&[

koji je pogodniji za iterativno rjeSavanje zbog rapidne konvergencije i numericke stabil-
nosti.

Za simulaciju smo koristili manipulator s dva rotacijska stupnja slobode s numerickim
vrijednostima parametara prikazanim u dodatku C.1., tablica C.1.

Na slici 6.12 vidimo odziv manipulatora vodenog PDsl regulatorom za vrijednosti
parametara Kp = diag{200} Nm - rad™" i za optimalne vrijednosti pojacanja Kp =
diag{36.6} Nms -rad™' i K; = diag{465.6} Nms~'rad~".

Vidimo da u ovisnosti o referentnom stanju imamo razlicite visine preskoka sto je
karakteristicno za regulaciju nelinearnih sustava. Glavni razlog takvog ponasanja je u
nelinearnosti gravitacijske sile. Nelinearnost gravitacijske sile oc¢ituje se u ¢injenici da,
sa stanoviSta prijelaznog procesa, postoje dva bitna rezima gibanja manipulatora - u

smjeru gravitacijskog polja te u smjeru suprotnom od smjera gravitacijskog polja.
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Slika 6.12: Odziv manipulatora vodenog PDsI regulatorom za vrijednosti parametara
Kp = diag{200} Nm - rad " i za optimalne vrijednosti pojacanja Kp i K.

Zbog navedenog razloga, za fiksne vrijednosti parametara regulatora, tranzijentni
odzivi biti ¢e razli¢iti u ovisnosti o smjeru gibanja minipulatora u odnosu prema sm-
jeru gravitacijskog polja. Preskok pozicije iznad referentnog stanja mozemo reduci-
rati povecanjem proporcionalnog pojacanja, kao sto je prikazano na slici 6.13, za vri-
jednosti parametara Kp = diag{400} Nm -rad™', Kp = diag{42.1} Nms - rad™'
i K; = diag{790.7} Nms 'rad~'. Medutim, pove¢anjem proporcionalnog pojacanja
povecavaju se i skokovi upravljacke varijable, kao sto se moze vidjeti na slici.

Na slici 6.14 vidimo usporedbe odziva manipulatora vodenog PDsl regulatorom za
optimalne vrijednosti parametara (Kp = diag{200} Nm-rad™', Kp = diag{23.6} Nms-
rad ' i K; = diag{300.9} Nms™'rad ') sa odzivima za razli¢ite vrijednosti derivacijskog
pojacanja.

Jedan nac¢in da reduciramo regulacijski preskok je da, umjesto konstantnog refer-
entnog stanja ¢4, uvedemo vremenski promjenjivo, g3 = qao(1 — exp(—£kt)). Na slikama

6.15 1 6.16 vidimo odziv manipulatora vodenog PDsl regulatorom u slucaju vremenski
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Slika 6.13: Odziv manipulatora vodenog PDsl regulatorom za vrijednosti parametara
Kp = diag{400} Nm - rad ™', i za optimalne vrijednosti pojacanja Kp i K;.

a. rad
d, rad

Slika 6.14: Usporedbe odziva manipulatora vodenog PDsl regulatorom za optimalne
vrijednosti parametara sa odzivima za razlicite vrijednosti derivacijskog pojacanja.

promjenjivog referentnog stanja za k = 3, zakon upravljanja (6.23), te za optimalne
vrijednosti parametara Kp = diag{400} Nm -rad™*, Kp = diag{33.3} Nms - rad~"' i
K; = diag{633.1} Nms 'rad™'. Vidimo da je odziv manipulatora gotovo aperiodski i
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Slika 6.15: Odziv pozicije ¢ manipulatora vodenog PDsI regulatorom u slucaju vre-

menski promjenjivog referentnog stanja ¢z = qqo(1 — exp(—3t)) i zakona upravljanja
(6.23).

35 ‘ ‘ 200
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©
©

R 0

N

(@)

-100
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Slika 6.16: Odziv pozicije g manipulatora vodenog PDsI regulatorom u sluc¢aju vre-
menski promjenjivog referentnog stanja q; = qqo(1 — exp(—3t)) i zakona upravljanja
(6.23).

bez preskoka konstantnog referentnog stanja.

Na slikama 6.17 i 6.18 vidimo odziv manipulatora vodenog PDsl regulatorom u
sluc¢aju vremenski promjenjivog referentnog stanja za k = 3, zakon upravljanja (6.22),
te za iste optimalne vrijednosti parametara. Vidimo da uz nesto slabiju kvalitetu odziva

u usporedbi sa slikama 6.15 1 6.16, imamo bitno bolje performanse upravljacke varijable.
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Slika 6.17: Odziv pozicije ¢; manipulatora vodenog PDsI regulatorom u slucaju vre-

menski promjenjivog referentnog stanja ¢z = qqo(1 — exp(—3t)) i zakona upravljanja
(6.22).

35 ‘ ‘ 100

50
©
©

R 0

N

(@)

-50

‘ ‘ -100 ‘ ‘
0 5 10 15 0 5 10 15
t,s t's

Slika 6.18: Odziv pozicije g manipulatora vodenog PDsI regulatorom u sluc¢aju vre-

menski promjenjivog referentnog stanja q; = qqo(1 — exp(—3t)) i zakona upravljanja
(6.22).

6.6. Performanse analitickog neizrazitog
regulatora

U ovom podpoglavlju razmatramo integralni indeks performanse AFPDsI regula-

tora u kombinaciji s linearnim PD regulatorom. Navedenu kombinaciju razmatramo
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zbog Cinjenice da je globalno asimptotski stabilna te je moguce primjeniti slican pristup
za ocjenu integralnog indeksa performanse kao u prethodnim podpoglavljima. Iako
neizraziti regulator ima vise parametara za podesavanje od konvencionalnih regulatora,
za minimizaciju integralnog indeksa performansi bitni su oni parametri koji definiraju
maksimum proporcionalnog i derivacijskog pojacanja AFPDsI regulatora (5.233).

6.6.1. Ocjena indeksa performanse

Na slican nacin kao kod prethodno analiziranih regulatora, prikazat ¢emo izvod in-

tegralnog indeksa performanse I = I; 4 7215, gdje su

h= [ @i B= [l (6.78)
Na osnovu derivacije Lyapunovljeve funkcije mozemo dobiti slijede¢u ocjenu

V(0) > (kpm — am)ls + (aky — ki) 1. (6.79)
gdje je m = A { M} u{epgs} + kesar. Na osnovu vrijednosti od V(0)

1

1 B n —qd;i
—qy Kpga+ ~ag(qa)" K7 9(qq) + E KDi/ ©pi(§)dE +
, 0

V(0) = 5 5

+ U(0) — Ulga +az / i€, 66(€)) balds (€)) i (€)de +

+Z | vnts.a@pentnte (6.50)

mozemo dobiti gornju granicu prethodnog izraza

_ k2
V(0) < wy (kpM + kpy(a) + ak—g + aQPMkDM) ; (6.81)

Im

gdje je wy = 3llaal®, orar = Au{®p} i
Na kraju, usporedbom (6.79) sa (6.81) dobivamo

(kpm — am)ls + (aky — ki) i < wocopakpu +

_ /{:2
+wo (k?pM + kpM< ) + Oék—) (683)
Im
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Slika 6.19: Usporedba odziva manipulatora vodnog AFPDsI plus PD regulatorom za
optimalne vrijednosti parametara sa odzivima za razlicite vrijednosti integralnog po-
jacanja.

Iz prethodnog izraza dobivamo indekse performansi I; i I na slijedec¢i na¢in. Stavljan-

jem limesa o — (kpy,,/m)_ = ag u izraz (6.83) dobivamo
Wa 7 _ szm
Il S S_ (k‘pM—kaM(al))m—Fk’gk—+QpMk’Dmk‘DM s (684)
M Im

gdje je Sy = kikpm — krym > 0. Nadalje, ako stavimo a — (kjp/k1)s = ag u izraz
(6.83) dobivamo

w —
I < ﬁ [(kpar + kpar(an))ky + ks + kivopakpu ) - (6.85)

Na kraju ako stavimo (6.84) i (6.85) u izraz za indeks performanse I dobivamo

. kpm
[ =— k;—i—,UDQPMk‘Dm(kDm—FTZk‘[M) +,U[l€2 ~Dm —|—’7'2 s (686)
SM g kIM

gdje je I>1 ocjena gornje granice indeksa performanse I, i k% = (m + 72k1)kpy +
Epar(ay)m + 72kpar(az)k;. Optimalne vrijednosti parametera dobivamo minimizacijom

navedenog indeksa performansi.

6.6.2. Simulacijski rezultati

Za simulaciju smo koristili manipulator s dva rotacijska stupnja slobode s numer-

ickim vrijednostima parametara prikazanim u dodatku C.1., tablica C.1. Primjenili smo
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Slika 6.20: Usporedba odziva manipulatora vodnog AFPDsI plus PD regulatorom za
optimalne vrijednosti parametara sa odzivima za razli¢ite vrijednosti derivacijskog po-
jacanja.

jednostavni oblik analitickog neizrazitog regulatora

Wji(in) = Sji(in) = Yji + Vji exp<_ﬂji’inDa (6-87>

©ji(Xji) = Yoji(Xji) = Keji [1 — exp(—Blx;il)] sign(x;i), (6.88)

gdjejej=PD,i=1,..,n N;=1 o, =0, ( xpi = ¢, xpi = ¢;)- U tom slucaju

imamo
Ai{®r} = Ai{epg) = max KepiBpi, Au{®p} = max KepiBpi, (6.89)
A {®p} Ipi A {®p} Ips (6.90)
= max —————, = max ——————. )
ML i Ipi +vpilpi MED i Ipi+vpilps

Uzeli smo slijede¢e vrijednosti parametara: Ip; = Ip; = 1, vp; = vp; = 0, Bp = Bpi,
Bp = Bpi, Kecp = Kepi = 1, Kep = Kepi = 1 za i = 1,2, tako da Ay {Pp} =
Mi{®p} = 1, Au{®p} = Au{vrs} = KerBp, Au{®p} = Kepfp, i kpu(a) =
[aKepBp + 1|Kepfp.

Na slikama 6.19 i 6.20 vidimo usporedbe odziva manipulatora vodenog AFPDsI
plus PD regulatorom za vrijednosti parametara Kp = diag{200} Nm - rad™!, 3p =

10, te za optimalne vrijednosti parametara Kp = diag{26.5} Nms -rad™' i K; =
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Slika 6.21: Odziv pozicije ¢ manipulatora vodenog AFPDsI plus PD regulatorom za
vrijednosti parametara Kp = diag{200} Nm-rad ', i za optimalne vrijednosti pojacanja
Kpi Kj.

400

300
200
100

-100

-200

0 ‘ ‘ -300 ‘ ‘
0 5 10 15 0 5 10 15

t,s t,s

Slika 6.22: Odziv pozicije ¢ manipulatora vodenog AFPDsI plus PD regulatorom za
vrijednosti parametara Kp = diag{200} Nm-rad™', i za optimalne vrijednosti pojacanja
Kpi Kj.

diag{41.9} Nms 'rad™' sa odzivima za razlicite vrijednosti integralnog i derivacijskog
pojacanja.

Na slici 6.21 1 6.22 vidimo odziv manipulatora vodenog AFPDsI plus PD regulatorom
za vrijednosti parametara Kp = diag{200} Nm-rad ™', 8p = 5, Kcp = 40 i za optimalne
vrijednosti pojacanja Kp = diag{27.3} Nms -rad™' i K; = diag{10.1} Nms 'rad'.
S obzirom da je maksimalna vrijednost proporcionalnog pojacanja jednaka Ay {Kp} =
Kp+BpKcp, za prethodno navedeni izbor parametara slijedi da je )\M{l_(p} = 400 Nm -

rad™! ¢ime simulacijski rezultati postaju usporedivi sa rezultatima za PDsI regulator
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prikazanima na slici 6.13. Vidimo da za sli¢cnu kvalitetu prijelaznog procesa ima bitno

bolje performanse upravljacke varijable u slucaju AFPDsI plus PD regulatora.



7 | Zakljuéak

U radu su razmatrani razli¢iti problemi analize stabilnosti nelinearnih mehanickih
sustava vodenih razli¢itim tipovima nelinearnih regulatora. Razmatrani su regulatori od
konvencionalnih nelinearnih PID regulatora do razli¢itih varijanti analitickog neizrazitog
regulatora. Kao sto smo vidjeli, primjena nelinearnih regulatora u regulaciji mehanickih
sustava postaje nuzna ako zelimo ostvariti globalnu asimptotsku stabilnost zatvorenog
regulacijskog kruga. S obzirom da linearna PID regulacija mehanickih sustava garan-
tira samo lokalnu asimptotsku stabilnost potrebno je, osim kriterija lokalne stabilnosti,
odrediti i domenu atrakcije sto moze biti slozeno. U praksi se taj problem rjesava pre-
dimenzioniranjem snage aktuatora kojima upravljamo pojedinim stupnjevima slobode
gibanja mehanickog sustava.

Nadalje, postojec¢i regulatori koji garantiraju globalnu stabilnost i koji su zasnovani
na nelinearnom integralnom ¢lanu mogu globalno stabilizirati samo robote s rotacijskim
stupnjevima slobode gibanja. U ovom radu razmatrana je jedna nova klasa regulatora,
zasnovanih na nelinearnom derivacijskom ¢lanu, koja je u stanju globalno asimptot-
ski stabilizirati mehanicke sustave s mjeSovitim rotacijsko-translacijskim stupnjevima
slobode gibanja. Na taj nacin omogucena je globalna stabilizacija puno Sire klase me-
hanickih sustava osim robota s rotacijskim stupnjevima slobode gibanja.

Analiza stabilnosti mehanickih sustava vodenih analitickim neizrazitim PID regu-
latorom zasnovana je na ekvivalenciji analitickog neizrazitog regulatora i opce klase
nelinearnih PID regulatora. Medutim za razliku od konvencionalnih nelinearnih PID
regulatora gdje su samo neka pojacanja nelinearna i ovisna uglavnom samo o pogresci

pozicije i eventualno brzini, u slu¢aju analitickog neizrazitog regulatora sva tri pojacanja

138
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ovise 0 kompletnom vektoru stanja regulacijskog sustava. Cinjenica da je integralno po-
jacanje nelinearno bitno komplicira analizu stabilnosti ve¢ u samom startu, odnosno kod
izvodenja jednadzbi pogreske. Za razliku od regulatora s konstantnim integralnim po-
jacanjem, gdje je izvodenje jednadzbi pogreske bilo trivijalno, u slu¢aju analitickog nei-
zrazitog PID regulatora to izvodenje postaje znatno kompliciranije. Kao rezultat analize
stabilnosti dobili smo kriterije lokalne asimptotske stabilnosti sto je bilo u skladu s o¢eki-
vanjima s obzirom da analiticki neizraziti regulator ima svojstvo saturacije upravljacke
varijable.

Da bi zatvoreni regulacijski krug bio globalno asimptotski stabilan, analiticki neizraz-
iti regulator moramo kombinirati s linearnim PD regulatorom. Cijena za to je gubitak
svojstva saturacije upravljacke varijable, sto je u principu pozeljno svojstvo regulatora.
Medutim, to se moze ublaziti primjenom malih modifikacija osnovnih konfiguracija regu-
latora, kao sto smo vidjeli u poglavlju vezanom uz performanse regulacije. Kombinacija
analitickog neizrazitog regulatora i linearnog PD regulatora funkcionira tako da za velika
odstupanja regulacijskog sustava od stacionarnog stanja dominantan utjecaj ima neli-
nearni PD regulator globalno stabilizirajuéi regulacijski sustav. S druge strane za mala
odstupanja od stacionarnog stanja, bitna za tranzijentne pojave, dominantan utjecaj
ima analiticki neizraziti regulator.

U posljednjem poglavlju, koje je izravno povezano s analizom stabilnosti iz prethod-
nih poglavlja, razmatraju se performanse regulacije nelinearnih mehanickih sustava.
Analiza performansi zasnovana je na ¢injenici da su sve Lyapunovljeve funkcije koje smo
koristili bile parametrizirane nespecificiranim parametrom ¢iji interval stabilnosti smo
poznavali iako sam parametar nije ulazio u kriterije stabilnosti. Ta ¢injenica omogucila
nam je konstrukciju integralnog kriterija optimalnosti po pogreskama pozicije i brzinama
u ovisnosti o istim parametrima regulatora i mehanickog sustava koji ulaze u kriterije sta-
bilnosti. Kljuc¢ni rezultat u analizi performansi je spoznaja da postoji minimum indeksa
performansi za kona¢ne vrijednosti minimalne vlastite vrijednosti matrice derivacijskih
pojacanja i maksimalne vlastite vrijednosti matrice integralnih pojacanja. Odredivan-
jem tih parametara jednostavnim iterativnim postupkom te stavljanjem maksimalnog
dozvoljenog proporcionalnog pojacanja dobiveni su sasvim zadovoljavajuéi rezultati s
obzirom da smo indeks performanse dobili na temelju relativno konzervativnih ocjena
nelinearnih ¢lanova u dinamickom modelu robota.

Glavni znanstveni doprinosi ove disertacije sadrzani su u slijede¢em:
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e Izvedeni su novi kriteriji stabilnosti nelinearnih mehanickih sustava vodenih line-
arnim PID regulatorom i PID regulatorom sa saturacijom u integratoru, koji su

jednostavniji od postoje¢ih kriterija stabilnosti.

e Predlozen je jedan novi tip regulatora s nelinearnim derivacijskim ¢lanom koji
omogucuje globalnu asimptotsku stabilizaciju nelinearnih mehanickih sustava s

mjeSovitim rotacijsko-translacijskim stupnjevima slobode gibanja.

e Izvedeni su novi eksplicitni kriteriji stabilnosti nelinearnih mehanickih sustava
vodenih: a) analitickim neizrazitim PD regulatorom; b) analitickim neizrazitim
PD regulatorom u kombinaciji sa saturiranim integralnim clanom; ¢) analitickim
neizrazitim PID regulatorom; d) modificiranim analitickim neizrazitim PID regu-

latorom.

e Predlozen je jedan novi pristup za podesavanje parametara regulatora na principu

minimizacije ocjene integralnog kriterija performansi.

Buducdi rad bit ¢e orijentiran na analizu stabilnosti i performansi nelinearnih meha-
nickih sustava s ukljucenom dinamikom aktuatora, sto je jos uvijek nerijeSen problem u
slucaju regulacije s integralnim djelovanjem. Takoder, razmatrat ¢e se analiticki pristupi
sintezi regulatora za mehanicke sustave koji omoguéuju odziv bez prekoracenja zeljenog

stanja.



A | Osnovni pojmovi
Lyapunovljeve analize
stabilnosti

Ovdje ¢emo navesti osnovne pojmove i definicije vezane uz stabilnost autonomnih
nelinearnih dinamickih sustava [33, 98, 99, 100], reprezentiranih sustavom nelinearnih

diferencijalnih jednadzbi
&= f(), (A.1)

gdje je f € R™ nelinearna vektorska funkcija a z € R™ vektor stanja sustava.

A.1. Definicije stabilnosti

Definicija 1. (Stabilnost) Za ravnotezno stanje x = 0 kazemo da je stabilno ako
za neki R > 0 postoji r > 0 tako da iz ||z (0)|| < r, slijedi ||z(¢)|| < R za sve t > 0. Inace
ravnotezno stanje je nestabilno. Prethodnu definiciju mozemo prikazati kompaktnije na

slijede¢i nacin
VR>0, Ir>0, [|[z0)|| <r =|z@)|]| <R, t>0.

Definicija 2. (Asimptotska stabilnost) Za ravnotezno stanje kazemo da je asimp-
totski stabilno ako je zadovoljen dodatni uvjet da za neki r > 0 iz ||z(0)|| < r slijedi da
x(t) — 0 kada t — oo.

A.2. Definicije Lyapunovljeve funkcije

Definicija 3. (Pozitivna definitnost). Za skalarnu kontinuiranu funkciju V' (z)

kazemo da je lokalno pozitivno definitna ako vrijedi V(0) = 0 i ako unutar podrucja

141
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|x(t)]] < Ro vrijedi z # 0 = V(x) > 0. Ako je V(0) = 0 i ako navedeno svojstvo
vrijedi u cijelom prostoru (Ry — oo) tada je V(x) globalno pozitivno definitna.

Nadalje, funkcija V(z) je negativno definitna ako je —V(x) pozitivno definitna.
Funkcija V() je pozitivno semidefinitna ako je V(0) =01 V(z) > 0 za x # 0. Funkcija
V(z) je negativno semidefinitna ako je —V'(x) pozitivno semidefinitna. Prefiks “semi”
se koristi da naglasi moguénost da V' (z) moze biti jednaka nuli za = # 0.

S obzirom da x oznacava stanje sustava (A.l), skalarna funkcija V(x) predstavlja
implicitnu funkciju vremena t. Ako pretpostavimo da je V(x) diferencijabilna, tada
mozemo odrediti njenu vremensku derivaciju
L dv. oV, OV

V=" = 2i = o f(o). (A.2)

S obzirom da x zadovoljava autonomni sustav jednadzbi (A.1) V ovisi jedino o z. Zbog
toga se ¢esto kaze da je V derivacija od V uzduz trajektorije sustava.

Definicija 4. Ako je unutar nekog podrucja ||z(t)|| < Ry funkcija V(z) pozitivno
definitna i ima kontinuirane parcijalne derivacije, te ako je njena vremenska derivacija
V negativno semidefinitna,

V<0 (A.3)

tada je V(x) Lyapunovljeva funkcija sustava (A.1).

A.3. Karakterizacija stabilnosti primjenom
Lyapunovljeve funkcije

Teorem 1. (Lokalna stabilnost) Ako unutar nekog podrudja ||z(t)|| < Ry postoji

skalarna funkcija V' (z) sa kontinuiranim prvim derivacijama tako da je
e V() lokalno pozitivno definitna
e V lokalno negativno semidefinitna

tada je ravnotezno stanje 2 = 0 stabilno. Ako je derivacija V lokalno negativno definitna
unutar ||z(t)|| < Ro, tada je stabilnost asimptotska.
Teorem 2. (Globalna stabilnost) Ako imamo skalarnu funkciju V' (z) sa kon-

tinuiranim parcijalnim derivacijama prvog reda tako da vrijedi

e V(z) je pozitivno definitna
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e V je negativno semidefinitna
e V(z) — oo kada ||z|| — oo (funkcija V(z) je radijalno neogranicena)

tada je ravnotezno stanje 2 = 0 globalno stabilno. Ako je V negativno definitna tada je

ravnotezno stanje globalno asimptotski stabilno.

A.4. LaSalleov princip invarijantnosti

Vidjeli smo (Teorem 1) da asimptotsku stabilnost mozemo utvrditi samo u slu¢aju da
je V striktno negativno definitna funkcija. Ako je V samo negativno semidefinitna, tada
za dokaz asimptotske stabilnosti moramo primjeniti LaSalleov princip invarijantnosti
izrazen slijede¢im teoremom

Teorem 3. (Asimptotska stabilnost) Pretpostavimo da u odredenom podruéju
|lx(t)]] < Ry vrijedi

e V(x) je pozitivno definitna
e V je negativno semidefinitna

e skup R definiran sa V = 0 ne sadrzi druga rjesenja od (A.1) osim ravnoteznog

stanja z = 0.

tada je ravnotezno stanje x = 0 asimptotski stabilno.
Prethodni rezultat mozemo prosiriti za slucaj globalne asimptotske stabilnosti.
Teorem 4. (Globalna asimptotska stabilnost) Razmatramo autonomni sustav
(A.1) gdje je f kontinuirana funkcija dok je V(z) skalarna funkcija sa kontinuiranim

parcijalnim derivacijama prvog reda. Ako je zadovoljeno
e V() <0, VreR"
o V(zr) — oo kada ||z|| — o0

e skup R definiran sa V = 0 ne sadrzi druga rjeSenja od (A.1) osim ravnoteznog

stanja z = 0.

tada je ravnotezno stanje z = 0 globalno asimptotski stabilno.
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A.5. Primjeri primjene metode inverznih funkcija

Ovdje ¢emo razmotriti neke dodatne primjere primjene metode inverznih funkcija za
konstrukeciju Lyapunovljeve funkcije.
Primjer 1. (Jedna klasa nelinearnih dinamickih sustava). Razmotrimo sli-

jedecu klasu nelinearnih dinamickih sustava
;= —fi(x1, ...z, ., x,), j=1,..,n, (A.4)
sa slijede¢im svojstvom sektorske nelinearnosti
xjfi(z1, ..z, .2,) >0, Va,eR i=1,...,n (A.5)
Specijalan slucaj gore navedene klase sustava je sustav
;= —g;(x1, ..., x4, .., xn)h(x;), j=1,..n, (A.6)
sa svojstvima
gi(x1, oy Tjy ey y) >0, xjhi(x;) >0, Vo, eR, i=1,...n (A.7)

Rjesenje sustava diferencijalnih jednadzbi (A.4) mozemo formalno prikazati na sli-
jedeci nacin

v =X1(t), ..., x;=X;(t), .., z,=X,(t), (A.8)

gdje smo formalno naznagcili ¢injenicu da su varijable stanja funkcije vremena. Isto tako,

formalno mozemo dobiti inverznu funkciju j-te varijable stanja

t=X:"(x;), (A.9)

J

te ju uvrstiti u ostale varijable stanja

o= X0(X; ), o xgy  m = X (X (). (A.10)

J

Na taj nacin dobili smo eksplicitnu ovisnost svih varijabli stanja o varijabli x;.

Ako sada izraze (A.10) uvrstimo u funkciju f;(-) iz izraza (A.4), dobivamo

Fi(X (XN @), o gy o, XX N () = fi(), j=1,....n, (A.11)
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odnosno, funkcija f;(-) postaje funkcija samo varijable z;, sa svojstvom sektorske neli-
nearnosti x; f;(z;) > 0, odnosno

/fj(xj)dxj 2 O, j = 1, oy N <A12>
Gornje svojstvo mozemo iskoristiti za konstrukciju slijede¢e Lyapunovljeve funkcije

V= Zl/o% Fi(Xu(X7HE)), o & s X (X1(8)))dE, (A.13)

koja je pozitivno definitna (svojstvo (A.12)). Vremenskom derivacijom Lyapunovljeve

funkcije dobivamo

V== [ (@), 2, XX (2))), (A.14)
j=1
odnosno .
V==Y filw .2, (A.15)
j=1

koja je negativno definitna.
Naravno, Lyapunovljeva funkcija (A.13) ne moze se izraziti u analitickom obliku,
medutim to i nije vazno ako se moze dokazati njena pozitivna definitnost.
Konvencionalni pristup analizi stabilnosti dinamickog sustava (A.4) zasnovan je na

Lyapunovljevoj funkciji

1 n
V= 52:@?, (A.16)
j=1
¢ija je vremenska derivacija
j=1

Sto je negativno definitna funkcija zbog svojstva (A.5).
Primjer 2. (Harmonicki oscilator). Razmatramo dinamiku harmonickog oscila-

tora bez prigusenja

Ztl = T9, (A18)
i‘g = —WI. (A19>
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Za navedeni sustav mozemo naci eksplicitnu ovisnost medu varijablama stanja na osnovu
zakona sacuvanja energije
1

1
537% + §wm% = Ey, (A.20)

gdje je Ey ukupna konstantna energija sustava. 1z prethodnog izraza dobivamo

To(x1) = \/2E) — wx?. (A.21)

Lyapunovljeva funkcija za sustav (A.18)-(A.19) je

1 1
V(ZEl, (L’Q) = 5[5% + 50)%%, <A22>

Konvencionalni pristup analizi stabilnosti dinamickog sustava (A.18)-(A.19) zasnovan je

na vremenskoj derivaciji prethodno navedene Lyapunovljeve funkcije

V(l’l, 1'2) = I’Qi‘g + w:z:lx'l, (A23)

te uvrstavanjem jednadzbi (A.18)-(A.19) u prethodni izraz

V(xy,x2) = —wx1m9 + W19 = 0. (A.24)

Primjenom metode inverznih funkcija dobivamo

1, 1 1 S
V(zy, z2(x1)) = 5953 + éwxf =3 ( 2Fy — wx%) + §wx§ = Fy. (A.25)

Vremenska derivacija prethodno navedene Lyapunovljeve funkcije je

V(l’l,.ﬁﬂg(.’ﬂl)) = E(] =0. <A26)
Primjer 3. (Nelinearni priguSeni oscilator (I)). Razmotrimo sada nelinearni

priguseni oscilator
E+¢(x)p(d) +g(@)f(r) =0, (A.27)
gdje je
W(x) >0, zp(E)>0, g(z)>0, zf(x)>0. (A.28)
Konvencionalni pristup analizi stabilnosti dinamickog sustava (A.27) zasnovan je na

Lyapunovljevoj funkciji

V= /O (e + /O % (A.29)
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¢ija je vremenska derivacija
U(x)
9(&)

sto je negativno definitna funkcija zbog svojstva (A.28). Primjenom metode inverznih

V="l (A.30)

funkcija dobivamo Lyapunovljevu funkciju

1 x
) GG (A31)
¢ija je vremenska derivacija
V = —¢($)%0(33)3'% <A'32>

sto je negativno definitna funkcija zbog svojstva (A.28).
Primjer 4. (Nelinearni priguseni oscilator (II)). U prethodnim primjerima sta-
bilnost se mogla dokazati i konvencionalnim pristupima gdje je Lyapunovljeva funkcija

u analitickom obliku. Ako prethodni primjer malo poopéimo

i+ (o, D)) + gl ) f (@) =0, (A.33)
gdje je
Y(x,) >0, ze(t)>0, g(z,z)>0, zf(x)>0, (A.34)

tada viSe ne mozemo nacéi Lyapunovljevu funkciju u analitickom obliku, kao u prethod-
nom sluc¢aju, medutim primjenom metode inverznih funkcija postupak je prakticki iden-

tican kao i u prethodnom primjeru. Lyapunovljeva funkcija je

Vet /O " (e # () FlO)de, (A.35)

a njena vremenska derivacija
V = —t(, 2)p(2)i, (A.36)

je negativno definitna funkcija zbog svojstva (A.34).



B | Svojstva vektorskih
normi

B.1. Definicije i svojstva vektorskih normi

Navodimo neke osnovne definicije i rezultate vezane uz norme vektora koje smo
koristili u ovom radu [101, 102, 103].

Norma vektora x € R" je funkcija koja preslikava vektorski prostor R™ u prostor
nenegativnih realnih brojeva R, odnosno || - | : R® — R,. Funkcija || - || naziva se

vektorska norma ako vrijede slijedeca svojstva
L. ||z|| >0, VzeR™
2. [|z][=0 = x=0
3. ||azx|| = |af ||z]|, VzeR" VaeR
4. |z +yll < lz|| + |lyll, Vz,y € R™ (nejednakost trokuta)

Moguce su razlic¢ite definicije normi koje zadovoljavaju navedena svojstva, medutim
u ovom radu su posebno interesantne tzv. L, norme vektora koje su definirane slijede¢im

1zrazom

i, = <Z |$i|p> , p=1 (B.1)
i=1

gdje je o = [w1 w5 ... 2,]7.

U specijalnom sluc¢aju za p = 1 dobivamo L; normu vektora

n

Izl =) fail. (B.2)

=1
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Za p = 2 dobivamo L, ili Euklidsku normu vektora

x|z = (B.3)

koja se, s obzirom da se najcesée koristi, oznacava bez indeksa ||z||s = ||z||. Nadalje, za

p = oo dobivamo L., normu vektora
|2l o = max | . (B.4)
Oznacavanje ||z|| je opravdano jer vrijedi
Jim [|zfl, = max |x,]. (B.5)

Za navedene norme vrijede slijede¢e medusobne relacije

2l < 2l < 7 flloo, (B.6)
1#lloe < llzll2 < V7 [|2]loo, (B.7)
]l < flzll < Vi 22 (B.8)

Euclidsku normu mozemo poopciti na slijedeé¢i nac¢in
|z]|a = ||Az|| = VaT AT Az, (B.9)

gdje je A neka regularna matrica. S obzirom da je AT A pozitivno definitna simetriéna
matrica, izraz pod korijenom ¢e uvijek biti pozitivan.

Ako je x vektor mijesanih rotacijskih i translacijskih koordinata tada u normi ||z|| =
VaTz dolazi do mijesanja jedinica (metri i radijani). Navedeni problem mozemo for-
malno rjesiti primjenom poopéene Euclidske norme (B.9). Ako uzmemo dijagonalnu
matricu A, ¢iji dijagonalni elementi koji se mnoze s rotacijskim komponentama vek-
tora x imaju vrijednost 1m, dok dijagonalni elementi koji se mnoze s translacijskim
komponentama vektora x imaju vrijednost 1 (bez jedinice), tada u normi ||z||4 nema
mijesanja jedinica. U tom slucaju, jedinica za normu ||z||4 biti ée metar. S obzirom da
je A jedini¢na matrica (sa razlicitim fizikalnim jedinicama na dijagonalnim elementima)

formalno ra¢unanje s normom ||z|| 4 biti ¢e identi¢no kao i sa Euclidskom normom ||z ||.
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S druge strane, ako stavimo AT A = M (q), gdje je M (q) pozitivno definitna simetri¢na
matrica inercije, tada u normi \/W takoder nema mijesanja jedinica. Medutim,
problem nastaje kada navedenu normu pokuSamo primjeniti na ocjenu same matrice
inercije (2.14).

B.2. Svojstva kvadratnih formi

Polinom slijedeceg oblika

n n

flzy, 2o, ... x,) = Z Z ;T = xT Az, (B.10)

i=1 j=1
gdje je x = [z1 z9 ... )7 1 A = [a;;]nxn simetricna matrica, naziva se kvadratna forma
po varijablama x1, zs, ..., T,.

Realna kvadratna forma a7 Az je:

pozitivno definitna ako i samo ako je 2T Az >0, Vxr € R*, x#0

pozitivno semidefinitna ako i samo ako je 27 Az >0, Vx € R®

negativno definitna ako i samo ako je x7 Az <0, Vo € R*, x#0

negativno semidefinitna ako i samo ako je 7 Ax <0, Vo € R"

Realna simetricna matrica A je:

pozitivno definitna (negativno definitna) ako i samo ako su sve vlastite vrijednosti

matrice A pozitivne (negativne)

pozitivno semidefinitna (negativno semidefinitna) ako i samo ako su sve vlastite vri-
jednosti matrice A nenegativne (nepozitivne) i barem jedna vlastita vrijednost je

jednaka nuli

Ako su A1, Ao, ..., A, vlastite vrijednosti realne simetri¢ne matrice A i
Am{A} = miin Xi,  Auf{d} = max i (B.11)
tada za svaki realni vektor x vrijedi
Aa{A[l2]? < 2" Az < Ay {A}||]? (B.12)

gdje je ||z||* = 27z kvadrat Euklidske L, norme vektora.



C | Dinamicka svojstva RR i
RT robota

C.1. Dinamicka svojstva RR robota

Dinamicki model robota s dva rotacijska stupnja slobode u vertikalnoj ravnini izveden
je u [22]. Parametri modela koje smo koristili u simulacijama preuzeti su iz [68] i
prikazani u tablici C.1.

Elementi inercijske matrice RR robota su

Mii(q) = malZ +mao(l3 + 12, + 2Ll cos(go)) + 11 + I,
Mi5(q) = Mai(q) = ma(1Z, + lilea cos(qz)) + Lo,
Mss(q) = malZ, + I,

dok su elementi Coriolisove matrice

) = —malyileo sin(qgz)go,

1) = —malileosin(ge) (41 + ¢2),
)

)

1) = malile sin(q2)q,

Elementi gravitacijskog vektora su

91(q) = (mala + maly)g cos(qr) + maleag cos(qr + ¢2),
92(q) = maleag cos(qi + q2).

Numericke vrijednosti k,, k. mogu biti odredene iz (2.23), (2.18), respektivno dok vri-

jednost od Ap{M} moze biti odredena koristenjem Gersgorinovog teorema [104]

kg = 7546, k’c = 4m2l1l62, )\M{M} = 1.33.
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Slika C.1: Robot sa dva rotacijska stupnja slobode gibanja.

Tablica C.1: Parametri robota sa dva stupnja slobode gibanja

Oznaka Vrijednost Jedinica

Duljina ¢lanka 1 [y 0.25 m

Duljina clanka 2 lo 0.16 m

Udaljenost od tezista ¢lanka 1 le1 0.20 m

Udaljenost od tezista ¢lanka 2 leo 0.14 m

Masa clanka 1 my 9.5 kg

Masa c¢lanka 2 Mo 5.0 kg
Inercija clanka 1 I 43 x107% kg m?
Inercija clanka 2 Iy 6.1 x 1073 kgm?

gravitacijska konstanta g 9.8 m /sec?
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C.2. Dinamicka svojstva RT robota

C.2.1. Dinamicki model RT robota

Kineticka i potencijalna energija robota s rotacijskim i translacijskim stupnjem slo-
bode gibanja (slika C.2) ima slijedeé¢i oblik

1 o 1 o 1.
T = Smled; + gma(l + @)@ + 5mads, (C.1)
V = —mygl.cos(q1) — mag(l + q2) cos(q1), (C.2)

Primjenom Euler-Lagrangeovih jednadzbi na Lagrangian L = 7' — V dobivamo jed-
nadzbe gibanja
[mal2 + ma(l + 2)°)G1 + 2ma(l + ¢2)d1Ga + [male + ma(l + ¢2)]g sin(q1) = 0,

mago — ma(l + ¢2)4; — mg cos(q) = 0.

iz kojih mozemo dobiti inercijsku matricu
mllg +m2(l—|—qQ)2 0
M(q) = ( , (C.3)
0 mo

Coriolisovu matricu

o[ 2ma(l+g2)¢2 O
Clod) = <—m2(l + q2) @ 0) 7 .

te gravitacijski vektor

g(q) = <[mllc +ma(l + g2)]g Sin(Ql)) ‘ (C.5)

—mg cos(q1)

C.2.2. Izracunavanje parametara dinamickog
modela RT robota

Izracunavanje parametara matrice inercije

Na osnovu inercijske matrice (C.3), koristedi definicijski izraz (2.14) izrac¢unat ¢emo
parametre ay, as, co i ds.

Na osnovu (C.3) imamo

2"M(q)z = (mal2 + ma(l+ q2)*) 25 + mazy > myllz] +mozs

> min{mllz, mg}(zf + zg) = al(zf + z%), (C.6)
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m,

Slika C.2: Robot s rotacijskim i translacijskim stupnjem slobode.

odnosno

ay = min{myl?, my}. (C.7)

Nadalje, imamo

Z"M(q)z = (mal? + mal® + 2molgs + magy) 27 + moz; <

< las + e/ @} + @& + do(qF + ¢3)] (21 + 23), (C.8)

Gornji izraz se moze prikazati na slijede¢i nacin

[as — (Ml + mal®) + con/ @ + @3 — 2malge + do(qF + ¢3) — mag3) 2} +
+lay — mo]z3 >0, (C.9)

Sto ¢e biti zadovoljeno ako vrijedi
az > myl? +mal®, ey > 2mal, dy > ma, az > mo, (C.10)
odnosno, imamo

ag = min{mi 12 + myl?, my} ¢y = 2mul,  dy = mo. (C.11)
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Izracunavanje parametara Coriolisove matrice

Na osnovu Coriolisove matrice (C.4), koristeci definicijski izraz (2.16) izracunat ¢emo

parametre ¢ i dj.

Na osnovu izraza (2.16) imamo

1C(q,d)dlI> = ¢"C(q,9)"C(q, ) < (c1 + dullqll)?[|d]|*

Uvrstavanjem Coriolisove matrice (C.4) u gornji izraz dobivamo

2
m2( + 4)2(& + 4D E < ( i+ qg) @+ @)

Ako uvedemo skracenu notaciju

2
- ( /e +q3) = ml(+ ),

izraz (C.13) mozemo raspisati na slijedeéi nacin
(r1 = 7r2)di + 2(r1 — 2r2)¢3 45 + r1dy > 0,
sto ¢e biti zadovoljeno ako je r; > 2ry, odnosno

1+ din/ G+ a3 > V2mal + V2mags,

tako da na kraju dobivamo
C1 = \/ngl, dy = \/§m2.

Izracunavanje parametra gravitacijskog vektora

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

Na osnovu gravitacijskog vektora (C.5), koriste¢i definicijski izraz (2.29) izracunat

¢emo parametar k.

Ako uvedemo pomocne konstante p; = g(mil. + msl), po = gma, 51 = sin(q;) —

sin(qq1 ), ¢1 = cos(q1) — cos(qq1), imamo

91(q1,2) — 91(qa1, ga2) = p1(sin(q1) — sin(ga1)) + p2(ge sin(q1) — a2 sin(qa1)) =

= (p1 + D2qa2)51 + P251G2 + P2 sin(qa1 ) do,
92(q1,q2) — 92(qar, qaz) = —p2(cos(q1) — cos(qa1)) = —p2C1.
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Odnosno

G"(9(q) — 9(qq)) = (p1 + P2qa2) G151 + P2G151Ga + P2 sin(qa1)G1Ge — Patido, (C.17)

Imajuéi u vidu

1 1,, 1

IO -~ ~\2 . .

q15192 = 2 (Q181 +G2)" — §Qf31 - qua (C.18)
- - 1 . R 1.

% =g (61— q2)" — 50~ §q§, (C.19)
O N DE T P

_ = - B C.20

1492 5 (1 + G2) 2(11 2Q27 ( )

dobivamo

1 1 . o
§k‘QIIQI|2 + 4" (9(q) — 9(qu)) = 5 ko = 2P1 = 2pagar — p2sin(qa) - p251ld; +

1 ) o 1
+§[kg — P2 Slﬂ(qcn) - QPQ]QS - —p2C% +

2
‘% (@151 + @) + % (@ — @) + % (@ + @), (C.21)
odnosno
%%H(il!2 +q"(9(q) — 9(qa) > %[kg — 2p1 — 2paqar — 4pa) @i +
+ %[kg — 3pa]ds.- (C.22)

Desna strana gornjeg izraza biti ¢e vec¢a od nule ako izaberemo
kg = 2p1 + 2p2(2 + qa2) = 2g(mal. + mol) + 2gma(2 + qaz). (C.23)

Koristili smo slijedec¢e vrijednosti parametara manipulatora: [, = 0.7 m, [ = 1.0 m,

my = 1.0 kg, mg = 0.5 kg.
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