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Predgovor

U vrijeme velikog tzsnog natjecanja zasto boljim i jeftinijim proizvodima,
weinkovitost izrade uz sto vefe iskorstenje materijala namefe se kao os-
novni zahtjev u proizvodnji. Kod optimiranja proizvodnje veliku ulogu imaju
irgenjeri, koji uz dobro razumijevanje svih zikalnih i mehangkih procesa,
moraju posjedovati i velika znanja u izem podrweju svoga djelovanja. Kons-
truktori se susrefu, uz mnoge druge, s problemom odabira najpogodnijeg
materijala koji §e zadovoljiti sve zahtjeve postavljene u razvoju novog pro-
izvoda. Potrebno je napraviti ravnotezu izmedu cijene, mase proizvoda, vanj-
skog izgleda materijala s njegovim mehanckim svojstvima. Dugo vremena
se eksperimentalno ispitivanje koristilo kao jedini nain ispitivanja materi-
jala. U posljednje vrijeme, razvojem jakih racunala numercko modeliranje
procesa deformiranja dobiva sve vefu ulogu kao zamjena za mnogo skuplju
eksperimentalnu provjeru. Da bi se simuliralo stvarno ponasanje nekog pro-
izvoda potrebno je napraviti detaljnu razradu problema. Kao prvo potrebno
se odlweiti za numertku metodu koja maze opisati ponasanje proizvoda, npr.
metoda konanih elemenata, metoda konacnih volumena i dr. Odabir odgo-
varajuieg opisa ponasanja materijala (materijalni model) uz poznavanje me-
hanckih svojstava toga materijala, optere§enja koja djeluju, maudjelovanja
proizvoda s okolinom (rubni uvjeti) namege se kao osnovni zadatak.

Ovaj rad je jedan korak premasto vjernijem modeliranju ponasanja ma-

viii



PREDGOVOR IX

terijala. lzveden je materijalni model koji se mae koristiti za metale i ma-
terijale koji se ponasaju slecno metalima. Modelira se elastecno i plastcno
ponasanje materijala kod pojave velikih pomaka i deformacija (velike elas-
toplastcne deformacije). Kako bi sesto taenije opisalo plastcno ponasanje
materijala koriste se razlciti modeli izotropnog i kinemattkog avis§enja
materijala. U ovom radu razvijen je novi oblik kinematckog azvistenja (ree-
energy basedkoji omogu§uje taeniji prikaz ponasanja stvarnog materijala.
Takoder se smanjuje i vrijeme proracuna jer novi oblik ccvis§enja numercki
pojednostavljuje izvedeni modelsto je vrlo bitno kod projektiranja. Razvijeni
materijalni model mae opisati ponasanje materijala koji imaju jednaka svoj-
stva u svim smjerovima (izotropni materijali), ali i onih kojima su svojstva
zadana s tri melusobno okomite ravnine (ortotropni materijali). Isto tako
se formulacija mae prasiriti za materijale s proizvoljno raspordenim ma-
terijalnim osima (anizotropni materijali). Opisivanje ortotropnog ponasanja
materijala znatno povefava podrieje primjene ovog modela, npr. na opisi-
vanje procesa dubokog vicenja i valjanja metala, modeliranje deformiranja
razlcitih kompozitnih materijala kao i ponasanja biomaterijala.

Cijeli rad sastoji se od osam poglavlja.

2 U Poglavlju 1/ dan je pregled dosadasnijih istrazivanja u podriweju ma-
lih i velikih elastoplastcnih deformacija s posebnim osvrtom na mo-
deliranje kinematckog avis§enja. Takoder su navedeni radovi koji
se bave istrazivanjem anizotropnog ponasanja materijala s kratkim ko-
mentarom njihovih doprinosa, ali i nedostataka. Nedostaci dosadasnjih
istrazivanja su poticaj izradi ovog rada. Ukratko je iznesen nain na

koji su rijeseni navedeni problemi.

2 Poglavlje 2/donosi kratak pregled osnova mehanike kontinuuma. Uglav-

nom su navedene veltine i operacije koje se kasnije pojavljuju u izvodu
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novog materijalnog modela. Ovaj dio je takder iskorsten kako bi se

pokazao zapis velcina na nacin kako je korsteno dalje u ovom radu.

2 Razni kriteriji tecenja materijala koji se koriste kod izotropnih, ali i or-
totropnih materijala ukratko su opisani uPoglavlju 3. De nicija izo-
tropnog i kinemattkog avis§enja i njihova medusobna razlika takaler
se mae nafi u ovom odjeliku. Prikazane su osnovne razlike iztoe
hipoelastenih i hiperelastenih materijalnih modela kao i prednosti jed-
nog u odnosu na drugi. De nicija i nacin na koji se programira ekspo-
nencijalno preslikavanje kao i njegova derivacija s obzirom na argument

detaljno su opisane.

2 Poglavlje 4/ daje pregled izotropnog materijalnog modela s ugdanim
nelinearnim izotropnim i novim oblikom kinemattkog avis§enja. Uz
pomo% novog, u ovom radu predl@®enog, multiplikativhog razlaganja
zadanog u trenutnoj kon guraciji izvedene su konstitutivne jednadzbe.
Za opisivanje prijelaza materijala u plastcno podricje koristi se von Mi-
sesova funkcija tecenja. lzvedene evolucijske jednadzbe prebacene su u
referentnu kon guraciju kako bi se olaksala njihova numercka integra-
cija. Vremensko obnavljanje varijabli (jpdate ostvareno je upotrebom
eksponencijalnog preslikavanja. Izveden je konzistentni tangentni mo-
dul koji znatno ubrzava vrijeme proracuna. Kod numercke integracije
poseban napor je uleen u pravilno prepoznavanje rdazavisnosti va-

rijabli.

2 Anizotropni materijalni model prikazan je uPoglavlju 5. Anizotropno
ponasanje materijala odreleno je u elastcnom podrweju preko izraza
za slobodnu energiju. S druge strane, anizotropno tezenje materijala

zadano je preko kvadratne invarijantne funkcije izvedene prema Hillu.
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Formulacija vrijedi op§enito, ali je u ovom radu ograncena na orto-
tropne materijale. Svojstva kod ortotropnih materijala, zadaju se za
tri medusobno okomite osi. Ovdje su te osi opisane pomo%u struktur-
nih tenzora koji se lako mogu rotirati sto znatno olaksava opisivanje
polaaja glavnih materijalnih pravaca u odnosu na pacetni koordinatni
sustav. lzvedene jednadzbe su integrirane istim postupkom kao u po-
glavlju 4, ali su ovdje izrazi puno sl@eniji. Na kraju je opisana pojava

vrtlanosti ( spin) koja je naraeito izragzena kod anizotropnih materijala.

2 Poglavlje 6 donosi formulaciju konacnog elementa u koji je ugrden
izvedeni materijalni model na nivou tacke integracije. Prikazane su

osnhovne jednadzbe pomo%u kojih je izveden konani element.

2 Numertki primjeri prikazani su u Poglavlju 7 koje je podijeljeno
na dvije vefe cjeline. U prvoj su prikazani primjeri napravljeni s iz-
otropnim materijalnim modelom koji sadizi novi oblik kinemattkog
acvisfenja. Radena je usporedba dobivenih krivulja u dijagramu op-
tereenje - pomak s krivuljama iz dostupne literature. U drugom di-
jelu su primjeri napravljeni s ortotropnim materijalnim modelom. U
oba slwzaja za primjere su prikazani deformirani oblici kao i krivulje
optereenja za razlcite oblike ccvis§enja ili polazaja materijalnih osi

(kod ortotropnog modela).

2 Rad zavisava Zakljickom u kojem su pregledno navedeni svi znans-

tveni doprinosi.



Saetak

U ovom radu izveden je materijalni model za opisivanje izotropnog i anizo-
tropnog ponasanja materijala kod pojave velikih elastoplastcnih deformacija.
Za model detaljno su izvedene jednadzbe potrebne za numercku formulaciju.

Prvi, izotropni materijalni model donosi novi oblik kinemattkog aviste-
nja izveden iz presirenog izraza za slobodnu energiju. Neelastcna varijabla
kinemattkog avis§enja slijedi iz, u ovom radu predi@®enog, izraza za mul-
tiplikativno razlaganje gradijenta deformiranja u trenutnoj kon guraciji. Iz-
vedeni izraz zaback stresge simetrcan i dokazana je njegova objektivnost.
Pokazano je da se simetrcarback stressenzor mae dobiti samo u slwzaju
kada se derivira presireni izraz za slobodnu energiju zadan u trenutnoj kon-
“guraciji. Kako bi se modeliralo tecenje materijala koristi se asocijativni
von Misesov zakon tezenja prasiren s mehanizmom nelinearnog izotropnog
acvisfenja. U razvijenom numerckom algoritmu primjenjuje se eksponen-
cijalno preslikavanje exponential map. U svrhu postizanja kvadratcne ko-
nvergencije globalnog iteracijskog postupka, izveden je konzistentni elasto-
plasteni tangentni modul.

Drugi dio rada odnosi se na modeliranje anizotropije u sluzaju multiplika-
tivne plastenosti kao i detaljnu razradu numerckog postupka. Anizotropno
ponasanje ugraleno je u elasteni konstitutivni zakon pomofu materijalnih

invarijanti. Njih cine strukturni tenzori koji odre duju smjer glavnih osi i

Xii



SAZETAK Xiii

elastcna deformacija zapisana u oblikuC, koja je nezavisna o gibanju kru-
tog tijela. Anizotropna granica tecenja modelirana je pomo$u Hillovog oblika
funkcije tecenja. Pretpostavlja se kvadratna funkcija materijalnih invarijanti
po naelima teorema o funkcijama s nesimetrcnim argumentima. Invarijante
su odredene pomofu strukturnih tenzora i Eshelbyjeva tenzora naprezanja.
lako formulacija vrijedi za op$eniti anizotropni slwzaj, ovaj rad je napravljen
za slwzaj ortotropnog ponasanja materijala. CGevis§ivanje materijala u ne-
elastcnom podrwzju opisano je modelom nelinearnog izotropnog ccvis§enja.
Integracija jednadzbi, kao i u izotropnom materijalnom modelu, napravljena
je pomofu eksponencijalnog preslikavanja neelastcnog dijela gradijenta de-
formiranja. Jednadzbe potrebne za numerctku implementaciju modela u
potpunosti su izvedene. Posebna panja posvefena je izvodu konzistentnog
elastoplastcnog tangentnog modula. Pokazano je da konzistentna lineari-
zacija mae biti izvedena i za ovako sla®ene modele uz potpunu upotrebu
implicitne zavisnosti medu varijablama. Razmotrena je pojava vrtlnosti
plastcnih materijala ( plastic material spin), koja je osobito uazljiva kod ani-
zotropnih materijala, i to posebno njen utjecaj na disipaciju. Predleen je
oblik invarijanti iz kojih se mae dobiti formulacija bez pojave vrtlaznosti.
Algoritmi su ugradeni na nivou tazke integracije u ljuskasti koneaeni ele-
ment koji omoguguje primjenu trodimenzijskih konstitutivnih relacija. ein-

kovitost predl®enog algoritma pokazana je numerckim primjerima.

Kljiene rijesi: velike deformacije, multiplikativha neelastcnost, elastoplas-
tcno ponasanje materijala, prcsirena slobodna energija, kinematsko
acvisenje, izotropno cvis§enje, anizotropni elastcni zakon, anizo-
tropna funkcija tecenja, eksponencijalno preslikavanje, vrtlznost plas-

tcnih materijala



Summary

A constitutive model for isotropic and anisotropic elastoplasticity at nite
strains together with its numerical implementation is developed. Accordin-
gly, formulation is splitted into two parts.

In the isotropic material model, a free energy-based formulation incorpo-
rating the e®ect of kinematic hardening is proposed. The formulation is able
to reproduce symmetric expressions for the back stress while incorporating
the multiplicative decomposition of the deformation gradient. Kinematic har-
dening is combined with isotropic hardening where an associative °ow rule
and von Mises yield criterion are applied. It is shown that the symmetry of
the back stress is strongly related to its treatment as a truly spatial tensor,
where contraction operations are to be conducted using the current metric.
The latter depends naturally on the deformation gradient itself. An accurate
and trivial wise objective integration algorithm employing the exponential
map is developed which preserves the plastic incompressibility condition. In
order to ensure a high convergence rate in the global iteration approach, an
algorithmic tangent operator is derived.

Second part of this work concernes anisotropic elastoplasticity at nite
strains together with its numerical implementation. An anisotropic elastic
constitutive law is described in an invariant setting by use of the structu-

ral tensors and the elastic strain measur€.. The elastic strain tensor as

Xiv



SUMMARY XV

well as the structural tensors are assumed to be invariant with respect to a
superimposed rigid body rotation. An anisotropic Hill-type yield criterion,
described by a non-symmetric Eshelby-like stress tensor and further struc-
tural tensors, is developed, where use is made of representation theorems for
functions with no-symmetric arguments. The model considers non-linear is-
otropic hardening as well. Explicit results for the speci ¢ case of orthotropic
anisotropy are given. The associative °ow rule is employed and the features
of the inelastic °ow rule are discussed in full. It is shown that the classical
de nition of the plastic material spin is meaningless in conjunction with the
present formulation. As well as in isotropic material model the associative
°ow rule is integrated using the exponential map. The numerical treatment
of the problem is fully developed and expressions related to the local itera-
tion and the consistent tangent operator are considered in detail. It is shown
that while the consistent linearisation of the model is quite complicated, it
still can be achieved if various intriguing implicit dependencies are identi ed
and correctly dealt with.

The computational algorithms are implemented and applied to a shell
“nite element which allows the use of complete three-dimensional constitu-
tive laws. Various numerical examples of three-dimensional deformations of
whole structural components are presented. Robustness and exciency of the

proposed algorithm are demonstrated by numerical examples.

Keywords: large strains, multiplicative inelasticity, elastoplasticity, stored
energy functions, kinematic hardening, isotropic hardening, anisotropic
elastic law, anisotropic yield function, exponential map, plastic mate-

rial spin
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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Pregled dosadasnjih istraivanja i moti-

vacija
Numercko modeliranje stvarnog ponasanja materijala u elastoplastcnom po-
drweju predmet je istrazivanja velikog broja znanstvenika sto je rezultiralo
mnogim znanstvenim publikacijama. Nagesfe se koriste dva naina mode-
liranja accvis§ivanja materijala; izotropno i kinematcko avisenje. Modeli-
ranje odgovarajuieg oblika kinematckog czvis§enja je vrlo sl&eno i njegovo
taeno modeliranje uz pretpostavku velikih deformacija jes je uvijek vezano
uz veliki broj otvorenih pitanja.

Prvi modeli kinemattkog acvis§enja razvijeni su u teoriji malih deforma-
cija (small strain theory) cija je formulacija relativho jednostavna. Modeli
kinematckog ccvisenja mogu se podijeliti u dvije osnovne grupe. U prvu
grupu pripadaju radovi u kojima se modelira konstitutivha jednadzba iz koje

se integriranjem maze dobiti izraz zaback stresgrate-type mode). Razvijeni

su razni modeli, od jednostavnih do vrlo slaeenih. Jedan od jednostavnijih,
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ali vrlo cesto korsten je Pragerov model kinemattkog avis§enja, Prager
[8], gdje je back stressproporcionalan plastcnom dijelu tenzora deforma-
cije. Kasnije je taj modelcesto korsten npr. uSori § et al. [4], Bathe &
Montans [9]. Armstrong-Frederickov model je nelinearni oblik kinemattkog
avisfenja, vidi Armstrong & Frederick  [1(], koji koristi vee parame-
tara pa bolje mae opisati stvarno ponasanje materijala. Mae se nati u
radovima Yaguchi et al.  [11], Wang et al. [12]. Razni drugi nacini mo-
deliranja mogu se jas nagi uChaboche & Nouailhas [13, Lehmann [14],
Tonkovi § et al. [5]. U drugu grupu pripadaju modeli gdje se ponasanje
materijala, ali i ccvis§enje opisuju pomofu odgovarajufie potencijalne funk-
cije (prasireni izraz za slobodnu energiju). Prvi takav model prediio je
Ziegler [1Y], a kasnije se s manjim promjenama mae na§i koklartin
& Nappi [1€], Reddy & Martin [17], Nguyen [1§], Puzrin & Houlsby
[19]. Jednadzbe koje opisuju plastcno ponasanje materijala izravno slijede iz
potencijalne funkcije dok se izraz za kinematcko avis§enje se dobije u eks-
plicitnom obliku. To predstavlja odredenu prednost u odnosu naate-type
modele kinematckog avisfenja. Upotreba potencijalne funkcije pri mode-
liranju kinematckog avisfenja kod teorije malih deformacija relativno je
lagana zbog pretpostavke o aditivnom razlaganju tenzora deformacije.
Nedostaci teorije malih deformacija javljuju se kod njene primjene na pro-
bleme guwvanja materijala, dubokog viwcenja,crashai sl. U tim slucajevima
nastaju velike deformacije tako da se pretpostavke usvojene u teoriji ma-
lih deformacija vee ne mogu primijeniti s dovoljnom taznas$u. Prijelaz u
podrwzje velikih deformacija (large strain theory) nije ni u kojem slwaju tri-
vijalan ve§ zahtjeva veliki oprez. Za razliku od aditivhog razlaganja tenzora
deformacije u teoriji malih deformacija, teorija velikih deformacija temelji se

na sla&enijem multiplikativnom razlaganju tenzora deformiranja, kao sto je
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predi@®eno u radovima KrAner (1960) i Lee (1969). Multiplikativno razla-
ganje znatno otezava numercko modeliranje pa se u nekim radovima upo-
trebom logaritamske deformacije uspjelo dobiti mnogo jednostavnije aditivho
razlaganje tenzora deformacije, nprEterovic & Bathe [2(], Peri § et al.
[21], Rouainia & Peri § [27], Sansour & Kollmann [23], Sansour &
Wagner [24]. Aditivho razlaganje omogu$uje primjenu metoda teorije ma-
lih deformacija i to znatno pojednostavljuje numercko modeliranje. Ipak,
pristup temeljen na logaritamskoj deformaciji ima i nekih nedostataka. Lo-
garitamska deformacija zahtjeva upotrebu polarnog razlaganjasto utjezce na
sl@®enost izraza. Vrlo je slaeno dobiti derivaciju logaritamskih deformacija
jer uz tenzore izdwzenja koji su funkcije vremena takder su i glavni pravci
(principal direction) promjenjivi s viemenom. Takader, ako se slobodna ener-
gija i odabere kao kvadratna funkcija logaritamskih deformacija, ona kod vrlo
velikin deformacija nema elipteni oblik. Pcsto je u teoriji velikih deforma-
cija potrebno razlikovati razlcite kon guracije, razvijeni su razleiti materi-
jalni modeli vezani uz referentnu kon guraciju, Svendsen [25], Sansour
& Wagner [2€], Wallin et al. [27], medukon guraciju (intermediate),
Tsakmakis [2§], Menzel et al.  [29), ili uz trenutnu kon guraciju, Dogui
& Sidoroff  [3(], Bruhns et al.  [1], Basar & ltskov [31], Sori § et al.
[32]. U trenutnoj kon guraciji uobajeno je koristiti Kirchho®ov i Cauchyjev
tenzor naprezanja, sto je naraito pogodno jer oni imaju zikalno znazenje, u
medukon guraciji Mandelov tenzor dok se u referentnoj kon guraciji koriste
drugi Piola-Kirchho®ov ili Eshelbyjev tenzor naprezanjaMaugin [33)).
Prilikom modeliranja izotropnog ccvis§enjacest izbor je nelinearna funk-
cija prema Voceu (1955) koja vrlo dobro maze opisati stvarnu promjenu plohe
tecenja. S druge strane, prasirenje formulacije kinematckog avis§enja iz te-

orije malih u velike deformacije zahtjeva puno vse truda i opreza. Kao i kod
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tenzora naprezanja, oblikback stressenzora ovisi o0 kon guraciji u kojoj je
de niran.

Kada serate-type model kinematckog acvis§enja modelira u trenutnoj
kon guraciji, konstitutivha jednadzba za back stressmora biti objektivha
derivacija. Postizanje objektivnosti nije jednostavno, tako se primjerice za
nekada cesto primjenjivanu Zaremba-Jaumannovu derivaciju pokazalo da
daje zikalno neprihvatljive rezultate pri velikim rotacijama. Razvijeni su
i mnogi drugi oblici objektivnih derivacija kao npr. Oldroydova, Cotter-
Rivlinova, Truesdellova, Green-Naghdijeva. Simo je pokazao da se integrira-
njem tih objektivnih derivacija ne mae u potpunosti opisati elastcno neline-
arno ponasanje,Simo & Hughes [34]. Uclancima Reed & Atluri  [35], Im
& Atluri  [3€], Johnson & Bammann [37], Fish & Shek [38 mogu se nafi
opfia razmatranja o objektivhim derivacijama. Razvijeni su razlciti modeli
koji opisuju kinemattko avisenje uz upotrebu razlcitih objektivnih deriva-
cija. Pragerov model maze se nai Bruhns et al.  [39)], Xiao et al.  [4(],
Gomaa et al. [4]] (uz upotrebu logaritamske objektivnhe derivacije), zatim
u Naghdabadi et al. [42] koji koristi corotational rate logaritamske de-
formacije. Frederick-Armstrongov model kinematckog acvis§enja koristi se
u Tsakmakis [2§], Tsakmakis & Willuweit  [43], HAusler et al.  [44),
Wang et al. [1Z7]. Oblikovanje varijable kinematckog avisfenja pomogu
Green-Naghdijeve objektivne derivacije mae se nagikierovic & Bathe
[20], Papadopoulos & Lu [45], Basar & Itskov [31], Schieck & Stumpf
[4€], EKh & Runesson [47].

Druga mogufnost je modeliranje materijalnog modelaback stressen-
zora u referentnoj kon guraciji. Tu nije potrebno paziti na objektivnost jer
veltine zadane u referentnoj kon guraciji su invarijantne i ne ovise o gibanju

tijela. Derivacija po vremenu namete se kao idealno rjesenje za konstitutivnu
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jednadzbu koja se odnosi na kinematcko avis§enje. Back stressmora u
trenutnoj kon guraciji biti simetrzan jer je to velcina koja odgovara Kirc-
hho®ovom tenzoru naprezanja i mora imati slcan oblik. Kirchho®ov tenzor
je simetrcan prema zakonu azuvanja momenta kolcine gibanja pa mora biti
i back stress No, ako se materijalniback stresstenzor prebaci u trenutnu
kon guraciju, on gubi simetrcnost. 1z toga se mae zakljwiti da formulacija
u referentnoj kon guraciji nije dobro rjesenje.

Takoder se mogu na$i pokusaji prasirivanja formulacija temeljenih na
prasirenom izrazu za slobodnu energiju iz teorije malih deformacija u teoriju
velikih deformacija uz upotrebu multiplikativhe dekompozicije gradijenta de-
formiranja, van der Giessen [4§], Menzel et al.  [29], Svendsen [2Y],
Ortiz & Stainier [49], Wallin et al. [27]. Back stresstenzor se dobije
deriviranjem prasirene slobodne energije s obzirom na neelastcni dio gradi-
jenta deformiranja pa ga se mae zvati materijalnim tenzorom. Ti pokusaji
nisu polwili uspjeh jer se prebacivanjem u trenutnu kon guraciju gubi sime-
trenost back stresgenzora.

Jednadzbe materijalnog modela kao sto su zakon tecenja, te jednadzbe
koje opisuju izotropno i kinematcko avis§enje predstavljaju sustav diferen-
cijalnih jednadzbi prvog reda koje je potrebno rijesiti uz odradene paetne i
rubne uvjete. Postoji vse razlcitih metoda od kojih su nages§e tzv. return
mapping i eksponencijalno projiciranje éxponential mappiny} Numertcka
integracija konstitutivnih jednadzbi na temelju return mapping algoritma
je poseban oblik unatrazne backward Eulerove metode. Prvo se provodi
elastcni prediktorski korak u kojem se zadovoljavaju uvjeti ravnoteze sila
(trial step), a nakon toga slijedi plasteni korektorski korak u kojem se zado-
voljava kriterij tecenja ( plastic corrector). Iterativnim ponavljanjem dolazi

se do rjesenja. Metoda je ograncena na male elastcne deformacije. Ma@e se
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na®i u radovimaSimo & Ortiz  [5(], Simo & Hughes [34], Peri § et al.
[21], Wang et al. [12], Sori § et al. [3Z). Postupkom eksponencijalnog
projiciranja visi se egzaktna integracija konstitutivnih jednadzbi po vremenu
ili prirastu optere§enja uz pretpostavku velikih elastenih i plastenih defor-
macija. Metoda eksponencijalnog projiciranja prvi put je predi@®ena tte-
rovic & Bathe [2(] i Weber & Anand [5]] uz ograntcenje na simetrcne
argumente. Prcsirena je uSansour & Kollmann [23] za nesimetrtne ar-
gumente funkcije, a uSansour & Wagner [2€] izveden je algoritam koji
omogufuje numercko racunanje derivacija eksponencijalne funkcije po nje-
nom argumentu. Metoda je primijenjena na materijalne modele Rouainia

& Peri § [22], Miehe [57], Meschke & Liu [53, Basar & ltskov [31].

Da bi se ostvarila jednoznacna veza iznai deformacije i naprezanja u
plastcnom podrwju izvodi se tangentni modul. Jednostavniji oblik koji
se mae izvesti naziva se kontinuumski tangentni modul, npr. Basar
& lItskov [31], Wallin et al. [27]. Taj oblik tangente narusava kva-
dratcnu konvergenciju rjesenja u globalnom Newtonovom iterativnom pos-
tupku rjesavanja nelinearnih jednadzbi na nivou tacke integracije konaznog
elementa. Posljedica toga je sporija konvergencija rjesenjasto opet zahtjeva
manje priraste. Puno winkovitiji oblik je konzistentni elastoplastcni tan-
gentni modul (consistent elastoplastic tangent modulusNaziv konzistentan
slijedi iz togasto on dosljedno prati integracijski postupak. Predstavlja line-
arizaciju tenzora naprezanja s obzirom na njemu konjugirani tenzor deforma-
cije. Pravilno izveden algoritam omogu$uje kvadratcnu konvergenciju kod
Newtonovog iterativnog postupka. Konzistetna linearizacija primijenjena je
u mnogim materijalnim modelima, npr. Simo [54], Klinkel  [2], Papadopo-
ulos & Lu [4Y], Sansour & Kollmann [23], Fish & Shek [3§], Sansour
& Wagner [2€], Sori § et al. [32].
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Izotropni materijalni model je ograncen i s njim se ne mogu modelirati
sve pojave koje se javljaju kod materijala. Pretpostavka da svaki dio mate-
rijala ostaje izotropan tijekom procesa deformiranja sve je manje taznasto
vee odmie proces deformiranja. Pojedina kristalna vlakna se produljuju u
pravcu djelovanja vefe sile i kao posljedica se javlja anizotropna struktura tj.
makroskopski gledano odnos naprezanje - deformacija i granica tezenja vse
nisu jednaki u svim smjerovima. Taj oblik anizotropije naziva se inducirana
anizotropija (induced anisotropy. S druge strane materijal mae imati pret-
hodno anizotropnu strukturu. To se javlja kod metala koji su hladno valjani
ili nekih materijala na kojima su radeni razni mehancki i termgki postupci
obrade u kojima je mogu$a rekristalizacija. Isto tako postoje materijali koji
Su po svojoj strukturi anizotropni npr. kompoziti, zatim neki biomaterijali
(annulus brosus kosti, krvne zile ...) i dr. Vee se o mikrostrukturi ma-
terijala ma@ze nafi u monogra jamaHull & Clyne [55], Kocks et al.
[5€], Phillips [57]. Da bi se modeliralo anizotropno ponasanje najpogod-
nije bi bilo koristiti modele razvijene na mezo i mikro nivou ¢rystal and
polycrystal micro mechanics formulations, dislocation dynamics formulati-
ons), ali te metode jos uvijek zahtijevaju upotrebu snaznih racunala i veliki
utrcsak vremena. Stoga je fenomenolsko promatranje ponasanja materi-
jala i modeliranje na makro nivou jas uvijek vrlo atraktivno i priviaci veliku
paznju.

Vetiina radova u praslosti temeljena je na eksperimentalnoj potvrdi ani-
zotropnog kriterija kod tezenja materijala. Eksperimentalna mjerenja za
razlcite materijale i razlcite nacine optereenja mogu se na$i u mnogim
radovima, npr. Miastkowski & Szczepinski [5§], Phillips & Moon
59, lkegami [6(], Helling et al. [61], Khan & Wang [67], Qui &

Lippmann [63]. O teskofama provalenja eksperimenta pri mjerenju plohe
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tecenja i problemima opisivanja haprezanja back stresgenzora mae se nagi
u radu Ishikawa [64]. Jedan od najpopularnijih zapisa ortotropne granice
tecenja je Hillov kriterij tecenja, vidi Hill [65]. To je ustvari prasireni von
Misesov izraz, odrden sasest materijalnih komponenti. Njegov nedostatak
je tosto se ne mogu modelirati razna specicna eksperimentalno pokazana
ponasanja odredenih materijala. Zbog toga su razvijeni razni drugi mate-
matcki modeli temeljeni na pokusima provedenim za oddene materijale.
Tako za aluminijske legure postoji nekoliko razlcitih kriterija koji se mogu
nagi u sljedegim radovimaarlat et al. [66], Lademo et al. [6], Bron

& Besson [67], Stoughton & Yoon [6§], Banabic et al. [6S]. Za ma-
terijale sa strukturom koja se sastoji od kubtcnih kristala vrijedi granica
tecenja prema Darrieulat & Montheillet [7C]. Takoder se mogu na§i
razlciti pokusaji tragzenja generalnog izraza za funkciju tezenja, koji §e obu-
hvatiti vse razlcitih formulacija, Karafillis & Boyce [7]], Mollica &
Srinivasa [72], Oller et al. [73, Wu [74]. Najveti nedostatak tih op§ih
izraza je vrlo slaeen oblik koji se vrlo tesko mae koristiti u numerckom
modeliranju. Svi ovi izrazi radeni su prema teoriji malih deformacija i tesko
se mogu zapisati velcinama koje vrijede u teoriji velikih deformacija. Iz tih
razloga se Hillov kriterij nametnuo kao jednostavan i zadovoljavajue tazan
izraz kojim se mae modelirati granica tecenja, i koji se uz oddene izmjene
maee Kkoristiti u multiplikativnoj neelastcnosti tj. u teoriji koja se temelji na
multiplikativnom razlaganju tenzora deformiranosti.

Anizotropno ponasanje najjednostavnije se mae opisati tako da se algo-
ritmi temeljeni na aditivnom razlaganju tenzora deformacije prcsire na po-
drweje velikin deformacija. Papadopoulos & Lu [75] predi@ili su model za
prikazivanje anizotropnih materijala pomo%u vlastitih vrijednosti tenzora na-

prezanja i deformacije ¢eneralized stress-strain measurg®apadopoulos
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& Lu [45]) . Na slcan nain problemu su pristupili i Schroeder et al.
[7€], uz odredenu razliku pri upotrebi invarijanti kod zapisa slobodne energije
i funkcije tezenja. Zakon tecenja ograncen im je samo ha simetrcne veltine,
a pasto je formulacija radena pomo%u nesimetrcnog Mandelova tenzora unosi
se odrelena greska. UMiehe et al. [77] razvijen je algoritam za formula-
ciju anizotropije kod velikih elastoplastenih deformacija temeljen na pojmu
plastecnih metrckih tenzora uz upotrebu logaritamske deformacije. Pred-
nosti ovih modela temeljenih na aditivnom razlaganju je jednostavan oblik za
numercko modeliranje i bze vrijeme racunanja. No ti modeli su ogranceni
na podrweje malih elastcnih deformacija. Itskov je pokazao da modeli teme-
ljeni na aditivnom razlaganju tenzora deformacije daju lese rezultate kada
se pojavljuju velike rotacije (npr. simple shearest), vidi Itskov [78].
Istovremeno, multiplikativno razlaganje gradijenta deformiranja se vrlo
uspjesno Kkoristi za izotropne materijale. Taj nain razlaganja je vrlo atrakti-
van zatosto ima direktnu zikalnu interpretaciju kada se promatraju klizne
ravnine (klizna ravnina je ravnina s najgwsfe slaganim atomima u kristal-
noj resetci metala). Kod anizotropnog ponasanja materijala multiplika-
tivna neelasttnost jos uvijek nije u potpunosti istragena. Javljaju se pro-
blemi kod modeliranja elastcnog anizotropnog ponasanja kao i anizotropnog
ponasanja materijala na granici tecenja. U literaturi se maze nati neko-
liko radova koji se na manje ili vee uspjesan nain bave multiplikativhom
neelastecnasfu anizotropnih materijala. Tako je uSansour & Kollmann
[79) 1 Sansour & Bocko [8(] dana samo formulacija elastcnog anizotropnog
ponasanja materijala. Napravljen je pregled elastcne anizotropije ovisno o
formulaciji konstitutivnih jednadzbi u referentnoj, trenutnoj kon guraciji ili
medukon guraciji. Za odredivanje osi ortotropije materijala (tri medusobno

okomite ravnine) koriste se strukturni tenzori. Modeli opisuju anizotropno
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viskoplasteno ponasanje uz upotrebu Bodner-Partomova modelaSvend-
sen [81] donosi teoretski pregled nekih pogleda na modeliranje elastcnog
I neelastcnog anizotropnog ponasanja. Posebno se razmatraju unutresnje
varijable, zapisane u obliku strukturnih tenzora, koje mogu opisivati po-
javu inducirane anizotropije. Formulacija u trenutnoj kon guraciji predstav-
liena je u Menzel & Steinmann [8Z]. Koriste se strukturni tenzori koji
se transformiraju na kovarijantni nain. U radu Eidel & Gruttmann

[83 i Gruttmann & Eidel [84] takoder je izvedena multiplikativha for-
mulacija ortotropne elastoplastcnosti. Sve jednadzbe zadane su u invari-
jantnom obliku s obzirom na meukon guraciju. U numerckom postupku
koristi se eksponencijalno preslikavanje. Kao ve§i nedostatak maze se istak-
nuti nepotpuna formulacija funkcije tecenja. Naime, koristi se nesimetrcni
Mandelov tenzor, a granica tecenja modelirana je samo uz pomo$ njegova
simetrecnog dijela. Drugeiji pristup modeliranja materijala nazvan je sub-
structure modellingi potjece od Mandela i Dafaliasa. To je makroskopski
pristup temeljen na mehanici kontinuuma koji uzima u obzir da se materijal
sastoji od mnogo razlcito orijentiranih kristala (substructurg ciji se pola@aj

i svojstva mogu opisati pomofu odidenih unutarnjih velcina rotiranih na
medukon guraciju. Modeli anizotropnog ponasanja temeljenih na modeli-
ranju podstruktura (substructure modellingg mogu se na$§i kodHaupt &
Kersten [85], Tsakmakis [8€] i Bucher et al.  [87]. Nadalje, potaknuti
eksperimentima (npr. reverse torsion large strain sheartest i dr.) koji se ne
poklapaju s modelima granice tezenja, navedenih u prethodnim odlomcima,
razvijeni su anizotropni materijalni modeli vezani uz kristalnu strukturu me-
tala. Koristi se plastcna vrtlaznost ( plastic spin) kako bi se opisala promjena
svojstava materijala kako za razlcite smjerove tako i promjena koja nastaje

tijekom procesa deformiranja, vidiKuroda [8§], Dafalias [8Y], Kowalc-
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zyk & Gambin [9(], Tugcu et al.  [91]].

Kaosto je ve§ bilo spomenuto, modeliranje konzistentnog elastoplastcnog
tangentnog modula znatno utjeze na brzinu proracuna pomo%u numerckih
algoritama. To je pogotovo znaeajno u tako slaenim modelima koji se jav-
ljaju kod anizotropnog ponasanja materijala. Konzistentni tangentni modul
se mae nafi u radovimaPapadopoulos & Lu [75] i Schroeder et al.

[7€] koji se temelje na aditivnom razlaganju tenzora deformacije koja omogu-
fiava jednostavniji numertcki postupak slcan onome u linearnoj teoriji. No,
za multiplikativno razlaganje gradijenta deformiranja nije mogufe na$i, u
dostupnoj literaturi, u potpunosti izveden postupak racunanja tangentnog
modula. Tako su npr.Menzel & Steinmann [82]i Eidel & Gruttmann

[83 tangentni modul priblgno izracunali, zanemareni su neki clanovi, jer
je konzistentna linearizacija uz upotrebu multiplikativne dekompozicije gra-
dijenta deformiranja smatrana presl®enom. Konzistentni tangentni modul
maze se nafi uSansour & Kollmann [79 i Sansour & Bocko [8(], no
oni opisuju samo anizotropno elastcno ponasanje materijala dok se funkcija
tecenja smatra izotropnom.

Iz izlrenog pregleda dosadasnjih istrazivanja maze se vidjeti da je ostalo

dosta otvorenih pitanja koja je potrebno rijesiti:

2 |zotropno pona sanje materijala

+ Tesko je modelirati kinematcko azvis§enje koje §e opisati stvarno
ponasanje materijala, a da pri tome zadovolji uvjete objektivnosti

i da u trenutnoj kon guraciji bude simetrno.

I+

Potreba za integriranjem derivacijeback stresgenzora.

I+

Numercka integracija je vrlo zahtjevna. Numercki algoritam iz-

veden za izotropno ponasanje ne mae se jednostavno prilagoditi
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za anizotropno ponasanje materijala.
2 Anizotropno pona sanje materijala

* Ne postoji jedan materijalni model koji objedinjuje sljede§e zah-
tieve
- multiplikativno razlaganje gradijenta deformiranja,
- invarijantni zapis slobodne energije,
- invarijantni zapis funkcije tecenja,
- strukturni tenzori koji nezavisno mogu opisati smjerove elas-
tcne anizotropije i anizotropne granice tecenja,
- upotreba eksponencijalnog preslikavanja za uskivanje (up-

date) varijabli.

I+

Funkcija tecenja ograncena je na simetrcne tenzore naprezanja.

I+

Nije izveden konzistentni tangentni modul za multiplikativhu ne-

elastenost.

Svi ti nedostaci izlenih materijalnih modela stvaraju motiv da se uli
napor kako bi se napravio novi stabilniji algoritam koji §e s vefom taecnasfu

opisati ponasanje materijala.

1.2 Hipoteza rada

Ovaj rad §e pokusati rijesiti otvorena pitanja navedena u prethodnom odjeljku.
Mogute je razviti materijalni model koji §e vjerno opisivati mehanizme @vr-
stenja materijala kod velikih elastoplastcnih deformacija. Pravilnim izvale-
njem konstitutivnih jednadzbi bez pojednostavljenja, koja smanjuju taznost

rjiesenja, mogufe je povegati sigurnost i pouzdanost konstrukcija.
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Prvi dio istragivanja temeljit §e se na razvoju novog oblika kinemattkog
acvisfienja iz prasirenog izraza za slobodnu energiju. Posebnu panju je po-
trebno usmijeriti na pravilan odabir unutarnje neelastcne varijable koja §e
opisati kinemattko azvisfenje. To name§e potrebu za zapisom novog oblika
multiplikativne dekompozicije gradijenta deformiranosti u trenutnoj kon -
guraciji. Prostorni neelastcni dio gradijenta deformiranosti bit §e trazena
unutarnja varijabla koja zadovoljava zahtjev za objektivnas§u. Simetrcan
oblik back stresstenzora mae se ostvariti pravilnim izborom neelastcnog
dijela slobodne energije koji se odnosi na kinematcko acvis§enje. Bit §e
primijenjena von Misesova funkcija tezenja zajedno s nelinearnim izotrop-
nim aczvis§enjem. Numercka integracija konstitutivnih jednadzbi materijal-
nog modela bit §e napravljena uz pomo§ Newtonovog iterativnog postupka i
upotrebom eksponencijalnog preslikavanja. Bit §e izveden konzistentni elas-
toplastcni tangentni modul kao linearizacija drugog Piola-Kirchho®ovog ten-
zora naprezanja s obzirom na desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti.
Model e se ugraditi na nivou tazcke integracije u konani element razvijen u
Sansour & Kollmann [23 i Sansour & Wagner [2€].

Drugi dio istraivanja bit §e usmjeren na prasirenje modela kako bi se
mogli provoditi numertki proracuni za anizotropne materijale. Anizotropno
elastcno ponasanje bit §e modelirano uz korstenje multiplikativhog razlaga-
nja tenzora deformiranosti preko slobodne energije. lzraz za slobodnu ener-
giju bit §e kvadratna funkcija invarijanti koje su odredene preko tenzora de-
formacije i strukturnog tenzora. Strukturni tenzor odredivat §e glavne pravce
materijala i te §e se osi vrlo lako zakretati uz pomo$ rotacijskih tenzora.
Anizotropno plasteno ponasanje bit §e modelirano uz pomo$ Hillovog oblika
funkcije tecenja prilagodenog za velike deformacije. Funkcija tecenja talaer

fie biti odredena pomo%u invarijanti. Invarijante §e se sastojati od struktur-
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nih tenzora i tenzora naprezanja. Funkcija tecenja ne§e biti vse ograncena
na simetrcne argumente sto §e predstavljati veliku prednost novog modela.
Kod numertke integracije koristit e se eksponencijalno preslikavanje, a kon-
zistentni tangentni modul imat §e isti oblik kao u izotropnom materijalnom
modelu. To §e predstavljati prednost tog oblika tangentnog modula jer se
za drugaiji materijalni model zahtijevaju samo manje promjene (derivacija

tenzora naprezanja i funkcije tecenja).



Poglavlje 2

Pregled osnova mehanike

kontinuuma

Ovo poglavlje donosi pregled osnova mehanike kontinuuma s posebnim os-
vrtom na dijelove koji su vani za formulaciju novog materijalnog modela,
prikazanu u poglavlju4. Kao literatura korstene su sljedefe knjigeBasar

& Weichert [92], Alfirevi § [93], Holzapfel [94], Fung & Tong [9Y],
Belytschko et al. [9€], Lemaitre & Chaboche [97], Khan & Hu-
ang [9§], Lubliner [99], u kojima se mae nafi i detaljniji pregled osnova

mehanike kontinuuma.

2.1 Tenzorska analiza i algebra

U ovom odjeljku predstavljen je sazeti pregled tenzorske analize i algebre
potrebne u daljnjem pragenju jednadzbi i njihovih izvoda. Zapis tenzora i
operacija s tenzorima koristit §e se na isti nacin dalje u tekstu.

Pojam tenzora se mae de nirati na tri naina:
1. kao operatore transformacije

15
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2. kao elemente linearnih vektorskih prostora

3. kao sustav funkcija koji se pri transformaciji koordinatnih sustava po-

nasaju na odredeni (tenzorski) nazin.

Potreba za korstenjem tenzora dolazi iz njihovog svojstva invarijantnosti, ne

ovise o0 koordinatnom sustavu. Koriste se tri nacina oznecivanja tenzora
1. Simbolcki zapis pomo%u masnih uspravnih slova, nprE, ¥ ...

2. Zapis pomo%u dijada, trijada i op§enito polijada

\Y V101 + V202 + V303 = Vi Ok

Ya Y4191 Q1+ ¥4201- Qo+ CC€ 3a303- 93 = ¥ Qi - g

3. Indeksni zapis, npr.vi, % ...

U ovom radu ve§inom se koristiti simbolcki zapis osim u slwcajevima gdje se
zbog slaenosti izvoda simbolckim zapisom ne mae u potpunosti prikazati
slena struktura jednadzbi, tada se koristi indeksni zapis. No, taj prijelaz
uvijek je posebno naglasen.

Za ilustraciju tenzorske algebre koriste se oznake i to za skalartenzor

drugog redaA, B i C i tenzorcetvrtog reda D.

Skalarni umnaak
C=AB =) Cj = AaBy

Tenzorski umnaak

D=A-B=) Dju = AjBy
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Posebni tenzori

jedincni tenzor u krivolinijskim koordinatama

l=gi- ¢
jedineni tenzor u pravokutnim koordinatama
0 1

100
1= %0 1 O%

001

inverzni tenzor drugog reda
Al = (A g - g
AATL = I (ATYHit=A

transponirani tenzor drugog reda

AT

(AT d-d=A0-d;
(Ail)T - AiT

simetreni tenzor

antisimetreni tenzor
A=jAT; Ai =i Aji
trag tenzora drugog reda
trAT=tr A=1:A=A'=A]

norma tenzora drugog reda

kA ksz:Azptr(AAT)

17
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ortogonalan tenzor

AT = Al
sferni dio tenzora drugog reda

SphA = %(tr A)l

devijatorski dio tenzora drugog reda

devA Aj %(tr A)l

A

dev A +sph A

Dvostruko skalarno mnaenje

A:B=tr(ABT)=tr(ATB)=tr(BAT)=tr(BTA)

= Ajj Bj

ACB =tr(AB)=tr( BA)
. = A Bj

Deriviranje tenzora s obzirom na drugi tenzor

B;A:%ZS—Z o9 - gk glzDijklgi‘ g - g- o

Invarijante tenzora drugog reda A

I, = tr A
£ o
l, = %(tr A)?i tr A2

1 3 1 ’
l, = A== trA%; Ztr A2tr A+ Z@r A)®
3 det 3t |2t t 2(t )
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2.2 Kinematika kontinuuma

2.2.1 Kon guracije i pomak materijalnog tijela

U mehanici kontinuuma koristi se makroskopski pristup rhacroscopic ap-
proach) koji tijelo promatra kao cjelinu zanemaruju§i njegovu kristalitnu i

molekularnu strukturu. Pretpostavlja se da je tijelo jednoliko ispunjeno ma-

Slika 2.1: Kon guracija i pomak materijalnog tijela

terijom i da posjeduje masum. Na tijelu B koje se nalazi u trodimenzijskom
Euklidovom prostoru u vremenut promatra se jednacestica koja se naziva
materijalna tazka, na slici2.1oznacena slovonP. S tackom O oznaceno je is-
hodste rereferentnog koordinatnog sustava s vektorime;, i = 1;2;3. Tijelo

B giba se u vremenu kroz prostor zauzimaju§i razlcite pol@aje, oznacene

kao - +; ¢ ¢ ¢-. Tih polaaja maze biti beskonaeno mnogo, ali je svaki tacno
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odreden u vremenu.

Poleaj - ., u trenutku t = 0,cesto se naziva referentna odnosno materi-
jalna kon guracija (referent or material con guration). Pol@®aj materijalne
tacke P na mjestuQ 2 B u vremenut = 0 odreden je vektorom pol@ajaX
u odnosu na nepomino ishodsteO. Ako se materijalno tijelo B s polazaja
- o pomakne u pola@aj - u nekom trenutku t gdje jet >t o tada se to naziva
trenutna ili prostorna kon guracija (actual or spatial con guration). Sada se
cestica P nalazi na mjestuq 2 B odredena vektorom pol@ajax. Kompo-
nente vektoraX = X, €, | X = X5 €5 nazivaju se materijalne (ili referentne)
odnosno prostorne (ili trenutne) koordinate.

Postoje dva opisa gibanja kontinuuma:

Materijalni (referentni) pristup , haziva se jcs | Lagrangeov, gibanje se

opisuje pomo%u materijalnih koordinata X1, X, i X3) i vremenat.
x = A(X;t); (2.1)

gdje A predstavlja gibanje, tj. odreduje polaaj koordinate x u odnosu

na Xx.

Prostorni (trenutni) pristup , haziva se jos i Eulerov, odrden je pros-

tornim koordinatama (X, X, i X3) i vremenomt.
X = At Y(x;t); (2.2)
gdje je Ai T inverzno gibanje u ovisnosti o koordinati.
Pomak materijalne cestice odréen je na sljede§i nain:

U(X;t)

X(X5t) i X; (2.3)

u(x;t) X i X(x;t): (2.4)

Lako se mae pokazati da jdJ (X;t) = u(x;t).
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2.2.2 Tenzor gradijenta deformiranja

Gibanje materijalnog tijela opisano je izrazima2.1) i (2.2). Kon guracija

- u trenutku t deformirana je s obzirom na referentnu kon guraciju s.
Zbog deformiranja, tacke, linije, povisine i obujmi u referentnoj kon guraciji
transformiraju se u trenutnu kon guraciju. Osnova kinemattke analize je
odredivanje odnosa geometrijskih elemenata u referentnoj i trenutnoj kon -
guraciji.

Tenzor gradijenta deformiranjaF je vrlo bitna velcina u nelinearnoj me-
hanici kontinuuma jer predstavlja linearni operator koji povezuje diferenci-
jalni element linije dX u referentnoj kon guraciji s diferencijalnim elementom
dx u trenutnoj kon guraciji. Do njega se mae doti sljede§im razmatranjem.
Promatra se preslikavanje materijalne tacke Q 2 - . odredene vektorom
pol®aja X utaeku q 2 - odre dene vektoromx, slika2.1. Na kon guraciji
- + mae se ucciti materijalna krivulja ( material curve), X = j (») %2 - ., koja
nije funkcija vremena i gdje» predstavlja parametar prema slici2.2. Prili-
kom gibanja A ta krivulja se deformira u prostornu krivulju (spatial curve,
X = °(»;1) Y2 -, u nekom trenutku t. Za trenutak t prostorna krivulja se

maze zapisati sljede§im izrazima
x=° ()= AG (»);1): (2.5)

Vektori tangente (tangent vectoj na prostornu i materijalnu krivulju su

zadani kao

dx = d»: (2.6)

» »

CACHIN _ @ (Y
@y dX

U literaturi se za dx i dX koriste i nazivi prostorni element krivulje (spatial
line elemen) i materijalni element krivulje (material line elemenj.

Uzimaju§i u obzir relaciju (2.5 i primjenom larcanog pravila izraz za



POGLAVLJE 2. PREGLED OSNOVA MEHANIKE KONTINUUMA 22

x=r(§§\ dX=I"d¢ x=y(8)/ P

X Q

RN

TN S

Slika 2.2: Gradijent deformiranja: materijalna i prostorna krivulja

prostorni linijski element dx, zadan jednadzbom R.€), mae se zapisati kao

_@ei, @@

dx @» @ @5 (2.7)
Ako se u prethodnu jednadzbu uvrsti sljedefa zavisnosK = j (»), tada
slijedi )
_eX;na | .
dx = —@( @» »! (2.8)

Druga derivacija na desnoj strani prema jednadzbiZ.6) predstavlja materi-

jalni linijski element dX pa se sada izraz4.8) mae pisati kao
dx = F(X;t)dX; (2.9)

gdje F predstavlja gradijent deformiranja zadan na sljede§i nacin
A1) _ &,
@ @’

F opisuje gibanje u neposrednoj okolini oko materijalne tacke. Pcsto su u

F(X;t) = (2.10)

njemu nezavisne koordinate materijalne koordinate, naziva se i materijalni
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tenzor deformiranja. Prostorni gradijent deformiranja oznacava se &' ! i
opisuje preslikavanje prostornog elementaxdu materijalni element dX.
Iz jednadzbe (2.3) maze se izraziti gradijent pomaka u materijalnoj kon-

“guraciji

=F(X;t) I; (2.11)

@_@& &
@ @' @
=1 Fiix;t): (2.12)

2.2.3 Tenzori deformiranosti i tenzori deformacije

Tenzori deformiranosti povezuju kvadrat diferencijalnog elementa materi-
jalne duljine (ds)? u trenutnoj kon guraciji s kvadratom diferencijalnog ele-
menta (ds*)? u referentnoj kon guraciji. Uzimaju®i u obzir jednadzbu (2.10)

kvadrat elementarne duljine u trenutnoj kon guraciji iznosi

(ds)? = dx;dx; = @@g%dxjdx.(; (2.13)
pa ako se uvede oznaka
Cik = @9;;@@): = Fi; Fik (2.14)
mae se pisati
(ds)? = Cyk dX dX; (2.15)

gdje je C desni Cauchy-Greenov tenzor. S druge strane kvadrat diferencijal-

nog elementa (&*)? u referentnoj konguraciji je

. @X@
(ds¥)?=dX,dX, = @—;E@—);dxj dX; (2.16)
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sto se sada mae zapisati kao
(ds®)? = b dx; dxy; (2.17)

gdje jebi ! je inverzna vrijednost lijevog Cauchy-Greenov tenzora deformi-

ranosti za kojeg vrijedi

. QX @ R

Ponekad se u literaturi tenzorb naziva jcs i Fingerov tenzor deformiranosti.

(2.18)

Tenzori deformiranostibi ' i C dani u indeksnom zapisu u jednadzbama

(2.19 i (2.19 mogu se prikazati u simbolckom zapisu kao
bit=F TFi! =) b=FFT; (2.19)
C=FTF: (2.20)

Tenzori deformacije de nirani su kao razlika kvadrata duljine elementarne

dwine u trenutnoj i referentnoj kon guraciji. Prema (2.13) i (2.16) vrijedi

(ds)? =dxdx =dX C dX; (2.21)
(ds¥)? =dXdX =dX | dX; (2.22)

pa je razlika kvadrata duljina
(ds)?j (ds®)?2=dX (Ci 1)dX =dX 2E dX; (2.23)
gdje E oznacava Lagrangeov tenzor deformacije
1
E=3(Ci ) (2.24)

Tenzor E jas se zove i Green-Lagrangeov tenzor deformacije.
Kada je deformiranje tijela zadano u Eulerovim koordinatama, vrijedi
(ds)? =dxdx =dx | dx; (2.25)
(ds®)? =dXdX =dxbi ! dx: (2.26)
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Sada je razlika kvadrata
(ds)?; (ds®)?=dx (I i bi 1) dx =dx 2edx; (2.27)
gdje je e Eulerov tenzor deformacije
= %(I i bih): (2.28)

Naziva se jes i Almansi-Eulerov tenzor deformacije.
Za tenzore deformacije koristi se i op§i zapis, viBasar & Weichert
[92]. Uz pomo% tenzora izdwenjel i v, vidi odjeljak 2.2.4 maze se izraz za

materijalne tenzore deformacije zapisati kao
8

S ILUmil) za méoO

: InU za m=0
Za razlcite vrijednosti m postoje razlciti materijalni tenzori deformacije
GREEN-LAGRANGE: E@ =E= %(U2 i 1) zam=2
BIOT: EMO=H=U; I zam=1
HENCKY: EO@=Inu zam=0

Slean zapis vrijedi za tenzore deformacije u trenutnoj kon guraciji
8
< 1 .

=(v™i 1) za méo0

M (y) = (2.30)

Inv za m=0

koji za razlcite vrijednosti m poprima sljedefe oblike
ALMANSI: e@=e=1(1jv?®) zam=;j2
BIOT: e =h=1;jv zam=j 1

HENCKY: e® =|nv zam=0
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2.2.4 Polarno razlaganje tenzora gradijenta

deformiranja

Prema Cauchyjevom teoremu polarne dekompozicije bilo koji nesingularni
tenzor drugog reda mae se rastaviti na jedan ortogonalni i jedan simetrcan
tenzor. U skladu s tim gradijent deformiranjaF razleze se na tenzor zakreta

R itenzore izdwenjalU i v
F=RU =vVR: (2.31)

Tenzori izduzenja odredeni su kao pozitivno de nitni simetrni tenzori. Ten-
zor U odnosi se na referentnu kon guraciju i naziva se desni tenzor izdwzenja
(right or material stretch tensol) dok je v odreden u odnosu na trenutnu

kon guraciju i zove se lijevi tenzor izduzenja (eft or spatial stretch tensoy.

deformiran i
nezakrenut element
— R\

-
: F
pocetni deformiran i
element zakrenut element
R A%
— nedeformiran i

zakrenut element

Slika 2.3: Prikaz polarnog razlaganja tenzora gradijenta deformiranja
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Njihove su veze s tenzorima deformiranosti
C=U? i b = v? (2.32)

Tenzor R u jednadzbi (2.37) predstavlja tenzor zakreta (otation tensor).
To je ortogonalni tenzor, za kojeg vrijedi da jeRTR = | i njegova determi-
nanta je jednaka jedinici, detR = 1. Na slici 2.3 prikazano je deformiranje
elementa i to na dva naina ovisno kojim redosljedom su primjenjeni tenzori
zakreta i izdwzenja.

Razlikuju se dva posebna sluwzajarotacija krutog tijela kod koje suU =

v = | pajeF = R icisto rastezanjekod kojeg jeR = | pajeF = U = v.

2.2.5 Prijenos unaprijed i prijenos unazad

Kaosto je veft spomenuto, vektori i tenzori mogu pripadati odnosno biti za-
dani u odnosu na trenutnu ili u odnosu na referentnu kon guraciju. Tenzor
gradijenta deformiranja daje vezu izmeu te dvije kon guracije, a koristi se

kod preslikavanja s trenutne kon guracije na referentnu i obratno. Prije-
nos unaprijed push-forwarg je operacije koja preslikava vektore ili tenzore
s referentne kon guracije na trenutnu kon guraciju. Oznacava se obtno s
A.(?). Prijenos unazad pull bacR je inverzna operacija koja visi preslika-
vanje s trenutne na referentnu kon guraciju. Koristi se oznak#\i *(2). Kod

preslikavanja kovarijantnih tenzorskih komponenata?q)y vrijedi
A= FITEKF Y ALY () = FT(3)F; (2.33)
dok za preslikavanje kontravarijantnih tenzorskih komponenata2( vrijedi
AL(3)“= F()FT; ALY)< = FIA)KFIT: (2.34)

Dokaz ovih relacija mae se na§i primjerice tHolzapfel [94, str. 84].
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2.2.6 Tenzor gradijenta brzine

Za razliku od elastcnog deformiranja, gdje se na osnovi paeetne i krajnje
kon guracije mogu odrediti deformacije, kod plastcnog ponasanja materijala
bitno je poznavati cijeli proces deformiranja tj. potrebno je poznavatk =

A(X;t). U skladu s tim javlja se potreba za racunanjem tenzora gradijenta

brzine (velocity gradien). Gradijent brzine je odreden izrazom
| = EFit ili E=IF: (2.35)
Tenzor gradijenta brzine mae se rastaviti na simetrcan i antisimetrcan dio
l=d+ w; (2.36)

gdje d oznacava tenzor brzine deformacije rate of deformation tensoy i
oznaecava brzinu kojom se mijenja kvadrat elementarne duljine dok je& ten-
zor vrtlznosti (spin tensol) i on zapravo opisuje rotaciju cestice oko neke

tacke.

2.2.7 Multiplikativho razlaganje gradijenta

deformiranja

Formulacija nelinearne plastcnosti potaknuta je mikromehanckom predo-
dzbom o plastenosti kod monokristala (single-crystal metal plasticity. Kada

je monokristal opterefen vlacno, silu se maze rastaviti na njegovu normalnu i
sminu komponentu u nekoj ravnini kristala. Deformiranjem kristala nastaje
niz paralelnih linija koje se nazivaju klizne linije.Cinjenica da su klizne linije
medusobno paralelne i da se ne moraju podudarati sa klizanjem uzdw rav-
nina maksimalnog posmtnog naprezanja, znai da je proces klizanjacvrsto
povezan s kristalogra jom kristala. Ravnina po kojoj se vssi klizanje naziva

se klizna ravnina, a smjer u kojem se klze je klizni pravac. Jedna klizna
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ravnina i njoj pripadajugi klizni pravcicine klizni sustav. Klizni pravac je
obtno pravac s najgwsfie slaganim atomima, dok se ravnina s najguste slaga-
nim atomima naziva kliznom ravninom. Kod kristala s vse kliznih sustava

obtno se aktivira onaj kojem je komponenta smenog naprezanja najvega.

Slika 2.4: Mikromehantki efekti deformiranja na klizne sustave

Poznavanjem energije mguatomnih veza mae se procijeniti velcina smc-
nog naprezanja potrebnog za plastcno tecenje mehanizmom klizanja. Ta
vrijednost je reda velcine G=30, gdje jeG je modul smcnosti. Na osnovi
toga teorijska smena cvrstofa monokristala za zeljezo G = 83000 MPa) je
& = 2700 MPa, a za aluminij (G = 27000 MPa) ¢; = 900 MPa. No, ekspe-
rimentalno je utvrdeno da je sminacvrstofa zazeljezo samo 20 MPa, a za
aluminij 1 MPa. Teoretskacvrtofa dobiva se jedino kodvhiskera(sitni mo-
nokristali poput vlati). Razliku izmedu teoretske i eksperimentalne cvrstofe
objasnili su Polanyi, Orowan i Taylor. Oni su pretpostavili da realni kristal
nisu saviseno graeni ve§ imaju pogreske koje su nazvali dislokacijama. Tako

se s mikromehantkog stajalsta plastcno tezenje maze predaiti kao tecenje
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materijala kroz resetku uz pomo$ gibanja dislokacija.

pocetna konfiguracija u
konfiguracija trenutku ¢
F
. —
~ N
Qo y 0
o X F.
'medukonfiguracija’

Slika 2.5: Multiplikativho razlaganje gradijenta deformiranja

Kristali s jednim kliznim sustavom oznacenim kaom; s, gdje sum i s dva
medusobno okomita jedincna vektora, mogu se predciti pomofu slikg.4.
Jedineni vektori s;m vezani su uz resetku i plasténo tezenje mae se opisati
tenzoromF, kao

Fp=1+°s- m; (2.37)

gdje je ° smtno tecenje u kliznom sustavu. Na osnovi toga se maze defor-
macija kristala rastaviti na deformacije uzrokovane rastezanjem i rotacijom

kristalne resetke F¢, a onda djelovanjemF,
F = FeFp: (2.38)

Prema ovom izrazu, stanje deformacije oddeno tenzorom gradijenta defor-
miranja F ma@e se pretpostaviti kao da je dobiveno prvo plastecnom defor-

macijom za gradijent deformiranjaF,, a zatim elastcno zaFe, slika 2.5
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2.3 Tenzori naprezanja

U prethodnom odjeljku razmatrane su osnovne relacije kinematike kontinu-
uma prilikom gibanja i deformiranja materijalnog tijela. Kao posljedica, jav-
lja se medudjelovanje susjednih materijalnih tazaka unutar tijela koje utjece
na pojavu naprezanja. Tenzor naprezanja mae se izraziti u referentnoj ili

trenutnoj kon guraciji pa u skladu s tim postoje razlzciti zapisi.

2.3.1 Vektor naprezanja i Cauchyjev tenzor
naprezanja

Na slici2.6 prikazano je materijalno tijeloB koje u vremenut zauzima prostor
- i ima rubnu plohu @. Na to tijelo djeluju povisinske i obujamne sile koje
uzrokuju gibanje i deformiranje tijela. Ako se to tijelo podijeli se na dva
dijela, moraju na presjecnim povisinama djelovati sile kako bi se ti dijelovi
nastavili gibati i deformirati na isti nacin kao prije podjele. Na presjeku
tijela u trenutnoj kon guraciji postoji elementarna plcstina ds %2 @cija se
orijentacija u prostoru mae opisati s jedincnim vektoromn. Dio ukupne sile
koja djeluje na presjecnim plohama, a odnosi se na elementarnu plastinisd
oznacava se s €. U trenutku t = O tijelo B je zauzimalo prostor -, i imalo
rubnu plohu @ .. U referentnoj kon guraciji na presjecnoj plohi postoji
elementarna plestina dS Y2 @ . s pripadajugim jedincnim vektorom smjera

N. Prema Cauchyjevom postulatu za svaku elementarnu povssinu vrijedi
df = tds= TdS; (2.39)

gdje jet Cauchyjev vektor naprezanja Cauchy traction vecto), a T je prvi
Piola-Kirchho®ov vektor naprezanja (st Piola Kirchho® traction vector).

Prema Cauchyjevom teoremu o naprezanjimaCauchy's stress theorein
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Slika 2.6: Vektor naprezanja za referentnu i trenutnu kon guraciju

postoje tenzori%i P linearni s obzirom nan i N za koje vrijedi

~

t(x;t;n) = ¥x;t)n A ta = Yapnp; (2.40)

T(X:t;N)= P(X:t)N A Ta = PaaNa: (2.41)

¥4 je simetran tenzor u trenutnoj kon guraciji nazvan Cauchyjev tenzor na-
prezanja (Cauchy stress tensqQr dok P oznacava prvi Piola-Kirchho®ov ten-
zor naprezanja (rst Piola-Kirchho® stress tenso)). Prvi Piola-Kirchho®ov
tenzor naprezanja je nesimetrcan i u stvari dualan tenzor kojem jedan indeks
odnosi na prostorne koordinate, a drugi na materijalne koordinate.

Na osnovi jednadzbi 2.39 do (2.41) moguge je dobiti vezu izmdu ova

dva tenzora naprezanja
P=J¥FiT ili Y%= JIPFT = 3; (2.42)

Ovdje J predstavlja Jacobijevu determinantuJ = det F.
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2.3.2 Alternativni tenzori naprezanja

Vet spomenuti Cauchyjev i prvi Piola-Kirchho®ov tenzor naprezanja pred-
stavljaju samo dvije od vee mogufnosti opisa stanja naprezanja u deformi-

ranom tijelu. Napges§e korsteni oblici su:

Kirchho®ov tenzor naprezanja, ¢ :
Prostorni tenzor koji se vrlocesto koristi jer ima svoje pravo zikalno
znacenje. Od Cauchyjeva tenzord/ razlikuje samo za Jacobijand pa

se oni mogu poistovijetiti za nestlecive materijale J = 1),

¢ = I (2.43)

Drugi Piola-Kirchho®ov tenzor naprezanja, S
Nema zikalno znazenje ako se razmatra prikaz pomofu vektora napre-
zanja. To je simetrcan, kontravarijantan tenzor vezan za referentnu
kon guraciju. Dobiven je prijenosom unazad gull back kovarijantnog

tenzoray¢,,

S FilgFiT A Sag = FiaFip éan, (2.44)

S JFilyyFpiT = Filp = gT: (2.45)

U mehanici kontinuuma cesto se koristi kod modeliranja materijalnih
modela i konstitutivnih jednadzbi zbog svoje simetrcnosti i zbog toga

sto je to u potpunosti materijalan tenzor.

Biotov tenzor naprezanja, T 3 :
Biotov tenzor jest materijalni tenzor naprezanja odrden sljede§im iz-

razom

Tg = R'P A (Te)as = RaaPas; (2.46)
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gdje je R tenzor zakreta. 1z njegove de nicije se mae zakljeiti da je

to nesimetrcni tenzor koji u osnovi nije pozitivno de nitan.

Eshelbyjev tenzor naprezanja, G
Eshelbyjev tenzor se jas naziva i tenzor elastcnog energetskog momenta

(elastic energy-momentum tensgr Zadan je sljede§im izrazom

TR | T
@ A(F) X @ A
= FT_ N 7 N - F = — .
(2.47)
prema Maugin [33] i Maugin & Epstein [100. Mame se takader

zapisati

G=AF)i CS=AF) i ¥; (2.48)

gdje je C desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranost§ drugi Piola-
Kirchho®ov tenzor naprezanjaA slobodna Helmholtzova energija. Eshel-

byjev tenzor G simetrcan je s obzirom naC
GC = CG": (2.49)

U jednadzbi (2.49) ¥ je tenzor naprezanja slcan Eshelbyjevom tenzoru
(Eshelby-like stress tensdr Njihovi sferni dijelovi su jednaki, a razli-
kuju se u devijatorskom dijelu. Taj oblik naprezanja bit §e korsten u
izvodu materijalnog modela. Zbog slcnosti, dalje u tekstu naziva se

Eshelbyjev tenzor naprezanja.

Mandelov tenzor naprezanja, ¥ :

Nesimetreni tenzor zadan u odnosu na takozvanu naeikon guraciju

¥=FLT¥F [ = Fl¢FLT: (2.50)



POGLAVLJE 2. PREGLED OSNOVA MEHANIKE KONTINUUMA 35

Simetrcan je s obzirom na elasteni dio desnog Cauchy-Greenova ten-
zora deformiranostiC,
¥C,.= C.¥ : (2.51)

No, u posebnom slweaju kada se radi s izotropnim materijalima vrijedi
klascni uvjet simetrije
¥ =¥ (2.52)

2.4 Opti zakoni mehanike kontinuuma

2.4.1 Zakon odranja mase

Svako materijalno tijelo B posjeduje masum, koja je mjera kolcine materije
u tijelu B. Kod makroskopskog promatranja kontinuuma pretpostavlja se
da je masa jednoliko i neprekinuto raspodena, Alfirevi  § [10]]. Masa je
skalarna veltina i u klastnoj mehanici pretpostavlja se da se ne mijenja

tijekom gibanja tj. masa ne mae nastati ili nestati tj. vrijedi
Yo+ Yodiv v = 0; (2.53)

gdje jev = D x=Dt brzina gibanja. Za slwzaj nestlacivog kontinuuma, 2= 0,
pa vrijedi
divv =0: (2.54)

2.4.2 Zakon odranja kolcine gibanja

Ako neko tijelo B zauzima neki prostor - i omedeno je rubnom plohom d-
i na njegov elementarni obujam & djeluje obujamna silaf, a na njegovu

elementarnu povisinu dS vanjsko kontinuirano optere§enje prema zakonu
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o odezanju kolcine gibanja vrijedi

div %+ f = V%t (2.55)

Ako je ubrzanje jednako nuli, jednadzbe gibanja prelaze u Cauchyjeve jed-
nadzbe ravnoteze
div %+ f =0: (2.56)

2.4.3 Zakon momenta kolcine gibanja

Zakon momenta kolcine gibanja kege da je promjena po vremenu momenta
kolcine gibanja za ishodste 0 jednaka rezultirajufem momentu svih vanjskih
sila za istu tacku 0. Matematckim zapisom zakona momenta kolcine gibanja

i razvojem tih jednadzbi kao konacni izraz dobije se sljede§a relacija
Y= % Ya= Y ; (2.57)

Izcega se mae zakljwiti da je Cauchyjev tenzor naprezanja simetrcan. To
vrijedi za nepolarni kontinuum dok za polarni (Cosseratov) kontinuum to

nije sluea,j.

2.4.4 Zakon odranja energije

Zakon odezanja energije u referentnoj kon guraciji ima sljede$i oblik
Ye=P:Ej dvQ+ R; (2.58)

gdje je e oznacava unutrasnju energiju, Q gustofu toplinskog toka, aR je
gustofia izvora topline u referentnoj kon guraciji. Zakon odzanja energije
ujedno izrazava i prvi zakon termodinamike . Porast ukupne energije sus-
tava (¥&) jednak je zbroju dovedene topline sustavu; (div Q + R) i izvisenog

rada nad sustavom P : E). Ukupna energija mae se podijeliti na kinetcku,
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potencijalnu, unutrasnju energiju, prema potrebi tu ulaze i elektrcna, kemij-

ska i nuklearna energija.

2.4.5 Drugi zakon termodinamike

Smijer prijenosa energije tazno je odm@den drugim zakonom termodinamike.
Fizikalna razmatranja pokazala su da toplina uvijek prelazi s toplijeg na
hladnije tijelo, isto tako mehantka energija se pri trenju pretvara u toplinu,
ali se ona nikad ne maze ponovo pretvoriti u mehancku energiju. Da bi se to
opisalo uvodi se pojam entropijé, koji predstavlja mjeru nereda i slcajnosti
na mikroskopskoj razini. Raspodjela entropije po jedinici obujma u trenutnoj
kon guraciji je dana kao sz = s¢(x;t) dok je u referentnoj kon guraciji s-=

s(X;t). U skladu s tim entropija je
Z

S(t)=  s(x;t)dv= s(X;t)dV: (2.59)
Brzina promjene entropije zadana je izrazom
Z Z Z Z
%t) = i hnds+ rdv=j HN dS + Rdv; (2.60)
@ - @o -0

gdje H i h predstavljaju tok entropije u referentnoj i trenutnoj kon guraciji,
aR i rizvore entropije po jedinici vremena i obujma u referentnoj i trenutnoj

kon guraciji. Sada se totalni prirast entropije mae prikazati kao
M= oSO %, O (261)

sto predstavlja matematcki zapis drugog zakona termodinamike

2.4.6 Clausius-Duhemova nejednadzba

Cesto se veltine vezane uz tok entropijeh( H) i izvore entropije (5 R)

prikazuju na sljedegi necin

o
A
I
Ml

h = g; = (2.62)

r
£
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gdje sur i R gustofa snage toplinskih izvora, g i Q vektori toplinskog toka
za trenutnu odnosno referentnu kon guraciju. Veltina £ predstavlja apso-
lutnu temperaturu, javlja se kao funkcija vremena i izraava se u Kelvinima

K. Sada se jednadzbal2.61) uz pomo$ 2.60) maze prikazati kao

52 z z
%)= — sdv+ dnds; —dv. O (2.63)
Dt 5. » £ - ¥
D Q R
0 e - < . . -
= gp sV ENdSi gav. o (2.64)

i ti izrazi se nazivaju Clausius-Duhemove nejednakosti.

2.4.7 Disipacijska nejednadzba

Ako se za jednadzbu 2.64) uzme u obzir da se nalazi u referentnoj kon gu-
raciji i da taj izraz ne ovisi 0 vremenut, te ako seR zamijeni s izrazom za

prvi zakon termodinamike 2.58 dobije se Clausius-Planckova nejednakost
D=P:Ejetfs O (2.65)

koja se jes naziva i disipacijska nejednakost. Ako se sada iskoristi izraz za

Helmholtzovu slobodnu energiju

~

A=ej £5; (2.66)
mae se Clausius-Planckova nejednakost zapisati na sljede§i necin
D=P:Ej Aj s£, O (2.67)

koji se punoceste maze nati u literaturi. U mehanici se obtno ne uzimaju
u obzir toplinski winci pa se mae zanemariti zadnjiclan u prethodnoj jed-
nadzbi,

D=wj A, O (2.68)
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gdje jew snhaga naprezanjadgtress powey. Ona predstavlja brzinu promjene

unutrasnjeg mehantkog rada. U trenutnoj kon guraciji mae se izraziti kao
Yae=%:d = ¢ :d; (2.69)

odnosno u referentnoj kon guraciji
Yae= P:E=S:E=Tg:H; (2.70)

gdje su¥, ¢, P, Si Tg tenzori naprezanja odrdeni u odjeljkul2.3.112.3.2, a
d, E, E i H su gradijenti tenzora deformacije, koji su prikazani u odjeljcima

2.2.312.2.6

2.5 Objektivnost tenzora

Konstitutivhe jednadzbe moraju biti nezavisne o izboru referentnog koordi-
natnog sustava. Tako, na primjer, dva promatraca moraju opaati jednako
stanje naprezanja u nekom tijelu bez obzira da li se oni nalaze u nekom
jednolikom gibanju jedan u odnosu na drugog. Promatra se deformirana
kon guracija tijela B koja zauzima prostor - u nekom trenutku t i neka je
vektor pol@aja tacke P natijelu B dan kaox = x(X;t). Ako se kon guracija

- zarotira u novi pol@aj ~pomofu ortogonalnog tenzoraQ = Q(t), tada je
x = Q(t)x (2.71)

novi polazaj tacke P u kon guraciji =~ Ortogonalni tenzor Q je samo funkcija
vremenat budu§i da je transformacija iz - u ~“samo rotacija krutog tijela.

Uz pomo% .10 slijedi izraz za transformaciju gradijenta deformiranja

_ @ _ .
F= o - OF (2.72)

Velcina je objektivna ako se transformira na sljede§i nacin
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Skalari:
® = ®&QF)= &F); (2.73)
Vektori:
v = V(QF)= Qu(F); (2.74)
Tenzori drugog reda:
% = YQF)= Q¥%F)Q": (2.75)

U analizi velikih deformacija moraju se koristiti samo objektivne velcine.
Tu treba biti oprezan jer neki tenzor mae biti objektivan dok njegova deri-
vacija nije objektivna. Primjer za to je Cauchyjev tenzor naprezanj&a koji

je objektivan tenzor, ali njegova derivacija nije
%= Q¥R + Q¥Q" + Q¥QT 6 Q¥Q": (2.76)

Iz toga razloga se uvode razne objektivne derivacije od kojih su najpoznatije:

Oldroydova
YiE = Yap 1% AT +(tr 1) (2.77)
Jaumannova
YP = Y Yav | w¥ (2.78)
konvektivna

Y8 = Y+ 1T+ WU: (2.79)
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Treba naglasiti da postoje invarijantne velcine, koje su zadane u referent-
noj kon guraciji. One se ne ponasaju prema zakonu objektivnih velcina, ali
Su zato potpuno nezavisne o gibanju krutog tijela. Primjer takvih velcina
su desni Cauchy-Greenov tenzor, drugi Piola-Kirchho®ov tenzor naprezanja
za koje vrijedi

c=¢C [ S=S: (2.80)



Poglavije 3

Velike elastoplastcne

deformacije

3.1 Kriteriji t&zenja

Eksperimentalnom analizom pokazano je da plastcno tezenje materijala ne
ovisi 0 hidrostatskom tlaku, Lubliner [99], Alfirevi 8 [93, tj. potpuno je
neovisno o prvoj invarijanti tenzora naprezanja. 1z toga slijedi da posmtna
naprezanja utjecu na pojavu tecenja materijala. Postoji vee vrsta kriterija
tecenja temeljenih na posmcnom naprezanju ghear-stress baségdali su samo
dva usiroj upotrebi kod metala, von Misesov i Trescin kriterij tecenja, slika
3.1 Kod oba kriterija tecenje ne ovisi o hidrostatskom pritisku fydrostatic-

pressure-independent materiajs

Von Misesov kriterij tecenja, pretpostavka je da e do tezenja do§i samo
onda kada druga invarijanta tenzora naprezanja dosegne kritcnu vri-
jednost, dana obtno kao materijalno svojstvok. Ploha tecenja ima

oblik kruznog cilindra, 3.1. U skladu s tim plastcni potencijal tecenja

42
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iznosi
AJ,) = J,i k*=0: (3.1)

PremaTrescinom kriteriju  do tecenja materijala dolazi kada maksimalno
posmeno naprezanje dosegne Kritcnu vrijednost. Plasteni potencijal

tecenja ima sljedeti oblik
A((:max) = émax i k? = 0; (3.2)

gdje je k materijalna konstanta koja se mae odrediti jednoosnim tes-
tom (uniaxial test) i za koju vrijedi k = % =2. Ploha tezenja u ovom
slzaju ima oblik sesterostrane prizme, projekcija plohe tezenja u de-

vijatorsku ravninu je pravilnasesterostrana prizma, slika3.1.

Bitno je ovdje spomenuti da su to kriteriji tecenja koji se odnose na
izotropne materijale. U slwzaju anizotropnog ponasanja materijala ovi izrazi

postaju mnogo sla&eniji. Kod ortotropnog ponasanja materijala vrlo cesto

Slika 3.1: Gracki prikaz von Misesove i Trescine plohe tecenja
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se koristi Hillov kriterij tecenja koji je ustvari modi kacija von Misesovog

kriterija tecenja Hill [65]. On paeiva na tri osnovne pretpostavke

1. Materijal je ortotropan. Postoje tri medusobno okomite ravnine sime-

trije koje se sijeku u osima ortotropije.
2. Hidrostatcki tlak ne utjece na tecenje.

3. Nema Bauschingerova efekta. Bauschingerov efekt se maze opisati na
sljedeti nacin: Ako se uzorak prvo vlacno deformira, zrna kristalne
strukture se zakrefu u smjeru osi opterefenja i uzorak dobiva anizo-
tropnu strukturu. Rasterefenjem, gledaju§i na mikroskopskom nivou,
javljaju se zaostala naprezanja izndu kristalnih zrna. Kada se nakon
toga uzorak optereti tlacno, zbog zaostalih naprezanja, do plastcnog
tecenja dolazi pri manjem naprezanju, sliké8.2. Bauschingerov efekt se
ne javlja kod monokristala pcsto nema zrnate strukture koja uzrokuje

pojavu zaostalih naprezanja.

Slika 3.2: Bauschingerov efekt
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Kriterij tecenja za ortotropne materijale Hill je formulirao na sljede§i nain,
Hill [65]
2N¥y) =F (Yazi Yas)*+ G(¥asi Ya0)®+ H(Yari %a2)*+
+2L¥b, +2M¥E, + 2N¥, i 1=0; (3.3)
gdje suF, G, H, L, M i N materijalne konstante koje odreuju ortotropno

plasteno ponasanje materijala. Mogu se odrediti iz normalnih €4, 3%4,, %4,)

i posmenih granica tecenja (34,, ¥3;, ¥;) odredenih za tri glavne ravnine

ortotropije
H 1
11 1 1 .
SREIRRC/ALARC/ AL C/ AT 24
17 1 1 1
G== i + ; (3.5)
2 " ()2 (%)? ("/%3)2.”
H= oo 1 . 1 . (3.6)
2 (A2 (H)? ' (HA)?
— 1 .
e Atk &)
— 1 -
RFTC/ ALk 59
— 1 -
N = S (3.9)

3.2 vsfienje materijala

Eksperimentima je utvrdeno da pazetna ploha tezenja tijekom procesa plas-
tcnog deformiranja mijenja svoj poleaj i da tazka koja opisuje stanje op-
tereftenja uvijek lezi na plohi tecenja. Nacin kako opisati promjenu polazaja
plohe tezenja je jedan od velikih problema kod modeliranja plastcnog de-
formiranja materijala. Razvijena su razna pravila po kojima se modelira
promjena polaaja plohe tezenja i ona se nazivaju ccvis§enje materijalah@r-

dening ruleg. Dva nagesfa modela su:
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2 |zotropno @vsfenje (isotropic hardening, koje pretpostavlja jed-
nolikosirenje pazetne plohe tecenja tako da sredste plohe ostaje nepro-
mjenjeno, slika3.3. Ono ne mae opisati Bauschingerov efekt. Osnovni

matematcki izraz je (za slwaj von Misesova uvjeta tecenja)
AJo) = Jsi (k+Y)?=0; (3.10)

gdje Y predstavlja izotropno aczvis§enje.

Slika 3.3: Gracki prikaz izotropnog avis§enja

2 Kod kinematckog @vsfienja (kinematic hardening pcazetna ploha
tezenja prilikom procesa plastcnog deformiranja translatira se kao kruto
tijelo u prostoru naprezanja bez rotiranja i promjene velcine, sliké3.4.
Iz toga razloga veltina, oblik i orijentacija paetne plohe tecenja se
zadrzzava. Kinematckim azvisenjem mogufie je opisati Bauschingerov
efekt. lzraz za kinematcko avis§enje glasi (za slwzaj von Misesova
uvjeta tecenja)

A=1(Si q)i k*=0; (3.11)

gdje je S naprezanje,q predstavlja tenzor drugog reda nazvarback
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Slika 3.4: Gracki prikaz kinemattkog cvistenja

stresstenzor i on daje koordinate centra trenutne plohe tecenja. Neki

od nagestie korstenih oblika kinematckog avis§enja su:

+ Pragerovo @vsfienje : Osnova kinematckog avis§enja je od-
redivanje back stresstenzora . Najjednostavniji nacin je da se
pretpostavi linearna veza izmdu dq i d2P pa Pragerovo avis§enje

(Prager, 1955, 1956) ima sljede$i oblik
dq = cd?P; (3.12)

gdje je c konstanta materijala, a2” je neelastcni dio deformacije.
Ono se u stvari ne poklapa u potpunosti s de nicijom kinematckog
acvisfienja jer se prilikom transformacije javlja i promjena velcine
plohe tezenja.

+ Zieglerovo @vsfienje : Razvijeno je kao modi kacija Pragerova
acvisfienja kako bi opisivalo samo kinematcko avis§enje (Ziegler,

1959). Pretpostavka je da se translacija odvija u smjeru relativhog
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naprezanja® = Sj q tako da vrijedi
dg=d*(Si q); (3.13)

gdje je & faktor proporcionalsti koji ovisi 0 povijesti deformacije
i 0 samom materijalu. Na taj necin se ploha tezenja translatira, a
da pri tome ne dolazi do promjene velcine i oblika kinematckog

avisenja.

I+

Armstrong-Frederickovo @vefienje: To je nelinearno kine-
matcko avisfenje koje predstavlja poopfenje Pragerovog avis-
fienja tako da mu je dodandynamic recovery termtj. dio Koji
se odnosi na povijest deformiranja, kojim se mae bolje opisati

vBeosni Bauschingerov efekt. M@e se opisati sljede§im izrazom

a= 2’ i 2.q (3.14)

i 34
gdje sucy, ¢ i 3, parametri materijala, a, je plastecni mnazitelj

(plastic multiplier) o kojem §e biti vse govora u odjeljku4.4.

3.3 Lie grupa

Pojam Lie grupe prvi je uveo u 19. stolje§u norveski matematcar Sophus Lie
rade®i na problemima integracijskih metoda kod diferencijalnih jednadzbi i
problemima geometrije. Za daljnji razvoj zasluni su W. Killing, E. Cartan
i H.Weyl koji su Lie grupe postavili kao temelj za razne matemattcke i zi-
kalne proracune. Ovdje je dan samo kratki pregled korstenih pojmova iz Lie
algebre i Lie grupa dok se detaljniji opis maze na$§i primjerice tlall [107]
i Rossman [103.

Lie grupa je neprekinuti matematcki prostor (manifold) G kod kojeg

vrijedi
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2 preslikavanje pri mna@enju (multiplication map)
(;R)2GEGH g2 C (3.15)

Ako sug; i g, elementi prostoraG tada je i njihov umnazak g; g, takoder

element prostoraG.
2 inverzno preslikavanje (nverse may)
g2Gi{ gl2G: (3.16)

Ako je g element prostoraG tada je i njemu inverzni oblik takoder

element prostoraG.

Za ova preslikavanja moraju vrijediti aksiomi o grupama o kojima se vse
mae nafi uHall [10Z i Rossman [103. Za svaki elementg 2 G postoje

dva preslikavanjaG tj. lijevo i desno mnazenje
Lg(h) = gh; Ryg(h) = hg' *: (3.17)
Neke od vaznijih Lie grupa su:

2 Za skup svihn £ n nesingularnih matrica s clanovima koji dolaze iz
skupa realnih brojevaR kaze se da pripadajuopfioj linearnoj grupi
GL(n; R) (general linear group. Ona ustvari oznacava grupu linearnih

transformacijaciji elementi imaju pozitivne determinante.

2 Posebna linearna grupa SL(n; R) (special linear group je skupn£ n
realnih nesingularnih matricaciji elementi imaju determinantejednake

jedinici. Ona je podgrupa opfe linearne grupe.

2 QOrtogonalna grupa O(n) (orthogonal group oznacava grupu linear-
nih transformacija za skup realnih matrican£ n ako vrijedi AT = Ai 1,
Vrijedi O(n) ¥2GL(n; R).
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2 Posebna ortogonalna grupa SO(n) (special orthogonal groupje
podgrupaO(n), a samim time i GL(n; R) koja ima determinante jed-
nake jedinici.

Lie algebra na nekom skupu npr.R, C, je vektorski prostor g (vector

spacg s bilinearnim preslikavanjem [; ] : g£ g! g, koje se j& naziva Lie
zagrada (ie bracke) i oznacava se s X;y) 7! [x;y]. Ona mora zadovoljiti

sljedefe uvjete:

1. [x;x] =0 za svex 2 g,

2. Jacobijev identitet: [x; [y; z]]+[V;[z; X]]*+[z;[x;y]] = 0 za svex;y;z 2 g.

3.4 Eksponencijalno preslikavanje

Eksponencijalno preslikavanjeéxponential map je osnovna operacija teorije
Lie grupa. To je preslikavanje Lie algebre neke Lie grupe u novu grupu.
Svojstva nove grupe odréena su preko Lie algebre korstene u preslikavanju.
Obtna eksponencijalna funkcija u matematici mae se prikazati kao spe-
cijalni slwzaj eksponencijalnog preslikavanja. Eksponencijalno preslikavanje
ima sva svojstva eksponencijalnih funkcija, ali se i u nekim vaznim dijelovima
razlikuje npr. derivacija eksponencijalnog preslikavanja.

U mehanici kontinuuma eksponencijalno preslikavanje se koristi prilikom
integracije konstitutivnih jednadzbi razvijenog materijalnog modela. Slwzi
za uskladivanje (updaté varijabli prilikom numertkog postupka integrira-
nja. Kod metala, eksponencijalno preslikavanje primjenjuje se za vremensko
uskladivanje neelastcnog dijela gradijenta deformiranjaF, koji je clan Lie
grupe SL* (3; R). Na taj nain se ostvaruje nestlecivost plastecnih deforma-
cija jer vrijedi da je detF, = 1. Prvi put je upotrebljena u radovima Ete-

rovic & Bathe [2C] i Weber & Anand [51] za funkcije sa simetrcnim
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argumentima. Primjena na nesimetrcne argumente funkcije napravljena je
u radu Sansour & Kollmann [23], a derivacija eksponencijalnog preslika-
vanja s obzirom na njen argument prvi put je upotrebljena WSansour &
Wagner [2€]. Kod matrcnih Lie grupa pri eksponencijalnom preslikavanju

za bilo koji argument  vrijedi

e_:exp_:1+_+%_2+%_3+$_4+ cee (3.18)
Argument  ima svoje invarijante
lp=tr —; (3.19)
2= 5020 ), (3.20)
|3 =det (3.21)

Uz pomo§ Cayley-Hamiltonove jednadzbe vrijedi
I P PR P (3.22)
a pasto je exp izotropna funkcija od  vrijedi
exp” = @(l1; 12 15)1+ ®(l1;12:13)" + ®(l1;12:13)" % (3.23)

gdje su®,, ®, i ®, funkcije invarijanti i njih treba nai uz pomo% jednadzbe
(3.29). Za bilo koju potenciju n argumenta funkcije  vrijedi

Tnz ey g oMy o(m—2 (3.24)
gdje su paetne vrijednosti dane kao
°® =y =1y, B (3.25)
Uz pomo$ jednadzbe 8.22) slijede izrazi
oM =1t Y, (3.26)
ogn) = o(()ni 1 i |Zo§ni 1); (3.27)

oén) - o:(Lni 1) + Iloéni 1): (328)
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Funkcije varijabli ®, ®, i ® odreduju se kao

1. X
@ =1+ gla+ m°§“>; (3.29)
n=4
1 1
®=1i gl+ = (3.30)
n=4
1 1
=S+l S (3.31)

Parametar N daje taznost kojom se racuna eksponencijalna funkcija.

Potrebno je izracunati i derivaciju eksponencijalne funkcije. 1z8.29

slijedi
@xp _ 1@4 1+X“ 1@ 4 ler - X 1ef -
@ 3@ N 3@ L@
1@ —, 0 1@ _,, @ _@°
+ 3@ - + n_ - + ®l@ + ®Z6 (3.32)
gdje je
% = 1; (3.33)
%: a1 T (3.34)
%: lg 17 (3.35)

Buduti da se ovi izrazi koriste unutar algoritma prilikom integracije evolucij-
skih jednadzbi, vrijeme ¢ T je vrlo malo. To omogu§uje da se iz jednadzbe
(3.19 koriste samo prvacetiriclana, a da se ne narusi taznost izrecuna. Tada

vrijedi mnogo jednostavniji izraz

@xp~ _1@ | 1@ -, 1@ -,

3! 3!
1 a8 P
liglh g* 3*3' g (3.36)
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3.5 Materijalni modeli kod velikih

elastoplastcnih deformacija

Materijalni modeli kod velikih elastoplasttnih deformacija mogu se podijeliti

s obzirom na n&in prikaza elastcnih deformacija na:

Hipoelasteni - plasteni materijalni modeli (hypoelastic - plastic ma-
terial mode) opisuju materijale kod kojih je brzina naprezanja linearna

homogena funkcija brzine deformacije. Za njega vrijedi izraz
¥ = C:De: (3.37)

gdje je % neka objektivna derivacija tenzora naprezanjaC je tenzor
elastcnosti i D je elastcan dio tenzora brzine deformacije. Kom-
ponente tenzora elastcnostiC nisu u opfem slwaju konstantne nego
ovise 0 naprezanju i deformaciji. Hipoelastcni model temelji se na adi-
tivnom razlaganju tenzora brzine deformacije na elasttan i plastcan
dio. Prilikom primjene na probleme koje je potrebno opisivati teori-
jom velikih deformacija potrebno je obratiti panju na ograncenja hi-
poelastcnih modela. U teoriji velikin deformacija koriste se samo u
slizcajevima kada su elastcne deformacije male u odnosu na plastcne.
Osnovni razlog je sto hipoelasteni modeli nisu konzervativni tj. u za-
tvorenom ciklusu rad nije jednak nuli. Nekonzervativhost nema utjecaj
na plastcno ponasanje materijala, a uz pretpostavku malih elastcnih
deformacija nema veliki utjecaj na konano rjesenje. Osnovni cilj ovog
modela je nuznost formulacije objektivne derivacije tenzora naprezanja
koja se nalazi u nekom odnosu prema elastcnom dijelu tenzora brzine

deformacije, vse o objektivnosti se mae nai u odjeljki2.5.

Nedostaci hipoelastcnih - plastenih materijalnih modela su;
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2 Nekonzervativnost, jer u zatvorenom ciklusu rad nije jednak nuli.
2 Tenzor elastcnosti se pretpostavlja konstantnim.
2 Kriterij tecenja mora biti izotropna funkcija naprezanja.

2 Hipoelasttni izrazi moraju biti integrirani po vremenu kako bi
se odredilo naprezanje. Kako bi se sprijecio utjecaj velikih ro-
tacija potrebno je izraziti objektivni, inkrementalni algoritam za

recunanje naprezanja.

Drugi i tre§i nedostatak se ne odnosi naorotational formulaciju na-
prezanja kod koje se upotrebljavacorotational Kirchho®ov tenzor na-

prezanja

2= RT:R: (3.38)

Hiperelasteni - plasteni materijalni modeli (hyperelastic - plastic ma-
terial model) razvijeni su kako bi rijesili nedostatke koji se pojavljuju
kod hipoelastecnih modela. Glavno obiljezje hiperelastcnih materijala
je postojanje energije deformacijestrain energy) W = %A koja se
maze izraziti kao funkcija tenzora deformiranosti odnosno kao funkcija
tenzora deformacije. FunkcijaW je elasteni potencijal i predstavija
raspodjelu energije deformacije po jedinici obujmas je gustofa nede-
formiranog tijela, a A izrazava raspodjelu energije deformacije po masi
i naziva se Helmholtzova slobodna energijaHelmholtz free energy
Pasto se elasttno ponasanje materijala odrduje iz potencijala sustav
je konzervativan u nekom zatvorenom ciklusu. Derivacijom elastcnog

potencijala po vremenu dobiva se snaga naprezanjstreéss powey

w=W=¥=1/_e_=S:F_; (3.39)
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za slwzaj kada jeW = W(E), gdje je E Green-Lagrangeov tenzor de-

formacije. Prema larcanom pravilu derivacijaW po vremenu glasi

bW . OWE, (3.40)

Dt @& @t
iz jednadzbe (3.39 slijedi izraz za tenzor naprezanja (u ovom slwzaju

drugi Piola-Kirchho®ov tenzor naprezanja)

@gE) : (3.41)

S=

Osnovna razlika hiperelastcnih - plastenih u odnosu na hipoelastcne

- plastcne modele je u

1. tenzor naprezanja izraen je preko tenzora deformacije iz hipere-

lastcnog potencijala, a ne integriranjem objektivhe derivacije,

2. objektivnost je automatski zadovoljena.



Poglavlje 4

|zotropni materijalni model

4.1 Kinematcke relacije materijalnog modela

U ovom odjeljku jos jednom §e biti dan poseban osvrt na neke kinemattcke
relacije nizne u izvodu novog materijalnog modela. Kaosto je ve§ spomenuto
u odjeljku 2.2.7 opis neelastcnih deformacija temelji se na multiplikativnom

razlaganju gradijenta deformiranja
F = FeFyp; (4.2)

gdje je F¢ elastcan, a F, neelastcan dio tenzora deformiranosti. Kada se
razmatraju metali za neelastni dio vrijedi F, 2 SL* (3; R) sto znai da su
neelastcne deformacije nestlacive, vse o Lie grupama u odjeljk@.2. Grupa
SL* (3;R) oznacava odradenu linearnu grupu koja ima determinante jednake
jedinici, detF, = 1.

Na osnovi 4.1) mogu se odrediti sljede$i lijevi Cauchy-Greenovi tenzori

u trenutnoj kon guraciji
b=FFT; (4.2)
be =FcF{; (4.3)

56
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gdje je be elasteni dio tenzora deformiranosti. Na isti nain odredeni su

desni Cauchy-Greenovi tenzori deformiranosti za referentnu kon guraciju

C=F'F; (4.4)
Ce=F!F; (4.5)
Cop :Fng; (4.6)

gdje je C. elasteni tenzor, a C, je njegov neelasteni par. De nicije tenzora
deformiranosti i deformacije opisane su u odjeljkd.2.3

Ako se uzme u obzir da je tenzor gradijenta deformiranjg element ope
linearne grupeGL™ (3;R), koja oznacava grupu linearnih transformacija s
pozitivnim determinantama, namefe se potreba za odfanjem njegovih

vremenskih derivacija

E=IF; (4.7)
E=FL; (4.8)

gdje jel lijevi, a L desni gradijent brzine. Gradijent deformiranja zadan je

izrazom
F=§=gi- G! (4.9)
i na osnovi toga zaE- i Fi ! vrijedi
E=g- G Fil=G;- ¢" (4.10)
1z (4.7) slijedi
|=EFil=) I=g- GG -9¢g=g-g": (4.11)

Iz prethodne jednadzbe mae se uaiti da jd izraen preko mjesovitih kom-

ponenata (mixed-variant tensoj). Na slcan nain se m@e pokazati i da je
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desni gradijent brzine izrazen preko mjesovitih komponenata. 1z jednadzbi

(4.7) 1 (4.9) dobije se sljedefa veza
L=FUF: (4.12)

Kaosto se vidi L se dobije prijenosom unazadpll back lijevog gradijenta
brzine iz trenutne u pazetnu kon guraciju. Pasto je i Fp, 2 SL* (3; R) mogu
se odrediti lijevi i desni gradijent brzine za neelastcni tenzor gradijenta de-
formiranja. Isto vrijedi i za F¢. Njihovi gradijenti su

Ee =leFe; (4.13)

E, =FpL,: (4.14)
Ako se sada jednadzba4.1) derivira po vremenu slijedi
E = EoFp + FeEyp; (4.15)
te nakon uvistavanja (4.19) i (4.14) dobiva se
| = le+ FL,FI % (4.16)

kojim se odraluje mijesano-varijantni prijenos unaprijed (push-forward ne-

elastenog gradijental , kao
lp = FL,Fi?®; (4.17)

koji se ujedno naziva i prostorni neelasteni gradijent. 1z/4.16) i (4.17) maze
se zapisati slijede$i izraz
l=le+1p: (4.18)

Ovdje je vano naglasiti da se u unutar klastne teorije velikih plastenih
deformacija pretpostavlja da jeF, potpuno odreden evolucijskom jednadzbom
za materijalni gradijent deformiranjal ,. Glavna posljedica toga je da je ten-

zor F, materijalni tenzor i kao takav ne ovisi o gibanju krutog tijela.
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4.2 Slobodna energija i reducirana

disipacijaska nejednakost

Pretpostavlja se da je elastcno ponasanje tijela potpuno odmdeno slobod-
nom energijomA. Izotropno avsfienje odredeno je preko skalarne velcine
Z, a kinematcko azvis§enje preko tenzora drugog reda oblika slcnog tenzoru
deformacije koji je oznacen $4. U skladu s tim pretpostavlja se postojanje
slobodne energije u sliedeffem oblikli = A(b.; by;Z) zadane u trenutnoj
kon guraciji. Oblik b je potpuno odreden s @4.3) dok je oblik b, tek po-
trebno odrediti. Izgledb, usko je povezan s uvjetom daack stresgreba biti
simetrcan tenzor drugog reda. Potrebno je izabrati odgovarajufu neelastcnu
velcinu odredenu u trenutnoj kon guraciji. Kao logtan izbor namefe se
prijenos unaprijed (ush forward F, ili Fip1 u trenutnu kon guraciju. Ta
operacija uvjetuje ovisnost d- sto nije dobro jer plastcno deformiranje mora
ovisiti samo o neelastcnim varijablama. Kako bi se izbjegao utjecdj na ne-
elastene velgine u trenutnoj kon guraciji name§e se prema jednadzbil4.17)
mijesana kovarijantna-kontravarijantna tranformacija. U skladu s tim pros-

torni neelasteni tenzor ima sljede$i oblik
fit=FFLF L (4.19)

fl ! se sada denira kao neelasteni prostorni gradijent deformiranja sto §e
biti naknadno pokazano u odjeljku4.2. Budu§i da je to tenzor u trenutnoj
kon guraciji, potrebno je dokazati njegovu objektivnost. Vie o objektivnosti

tenzora maze se nafi u odjeljki2.5. Ako se uzme da je

F = QF; (4.20)
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slijedi
i1 — ilci 1T
ti 1 =QFF | 'Fi 1Q
=Qfi*QT; (4.21)

sto je ustvari zakon promjene objektivne velcine. Ovdje je jcs jednom vano
napomenuti da jeF, materijalni tenzor neovisan o gibanju krutog tijela.

Sada, kad je odrdena prostorna neelastcna velcina koja odgovara ne-
elastenom tenzoru deformacije u linearnoj teoriji, namefe se izbdr, u
sliedettem obliku

by =fi i T, (4.22)

koji je u skladu s oblikombe, (4.3). Kasnije §e biti pokazano da on osigurava
simetrcan oblik back stresgenzora.

Koriste§ii pretpostavku A = A(be; by;Z) mae se slobodna energija po-
dijeliti na elasteni dio As(be) i neelasteni dio. Neelasteni dio dalje se dijeli
na dio koji ovisi o kinematckom avisgenju Ak(bq) I izotropnom cevis§enju

Ai(2), tako da je

A — Aelastbno + Aneelastbno .

A =Aq(be) + Ac(bg) + A(Z): (4.23)

Kada je jednom odr&len oblik slobodne energije prirodno slijedi razvoj
disipacijske nejednakosti, odjeljal2.4.7Z Ona je odralena kao gustofa snage

naprezanja minus gradijent promjene energijeMaugin [104)
D=¢:1i %A(be;bg; 2); (4.24)

gdje je ¢, Kirchho®ov tenzor naprezanjaYz gustofa u materijalnoj kon gu-

raciji. Ako se jednadzba 4.23) uvrsti u (4.24) slijedi

@A ., @F ,, @A -
i B /g@)q by i Y 2. O (4.25)

D=¢:1lj
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Za daljnji razvoj disipacije potrebno je odrediti derivacijebe i by. Ako se

jednadzba (4.1) uvrsti u (4.3) dobije se
be= FFL'F)TFT; (4.26)
iz koje deriviranjem po vremenu slijedi
be= EFL'FLTFT + FEL'FLTFT + FRL'ELTFT + FRUMFLTET;  (4.27)
a kada se uvrste izrazi4.7) i (4.14) dobiva se

be = IFFL'FLTFT j FLFLYFLTRT § FROMFLTLIFT + FROIFLTRTIT:
(4.28)
Uz pomo% jednadzbi @.3) i (4.17) mae se zapisati sljede§i oblik derivacije
be
be=1lbei Ipbei bel) + bel™: (4.29)

Na isti nacin, iz jednadzbi (14.7) i (4.19 deriviranjem se dobije
by =FFL'F R TRLTET; (4.30)
bq =H:;)1Fi lFi TF;)TFT + FEé)lFi lFi TFIiJTFT_'_
FRUENFTTRLTRT + FRUIFIE TRLTRT +
FFUIFIFITELTFT + FRUIFTIFITRITET: (4.31)
Pomo%u izraza 4.7), (4.19 i transformacije (4.17), slijedi
hg = Ibg+ bgl" i f) Y+ IT)fF‘,T i lpbg i bqlg : (4.32)

Uz pretpostavku da sube i by izotropne funkcije (za izotropne funkcije vrijedi
f(A;B)=f(QAQ ";QBQ "), gdje suA i B proizvoljni tenzori drugog reda,

a Q je bilo koji ortogonalni tenzor) i uvistavanjem jednadzbi (4.29 i (4.32)
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u izraz za disipacijsku nejednakost4.2%), te grupiranjem poI i1, slijedi
M ~
D= ¢ 21/33% i 2% @Ab +2Yf0 T @AT‘ 1
u © A
@
1 1 i lh =
2/z@:b +2/z Ab lp i /@Z¢Z_ 0: (4.33)

Prilikom grupiranja izraza oko gradijenata brzine korstene su sljedefe ma-

temattke relacije
a:(bc)=(b"a):c=(ac"): b; (4.34)

gdje sua, b i c proizvoljni tenzori drugog reda.
Uz uvjet da jednadzba (4.339 mora biti ispunjena za sve realne slwzajeve,
Colleman-Noll procedura, slijede izrazi da tenzor naprezanja i reduciranu

disipacijsku jednadzbu

_2%8% +2/2 % i 21/zf' T @Af (4.35)
woooo i
@A

Uvodenjem oznaka

A

Y= 1/;%2 ~ (4.37)
@A .. @A

—@,fbe +2 /g—@)qu, (4.38)

reducirana disipacijska jednadzba 4.36) mae se napisati kao
Di=°:lp+Y¢Z B O (4.39)

Ovdje Y predstavlja izotropno avis§enje energijski konjugirano unutarnjoj
varijabli Z, a° predstavlja relativni tenzor naprezanja energijski konjugiran

neelastecnom gradijentul,. Relativni tenzor je jednak

o

=¢i Q: (4.40)
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gdje je q back stresgenzor odreden sa sljede§im eksplicitnim izrazom

q=i 2%f] T%ﬁ‘é L (4.41)
q

Iz ovog se izraza lako mae zakljwiti da jeq simetrcan tenzor (q = ')
ako je derivacija@A=Ig simetrina, sto e uvjetovati izbor dijela slobodne
energije koji se odnosi na kinematcko avis§enje. Takder se vidi razlika
u odnosu narate-type formulacije jer se ovdje izraz zaback stressdobije
eksplicitno.

U skladu s uobtajenim izrazima u literaturi (npr. Peri § et al. [21],
Tsakmakis & Willuweit [43, Simo [10) elastcna slobodna energija,

kao funkcija elastcnog dijela tenzora deformiranostbe, je dana izrazom
~ 1 > 1 5
Re= 5@ (tr(bei 1)+ S@tr(bei 1)% (4.42)

gdje su®, i ® elastcne konstante. Te se konstante mogu izraziti preko

modula elastcnosti E i Poissonova faktora®, t.

_E°di 2°).
®l - W, (4-43)
— E .

Za dio energije koji se odnosi na kinematcko avis§enje pretpostavljen je
sljedeti oblik
A, = ctrbyg; (4.45)

gdje je c parametar kinemattkog avistenja, a zab, vrijedi izraz

bg

Ba = (detbg) ="

(4.46)

Sam je oblik A, kod metala uvjetovan pretpostavkom da na plasteno defor-
miranje ne utjece hidrostatki tlak ve samo posmino naprezanje tj. sferni

dio back stresgenzora trebao bi biti jednak nuli, tr g = 0.
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Za daljnji razvoj jednadzbi (4.35) i (14.39 potrebno je izrecunati derivacije

slobodne energije. Derivacijée po tenzorub iznosi

~

@A
@.

dok je derivacija slobodne energije koja se odnosi na kinemattko azvis§enje

= ®utr (bej 1)1+ ®(bei 1); (4.47)

jednaka N

@ _ ¢

@, (detbq)*3
Kada se jednadzbe '4.47) i (14.48) uvrste u (4.39 i (4.4)), slijedi

devl: (4.48)

o H i c
= 2% (®ytr (bej 1)be+ ®(bei 1)be)+ ng

dev(fi fi1): (4.50)

dev (by); (4.49)

c
R —
4717 Gett, )23
Ovdje je jes bitho napomenuti, kao sto se vidi iz jednadzbe @.50), da back

stressne ovisi linearno o tenzorwg = fi i 7.

4.3 Multiplikativho razlaganje F = fpfe

Glavna motivacija za ovo razlaganje je pitanje mogu li se izrazi u odjeljku
4.2 mogu izvesti bez transformacije mijesano varijantnih velcina iz referentne
kon guracije. Cilj je odrediti neelastcan dio gradijenta deformiranja u tre-
nutnoj kon guraciji. Pazcetna pretpostavka je da vrijedi sljede§i oblik razla-

ganja u trenutnoj kon guraciji

F=fpfe (4.51)
Ako se pretpostavi da su elasteni dijelovi u 4.1) i (4.5]) jednaki

Fe = fe; (4.52)

tada slijedi
FFit=fl'F (4.53)
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izcega je mogufe izvesti ovisnost prostornog o materijalnom neelastcnom
dijelu
fit=FFiF L (4.54)

To je u skladu s @.19. Pretpostavka (4.52) osigurava da su elasteni ten-
zori deformiranosti kao i elastcna slobodna energija neovisni o primjenjenom
razlaganju.

Unutarnja varijabla kinematckog ccvis§enja u (14.22) pretpostavljena je
kao

bg = fi i T

Sada je zd} ! pokazano da predstavlja inverzni oblik prostornog neelastcnog
dijela gradijenta deformiranja, pa predlaeni oblik zab, u stvari ima struk-
turu tenzora deformacije (npr. slcno kao u jednadzbi @.€)). To pokazuje
opravdanost odabira strukture unutrasnje velgine by jer zadovoljava pret-
postavku teorije plastcnosti da se avisfenje mae opisati samo pomogu
neelastenih varijabli.

Tenzorf, odreden je jednadzbom @.54) pa kao takav ne maze biti element
Lie grupe GL™ (3; R) (osnovni pojmovi Lie grupa i Lie algebre mogu se na§i
u odjeliku 3.3. Stoga se gradijenti deformiranjaf, ne mogu odrediti na
isti nacin kako su napravljeni za neelastcni gradijent tenzora deformiranja
u jednadzbi (4.14. Da bi se ipak izveo gradijent deformiranja tenzord) 1

potrebno je napraviti sljede§e razmatranje:

Za bilo koji element Lie grupeGL™ (3; R), recimo F, u njegovoj bliskoj
okolini vrijedi izraz
Fblisko = eXp(tI)F ; (455)

gdje jel dio Lie algebre, dok jet je vremenska varijabla. Ako se eks-
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ponencijalna funkcija (odjeljak3.4)
exp(tl) = 1+ (tl)+ %(tl)2+ %(tl)3+ ¢cece (4.56)

derivira po vremenu za neki trenutakt, gdjet ! O slijedi izraz za

gradijent tenzora F
H DE.. 1
ko = IF : (4.57)
Dt t=0

Derivacija po vremenu tenzord,, oblika prema jednadzbi (4.54), maze

se zapisati na sljede§i necin

t = % (exp(tl)FF , exp(tL,)F exp( tI))> : (4.58)
t=0

Ovdje je uzeto u obzir da sk i Fpclanovi Lie grupe, al i L, suclanovi

Lie algebre, pa vrijedi izraz 4.56). Uz pomo$ relacije 4.57) slijedi
£ = Ifp + fplpi fpl; (4.59)

sto je ustvari nacin dobivanja gradijenta deformiranja neelastcne velcine
u trenutnoj kon guraciji. Valja naglasiti da se taj izraz poklapa s onim

izvedenim u jednadzbama 4.30) do (4.32).

4.4 Neelastcno ponaanje materijala

Pretpostavlja se postojanje potpuno elastcnog podrwejé&E opisanog konvek-
snom funkcijom tezenja A izrazene preko relativnog tenzora naprezanja i

varijabli koje su konjugirane unutarnjim varijablamabg i Z
E:=f(C:;a;Y):A°;q;Y) - Og: (4.60)

Za opisivanje neelastecnog deformiranja metala von Misesova funkcija je iz-

raena na sljede§i nacin
r_

A=kdev® K g(%i Y): (4.61)
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gdje % oznacava granicu tecenja. Devijator relativnog tenzora naprezanja
prema (4.40) iznosi
dev® =dev¢ i devq; (4.62)

dok je funkcija izotropnog avis§enjaY jednaka
Y=iHZi (%4 i %)¢Li exp( "Z)): (4.63)

Ovdje H oznacava koe cijent linearnog izotropnog ccvis§enja, ¥ cvrstofu
zasifienja ¢aturation yield stres3, © parametar materijala vezan uz; .

Iz 1. zakona termodinamike, a time i disipacijske nejednadzbe, slijedi
princip maksimuma disipacijske energijel.ubliner [9€], Simo & Hughes
[34]. Prema njemu trenutno stanje € ;q) 2 E je jedno malu svim mogu§im
dopustivim (admisible stanjima (°?;g”) 2 E koje dovodi do maksimuma

disipacijske energije. Na osnovi njega mae se zapisati varijacijska jednadzba
Z 3 3 . g
i °:l,+Y¢Z + A(°;Y) ds=stat: (4.64)

U ovoj jednadzbi , je plasteni mneaeitelj ( plastic multiplier), a ds oznacava
parametrizaciju deformacijske krivulje. Na osnovi principa maksimuma disi-
pacijske energije iz varijacijske jednadzbeSori § et al. [10€, slijede aso-
cijativne evolucijske jednadzbe évolution equation¥ za gradijent brzine de-

formiranja i varijablu izotropnog avis§enja

A
lp = ’%i (4.65)
_ @A
z=, oy (4.66)

Jednadzbe se nadopunjuju s Kuhn-Tuckerovim uvjetima optimalizacijske te-
orije

0; JA(CY)=0; AC;Y) - O: (4.67)

5 5
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Oni uvjetuju da u elastcnom podrweju funkcija tecenja mora ostati negativna
i da je plasteni mnezitelj nula (plastcne deformacije su konstantne) dok u
plastcnom podrwzju funkcija tecenja je nula (naprezanja su na plohi tecenja)
I plastcni mnezitelj je pozitivan. Uz Kuhn-Tuckerove uvjete potrebno je

navesti i uvjet konzistencije
LA Y)=0: (4.68)

Derivacija funkcije tecenja daje informaciju radi li se o elastcnom rastere$i-
vanju, neutralnom opteregivanju ili plastcnom optereg§ivanju.
Ako se u evolucijske jednadzbe4.65) i (4.66) uvrste derivacije funkcije

tecenja (4.6) po° i Y

%Az rkg;ﬁ; (4.69)
%é; g; (4.70)
vrijede sljedeti izrazi
pH%a% (4.71)
r_
z=, % (4.72)

Ovdje je ° jedincni vektor normale na plohu tecenja. Jednadtbe @.71) i
(4.72) zajedno s slobodnom energijom4(42) i (4.45 odnosno izrazima za
relativni tenzor naprezanja @.37%) i izotropno ccvis§enje (4.38cine cjelovitu

formulaciju konstitutivnog modela.

4.5 Prijelaz na referentnu kon guraciju

S numerkog stajalstacini se korisno sve izraze prebaciti u referentnu kon -

guraciju bez ikakvog mijenjanja teorije kako bi se olaksao postupak numercke
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integracije u referentnoj kon guraciji. Proizvoljni tenzor drugog reda u tre-
nutnoj kon guraciji Yamaze se prikazati u odnosu na referentnu kon guraciju

postupkom prijenosa unazaddull back prema sljede§oj relaciji
I = FTyfFiT: (4.73)

Ovdje | ozneacava bilo koji tenzor u referentnoj kon guraciji. U skladu s

tim vrijede ove transformacije

¥ =FT:;FT; (4.74)
i =FT°FIT; (4.75)
Q=F'gFiT: (4.76)

Pricemu ¥ oznacava tenzor koji se po glavnim osima i sfernom dijelu poklapa
s Eshelbyjevim tenzorom, faugin [33, Sansour [107]). i je materijalni
relativni tenzor naprezanja, aQ oznazavaback stresau referentnoj kon gu-

raciji pa u skladu s 4.40 vrijedi
i =¥ Q: (4.77)

Treba napomenuti da je ova transformacija potaknuta invarijantnas§u izraza

za gustofu snage naprezanja u trenutnoj i referentoj kon guraciji
¢ I=¥:L; (4.78)

gdje sul i L zadani jednadzbama @.7) i (/4.8). Takoder treba naglasiti da se
do ovog materijalnog oblika teorije maze do§i samo ako je tenzor naprezanja
izrazen preko mjesovitih komponenata.

Potrebno je asocijativni zakon tecenja u trenutnoj kon guraciji (4.77)

zapisati u referentnoj kon guraciji uz pomo$ transformacije prema jednadzbi
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@.19)
= % (4.79)
FL,Fit=, %; (4.80)
=, Ea P (4.81)

Ako se uzme u obzir nacin racunanja norme tenzora, odjeljak.1i meduovis-

nost prostornog i materijalnog relativnog tenzora naprezanjad({ /% vrijedi
k dev® k=k devj k: (4.82)

Pomofu gornje jednadzbe mae se izvesti izraz za asocijativni zakon tezenja
u referentnoj kon guraciji

devij T

= __—___ = ©0:
P~ kdevi k * ° (4.83)

Jednadzba (4.72) u materijalnoj kon guraciji ostaje istog izgleda

r_
2 .

L= :
3:

(4.84)

Funkcija tecenja opisana u trenutnoj kon guraciji izrazom (4.61) u referent-

noj kon guraciji zahvaljuju$§i jednakosti (4.82) glasi
r_

A=k devj ki g(% +Y)=0: (4.85)

Sljedeti korak je prebacivanje izraza za relativni tenzor naprezanjd.49
i back stresstenzor (4.50) iz trenutne u referentnu kon guraciju. Pcsto je
tenzor naprezanja funkcija elastcnog lijevog Cauchy-Greenovog tenzoba i
unutarnje varijable kinematckog avistenja by, prvo je razmotren prijenos
unazad tih velcina. Pri tome je b zadan izrazom 4.2€) pa uz pomo% izraza

zaC (4.9) 1 C, (4.9 slijedi

Fl(be)F' T = FI(FFL'FLTFFI T = FTFRLFLT = CCLY (4.86)
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Tenzor by zadan jednadzbom @.19) prelazi u

FT(bg)F' T

FT(FFLYFIIRITRLTET)RIT

FTFFI'FI'FITRLT = CFLICHIFLT: (4.87)

Uzimajui u obzir nacin recunanja determinante tenzora, odjeljak2.1 i od-

nosa neelastenih gradijenata deformiranja/4.59) slijedi relacija
detFi'=detf} (4.88)
Sada uz jednadzbe 4.86), (4.87) i (4.89 relativni tenzor naprezanja u refe-
rentnoj kon guraciji glasi
£ : : : :
i =% 2®tr(CCL'j 1)CCL'+2®(CC)'i 1)CC?
C il~ilei T ’ .
+ Wdev CFL'CIRLT) (4.89)

Uz zapis tenzoraf| "f} * u referentnoj kon guraciji

Fr T YF T =F (FITFLTFTRRLIFIYFIT

i Tegilgil
F, CF,C (4.90)
slijedi i izraz zaback stresgenzor (4.50) u referentnoj kon guraciji

Q= dev(F,TCFL'C%): (4.91)

C
7 —
' 2 (detF,i 1)z

4.6 Numercka formulacija - lokalna iteracija

Jednadzbe materijalnog modela kaosto su zakon tecenja, te jednadzbe koje
opisuju kinematcko i izotropno @visfenje predstavljaju sustav diferenci-
jalnih jednadzbi prvog reda ovisnih o vremenu. Njih je potrebno rijesiti
uzimaju§i u obzir pazetne i rubne uvjete. To nije mogu§e napraviti direk-
tno ve® se koristi priblena, numercka metoda. U ovom radu korstena je

prediktorsko-korektorska metoda:
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Prediktor:  Za neka dva trenutka {n; th+1 ] postoji vremenski prirast ¢T =
th+1i tn. U trenutku t, pretpostavlja se da su poznati pomaci i unutar-
nje varijable, a njihove nove vrijednosti moraju se odrediti u trenutku
th+1. Uz pretpostavku elastcnog ponasanja materijala zadovoljava se
uvjet ravnoteze sila. Ako se taj novi polaaj (trial ) nalazi u elastcnom
podrwzju (A < 0) tada je to stvarno stanje naprezanja. Ukoliko su
se pojavile plastcne deformacije novo stanje naprezanja nalazi se izvan
plohe tezenja (A > 0)sto je “zikalno neprihvatljivo. Zadovoljen je uvjet
ravnoteze, ali nije zadovoljen kriterij tecenja. Tada se javlja potreba

za plastenim korektorskim korakom.

Korektor: Zadovoljava se uvjet tecenja, te se name§u Kuhn-Tuckerovi uvijeti.
No, nametanjem ovih uvjeta narusava se ravnoteza sila. 1z toga razloga
se plastcni korektorski korak provodi iterativno dok nisu zadovoljena

oba uvjeta u granicama zadane toznostiA 6 j greska j)

Kao sto je ve§ bilo govora u prethodnim odjelicima,F, je element Lie
grupe SL*(3;R3%), a L, jeclan Lie algebre. 1z toga razloga se u vremenskoj

integraciji maze koristiti eksponencijalno preslikavanje u obliku

Fitjnes =exp(i ¢ T Lp)Fitn; (4.92)

Ono osigurava egzaktnu integraciju diferencijalnih jednadzbi po vremenu i
uzima u obzir postojanje velikih elastenih i plastenih deformacija. Ujedno
osigurava nestlecivost pri plastcnom deformiranju metala. Razvoj ekspo-
nencijalnog preslikavanja napravljen je korstenjem algoritma razvijenog u
Sansour & Kollmann [23] dok je njegova derivacija s obzirom na njegov
argument napravljena u skladu sSansour & Wagner [2€]. Opis primje-

njenog algoritma maze se vidjeti u odjeljku3.4.
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U trial pol@aju odreduje se vrijednostC. Kako bi se odredio tenzor

naprezanja @.89 potrebno je odrediti velcinu CCIiO1 za trenutak t,.q
CCLYjns1= Cjnsr eXp(i ¢ TL,)C)  jn exp( ¢ TL}): (4.93)

S druge strane, gradijentL, (4.83 ovisi o relativnom tenzoru naprezanja.
Ta meduzavisnost veltina utjece na sla&enost iteracijskog postupka. Osnova
postupka je izracunati taznu vrijednost plastcnog mnezitelja , za trenutak
th+1 Uz pomo% Newtonove metode. Pcsto naprezanje i brzina deformacije
nisu koaksijalni potrebno je uzeti u obzir ovisnost funkcije tezenja o tenzor-
skim velcinama. Prilikom iterativnog postupka ne mijenja se samo iznos ve$

i glavne osi naprezanja. Za bilo koji korak,.+; nova vrijednost, je
S = L ntC (4.94)

Pomo$u, j,.+1 radi se obnavljanje (lpdate unutarnje varijable Z, (4.89
r_

: : 2 .
Zijn1=Zjn + §¢ T, jn+1: (4.95)

Vrijednost ¢, dobije se linearizacijom funkcije tecenja, 4.85, na sljede§i

necin

[Py |

%f’ = Ains1 i An: (4.96)

Kod pojave plastenih deformacija vrijedi Aj,.1 = 0 i uz pomo% larcanog

deriviranja slijedi

H @A @y = ,
%%i %’% “ 66, = Ain: 4.97)
T — T
¢, = %’%i%’% = Ajn: (4.98)




POGLAVLJE 4. IZOTROPNI MATERIJALNI MODEL 74

Derivacije funkcije tecenja (4.85 s obzirom naj i Y se vrlo lako mogu

dobiti prema izrazima

@A devi @lev;

@ :rkdevi K @ ; (4.99)
@A 2
oy 3 (4.100)
isto kao i derivacija varijable izotropnog avis§enja po,
r_
@Y 2 , .o
=i =CTH+ (3 i %A)exp(i "Z jn+1)]: (4.101)

@, 3

U jednadzbi (4.99 potrebno je jos odrediti derivaciju devijatora tenzora na-
prezanja po naprezanju. Ova derivacija je korstena i kasnije u izvodima jer

derivacija devijatora proizvoljnog tenzora po tom tenzoru ima ovaj oblik

dev i) o° 1
@%)a = R0 o Pk (4.102)
C

U daljnjem tekstu bit §e korstena indeksna notacija kako bi se olaksalo
pratenje vrlo sl@enih derivacija. 1zraz@ =@, je izveden tako da se uzme
u obzir ovisnost relativnog tenzora naprezanja t,. Gradijent neelastcnog
gradijenta deformiranja dalje ovisi o, i ° i preko njih opet o, tako da
vrijedi

— [

A - !
@cd _ @cd @Lp)ef + @Lp)ef @gh @mn :

@, - @I—p)ef @, explicit @gh @mn @,

(4.103)

Derivacija @ =@ ,nalazi se s obje strane jednadzbe, prebacivanjem na lijevu

stranu slijedi izraz

A ! [ —_
@mn +m+d. @cd @Lp)ef @gh ' @cd @Lp)ef: .
@ T Tla; @% @n @)% @, i
(4.104)
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Zagrada na lijevoj strani ove jednadzbe je tenzor cetvrtog za kojeg treba
nagi njemu inverznu matricu. Indeksexplicit oznacava derivaciju po argu-
mentu deriviranja, ali samo tamo gdje je taj argument u funkciji eksplicitno
izrazen. Ne gleda se ovisnost o tom argumentu preko nekih drugih varijabli
i funkcija. Tako je npr. u (4.109 derivacija L,

L= devj T
P > kdevj k
po, samo derivacija po eksplicitno izrazenom , a ne uzima se u obzir to da

= o (4.105)

je relativni tenzor naprezanja;j isto tako implicitno funkcija , . 1z izlazenog
slijedi —

QL)% — _ (devij)¢©

@> explicit k dev [ k

Za derivaciju @ =@, koristi se larcano pravilo

= oe (4.106)

@' _ @) a@r/Y
@Lp)N  @FY, @y,

(4.107)

Izvod svih potrebnih derivacija je detaljno prikazan u narednim odjelj-
cima4.6.1, 4.6.21 4.6.2 Ti izvodi §e kasnije biti korisni kod izvadenja elas-

toplastcnog tangentnog operatora.

4.6.1 Derivacia @ =@}*

Relativni tenzor naprezanjaj , (4.89 podijeljen je na dva dijela kako bi se
rezultati iz ovog odjeljka mogli koristiti pri izvodu konzistentnog tangentnog

operatora

i =il (4.108)
i ' =2%@tr(CC|*j 1)CCL'+2%®(CC)*j 1)CC)h (4.109)
=1 dev(CF'CI'FiT): (4.110)

C
i 2o
(det Fi 1)2=3
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Derivacija relativnog naprezanja poFliol, uz prethodno napravljeno razdva-

janje (4.108, napravljena je pomo$u larcanog pravila

@' _ @h' @accih’ a") .

= : 4.111
@Fpi 1)rS @CC[') 1)ab @Fﬁ 1)rS @Fﬁ 1)rs ( )
Derivacije u (4.11]) jednake su
@il)ij _1n a i1y AL ayj
@CCE) 1)ab =2 /3 <®J.[i b(CCp )i + (( CCp )r i s)j + b]+
. (o}
®EHHCCiYy +((CCL Y i 34, ;  (4.112)
@chi)l)ab_ i 1\bs i 1yusgb .
Wl)cd = Car (Fy )+ Cau(Fy )27 (4.113)
dok je
@") _ ¢ @ev[Ca(F§ Y (CTH™FiY ]
@3 1), (detFi1jn)™®  @Ca(F§1)7(CTH(Fy 1 ]
[ (CTH™(FL Y i Ca(F3H2(C Y™, ] (4.114)

Derivacija devijatora nekog tenzora drugog reda po tom istom tenzoru na-
pravljena je jednadzbom 4.102). Za bilo koji tenzor drugog redaA prema

Bamberg & Sternberg [10§ vrijedi izraz
det(exp(A)) = exp(tr A); (4.115)

tada za detF, jq,+1 uz pomo% jednadzbe 4.92) vrijedi

det(Fp jns1) = detfexp(i ¢ TLp)Fp jal (4.116)
= det[exp(j ¢ TLp)]det(Fy, jn) (4.117)
=expltr (j ¢ TLp)]det(Fp jn) (4.118)

i ako se upotrijebi izraz B.83 za L, tada je

H devj ' 1

Kdevi k det(Fp jn): (4.119)

det(Fp jns1) =€xp j ¢ T, tr
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Trag devijatora nekog tenzora je jednak nuli, tr (dey ) = 0 pa slijedi
det(Fp jn+1) = exp(0) det(Fp jn); (4.120)
det(Fp jn+1) = det(Fy jn): (4.121)

Iz jednadzbe (4.12]) se vidi da je determinanta odrdena za trenutakt,.;

jednaka onoj zat,. To znai da se tijekom integriranja iznos determinante

ne mijenja pa je njegova derivacija jednaka nuli.

4.6.2 Derivacija @L=@,

Druga derivacija na desnoj strani jednadzbe/4.107) rjesava se uz pomo$% eks-

ponencijalnog preslikavanja4.92), pa vrijedi larcano pravilo za deriviranje
@FiY, @FiN'. @exp(i ¢TLY)I% @i ¢ TLp)S,, |

= 4.122
@y, - @xpl ST, @ eTLys, @l - ed
Prva derivacija u (4.122) je
Fi 1\r
ar ). = (Fjn)" He: (4.123)

@exp(i ¢ TLp)l%
dok se za drugu Koristi izraz izveden @ansour & Wagner [2€], izvedeno
u odjeljku 3.4. Rezultat tog deriviranja je tenzorcetvtog reda koji predstav-
lja tangentu eksponencijalnog preslikavanja s obzirom na njegov argument,
oznacen slovom™ . Sada izraz 4.122) glasi
@Fi )",
@Lp)X,

koji zajedno s izrazom dobivenim u praslom odjeljku daje derivacij@ =@, .

=5 6T " (R tin)' (4.124)

4.6.3 Derivacija (Q,=@)(@=@)

U jednadzbi (4.109 potrebno je jos odrediti derivacije (@Q,=@)(@ =@ ).

Prvo slijedi derivacijaL, po° koja je vrlo jednostavna

L e
@@‘;1 L= so4" (4.125)
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Normalu na plohu tezenja

devij '
0 = o dev'i o (4.126)
potrebno je derivirati po relativnom tenzoru naprezanja
@% _ 1 @iy’ (devi)n(devi)®, @evi) .0
@n" kdevik @m" kdevi k2 Qn"

Sada su izracunate sve derivacije u jednadzbi4.104

A I —
@n" _ ,m,a, @ @Lp)% @% " ad @Lp)% -
@ T TlaL; @% @n @)% @, i

U zagradi s desne strane potrebno je na§i inverzni tenzor cetvrtog i dalj-
nim mna&enjem s preostala dva tenzora dobije se vrijednost @ =@, Ta je
vrijednost potrebna za ¢, , izraz (4.99), kao i izrazi dobiveni u jednadzbama

(4.99, (4.100 i (4.10)

H A A qli 1:
_. @A @AY -
7 @e'eve. (129

5

Ovisnost svih drugih velcina dana je preko ¢ tako da se one mogu ob-
noviti za trenutak tp.1.
Saeti tableni prikaz izvedenog algoritma konstitutivnog modela za izo-

tropne materijale prikazan je tablicom4.1.
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Tablica 4.1: Integracijski algoritam konstitutivnog modela za izotropne ma-
terijale

1. Ulazni podaci
materijalni parametri - E, °, H, c, %, ", %

ulazne veltine na razini tazke integracije -Cjns1, Fj%jn

2. Prediktor
i Jria = V2 2®ltr(CC‘1i DCCL+2@(CCLti 1)CCY?
| 1cil | T

Ajtrial =k deVI Jial K i %(3/“( +Y)

3. Kontrola uvjeta tezenja
IF Ajyia - 0 THEN GOTO 6

4. Izracunayanje plastcnog mncmteljg
_. @A Yt &
. =i g8 Gve A
5. Obnavljanje (update varijabli
e = ,Jn+¢q_
Zjn1=2Zjn+ %(I) T, jn+1
Lpjn+1 = ,J.n+1%ee—\<,iﬁ
Fggljn+1 = E'ﬁ(p(i ¢T Lp)Fé)lJn
i jn+1 = Y2 2®1tr(CCi 'i 1)CCi l+2®2(CCip1i 1)ccit
| 1cil | T
Ajn+1 =k deVI Jn+1 K ‘(%( + Yjn+1)
GOTO 3

6. Konzistentni elastoplastcni tangentni modul

= N
8- G g

7. Izlazne vrijednosti
C, I:ipljn+11 Sn+l
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4.7 Algoritamski tangentni operator

Linearno elastcne deformacije jednoznacna su funkcija naprezanja. Za raz-
liku od toga u nelinearnim proracunima kao i pri pojavi plastcnog deformira-
nja materijala veza izmelu inkrementa naprezanja i inkrementa deformacija

dana je tangentnim modulom.

Kontinuum tangentni modul nije konzistentan s postupkom numercke
integracije jednadzbi materijalnog modela pa je naruisena kvadratcna
konvergencija globalnog inkrementalno-iterativhog postupka. To ne
utjece na taznost rjesavanja jednadzbi ve§ se samo smanjuje velcina

koraka u inkrementalnom rjesavanju, a samim time i brzina proracuna.

Konzistetni elastoplastcni tangentni modul dobije se linearizacijom ten-
zora naprezanja s obzirom na njemu komplementarnu deformaciju. On
je konzistentan s integracijskim algoritmom i zato omogu$uje kvadratcnu
konvergenciju i bze postizanje rjesenja u globalnom Newtonovom ite-

rativnom postupku.

Za ovaj materijalni model izveden je konzistentni algoritamski tangentni
modul kao linearizacija drugog Piola-Kirchho®ovog tenzora naprezanis
obzirom na desni Cauchy-Greenov tenzo€. U odjeljku 3.5 pokazano je
da se tenzor naprezanja maee izvesti iz slobodne energederiviranjem po
tenzoru deformiranosti. Za taj sluwzaj vrijedi potpuni diferencijal

dS=C: %dC: (4.129)

Iz kojeg se maze izvesti potpuna linearizaciju nhaprezanja s obzirom na defor-

maciju tj. slijedi izraz za tangentni modul

_ ., @,
C=2g (4.130)
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Za drugi Piola-Kirchho®ov tenzorS vrijedi
S=Cil¥: (4.131)

U skladu s tim napravljena je sljede§a linearizacija

@G _a@'! el
- a¥ g (4.132)

Prvi izraz na desnoj strani se lako dobije

@Ci 1)a|
@C)j

Izrecun derivacije @ =@ temelji se na istim principima kao recun za

(¥)|b = (Ci 1)ai(Ci 1)j| (¥)Ib = (Ci 1)ai(S)jb : (4.133)

lokalnu iteraciju. Potrebno je posebnu panju obratiti na identi ciranje eks-
plicitnih derivacija kao sto je ve§ opisano u odjeljku4.€. U skladu s tim

derivacija tenzora naprezanja je

@ab — @ab @Lp)gh + @abz .
@Q @Lp)gh @@ @Q explicit.

(4.134)

Derivacije su izvedene u posebnim odjeljcima kako bi pragenje izvoda bilo

sto jednostavnije.

4.7.1 Derivacijie @ =@,

Tenzor naprezanja¥ u skladu s jednadzbama4.774), (4.97), (4.109 i (4.110

mae se zapisati kao
¥=i'+i"+Q: (4.135)
Derivacija tenzora naprezanja pd., je

@_@.,8", @.
@ @ @, @,

(4.136)
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Derivacije @ '=@, i @'=@, ve® su napravljene u odjeljcima.6.1i 4.6.2

Za posljednjiclan u (4.139 vrijedi

@k _ @@ @FhH'.,

@Lp), ~ @FiY, @Lp, (4.137)
gdje je
@R _ C @ev[F; Y™ Con (FiH)" (Ci 4]
ﬂ:g, DI ' (detF,i Tj,)2=3 @Q(F 1)maCmn(lF6 1yn_(Ci 1)ob]
£°Cin () )"(CT )+ (FJ )™ Conr (CTH™ (4.138)

a drugiclan na desnoj strani izveden je u odjeljkiA.6.2.
Pri numerckom rjesavanju za vrijednost @ =@, koristi se vrijednost

koja se dobije u zadnjoj iteraciji numerckog integracijskog postupka.

4.7.2 Derivacije (@:@)jexplicit I (@ :@:)jexplicit

Tenzor naprezanja¥ rastavljen je natri pribrojnika, prema jednadzbi (4.135.

Svaki dio eksplicitno je deriviran poC pa je

@Y= _ @"a @CCHS- (4.139)
@Q explicit @C CIIJ 1)Uv @Q explicit
lzraz @ ':@Cliol je ve® odreen jednadzbom 4.112) dok je
@CC‘iJ 1)UVE = (! 1)SC(|:i 1)\/ . (4.140)
A = 4, : :
@Q’ explicit P P ¢

Eksplicitna derivacijaj "' po C je

@")a= ¢ @evCan(FiH™, (C H™(FiH°]
h Cui explicit (det F;:i) Ljn)ze @Cam(FA 1)mn(Ci 1)n0(F|ci) 1)bo]i
i‘ak(F[; l)ln(ci l)nO(Fg l)bo i Cam(Fs l)mn(Ci 1)nk(C1 1)0I(Fg 1)b0 (4141)
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dok eksplicitna derivacijaback stresgenzora iznosi
@x- . c @ev[F;H™ Can(FiH" (CT 1]
=1 1 - _ : : -
th| explicit (det I:pl ! Jn)2_3 @(Fﬁ 1)macmn (Fr') 1)nO(C. 1)i0b]
(Fi O (Fi ' (CTH™ 1 (FI D)™ Con (F " (CTHMCT Y™ (4.142)

U jednadzbama (4.14)) i (/4.142) derivacija devijatora po njegovom argu-
mentu izvodi se na isti nacin kao u jednadzbi @.102).

Prema izrazima 4.139 i (4.109, sada vrijedi

@ — @ E @"- @

= - == - =2 - = ; 4.143

@E—explicit @ —explicit @E —explicit @E explicit ( )
_ 1 — n_

@- _@- ,0@- (4.144)

@: explicit @ explicit @: explicit

4.7.3 Derivacija @ =@

Da bi se dobila jednadzba @.139 jes uvijek nedostaje derivacijaL, po C.

Da bi se ona izragunala prvo su napravljene derivacije, i © po tenzoruC

@Lp)', _ @Lp)'; - @. ., @Lp)'; = @°

@G @ explicit Q@G @% explici#@’ (4.145)
a a d= d e
ol gé:exp.m “ab, e (4.449)
Ako se 4.14% uvrsti u (4.149, slijedi
@% _Q@% @S-
Q¢ @ @AQ:E expleit - "
@S @Ly) - @ ,@)-  e% (4.147)

QL P)ef @, explicit @G @9 explicit @

Ovdje treba napomenuti da derivacija@ ,=@ nije mogla biti direktno iz-

vedena jer ona ovisi o derivaciji@,=@ koja je opet funkcija @ ,=@. U
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jednadzbi (4.14°) eksplicitne derivacije iznose

@Ly); = .
= +.'47 (4.148)
@%y —explicit *
L,)e =
QLoliz o (4.149)
@= explicit

Nedostaje jes derivacija@ ,=@. Ako se derivira funkcija tecenja, jed-

nadzba (4.85, s obzirom naC slijedi

@A_ @A @." @L,)°%- @°% , @A@.- |, @A@,.
@Q @ab @Lp)cd @ef explicit @CS @ab@g explicit @>@Q

(4.150)
Ako se sada u nju uvrsti jednadzba l4.149 i rijesi po @,=@ dobije se
n —_— #
A b o A b—
@, 1 @A @a @ d + @A@a — (4.151)

@G | %’f T@LAL) @G @O i
Derivacije @ A=@ ,@A=@su ve$ izvedene 4.€. Prilikom numercke imple-
mentacije algoritma potrebno je obratiti paznju na to da te derivacije imaju
zadovoljavajufu taznost tek u zadnjoj iteraciji numerckog postupka integri-
ranja i ta vrijednost se onda koristi kod racuna tangentnog modula. Nakon
uvistavanja (4.15)) u (4.147), derivacija @ =@ mae se eksplicitno pisati u

obliku
" A I#
@Sh: +azh . @ab @cd s Oef @A @uv + +eifh .
@G A—g - @cd @Lp)ef i %A @'uv @Lp)_gh 9
@ @ ,. 1 @A @°% @.'-
-t - - : (4.152)
@cd @Lp)ef f i %A@U @U @Q explicit

@ =@ se sada maze izracunati jer su svi izrazi koji se nalaze u ovoj jednadzbi

poznati:
2 @=@ =) jednacdkba (4.12)),

2 @=@p =) odjeljci4.6.1i4.6.2
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2 @A=@=) tenzor cetvrtog reda kojeg treba invertirati u jednadzbi

(4.128 - Kkoristi se zadnja vrijednost u lokalnoj iteraciji,
2 @A=@=) jednadzba (4.99,

2 @ =@jexpiicit =) odjeljak4.7.2.

Treba napomenuti da je potrebno raditi inverziju tenzoracetvrtog reda (prvi
clan s desne strane u uglatoj zagradi). S tim rezultatom se onda ulazi u
jednadzbu (4.15))

@ _ 1 @A@)S @%, QA@.~
@Q i %A ’ @ab@Lp)cd @Q @abC@Q explicit ’

3

dok su ostali izrazi ve§ prije odrdeni:

2 @A=@=) tenzor cetvrtog reda kojeg treba invertirati u jednadzbi

(4.128 - koristi se zadnja vrijednost u lokalnoj iteraciji,
2 @A=@=) jednadzba (4.99),
2 @=@p =) odjeljci4.6.1i4.6.2,
2 @ =@jexpict =) Odjeljak4.7.2

Sada su poznati@ =@ | @,=@ pa se me rijesiti jednadzba (4.145
@Lp)ij - @Lp)ijz @, + @Lp)ijz @ab_
@G @, explicit @G @% explicit @G’

aondai 4.139
@ab - @ab @Lp)gh + @abz .
@q(:l @Lp)gh @@ @@ explicit.
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Uz pomo§@¥ =@ slijedi izraz za konzistentni elastoplasttni tangentni ope-

rator, prema (4.132)

@t 1@
@ ¥+ C @

88

odnosno premal4.13()

@
=2—
C=’x

Na kraju je bitno napomenuti da tangentni operator nije simetrcansto je
posljedica teorije temeljene na multiplikativhom razlaganju gradijenta defor-
miranja kao i slaene strukture integracijskog algoritma. Prikaz najvaznijih
jednadzbi konzistentnog elastoplastcnog tangentnog modula maze se na§i u

tablici [4.2.
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Tablica 4.2: Numertki algoritam konzistentnog elastoplasténog tangentnog
modula kod izotropnih materijala

C:ZQ:

&

@Ci 1)a|
@C);

R

L
>eszs 00oQ@ »es 8|®

(9= i (CTH(S)P

+

8 R

B8R
L

explicit

+
e

explicit

H*




Poglavilje 5
Anizotropni materijalni model

U ovom poglavlju izveden je konstitutivnhi model kojim se mae opisati pona-
sanje anizotropnih materijala. Modelom se maze opisati anizotropno elastcno
ponasanje materijala kao i anizotropna funkcija tecenja. Formulacija kons-
titutivnih jednadzbi napravljena je u referentnoj kon guraciji. Numertka

formulacija radena je istim postupkom kako je ve§ pokazano u odjeljl41L1.

5.1 Slobodna energija i reducirana
disipacijaska funkcija

Za razliku od izotropnog materijalnog modela iz prethodnog poglavlja izve-
denog u trenutnoj kon guraciji, anizotropni model je razvijen u materijalnoj
kon guraciji. Ovdje vrijede iste kinemattke relacije ve§ opisane u odjeljku
4.1. Za paetak, potrebno je dodatnu panju posvetiti oblikovanju snage na-
prezanja. Kao logtan izbor namete se zapis pomofu Kirchho®ovog tenzora

¢, | Eshelbyjeva tenzora naprezanj& na sljede§i nacin

W=¢:l=¥: L: (5.1)
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Lako se ma@e zamijetiti da je¥ materijalni tenzor, a ¢ je njegov par u
trenutnoj kon guraciji. Oni su medusobno povezani mijesano varijantnim

prijenosom unazad pull back
¥ =FT¢F T (5.2)

Kao i u izotropnom materijalnom modelu, pretpostavilja se da je elastcno
ponasanje materijala potpuno odreeno slobodnom energijonA. U ovom
slweaju kao unutarnja varijabla koristi se skalarZ kako bi se opisao mehani-
zam izotropnog avis§enja. Slobodna energija pretpostavljena je kao suma

elastcnog i neelastenog dijela
A= ACe) + A(2): (5.3)

Elasttna slobodna energija izotropna je funkcija materijalnog elasténog ten-
zoraCyg i strukturnih tenzora M . Strukturni tenzori odreduju glavne pravce
deformiranja materijala. U ovom radu korsteni su materijalni strukturni
tenzori odredeni u skladu saSansour & Kollmann [7€] i Sansour &
Bocko [8(]. Materijalni strukturni tenzori odre deni su za slwzaj ortotropnog
ponasanja materijala pomo%u tri okomita vektora koji predstavljaju glavne

pravce Ve gdje jei = 1;2;3. Za njih vrijedi izraz
iVe jVe = & ; (5.4)

a %; predstavija Kroneckerov delta. S glavnim pravcima mogu se odrediti
strukturni tenzori u materijalnoj kon guraciji, prema Spencer [109, Smith

[114, Boehler [111]], kao
iMe = iVe- iVe; i=1;23 (5.5)

Cxito je da za slwzaj ortotropnog ponasanja materijala postoje tri strukturna
tenzora. Treba napomenuti da su oni u ovom slwaju vezani za referentnu

kon guraciju.
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Slobodna energijaA je odredena kao izotropna funkcija dva argumenta
CeiiMe: A= A(Ce;iM ). Potpuni prikaz izotropne funkcije maze se postigi
ovisnasfu o tzv. nezavisnim invarijantama ifitegrity basig). To je minimalni
broj invarijanti koji maze u potpunosti opisati neku pojavu. 1z izraza (4.5) i
(5.5) vidi se da su tenzoriCe i M simetrcni pa prema Boehler [11]] za

simetrcne argumente mogu se zapisati sljede§e invarijante

Ji=tr [(iMe)Ce]; 1=1;23; (5.6)
£ o
Jiwg) =tr (M)CZ 5 1=1;23; (5.7)
£ ©
J;=tr C3 . (5.8)

Pomo%gu tih invarijanti maze se onda opisati elastcna slobodna energija.
Ovisnost o invarijantama mae biti op§enita, ali u ovom slwzaju je ograncena
tako da bude kvadratna funkcija deformacija. U skladu s tim izraz za elastcnu
slobodnu energiju glasi
- x 1 X i
YoAe = ®J; + > ®ij)Jidj + ®irg) Jirg) - (5.9)
i=1 j=1

Ovdje su®; ®; ; ®.+9 materijalne konstante, gdje je®; = ®; . Zapis pomofu
®; napravljen je kako bi se omogutio sazeti prikaz pa vrijede sljede§i izrazi:
®ui) = ®u; By = B ®zz) = ® By = ®o) = ®; Bz = ®zpy =
®g; Bpoz) = ®zz) = ®x.

Sada kada su odréeni snaga naprezanja u referentnoj kon guracijis.1)

i slobodna energija, slijedi izraz za disipacijsku funkciju
D=¥:Li %A: (5.10)

U skladu s oblikom slobodne energijes(3) disipacijska funkcija jos se mae

zapisati kao B .
@A: Cei 1/@@%2_: 0 (5.11)

D=¥:L; %
NG @z
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Ovdje je jos jednom potrebno naglasiti da uz pretpostavku da j&, materi-
jalni tenzor, odjeljak 4.1, slijedi i da je C. = F},"CF1* takoder materijaini

tenzor. Ako se uzme derivacija&C,
Ce=FLLTCFL*+ F,TCLF i FiTL CFL*j FLTCLFLY (5.12)

tada slijedi razvoj disipacijske nejednakosti

H 1
D= ¥ 21/CF11@’EQ’Z)F'T L
|1@Acerz) iT . . @ACE,Z) .
+2%CF | L FiTiLpi % 6z ¢Z., O (5.13)

Uz uvjet da ova nejednadzba mora biti ispunjena za sve realne slwzajeve,

Colleman-Noll procedura, vrijede izrazi za termodinamtke silettjermodyna-

mical forceg
¥ =2%CF, 1%;? (5.14)
e
@A
= ;1
Y = /@@Z (5.15)

Ovdje je Y sila konjugirana unutarnjoj varijabli Z. Uzimaju§i u obzir ove

izraze disipacijska nejednakost poprima sljede$i reducirani oblik
D,=¥:L,+YC¢Z, K6 O (5.16)

gdje D, oznacava reduciranu disipacijsku funkciju.

Kako bi se odredio izraz za¢, prema (5.14) potrebno je derivirati slo-
bodnu energiju, prikazanu jednadzbom %.S), po C.. Uz pomo$ pravila
lancanog deriviranja, vrijedi

@i_* "0ke), @ha
@e i=1 @J@e @J+3 @e

(5.17)
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Derivacije slobodne energije po invarijantama su

@A

1/@@ =® + ®J; + ®Jy + ®yJs; (5.18)
1/@%A:®2 @, + &y + By (5.19)
1/@@%5‘:@3 + ®gJs + ®J; + ®ydo; (5.20)
V@%’ﬁ‘: ®yo; (5.21)
1/@@%\: ; (5.22)
1/@@@(; = ®yy; (5.23)

a derivacije invarijanti po elastecnom desnom Cauchy-Greenovom tenzoru su

@i_* "@ie), @hal'

Ya _ : 5.24
@. ., @I @ @ (529
@y

= iMg; -2
@ (5.25)
(‘?@;*: = MCo+ CoMg: i=1;23: (5.26)

Ako se prethodno prikazane derivacije uvrste u jednadzbub(14) tenzor na-

prezanja se mae zapisati u sljedefem obliku
(o -
X @b
¥ =21 @ccbl(il\’n o)
i=1 . 3,
@A i1 U
@i CCi'(M¢g)CCit+ CCi'lCCit(Me) @ (5.27)

Ovdje je uvedena oznaka za promijenjeni strukturni tenzornjodi ed struc-

+

tural tensor), M ., odreden kao
(Me)= FIGMF)T; 1=1;23 (5.28)

Kaosto se maze vidjeti iz jednadzbe (5.27), tenzor naprezanja ovisi o velcini

CCipl koja se javlja i u izrazu za izotropni tenzor naprezanje4.89. Razlika
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u odnosu na izotropni slweaj su promijenjeni strukturni tenzori kojima su

odredeni glavni pravci ortotropije.

5.2 Utjeca| rotacije krutog tijela na
invarijante i slobodnu energiju

U prethodnom odjeljku elastcno ponasanje materijala opisano je slobodnom
energijom koja je funkcija materijalnih strukturnih tenzora i elastenog ten-
zora deformiranosti: A = ,&(Ce; iM¢;Z). Slobodna energija je onda oddena
kao izotropna funkcija svojih argumenata koje su dovele do de nicije devet
invarijanti. U cilju sveobuhvatne analize anizotropnog elastcnog ponasanja
materijala potrebno je posebno razmotriti utjecaj rotacije krutog tijela 6u-
perimposed rigid body rotationsna invarijante, koje cine slobodnu energiju,
kao i na samu slobodnu energiju.

Veliki utjecaj na ispravnost prethodno iznesene formulacije elastecnog ani-
zotropnog ponasanja materijala ima priroda neelastcnog gradijenta defor-
miranja F,. Razmotren je utjecaj rotacije krutog tijela ovisno o usvojenom

shvaganju prirodeF,.

2 U slwaju pretpostavke daF, nije materijalni tenzor, pri narinutom
gibanju krutog tijela vrijedi F, = QF, odnosnoC. = QC.QT, gdje
je Q 2 SO(3). Ako se pogleda samo jedna invarijanta, recimd; =
tr [(1M ¢)Ce] slijedi

h i
Ji=tr ((M)QC.Q" 6 J;: (5.29)

Lako se mae zakljwciti da onda ova formulacija nije invarijantna s

obzirom na rotaciju krutog tijela tj. da ta formulacija nije korektno
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izvedena. Kako bi se dobilo rjesenje ovog problema potrebno je napra-
viti A invarijantnom s obzirom na djelovanjeSO(3) na F,. To se mae
osigurati tako da se strukturni tenzori podvrgnu nametnutoj rotaciji

tj. mora biti
A(Ce;iMe;Z) = A(QCQT; Q(Me)QT;2): (5.30)

Na taj necin strukturni tenzori vee ne§e biti materijalni tenzori. No,

oVo rjesenje nije predmet razmatranja ovog rada.

2 Uz pretpostavku da jeF, materijalni tenzor, kaosto je pretpostavljeno
u ovom radu (odjeljci4.1i 4.3), bespredmetno je razmatrati rotacije
krutog tijela jer je ono potpuno nezavisno o0 njima. Isto tako je Ce
materijalni tenzor i ne ovisi o gibanju krutog tijela. Prije je ve§ spo-
menuto da je ;M materijalni tenzor, pa je prema tome i slobodna

energija nezavisna o gibanju krutog tijela, tj.
A(Ce;iMe;Z) = A(Ce;iMe; 2): (5.31)

To je u skladu s razmatranjima uScheidler & Wright [117, San-

sour & Kollmann [23], Svendsen [8]] i Sansour & Bocko [8(0).

Na ovaj je nacin pokazano da formulacija elastcnog anizotropnog pona-
sanja u referentnoj kon guraciji ima smisla jedino ako se pretpostavi da je

neelasteni gradijent deformiranja materijalni tenzor.

5.3 Anizotropne evolucijske jednadbe i
neelastcni gradijent deformiranja

Sada kada je odrdeno elastcno anizotropno ponasanje materijala mae se

pristupiti modeliranju anizotropnog neelastcnog ponasanja pomofu funkcije
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tecenja. Kao prvo potrebno je odrediti argumente funkcije tecenja. Za ar-
gumente se uvijek uzima veltina koja se nalazi u reduciranoj disipacijskoj
nejednakosti £.16), a u ovom slwzaju to je ¥ . Eshelbyjev tenzor naprezanja
dobar je izbor jer je on materijalna velcina kao i glavni pravci anizotropije
koji su takoder zadani u referentnoj kon guraciji. Nadalje, kako bi se mogla
ostvariti nestlacivost materijala pri plastcnom deformiranju, funkcija tezenja
mora ovisiti 0 devijatoru tenzora naprezanja. Kako bi se opisalo anizotropno
ponasanje, argumente funkcije tecenja morajuciniti i strukturni tenzori. For-
mulacija je napravljena za slwzaj ortotropnog ponasanja materijala. Treba
napomenuti kako formulacija vrijedi za op$i slwzaj anizotropije tj. da nije
ograncena samo za ortotropne materijale. No, ortotropija je dobro opisana
u literaturi i lako se mogu na§i materijalni parametri.

Tri glavna pravca ortotropije ovdje su oznaceni vektorima;vy, gdje je

i =1;2;3 1 za njih vrijedi izraz
iVy Gvy = & (5.32)

tj. to su medusobno okomiti pravci. S glavnim pravcima mogu se odrediti
strukturni tenzori u materijalnoj kon guraciji, prema Spencer [109, Smith

[114, Boehler [111]], kao
iMy = vy - iVy; i=1:;2;3: (5.33)

Kaosto se maze vidjeti neelasteni strukturni tenzor ozneacen je indeksony,
My

Pasto su odredeni strukturni tenzori, funkcija tecenja sada se pretpostav-
lja u kvadratnom obliku kao izotropna funkcija devijatora tenzora naprezanja

dev¥ i tri strukturna tenzora M,
r

A= 2EPAD @i (5.34)
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Ovdje Y predstavlja nelinearnu funkcija koja opisuje mehanizam izotropnog

acvisfienja i zadana je izrazom
Y=iHZj (% i A)[Li expi "Z)]; (5.35)

gdje H oznacava koe cijent linearnog izotropnog avistenja, 34, je granica
tecenja u smjeru 1, a¥% i~ su parametri kojima se mae modelirati neline-
arno izotropno cvisfienje. Varijabla A oznazava ekvivalentno naprezanje i
skladu s prethodnim razmatranjem mora biti funkcija devijatora naprezanja.
Sljedefi cilj je oblikovati potpuni prikaz ekvivalentnog naprezanjad =
A(dev¥;M,), gdje jei = 1;2;3. To se postize zapisom pomo§u ndesobno
nezavisnog skupa invarijanti {ntegrity basig. Tenzor naprezanja¥ je ne-
simetrcan tenzor pa je potrebno devijator naprezanja, de¥, podijeliti na
simetreni i antisimetreni dio: dev ¥ = dev ¥, + dev ¥ .. Dalje, prema
Zheng [113 zapis nezavisnog skupa invarijanti u slwzaju nesimetrenih ar-

gumenata je

n = tr[(dev ¥4m)?]; (5.36)
m = tr(dev ¥sm)®l; (5.37)
I = tr{({My i 2My)dev¥gn]; (5.38)
2 = tr[( My, +2My)dev¥gn]; (5.39)
= tr[(:Myi2My)(dev¥sn)?]; (5.40)
6 = tr[({My +2M)(dev¥gn)?]; (5.41)
7 = tr{(dev ¥am)?; (5.42)
B = tr[(:Myi2My)(dev¥any)?; (5.43)
o = tr[( My +2My)(dev¥an)?]; (5.44)

Mo = tr[(iMy +2My)(dev¥ i)’ (tMy i 2 My)dev¥ ni];  (5.45)

INll =t [dev ¥ sim (deV¥ anti )2] ; (5-46)
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M2 = tr[(Myi2My)dev¥ gm(dev¥ )?; (5.47)
r'13 = [( 1|\/I y 2 M y)deV¥ sim(d6V¥ anti )2] ; (5-48)
Mg = tr [( M yi2 M y)(deV¥ sim)z(deV¥ anti )2]: (5-49)

Treba uzeti u obzir da vrijedi uvjet
1My+2My+3My:1: (550)

Ograncavanjem na linearne i kvadratne clanove koji trebaju ciniti funkciju

tecenja, i uz pomo§ uvjeta 6.50 invarijante se mogu zapisati kao

I7= tr [(iMy)dev¥gnl; i=1;2,3; (5.51)
1% = tr [(iMy)(dev¥sm)?]; i=1;2,3; (5.52)
Iin+6 = tr [(iM y)(deV¥anti)2] ; 1=1;23: (5.53)

Ako se uzme u obzir de nicija (dew¥ )sim i (dev ¥ ) vrijeditr (dev ¥ )z =0
i tr [(dev ¥)sim(dev¥)ani] = 0. Uz pomo$ tih izraza invarijante se mogu

zapisati kao funkcije devijatora tenzora naprezanja:

tr [(iMy)dev¥]; i=1;2,3 (5.54)
1 £ i 5 . 2([:0
livg = Etr ((My) (dev¥)-+ (dev¥')
£ o]
tr (My)(dev¥)? ;i=1;23 (5.55)

¢ao

1 £ I T T
Etr (iMy) dev¥ dev¥ +dev¥ dev¥ ;

li+6

1=1;23; (5.56)

sto je mnogo prikladnije za proracunski model nego da se moraju upotreblja-
vati simetrni i antisimetreni dijelovi tenzora naprezanja. Ovdje je potrebno
napomenuti da nije mogu$e uzeti samo simetreni dio tenzora naprezanja kao

sto se vidi iz izraza (5.51) do (5.59).



POGLAVLJE 5. ANIZOTROPNI MATERIJALNI MODEL 98

Kako su sada odrdene invarijante, ekvivalentna granica tecenjal, sadzano
u izrazu za funkciju tecenja (5.34), ma@e se zapisati kao kvadratna funkcija
invarijanti

" #
1%

A= _i|i2+ C(i+6) L(i+3) T+ > Caeien Ll e leey 3 zai B
i=1 i=1
(5.57)
gdje su 1 - 1> materijalne konstante. Tenzori¢, i ¥ su zikalno ekvivalentne
velcine tj. funkcija tecenja mora biti jednaka i u trenutnoj i u referentnoj
kon guraciji. Za neku funkciju A(¢) u trenutnoj kon guraciji mora njezin
prijenos unazad biti ili A(¥) ili A(¥T), ali ne mogu biti oba oblika istovre-
meno. Iz toga razloga mogu se iz izraz®.67) ispustiti invarijante li.s, pa
izraz za ekvivalentnu granicu tezenja glasi
n #
. o, 1€ o
A= il + (i+6)|(i+3)+§ (i+j+1)|i|j ; foriéj: (5.58)

i=1 j=1
Kaosto se mae zamijetiti prethodni izraz ovisi 0 ukupno devet materijalnih
konstanti.

Budufi da je sada odrdena funkcija tezenja, potrebno je izvesti zakon
tecenja. Pretpostavlja se postojanje potpuno elastcnog podrwcjeE opisa-
nog konveksnom funkcijom tezenjaA izrazene preko Eshelbyjevog tenzora

naprezanja i varijable konjugirane unutarnjoj varijabli Z
E:=f(¥;Y):A¥;Y)- 0Og: (5.59)

Isto kao i kod izotropnog materijalnog modela, odjeljatd.4, iz Il zakona
termodinamike slijedi princip maksimuma disipacijske energije koji se mme

zapisati kao sljedega varijacijska jednadzba
Z 3 3 .
i ¥:Lp+YCZ + A(¥;Y) ds=stat: (5.60)
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Ovdje , predstavlja plasteni mnazitelj, a d s oznacava parametrizaciju de-
formacijske krivulje. Iz jednadzbe 5.60) slijede evolucijske jednadzbe za

gradijent brzine deformiranja i varijablu izotropnog avisfenja

@A

Lp =, = 5.61
p=, %A (5.61)
Z=, @Y (5.62)

Jednadzbe se nadopunjuju s Kuhn-Tuckerovim uvjetima
, 0; JA(¥;Y)=0; AR Y) - 0 (5.63)

i uvjetom konzistencije

LA Y)=0: (5.64)

Uz pomo$% jednadzbi 6.34), (5.59, (5.59 i (5.58 derivacija @ A=@se pri-

mjenom larcanog deriviranja mae zapisati kao

@A @& "@A @ | @A ek T @evy .69
@ @A, @I@ev¥ @h; @ev¥ @& '

Pojedine derivacije u prethodnom izrazu su

%A:Z_ll L+ Tl t ol (5.67)
%A:Z_ZI o+ 4l1+ els; (5.68)
%A:Z_gl s+ sli+ 6l (5.69)
%&:—7; (5.70)
%A:—S; (5.71)
@A (5.72)
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kao i derivacije invarijanti po dev¥

@i _ _ T.
@ev¥ =(iMy)"; (5.73)
@i|+3 — 7. T T/ .
@ev¥ =(iMy)dev¥ ' +dev¥ (iMy): (5.74)
Na osnovi prethodnih derivacija, evolucijske jednadzbe5(61) i (5.62) mogu
se pisati kao
"2, ¢ YA @ @ @A @bs | @evy
Lp =, —ﬁ — 4 : (5.75)
32" A i=1 @,l @IeV¥ @i|+3 @eV¥ @
Lp,=.,°; (5.76)
r_
2
z= 3. (5.77)
gdje je
@A
0= —; 5.78
@ (5.78)

normala na plohu tecenja.
Jednadebe .75 i (5.77) zajedno s slobodnom energijonrb(S) odnosno
izrazima za tenzor naprezanjad.14) i izotropno avistenje (5.15cine cjelo-

vitu formulaciju konstitutivnog modela.

5.4 Numercka formulacija - lokalna iteracija

Postupak numercke integracije konstitutivnih jednadzbi slcan je onom de-
taljno razradenom u odjeljku4.6. Kod anizotropnog materijalnog modela
koristi se isti postupak, ali se mijenjaju pojedine derivacije koje ovdje imaju
puno slaeniji oblik. Kako bi se olaksalo pra§enje izvoda, ponovljene su os-
novne pretpostavke i jednadzbe iterativnhog postupka.

Neelastcni gradijent deformiranja u trenutku t,.; odreden je uz pomo$

eksponencijalnog preslikavanja

FiYjn =exp(i ¢ T Lp)FL Y (5.79)
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koje osigurava ispunjavanje uvjeta nestlacivosti kod plastcnog deformiranja
metala.
Kaosto je ve$ bilo naglaseno utrial polaaju, vrijednost C poznata je za

trenutak t,+; dok seCCipl tek treba izracunati
CCh jne1= Cjnsr €XP( ¢ TLp)CL o exp(i ¢ TLY): (5.80)

Kao sto se vidi iz jednadtbe (5.27), tenzor naprezanja¥ ovisi 0 ch)l i
modi ciranom strukturnom tenzoru iI\JA y. Kako bi se odredio modi cirani
strukturni tenzor za trenutak t,.;, koristi se izraz zaF}D1 prema (5.79 dok
sam strukturni tenzor ;M nije podl@&an promijeni.

S druge strane, gradijentL, prema (5.76) ovisi o tenzoru naprezanja.
Kaosto se maze vidjeti postoji slzena meluovisnost varijabli. Da bi se taj
problem rijesio potrebno je odrediti faktor proporcionalnosti, uz pomo$% pot-
punog Newtonovog iteracijskog postupka. Za bilo koji korak,+; obnovljena
vrijednost , je

Jnan = L nt e (5.81)

Inkrement ¢, odreduje i novu vrijednost unutrasnje varijable Z, prema
(5.7°0) vrijedi r
Zijn1=Zjn+ §¢ T, jne: (5.82)
Prirast plastcnog mnaitelja ¢ , mae se dobiti slcno kao i u izotropnom

modelu 4.97), linearizacijom funkcije tecenja, (5.34), tj.

_ Merr eV i,

¢, =i @o  eve nAJn- (5.83)
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Neke derivacije u 6.89 su jednostavne, pa se mogu direktno dobiti. Tako je
r

@A 2%, @A @ . @A @ @ev¥,

A 2

g%: 3 (5.85)
Y 2 _

Cg; =i FCTH+" (4 i %)expl'Z jan)l: (5.86)

Dalje u tekstu koristi se indeksna notacija koja omogu$uje bolji uvid u slene

derivacije i meduzavisnost varijabli. Posljednjiclan u jednadzbi (5.84) je
= R0 5 Fak; (5.87)

dok su derivacije@A=@il @ A=@4 prikazane jednadzbama 6.6€) do (5.72),
a derivacije invarijanti po devijatoru tenzora naprezanja jednadzbama¥5.73)
i (5.79.

Izraz @ =@ ,je izveden tako da je uzeta u obzir ovisnost tenzora napre-
zanja o tenzoruCIiO1 koji opet ovisi oL,. Gradijent neelastcnog gradijenta
deformiranja dalje ovisi o, i ° i preko njih opet o ¥. U skladu s izrazom

(4.103 kod izotropnog modela, za anizotropni model vrijedi

A I -
@n" _ L m,a. @S QLYY @9 C@s aLy)y -
@’ D @Lp)ef @% @mn @Lp)ef @> eXpIicit.
(5.88)

Treba jos jednom istaknuti da indeks explicit oznacava derivaciju po argu-
mentu deriviranja, ali samo tamo gdje je taj argument u funkciji eksplicitno
izraen. Sada je potrebno odrediti derivacije u%.88). Eksplicitna derivacija

Ly po, je -
@Lp)% =
@> explicit

= oe; (5.89)
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I njegov oblik se maze vidjeti u jednadzbi (5.75. Za derivaciju @ =@, ko-
risti se pravilo larcanog deriviranja gdje se uzima u obzir ovisnost tenzora

naprezanja oFipl kao i njega oL,

@' _ @' arY
@Lp)k,  @FiH'. @lp)k,

(5.90)

Derivacija @Iiolz@p vet je prije prikazana jednadzbom4.124. Ostale

derivacije u (5.90 prikazane su zasebno u narednim odjeljcima.

5.4.1 Derivacija @=@}*

Deriviranjem tenzora naprezanja¥, zadanog jednadzbom .27, po ne-

elastcnom gradijentu deformiranjaFIi[,l dobiva se

@%/2 %CFC)) (Me)a’(CC )5 +(CCh )" Maﬁ%‘f?ﬁ
(CCj 1).33;:'\%?))6‘5(00 1) +(ccihi’(ccl l)abglmi;:;
%F 1)1); (ccy 1)ab(iw|e)b"+(ccgl)ia%(ime)b L (5.91)

Derivacije @A=@0 @A=@4d mogu se nafi u jednadzbamad,18) do (5.29,
dok je

@A _
@J,)@Fd 1)5

2®4@F.1 + @ + ®

ar b, Sar b

8

@J :
% @Fj )’ ®7@F'1)f ®8@F'1)"
2 e en

@3 .
e, ®8@F'1)f ®9@F'1)f’
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a derivacijaJ; po Fgl jednaka je
@)
@ry oy,
Da bi se u potpunosti odredila derivacija %.91) potrebno je derivirati
CCL' poFjit ti.

= (iM™Cu (F} DY +(iMe*™(Fi™)' Cus  1=1;23 (5.92)

% = Cir (Fg )™ + Cu (F} 547 (5.93)
p s
kao i .
% =i (Fp)sa(i'\}'e)rb +(FpiM)®#: (5.94)
p s

Sada je derivacija@¥ :@Ll u potpunosti izregzena. Dalje se mae Koristiti
kako u izvodu lokalne iteracije tako i u izvodu konzistentnog elastoplastcnog

tangentnog modula u odjeljku5.5.

5.4.2 Derivacija (Qp,=@)(@ =&)

U jednadzbi (5.88) potrebno odrediti izraz (Q.,=@ )(@ =@ ). Derivacija L,
po ° je vrlo jednostavna
QL)%
— = 5.95
Qs " (5.95)
Derivacija jedincne normale na plohu tecenja 6.78 po tenzoru naprezanja

ima sljede$i oblik .
A !

@ _ @A @devy'¥ @A @ , @A Qls
@.° @A@ev¥)," @rSA _, @l@devy), @l @dev¥)
@dev¥)k'+@[\>@ @A @
@ @A_, @il@lédev¥)t” @dev¥),’
@A @ isa - @devy),' @devy¥). (5.96)
Q@Qls @dev¥), @devy¥)" Q¥ @ ° '
gdje je ) ro A
3
er . 2 M @A (5.97)

@A@ev¥)." 34" A)F@devy),”’
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a derivacija @A=@ev¥) je ve§ napravljena u jednacdzbi 6.65). Ako se izrazi
za @A=@lgdje jek = 1:::6, zadani s izrazima$.67) do (5.69 deriviraju

po devijatoru tenzora naprezanja, dobije se
8

— @i - @b - @ .
2 l@devy) " + 4 @devy) " + S@devy) "’

— @p - @i - @ .
2 2'@devy) " + 4@devy) " + 6@devy) "’

A . @b - @i - @p .
@A _ 2 3@devy) " + S@dev¥) " + 6@devy) "’
5=
@)@dev¥.” " 3 o
0;
0;

dok je druga derivacijali.z, zai = 1;2;3, po devijatoru naprezanja prema
(5.79 dana izrazom

@l i3

=(; Kt ( ty k.
@dev¥),' @dev ¥)," = (iMy)u“b' + (M) &5 (5.98)

Ove derivacije u potpunosti odreuju prirast plastcnog mnazitelja ¢ |,
a njegovim poznavanjem mogu se odrediti sve ostale velcine prema jed-
nadzbama (5.79, (5.80, (5.8]) i (5.82). Time je zaviseno numercko in-
tegriranje konstitutivnih jednadzbi. Cijeli postupak jos je jednom ukratko

prikazan u tablici 5.1.
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Integracijski algoritam konstitutivnog modela za anizotropne

1. Ulazni podaci

materijalni parametri - E1, Eo, E3, °12, %13, %23, G12, G13, G23,

¢ H,C,‘?/ﬂ_,',%1,%2,%3,%2)%3;%3

ulazne velcine na razini tazke integracije -Cjn+1, Flioljn

polaaj materijalnih osi - iM¢ i My gdje jei =1;2;3

. Prediktor p

h -
¥via = 2% '3:1 %g\cc :0 1(i M e) 3,
A

5

> _

+@—@3 ) 'cciiMace)t+ celiec M)
, E D
A = 2 WP AL @i Y)

. Kontrola uvjeta tezenja
IF Ajgia - 0 THEN GOTO 6

. Izracunayanje plastenog mnazitelja
_ . @A@ . @A@Y''Zj .
¢, = [ — An:
@ 0. GV A
. Obnavljanje (update varijabli
Ldne = ,Jn+¢q_
Zjn1=Zjn+ %(]: T, jn
I:|ioljn+1 :exlﬁ)(i ¢Th|-p)1:|ioljn
i =91 P @'e\C i 1M
¥Jtr|al =2% i=1 @T] Cp (I e)

Y

5

~ . ¢
| . . . .
+@—%)ﬁ) CCLY(M)CCLt+ CChiCC) (M o)
-, >y A o
A= 2HPAL @Y
GOTO 3

. Konzistentni elastoplasteni tangentni modul
C=2

§- %o g

. 1zlazne vrijednosti
C, Fipljn+1, Sn+1
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5.5 Algoritamski tangentni operator

Postupak izracunavanja konzistentnog algoritamskog tangentnog operatora
vet je opisan kod modela za izotropne materijale u odjeljkdi/. Ovdje su
dane najvaznije jednadzbe i derivacije koje se razlikuju u odnosu na izotropni
model. Potrebno je naglasiti da zbog vrlo sl@ene ovisnosti rde varijablama,
sto je posljedica sl@®ene anizotropne strukture, konzistentni tangentni modul
do sada nije bio izveden za anizotropne materijalne modele kod kojih se
koristi multiplikativno razlaganje gradijenta deformiranja.

Tangentni modul racuna se kao linearizacija drugog Piola-Kirchho®ovog

tenzora naprezanjaS s obzirom na desni Cauchy-Greenov tenzor deformira-

nosti C
C= 2%; (5.99)

gdje je
% _ @g:ls; + Ci 1%; (5.100)

Prviclan na desnoj strani mae se vrlo jednostavno izvesti i on iznosi
i 1yal ) . . .
@ V=i ©HICH P (C YIS (510D
@C);
Derivacija @ =@ maze se dobiti upotrebom pravila larcanog deriviranja na
sljedeti nacin

@ @ QLp)°, | @S-
@G @Lp)9, @G @G expiicit

(5.102)
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Derivacija @ =@, ve® je napravijena u odjeljcimab.4.1i15.4.2 U nu-
merckom algoritmu za racun tangentnog modula Kkoristi se posljednja vrijed-
nost koja se dobije u iterativnom postupku numerckog integriranja konstitu-
tivnih jednadzbi (lokalna iteracija). Ostale derivacije su dalje opet izracunate

u narednim odjeljcima kako bi pra§enje izvoda bilosto jednostavnije.

5.5.1 Derivacija (@ =@)jexplicit

Kaosto je ve§ bilo objasnjeno u odjeljku4.€ eksplicitna derivacija znaci deri-
vaciju po argumentu deriviranja, ali samo tamo gdje je taj argument u funk-
ciji eksplicitno izragzen. Ne gleda se zavisnost o tom argumentu preko nekih
drugih varijabli i funkcija. Tako je eksplicitna derivacija tenzora naprezanja

(5.27 po desnom Cauchy-Greenovom tenzoru deformiranosti jednaka

- (" -

@) - * @A - 1

— - =2y - CClhi’(Me)a

@Q explicit _@ i=1 @‘@Q epr|C|t( ) ( )

@AacC)™s .y, @A @CGHT b

@‘] @@ explicn( e)a @(]*'3) @Q __ explicit (I E)a (CCp )b
iy i 1y.8_ _

+HCCyH( Me)abw_ s i (CCiHa (iMe)s

@Q explicit ##) @Q explicit
il aME . i :
+( CCp )I @Q explicit (I I\}I e)b . (5103)

Da bi se odredila prethodna jednadzba, potrebno je derivaciju slobodne
energije po invarijantama 6.18) - (5.20 jcs derivirati i po desnom Cauchy-

Greenovom tenzoru deformiranosti
8 — — —

@1
% ®4@Q| —epriC|t ®7 @Q| —expl|<:|t ®8@Q| —expllmt !

@A
@Ji ) @Ckl ) explicit § ®5 @Q —expll(:lt ®7 @GZ| —expllmt ®9 @Q| —epr|C|t !

@DG@Q explicit @DS@_Q explicit @Dg@_Q explicit ,
(5.104)
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gdje vrijedi
—géi =(iMo", (FiH* (FiH"; i=1;23: (5.105)
explicit
Posljednji nepoznati izraz u 6.103 je
@ccy ! - R
—_— = £°(F) %) (F} *)": (5.106)
@Q explicit P bt P

5.5.2 Derivacija @ ,=@

Postupak, kojim se mae izracunati derivacija neelastcnog gradijenta defor-
miranja L, po desnom Cauchy-Greenovom tenzoru deformiranosti, ve$
je opisan kod izotropnog materijalnog modela u odjeljki4.7.2 Ovdje su
navedene samo Kljweni izrazi.

Prvo je potrebno izracunati derivaciju @ =@

" A !
@Oh @a @ d A @A @ v # il
9 — '—"gaihbi g c s Aoe]c s u +>ige_,__fh
QG vy @ @Lp)% % @éu|@|—p)gﬁ 4
a d A a v_
@ b @c oe 1 @A+ @ b @u — (5107)

@cd @Lp)ef fi %ZA@UV @UV @Q explicit /

Svi su izrazi u jednadzbi 5.107) poznati; tako je derivacija @ =@ rijesena
u (5.96, @& =@, posebno u odjeljkus.4.1, @A=0@u (5.89, a @ =@ ] explicit
u odjeljku 5.5.1 U skladu s tim mae se izracunati derivacija@ =@. S tim
rezultatom se onda ulazi u jednadzbu kojom se maze dobiti derivacija po

C prema

@ _ 1 Q@A@& @4, @AG.-
@6 %A T @,"AL,), @G @, @G explicit

H#

(5.108)
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gdje se @A=@dobije u lokalnoj iteraciji iz izraza (5.89 i to se koristi se
zadnji rezultat u lokalnoj iteraciji. Taj rezultat zajedno s rezultatom jed-

nadzbe (5.107) sada se treba uvrstiti u

@Lp)ij - @Lp)ijz @, + @Lp)ijz @ab,
@G @, explicit @G @%y explicit @G’

(5.109)

To je ujedno potreban izraz za derivaciju tenzora naprezanja zapisan jed-
nadzbom (5.102, pomo%u koje se onda izracunava konzistentni tangentni
modul prema 6.10(). Postupak izvoda konzistentnog tangentnog modula

jes je jednom ukratko prikazan u tablici 5.2

5.6 Materijalni parametri

Kako bi se numercki rezultati izracunati pomo§u izvedenog algoritma mo-
gli usporddivati sa stvarnim rezultatima, potrebno je odrediti materijalne
konstante®, do®;, kaoi ; do q.

5.6.1 Elasteni materijalni parametri

Kada se pretpostavi da je stanje naprezanja jednako nuli tada mora vrijediti

dajeC = 1iCj'= 1, paslijedi relacija

29 ra @Ry (5.110)
¥ jeoici1oq= iMe)+4 —— =0: (5.110
C=1,Cp 1™ - @‘J e @‘]’-3 e C:1;C;11:1
Uz pomo$ izraza$.18 do (5.23 ova se jednadzba mae pisati na sljedefi
nacin 8 8

[® + ®5J, + ®J1 + B3] (M) _ T4 ®u(M
[®; + ®Js+ ®Jy + ®Jr] (sMe) © ®(sMe)

9 9
2 [+ @i+ &+ ®s](1Me) 3 § ®(1M e) 2
§
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Tablica 5.2: Numertki algoritam konzistentnog elastoplastcnog tangentnog

modula kod anizotropnih materijala

@Ci 1)a|
@C);

)°= i (CTH¥(S)P

=+

8 R

explicit

@ explicit

e
[l
+
rezsz o--B@ e QP
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Zahvaljujugi tomesto su strukturni materijalni tenzori medusobno nezavisni

mogu se iz prethodnog dobiti tri skalarna izraza. Oni pokazuju naeizavisnost

konstanti.
®+ @+ ®+ ®+2®,=0; (5.111)
®+ ®+ ® + Ry +2®; =0; (5.112)
®;+ ®+ @+ ®+2®,=0: (5.113)

Na taj nain je smanjen broj materijalnih konstanti s dvanaest na devet.
Kako je derivacija slobodne energije p&. linearna, uz pomo$ tenzora

cetvrtog reda H maze se zapisati

. @A 1 N
2/@@Ee = EH(ce. 1): (5.114)

Ako se uzme u obzir simetrenost tenzora&. i H, mae se tenzoH prikazati

kao matricaH velcine 6£ 6. Prema literaturi, npr. Lemaitre & Chaboche

[97], ona ima oblik

0 1
1j °23%3  ©%21+931%3 231+%21%p
E2E3¢ E2E3C EsE3¢ 0 0 0
°12+°13%2  1j ©°31%13  %32+°%31%12
E3E ¢ E3E ¢ E3zE1¢ O O O
©13+°12%3 %23+°%13%1  1j %12°% 0 0 0
— E1E2C E.E2C E1E>¢ .
H = : (5.115)
0 0 0 Gy, O O
0 0 0 0 Giz O
0 0 0 0 0 Gos

gdje je°; Poissonov koe cijent za razlcite materijalne osiE; Youngov mo-
dul, G; smeni modul, a ¢ je dan izrazom

1i %1291 °23%2i0 %31%131 2°12°23%a:
: (5.116)

¢ =
E.EzE;

Za ortotropne materijale moraju vrijediti sliedefe jednakosti

0] (0] (0] 0]
12 _ 21; 13 _ 31; 23 32, (5117)
E:. E: E:. Es E> Es
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Ako se matricaH zapisana jednadzbom $.11% usporedi s izrazom $.119,

mogu se odrediti materijalne konstante®, do ®, u smislu klastne elastcne

teorije
K 1
171§ 3%
_= ) ) + ) _
® 4 2E,ELC | Gi2i Gizt+ Gy ; (5.118)
1 H 1i %31°13 I
®s = 2 m i G2+t Gizi Gz ; (5.119)
11§ °% L
® = 2 m + G2i Gizi Gz (5.120)
010+ 213%3»
®, =2 18 3%, 5.121
o
+ Z12723
®y = 13—; 5.122
o
23t 13721
== _=° <. 5.123
® 4E E,¢ ( )
1
®yp = 3 (Gi2+ Gizi Gaa); (5.124)
1
®q = 3 (Gi2i Gzt Gga); (5.125)
1
®p = 3 (i G2+ Giz+ Gy3): (5.126)

Kaosto se vidi ovdje nedostaju konstante®,, ®, i ®; koje se mogu odrediti

pomo%u jednadzbi 5.117) do (5.113.

5.6.2 Neelastcni materijalni parametri

Kako bi se u potpunosti odredile evolucijske jednadzbe, potrebno je odrediti
konstante materijala ; do ¢ u jednadzbama (5.66) do (5.72). To je naprav-
lieno tako da su ti izrazi usporéeni s onima koji se mogu na§i will [65].
Da bi se mogla napraviti ta usporedba, potrebno je zapisati funkciju tezenja
(5.39 u sljedeftem obliku

dev¥ : P :dev¥ | 1=0: (5.127)
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Materijalne konstante mogu se sada dobiti ako se tenzor cetvrtog reda

usporedi sa drugom derivacijonA po tenzoru naprezanja de¥, koja je jed-

naka
@A xon o )
@dev ¥),’@dev ¥), = 251 (My)s (M) +
a h:]- I
(i+6) (My)b A+ (M),
X £ iio
G (i'\/'y)lk(jMy)ab+(jMy)|k(iMy)ab ; (5.128)

j=1
sto se mae zapisati u matrcnom obliku kao

@A _
) @lev¥ @evy¥ 3
2( 1+ 7) 4 5 0 0 0
4 2( 2+ ) 6 0 0 0
5 6 2( 3+ o) 0 0 0
0 0 0 2(7+ g) 0 0
0 0 0 0 207+ o) 0
0 0 0 0 0 (s +

Treba napomenuti kako je ta matrica velcine € 9, ali ona ima nulteclanove
za neke kombinacije posmenih komponenti. Tako je na primjer velcina na
mjestu 1212 nula dok je na mjestu 1221 razlcita od nule. Ako se izuzmu
redovi i stupci s nultim clanovima dobije se matrica 6£ 6. Kada se to

usporedi s Hillovom matricom, premal3.4) do (3.9, tj.

P =
2 3

o1 . 1 1 .1 1 . 1

w gzl gt gy tgrtazigr 0 00

1 1 1 . 1 . 1 0 0 0
‘W'W 7 7 77 T g

1 1 . 1 . 1 1

3/1{ 3y 2 % wzi 78 2 9,2 I 9,7 | @ W 0 0 0

0 0 27 O 0

0 0 0 %{% 0

3
1

0 0 0 0 7
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slijede izrazi za konstante ;

u 1

1 11 11"
G/ ACHEINC RN C U C AL
-z 1 1 1 -, (5.130)
2 Qfé)z' 2 (2" O () |
3= i } i L !, 1. (5.131)

(@2 o1 " Oy OEF

1
N 3%{1)2 oA Gy, (5.132)
5= : i t 1 ﬂ' (5.133)
u%)z /AT N

L | 1 1
SN C AR C/ SR C/AL o450
_7:} o, 1 i I (5.135)

NG A ANC ANC L
1t 1 1
REENC AN ALAC A (5436)
_ 1 1 1 1
°72 VL2 O Ghe (5.137)

gdje su¥,, %,, ¥, ¥, ¥, i ¥3; eksperimentalne vrijednosti za normalne i

posmene granice tezenja u smjerovima 1, 2 i 3.

5.7 Vrtlenost kod plastcnih materijala

Vano je upozoriti na razliku izmedu plastcne vrtlznosti ( plastic spin
koji omogufuje opisivanje promjena smjera glavnih pravaca materijala i vr-
tlnosti plastecnih materijala ( plastic material spin) koja oznacava antisi-
metreni dio EpF) 1. Ve o tome mae se nai WDafalias [114. Ovdje je
razmatrana vrtlanost plastcnih materijala.

Cilj ovog odjeljka je utvrditi postoji li utjecaj vrtlanosti plastecnih ma-

terijala na prethodno izlazenu formulaciju anizotropnog materijalnog modela
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tj. potrebno je utvrditi sadei li izraz za neelastcni gradijent deformiranja
L, (5.79 nepotrebne dijelove koji nemaju utjecaj na disipacijsku funkciju.
Izraz za snagu naprezanjaS,l) uz pomo$% jednadebe 4.18) u trenutnoj

kon guraciji mae se zapisati kao
¢il=¢let ¢ty (5.138)

Samo drugiclan na desnoj strani prethodnog izraza radi doprinos disipacij-
skoj funkciji. Doprinos disipacijskoj funkciji u referentnoj kon guraciji prema

jednadzbama (4.16) i (4.74) iznosi
¢ lp =¥ 1Ly (5.139)

Prema de niciji, u odjeliku 2.3.2, ¢ je simetrcan tenzor, dok ¥ to nije.
Budu§i da je umnaak simetrcnog i antisimetrcnog tenzora jednak nuli,
samo e simetreni diol, dati doprinos disipacijskoj funkciji. Antisimetrgni

dio neelastecnog gradijenta deformiranja u trenutnoj kon guraciji

Wp = %(Ip i 1) (5.140)
nema nikakav utjecaj na disipacijsku funkciju jer je¢ : wp, = 0. Ovdje wy
ujedno oznecava vrtlnost plastenih materijala.

Prethodno iznesena formulacija anizotropnog materijalnog modela na-
pravljena je u referentnoj kon guraciji i koristi se Eshelbyjev tenzor napreza-
nja i njemu pripadajugi neelasteni gradijent deformiranja u referentnoj kon-
“guraciji L,. Prema izrazu @.17) L, je dobiven prijenosom unazad velcine
l,. Stoga, ako antisimetrcni dio w, nema utjecaj na disipacijsku funkciju,
ne smije ga imati niti veleina W , koja se dobije prijenosom unazad velcine
Wp

. 1 -
W, = Fi'w,F = E(Lp i C''L,C): (5.141)



POGLAVLJE 5. ANIZOTROPNI MATERIJALNI MODEL 117

tj. mora vrijediti ¥ : W, = 0. Kaosto se vidi u (5.14]) to nije jednostavno
antisimetreni dio od L, ve$ on ima slenu strukturu onoj koja se maze nafi

u izrazu za transponirani Eshelbyjev tenzor naprezanja
¥T=CilyC: (5.142)
Tada su dijelovi koji utjecu na disipaciju dani izrazom
¢ %(lp +15)= ¥ %(l_p +CHL]C): (5.143)

U skladu s gore izlazenim mae se provijeriti doprinosi IiL,, odreden
jednadzbom (5.75), disipaciji tj. potrebno je odrediti velcinu W , i ona mora
biti jednak nuli. Tenzor W, prema (5.14J), ma&e se dobiti iz jednadzbe
(5.79), 1.

XE_ A
W, =®dev  25l; (My)i C(My)C'! + (i, Ci'(dev¥)C(My)
i=3

+(iM,)Ci 1(dev¥)C | (dev¥)C(;M,)Ci'j C(iM,)C! l(dev¥)¢
1@
+ —

2.,

_ i . ¢
i+j+y MY+ LGMy) i 1;CGM)Citi 1;,C(My)Cit

zai 6 j: (5.144)

Ceito je da taj izraz nije jednak nuli.

Maze se zakljwiti da izabrana funkcija tecenja daje izraz za neelastcni
dio gradijenta deformiranja koji ima svoj doprinos na vrtlenost plastcnog
materijala. Stoga se javlja potreba de niranja neelasténog gradijenta koji
nefe utjecati na pojavu vrtlenosti. Prvi korak bi bio odredivanje novih
invarijanti koje cine funkciju tecenja. Tako bi invarijante (5.54 do (5.55 u
skladu s izrazom 5.14]) trebale glasiti

1 £ . a

= Str (iM,)(dev¥) + (M ,)Ci ‘(dev¥)C ; (5.145)
1 £ . a

(s = St (iM,)(dev¥)?+(;M,)Ci Y(dev¥)?C ; (5.146)
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gdje jei = 1;2; 3. Istim razmatranjem kao u odjeljku5.3 slijedi izraz za ekvi-

valentno naprezanje®(fi;(i.3), i = 1;2;3 i neelasttni gradijent deformiranja

XA ¢
Lp :gdev @A(iMy)+ Ci 1(iMy)C

o @

A

C (iMy)(dev¥)" +(dev ¥) (M)

@

+Ci1(;M,)C(dev¥)" +(dev ¥)"Ci (M )C¢D' (5.147)
i y i y . .

koji se uz pomo$% jednadzbe.142 mae zapisati kao

® X @A | ¢
Lp:EdeV ~ @ (iMy)+ Cll(iMy)C
|:1 !
@Ai il il
+ ((My)C' *(dev¥)C + C' “(dev¥)C(iM )+
@isa A
a
Ci'(My)(dev¥)C + C' }(dev¥)(iM,)C : (5.148)
Ovdje se odmah vidi da je zadovoljen uvjet
Lpi Ci'L;C = 0; (5.149)

koji je potreban kako bi se modelirala funkcija tecenja bez pojave vrtlznosti
plastcnih materijala. Ako se tajizraz usporedi s onim dobivenim u prvotnoj
formulaciji
Lo :®devX3 Qﬁ(‘iM y)+ @A (iMy)(dev¥)T + (dev ¥)T(;M y)¢> ;
o @ @isa
(5.150)

vidi se razlika u slaenosti i pojava ovisnosti zakona tecenja o velcinC. Kada
zakon tezenjaA ovisi samo o tenzoru naprezanj¥ (formulacija s ukljuizenom
vrtienes§u) tada invarijante 1; i li:3 uz pomo$ konstitutivnih jednadzbi
(5.27) ovise o umnacscima tr M (CC|H);tr [M(CC1LY)?. S druge strane,

kada A ovisi i 0 C (formulacija bez pojave vrtlenosti) tada su invarijante
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ovisne o simetrenim argumentima tr M (CCL*+ Ci*C)], tr fM[(CC |12+
(Cglc)z]g. Name§e se zakljicak da ovisnost invarijanti koje cine funkciju
tecenja o C utjeze samo na to da one budu grdene od simetrcnih velcina.
S numerckog stajalsta mnogo je jednostavnije raditi formulaciju kod
koje izrazi nemaju dodatnu ovisnost cC, kaosto je bilo i winjeno u ovom
poglavlju. Ovdje je pokazano da neelastcni gradijent deformiranja utjece
na pojavu vrtlnosti plastcnog materijala. No, ona se odnosi samo na
anizotropno ponasanje materijala, dok kod izotropnih materijala iszezava.
Vano je spomenuti, iako vrtlznost plastecnih materijala nema utjecaj na
disipacijsku funkciju, ona ipak utjece na odréivanje F,. Samim tim utjece

na izraze za tenzore deformiranosti i naprezanja.



Poglavilje 6

Konani element za analizu

juskastih konstrukcija

U ovom poglavlju opisan je ljuskasti konani element u koji su na razini
tazcke integracije ugradeni materijalni modeli izvedeni u poglavljima4 i 5.
IzZlzene su samo osnovne relacije teorije ljusaka i formulacije konaznog ele-
menta, a detaljan opis se maze na§i u radovim&ansour [115, Sansour

& Kollmann [23] i Sansour & Wagner [2€].

U prvom odjeljku dane su osnovne relacije teorije ljusaka koje omogu§uju
primjenu trodimenzijskih konstitutivnih zakona. Prvo su prikazane osnovne
kinematske velcine, a nakon toga je opisano deformiranje ljuske. Na kraju
je prikazan princip virtualnih pomaka iz kojeg se izvode jednadzbe konaznog
elementa.

Drugi odjeljak odnosi se na izoparametarsku formulaciju ljuskastog ko-
nacnog elementa. To je element s cetiricvora, a svakicvor ima po sedam
stupnjeva slobode. Radi uklanjanja nepaeljnihlocking efekata koristi se

enhanced strainformulacija.

120
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6.1 Osnovne relacije u teoriji ljusaka

Prikazane su osnovne relacije ljuskastog kontinuuma u trodimenzijskom Euk-
lidovom prostoru. Kod opisivanja ljuske u obzir se uzima promjena debljine
korstenjem kvadratne funkcije pomaka, odnosno mogu§e je prikazati line-
arnu promjenu deformacija po debljini ljuske. Taj opis ljuskastog kontinu-
uma omogufuje primjenu trodimenzijskog konstitutivnog zakona na ljuskaste
elemente. Za prikaz deformacija koristi se desni Cauchy-Greenov tenzor de-
formiranosti. Svi izvedeni izrazi mogu se koristiti pri modeliranju velikih
elastoplastcnin deformacija. Za opis kuteva zakreta ne koristi se vektor
zakreta (rotation vector) ve§ vektor zakreta normale di®erence vectorsto

znatno pojednostavljuje formulaciju, a ne utjece na njenu taznost.

6.1.1 Opis ljuskastog kontinuuma

Ljuskasti kontinuum opisuje se sa srednjom plohorivl koja je ujedno i re-
ferentna povisina ljuske B. Ona se nalazi u trodimenzijskom Euklidovom
prostoru i opisana je pomofu vektora pol@ajX 2 B koji je funkcija krivo-

linijskih koordinata ', prema slici6.1,
X = X (W5 0): (6.1)
U skladu s tim osnovni vektori u referentnoj kon guraciji zadani su kao
G = X;: (6.2)

Ovdje vrijedi G; ¢G/ = 1{ Potrebno je napomenuti da su derivacije po

koordinati | oznacene s zarezom. Metriki tenzori netric tensors dani su

kao skalarni produkt osnovnih vektora

Gij = Gj ¢Gj1 (63)
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Koordinata |2 je okomita naM , a debljina ljuske zadana je g 2 [j h=2; h=2],
h 2 R. Vektori na tangencijalnu povisinu na nedeformiranoj referentnoj
kon guraciji su Ag(® = 1;2), a vektor okomit na povisinu M oznecen je s

N, gdje jeN ¢A g = 0. Vrijedi relacija Ag = Gejz=0-

Slika 6.1: Geometrija ljuskastog kontinuuma

Ljuskasti kontinuum u trenutnoj kon guraciji mae se opisati premaSan-

sour & Kollmann [23] sa sljede§im izrazom,
X(U%;2) = x°(U°) + (z + Z2A(U®)) as(L°); (6.4)

gdje jex° vektor pola&aja srednje plohe ljuske. Jednadzba@.4) izabrana je
tako da omoguti linearnu razdiobu deformacija po debljiniClan A oznazava
linearno promjenjiv diosto omogu$uje primjenu trodimenzijskog konstitutiv-

nog zakona.
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Na slcan necin kao i za referentno stanje mogu se odrediti osnovni vektori
gi = Xi; (6.5)

gdje vrijedi g; ¢g' = '|_|J Produktom osnovnih vektora dobiju se metriki
tenzori
g = gi ¢g;: (6.6)

Metrcki tenzor predstavlja prvi osnovni tenzor teorije povisina. Osnovni
vektori srednje plohe na deformiranoj kon guraciji oznaceni su 8¢ i as, pri
cemu vrijedi az tag 6 0 i jag] & 1. U skladu s prethodnim jednadzbama
vrijedi ap = 9gjz=0 -

Drugi osnovni tenzor teorije povsina koji se jes naziva i tenzor zakriv-
lienosti (curvature tensol) na nedeformiranoj referentnoj povisini zadan je
s

Be =i Ag¢N L (67)

Veza osnovnih vektora za neku proizvoljnu tazku ljuskastog kontinuuma s
osnovnim vektorima srednje povisine dana je pomo%u tenzora ljusksh{fter

tensor). On je odreden sljede§om relacijom
1=1; zB: (6.8)
U skladu s tim, osnovni vektori u referentnoj kon guraciji se mogu pisati kao
Go=Ap+2ZNg=(1lj zB)Ag=1Ae G®=111A® G,=N: (6.9

Iz (6.4) i (6.5) slijede osnovni vektori u trenutnoj kon guraciji

0 A A A
- %@ + @s | zzgag = ag+(z+ Z’A)age + 2°Acas;

(2+ZNan* “ @n

Je
(6.10)

gs =(1 + 2 zA)ag: (6.11)
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6.1.2 Pomaci i deformacije ljuskastog kontinuuma

Gradijent deformiranja dobije se tenzorskim produktom osnovnih vektora
F=g- G (6.12)

pa u skladu s tim iz jednadzbi (6.9), (6.10 i (6.17) slijedi

F=go- G®+g;- N
=ap- G®+[(z+ z°Aage + z°Agaz]- G®+(1+2zAaz- N: (6.13)
Kako bi se izraz za gradijent deformiranja mogao saeto zapisati uvode se

odredene oznake. Tako je gradijent deformiranja za srednju povsing® =

Fj,=0 odreden s izrazom
FO=ag- A®+a;- N; (6.14)

gdje moraju vrijediti relacije as = F°Ag, a3 = F°N. Nadalje, uvode se

sljedefe oznake

o
1

aze- A®+2Aaz- N; (6.15)
c = (Aage+ Agas)- A% (6.16)
pa se u skladu s tim oznakama izraz za gradijent deformiranja mae zapisati

kao
F=(F°+zb+ z%c)t i % (6.17)

Deformiranje ljuskastog kontinuuma mogute je opisati pomofu pomaka

srednje ploheu® i vektora zakreta normalew. Prema slici6.1 za njih vrijedi

u®: = x%; X9 (6.18)

W : azj N; (6.19)
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gdje X° odreduje referentnu kon guraciju srednje plohe. Ako se to uvrsti u

izraze 6.14) do (6.16) slijedi

FO = (Ag+ud)- A®+(N+w)- N; (6.20)
b = iB+wg- A®+2A(N+ w)- N; (6.21)
c = jAB+[Awg+ Ag(N + w)]- A®: (6.22)

Uz pomo$® 6.17) desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranost = FTF

maze se zapisati kao

C = 1ITFOFo+ z(F°"b+ bTF% + z%(b"b + FOTc + c"FO)

+2%bTc+ c'b)+ z%cTcpt i & (6.23)

Uz sljedefe de nicije
c® = FO'FS (6.24)
K = Fpb+b'F° (6.25)

slijedi izraz za desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti premé.23)
C=tiT[C'+zK +¢¢pp it (6.26)

Uz pretpostavku tankih ljusaka, u prethodnom izrazuC® i K uzimaju se
dominantnima u odnosu na ostale clanove koji se onda mogu zanemariti.

Izrazi (6.24) i (6.25 mogu se zapisati na sljede§i neacin
CO=CogA - A®+ C30A®- N+ CesN - A®+ CisN - N;  (6.27)

K=KgA - A%+ KgpeA®- N+ KggN - A®+ KN - N;  (6.28)
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gdje su pojedine komponente jednake

Co~ = Ag + A- Ul + Ag Cul + ud, cu); (6.29)

Ces = N CUS + Ag tw + uf ¢w; (6.30)

Cse = Cas; (6.31)

Caz=1+2N ¢w + w ¢w; (6.32)

Ke = Be +2 i©N o CUE + N~ U+ Agtw.- + A~ CW g+ (6.33)
ag

U ow- + u twe
Kes = (N@tw + N twe+ w twe) + 2A(Ag tw + N ¢ul + w ¢ud);
(6.34)

Kss = 4A1+2N ¢w + w ¢w): (6.35)

6.1.3 Varijacijska formulacija

Princip virtualnih pomaka slijedi iz potencijalne energije | i za op$i trodi-
menzijski slwcaj glasi
Z 1 Z Z
= =S:+xCdV j f ¢xxdV j t ¢xx dS =0; (6.36)
B 2 B @

gdje suf i t volumenske i povisinske sileS je drugi Piola-Kirchho®ov tenzor
naprezanja, &/ = * dAdz, * oznacava det , i dA elementarnu povisinu sred-
nje plohe zadanu kao 4 = P Adptdp?; A = det( Ag-). Ljuskasti kontinuum
omeden je s gornjom plohom@*, donjom plohom@B' i rubom ljuske @Bs.
U skladu s tim vrijede oznake! * = 1j,_p, 1T = 1j,=. h=2 i 1 ° za rub ljuske
kao i za elementarne povisine 8% = 1" dA;dS! = 1i dA i dS® = 15dzds.

Virtualni rad vanjskog optere§enja zapisan je kao
Z Z

MWe =  fexdV+  t ¢ dS: (6.37)
B @



POGLAVLJE 6. FORMULACIJA KONA CNOG ELEMENTA 127

Vanjsko opterefienje mae se prikazati za gornju i donju plohu

Z 1=
p: = fldz+17t" +1iti; (6.38)
i h=2
Z o h h
l: = fldz+ Z1%t7 ) Ztith; 6.39
i Hrdzr i 5 ; (6.39)
YA h=2 5 h2 h2
D= zfldz+ 17t + it 6.40
kao i za rub ljuske
Z 1=
ps: = t513dz; (6.41)
i h=2
z h=2
[°: = zt®1°dz; (6.42)
i h=2
Z 1=
q°: = z°ts18dz; (6.43)
i h=2

U skladu s prethodnim izrazima za vanjsko optereg§enje ljuske i pomo§u re-

lacije (6.4) slijedi oblik virtualnog rada vanjskog optere§enja
Z c o
Wy = p ¢xx° + (1 + Aqg) ¢ta, + (q ¢ay)+A dA +
™M c
n a
ps ¢x° + (I° + Ag®) ¢+ag + (g° ¢ag)+A ds: (6.44)
av

U prethodnom izrazu prvi integral predstavlja virtualni rad vanjskog op-
terefenja na gornjoj i donjoj plohi dok drugi integral predstavlja virtualni
rad na rubnoj plohi. Kao sto se ma@e zamijetiti dobije se dvodimenzijski
oblik rada vanjskih sila.

Za formulaciju virtualnog rada unutarnjih sila W, koristi se izraz
S=Cily: (6.45)

jer je neelastcni konstitutivni model, kao sto je pokazano u poglavljima4 i

5, izveden pomo%u Eshelbyjeva tenzora naprezanfa Prijenos unazad pull
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back tenzora S pomo%u® na srednju povsinu glasi
SO=tilCilysiT, (6.46)

Tenzor S° je jes uvijek funkcija varijable z. Vektori unutarnjih sila i mome-

nata zadani su izrazima

Z +h=2 1
n: = ~s%1 dz (6.47)
i h=2 2
Z +h=2 Z
m: = ~s%1 dz; (6.48)
i h=2

uz pomo$ kojih slijedi princip virtualnih pomaka prema 6.36€)
4 o]
+ = n:+C%+ m K dAj

Pl c o
p ¢xx° + (I + Aqg) ¢+a, + (g ¢ag)+A dA|

Z M
£ps ¢+x + (1° + Ag®) ¢+as + (g° ¢a3)¢A°ds =0: (6.49)

@

Prvi integral odnosi se na virtualni rad unutarnjih sila i momenata dok drugi
i tre§iclan prikazuju virtualni rad vanjskog opterefienja ve§ prikazan izrazom
(6.44). Za tanke ljuskeclanovi Aq ¢+as; g ¢az+Au (6.49 mogu se zanemariti
pcsto su vefeg reda. Zbog vrlo slaene strukture integrali zadani izrazima

(6.4 i (6.49 racunaju se numercki.

6.2 Formulacija konanog elementa

Geometrijske velcine koje opisuju plohu ljuske (velcineBg; P A) se tano
racunaju u svakoj tacki integracije. Prirodne koordinate koje opisuju povisinu
ljuske su preslikane na jedincni element pomo%u bilinearne transformacije.
Jacobijeva matrica izvedena je za sredste elementa i koristi se za sve tacke

integracije. Izvedeni konaeni element imacetiricvora. Svakicvor ima sedam
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stupnjeva slobode, a to su tri komponente vektora pomaka, tri komponente
vektora zakreta normalew i parametar koji opisuje promjenu debljine ljuske

~

A

6.2.1 Jednadba konanog elementa

Geometrija ljuskastog elementa pomofu metode konanih elemenata opisuje
se diskretiziranjem srednje plohe ljusk®& u nel elemenata. U skladu s tim
vrijedi
[1e|
M¥M P=" MD; (6.50)
e=1

za koje vrijediM I, \M 1, = ; gdje jee;;e 2 [1;nel]l. Ovdje h predstavija
aproksimiranu vrijednost. Za prikaz povisineM ! pomo$u konanih eleme-

nata koristi se jedincni kvadrat ‘&' prikazan preko normiranih koordinata
o =(»")2[ L+ £ [ L+1]: (6.51)

Koordinate ® zamijenjene su prirodnim koordinatam& i ». Za aproksimi-
ranje geometrije ljuske i polja pomaka korstene su Lagrangeove bilinearne

funkcije oblika

NA(»;') = %1(1 + »m)(1 + o A) (6.52)
Pri opisivanju neke vektorske velcines(U®) = s'(1®)e; vrijedi
X
S(H?) ¥as(»;") = Na(»;")sa; (6.53)
A=1

gdje indeksA predstavlja vrijednost veltine ucvorovima elementa, a indeks
n oznacava brojcvorova. Veltine prikazane u odjeljku6.1 mogu se prikazati
u priblznom obliku prilago denom za upotrebu u metodi konacnih elemenata:

2 polxaj tacke na srednjoj plohi nedeformirane ljuske

X
X0y, X0 = Na(»; )X 2; (6.54)

A=1
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2 polezaj tacke na srednjoj plohi deformirane ljuske
X
x% Vax? = Na(»; )x2; (6.55)
A=1

2 osnovni vektori srednje nedeformirane plohe

X0
(Adnh= NaiX}; (6.56)

A=1

2 osnovni vektori srednje deformirane plohe

X 0
(@ai)n = Nai Xa; (6.57)
A=1
2 vektor pomaka
0 X . 0 0 X 1,0
Up = Na(»; ) (Xa i Xa)= Na(»; )Ua; (6.58)
A=1 A=1
2 yektor zakreta normale
)@ 0 0 )@ 0
A=l A=1

2 kinematcka varijabla koja opisuje promjenu debljine deformirane ljuske

A
An= NaAg (6.60)

A=1
6.2.2 Enhanced strain funkcional

Kako bi se eliminirali nezeljeni locking efekti, vse 0 njima mae se na§i u
radovima Klinkel  [2] i Eckstein [11€], korsten je enhanced strainkon-
cept, ve§ prije predstavljen u raduSimo & Rifai [117. U ovom elementu
'‘pojecava’ se (enhancedl tenzor deformiranosti. U skladu s tim razmatran je

sljedegi funkcional
1 Z Z Z

5 (C+CHi¥ :HC+CHhdVi fexdV t ¢+xx dS =0; (6.61)
B B @
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gdje jeC' enhanced strainfunkcija. Ako se uzme daC' ne ovisi 0 pomacima

vrijedi
L Z | Z Z
5 (C+ CHhil¥:+Cdv; feudV| t¢xudS=0 (6.62)
B B @o
| 1 7
5 (C+ CHily¥ :4C'dV =0: (6.63)

B
Velgina C' ima oblik C' = 11 TCc%1i1 gdje C” ne ovisi 0z. Redukcija na

dvodimenzijski slicaj napravljena je na isti nacin kao u izrazima 6.38) do

(6.49
z Z c o
(n:#C%+ m:2K)dA j p ¢xx% + (1 + Aqg) ¢+a, + (q ¢az)+A dA
Mz c M
. Re
i ps ¢+x° + (1° + Ag®) ¢+ag + (g° ¢ag)+A ds=0; (6.64)
Z @
n:+C%dA =0; (6.65)
M
gdje su vektori unutrasnjih sila i momenata zadani s
Z +h=2
n: = Stdz; (6.66)
i h=2
Z +h=2
m: = zS?t dz: (6.67)
i h=2

Interpolacijske funkcije zaC' uzete su u sljedefiem obliku, prem&an-

sour & Kollmann [23],

Cia(») = Ci»+ Cp»'; (6.68)
Ch(»’) = C3 +Cp'; (6.69)
Cis(»") = Co»+ Cs + Cp»'; (6.70)
Clo(»") = Cg»+ Co' + Cyo»'; (6.71)
Cis(» ) = Cu»+ Cip»’; (6.72)

Cha(»;") = Ci3” + Cyp»’: (6.73)
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Kao sto se vidi velsine Ci,::::Cl; su komponenteC® zadane s obzirom na
sustavA ;. Uvodenjem interpolacijskih funkcija za pomake kao i zanhanced
deformacije u izrazel6.64) i (16.65) dobije se sustav dvije nelinearne algebarske
jednadzbe. Polje enhanceddeformacija pretpostavlja se diskontinuirano po
elementu, a eliminira se na razini elementa.

Linearizacija jednadzbi (6.64) i (16.65 napravljena je numercki. Tan-
gentni operatori C dani su izrazom 14.13() za izotropni materijalni model i
(5.99 za anizotropni materijalni model. Linearizacija izrazal6.64) i (6.65)

daje sljedete izraze

Z
D[#] ¢(¢u;¢C% = [¢n:+C°+¢ m :+K]dA
™ |
= [C°(¢ CO+¢ CY)+ Cle¢ K]:+CO
M 0
+{C'¢(CO+ CY)+ C?¢ K]: K dA; (6.74)
Z
D[] ¢(¢u;¢C% = ¢n:xC%d%
M 3 _ -
= [C°(¢ CO+¢ CY)+ Cl¢ K]:+xC” dA: (6.75)
M

Ovdje vrijede sljedege relacije

) Z +h=2 ) )
(COH™M = = (IDLE KO I T T tdz;  (6.76)
oem
(ChH™ @ = Z(F T H( TIHCPEE T HE )z (6.77)
.
(c)™ = 22 (2 THL T LG T T T dz: (6.78)
i h=2

Integrali u (6.7€) do (6.78 zbog slaeene strukture racunaju se numercki.
Jednadzbe 6.54 do (6.60 koriste se pri diskretizaciji varijacijskog pro-
blema (6.64). Izvedene su na razini konacnog elementa i primjenjuju se na

globalnoj razini, te tvore sustav jednadzbi. Linearizacijom tog sustava izvodi
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se linearizirana jednadzba konaenih elemenata
KT¢u= fext i fint (6.79)

gdje KT predstavlja matricu krutosti, fe, vektor vanjskih sila, af;,; vektor
unutarnjih sila. Inkrement ¢ u ima sedam komponenti (3 pomaka, 3 zakreta

I velcina koja opisuje promjenu debljine ljuske), slike6.2
Cu'"=[Cu, Cu, Cus Cwy, Cw, Cwy CA] (6.80)

Linearizirana jednadzba konacnog elementa rjesava se inkrementalno - itera-

tivnim postupcima.

Slika 6.2: Cetveravorni ljuskasti konacni element s 28 stupnjeva slobode



Poglavlje 7
Numercki primjeri

Lkinkovitost izvedenih algoritama za modeliranje procesa deformiranja uz
pretpostavku velikih elastoplastcnin deformacija ispitana je na nizu nu-
merckih primjera. Kaosto je ve$§ spomenuto u prethodnom poglavlju, nu-
mercki algoritmi su ugradeni na razini tazcke integracije u programski kod
za ljuskasti konaeni element. Taj element razvio je Prof. Dr.-Ing. Carlo
Sansour, a detaljno je opisan u radovim&ansour & Kollmann [23 i
Sansour & Wagner [2€]. Ovo poglavlje podijeljeno je na dva dijela: dok
se u odjeljku7.1 razmatraju razni numercki primjeri elastoplastcnog de-
formiranja konstrukcija sacinjenih od izotropnih materijala, u odjeljku 7.2
napravljen je proracun konstrukcija od anizotropnih materijala. Navede-
nim primjerima pokazana je taznost izvedenih materijalnih modela. Posebna
panja posvefena je utvdivanju taznosti opisivanja mehanizama avis§enja
(primjeri [7.1.3,17.2.1,[7.2.2) kao i winkovitost materijalnog modela kod pro-
blema velikih pomaka i rotacija za razlcite geometrije (primjeri7.1.4 7.1.5
7.1.6). Takoder je pokazana winkovitost numertkog algoritma za anizo-
tropne materijale za razlcite geometrije ljuski, ali i za razlcite orijentacije

ortotropnih materijalnih osi (primjeri [7.2.4 [7.2.5 [71.2.31 7.2.6).

134
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7.1 Elastoplastcho deformiranje izotropnih

materijala

7.1.1 Jednoosno opterefiena membrana

U prvom primjeru modelirano je jednoosno opterefenje membrane uz upo-
trebu mehanizama nelinearnog izotropnog i u ovom radu izvedenog kine-
matckog avisfenja. Ovaj primjer je napravljen kako bi se ispitala tacnost
opisivanja navedenih mehanizama avis§enja. Tanka kvadratna plaza, pri-
kazana slikom(7.1, optere§ena je linijskim optere§enjem promjenjive am-
plitude zadane prema slici7.2. Zbog simetrcnosti place i optere§enja u
proracunskom modelu koristi se samo cetvrtina place koja je diskretizirana
jednim konanim elementom. U proracunu se koristi materijal koji ima pa-

rametre prikazane na slici/.1

Materijalni parametri

E =210000 MPa,° =0;3,
Y% = 240 MPa,

H =800 MPa, c = 800 MPa,
- = 0;01 N/mm

Slika 7.1: Jednoosno optere 8Hena membrana : geometrija i materijalni

parametri

Na slikamal7.3 [7.41 7.5 prikazani su dijagrami melusobne ovisnosti op-
tereenja i pomaka gornjeg ruba place. Na ordinati se prikazuje optere§enje

pomofu faktora optere§enj® zadanog kaog = ®qg. U prvom slwaju na-
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pravljen je proracun u kojem se uzima u obzir samo izotropno avis§enje

materijala (H = 800 MPa, c =0 MPa).

Slika 7.2: Jednoosno optere §ena membrana : nain optere§ivanja mem-

brane

Na dijagramu prikazanom slikom7.2 m@e se uciti da sa svakim no-
vim ciklusom dolazi do povefanja granice tecenja i u vlecnom i u tlacnom

podrweju tj. ploha tecenja se jednoliko siri i u tlacno i u vleecno podrwgje.

Slika 7.3: Jednoosno optere 8Hena membrana : krivulje opterefenja za

slwzaj kinematckog avistenja
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Slika 7.4: Jednoosno optere 8§ena membrana : krivulje opterefenja za

slwzaj kinematckog avistenja

To jasno ukazuje da je izotropno avis§enje materijala pravilno modelirano.
Drugi proraeun napravljen je samo s mehanizmom kinemattkog avis§enja
(H = 0 MPa, ¢ = 800 MPa). U tom se slwaju dobije dijagram prema
slici 7.4 na kojem se mae uceiti da sa svakim novim ciklusom za pozitivhe
pomake dolazi do povefanja granice tecenja u vlacnom podrwzju. Istovre-
meno se smanjuje u tlacnom podrweju. S druge strane za negativhe pomake
dogada se potpuno obrnuta situacija, raste tlacna granica tezenja, a sma-
njuje se vlacna. Ta pojava naziva se jos i Bauschingerov efekt i opisana je u
odjeljku 3.1. Bauschingerov efekt jasno pokazuje pravilno modelirano kine-
matcko avisenje materijalasto dokazuje ispravnost izvedenog mehanizma
kinematckog acvis§enja temeljenog na slobodnoj energiji. Za tre§i proracun
u obzir su uzeta oba mehanizma avis§enjaH = 800 MPa, ¢ = 800 MPa)
sto se lako mae uciti na dijagramu 7.5 jer istovremeno dolazi do sirenja

plohe tezenja, ali i pojave Bauschingerova efekta.
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Slika 7.5: Jednoosno optere 8§ena membrana : krivulje opterefenja za

slwzaj istovremenog izotropnog i kinematckog avis§enja

7.1.2 Cisto smicanje

Sljedegi primjer, kojim se mae provjeriti izvedeni materijalni model, jecisto
smicanje. Vrlo se cesto koristi u literaturi, Peri § et al. [2]1], Basar &
Itskov [31], Eterovic & Bathe [2(], Ibrahimbegovi § & Chorfi [114,
Tsakmakis & Willuweit  [43], kao ogledni primjerak testa za velike elasto-
plastcne deformacije i to posebno za modele koji imaju ugdegn mehanizam
kinematckog acvis§enja. Kvadratna plaza diskretizirana jednim konacnim
elementom, slika7.€, ima na donjem rubu sprijecene sve pomake. Na gor-
njem rubu sprijeceni su pomaci u smjeru osk dok se on mae slobodno
gibati u smjeru osi1l. Opterefenje se simulira inkrementiranjem pomaka
gornjeg ruba. Kod takvog opterefienja plae javljaju se velike kutne defor-
macije i rotacija glavnih osi deformacija. To mae uzrokovati oscilirajua
rjesenja za naprezanja u slweaju kada uvjet objektivnosti unutarnje varijable

kinemattkog azvis§enja nije u potpunosti ispunjen. Parametri materijala za
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koji je izvisen proracun nalaze se na slici/.6.

Materijalni parametri

E =206890 MPa,° =0; 29,
% =220 MPa,
H =0 MPa, c= 1000 MPa,

Slika 7.6: Cisto smicanje : geometrija i materijalni parametri

Rezultati ovog primjera prikazani su obliku dijagrama na slici7.7. Na
apscisu je nanesena kutna deformacija dok je na ordinatu naneseno po-

smcno naprezanje¥s,. Dobivene krivulje koje pokazuju ovisnosts, o °

Slika 7.7: Cisto smicanje : usporedba rezultata dobivenih pomo§u izvede-
nog modela za izotropne materijale s rezultatima za materijalni

model ugraden u program za konane elemente ABAQUS
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usporalene su s krivuljama dobivenim pomo%u materijalnog modela kod ko-
jeg je korstena Zaremba-Jaumannova derivacija pri modeliranju kinemattkog
acvisenja, ABAQUS [119. Kao sto se vidi iz dijagrama, za razliku od
nezeljenog oscilatornog ponasanja modela s Zaremba-Jaumannovom deriva-
cijom, krivulja kod izvedenog modela za izotropne materijale monotono raste
s povettanjem posmecne deformacije. To pokazuje da je modelirani mehani-

zam kinematckog avis§enja izveden pravilno.

Slika 7.8: Cisto smicanje : usporedba rezultata dobivenih pomo§u izvede-

nog modela za izotropne materijale s rezultatima iZBruhns et al.

1]

Isto tako krivulje ovisnosti bezdimenzionalnog faktor&s,=! o kutnoj de-
formaciji ° usporadene su s nedavno razvijenoroorotational logaritamskom
derivacijom, Xiao et al.  [4(] i Bruhns et al.  [1], koja ne pokazuje oscila-
torna ponasanja. Kaosto se maze vidjeti na slici7.€ postoji dobro poklapanje

medu krivuljama. Ipak izvedeni model izotropnog avis§enja ima prednost
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u odnosu na model s logaritamskom derivacijom jer nije potrebno vsiti in-
tegriranje kako bi se dobilo kinematcko avis§enje vet ono direktno slijedi

iz konstitutivnih jednadzbi.

Slika 7.9: Cisto smicanje : ovisnost posmgnih naprezanja o kutnoj defor-

maciji pri ciklckom opteregenju

Istrazen je i utjecaj ciklckog optere§enja na problem cistog smicanja.
Kaosto se vidi iz dijagrama na slici7.S opisan je Bauschingerov efektsto jos

jednom potvrduje dobro opisano kinematcko avis§enje.

7.1.3 Pravokutna plaa opterefena ciklckim

opterefienjem u ravnini

U ovom primjeru ispitana je taznost opisivanja mehanizama izotropnog i ki-
nematckog avisfenja kod place opterefene posmenim optere§enjem. Pra-
vokutna plaza, zadana slikom7.1Q opterefena je na desnom rubu ciklckim

optere§enjem referentnog iznosa. Ukupno opterefienje izrazeno je mnae-
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njem s tzv. faktorom optere§enja® kao g = ®q. Opterefenje je narinuto
inkrementiranjem pomaka tacke A na desnom rubu i to tako da se nakon
svakog ciklusa pomak ruba udvostrwcuje, slika/.11. Plaza je dikretizirana
pomofu 400 konaenih elemenata. Materijalne konstante prikazane su na slici

/.10

Materijalni parametri

E =210000 MPa,° =0; 3,
% = 240 MPa,
H = 1600 MPa, c = 1600 MPa,

Slika 7.10: Pravokutna plo  €a: geometrija i materijalni parametri

Slika 7.11: Pravokutna plo €a: prikaz ciklckog optere§enja kvadratne
plaze pomofu dijagrama koji daje ovisnost narinutog pomaka

tacke A o vremenu
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Slika 7.12: Pravokutna plo  €a: krivulje odnosa faktora opterefenja i ver-

tikalnog pomaka tazke A za slweaj izotropnog cvisgenja

Slika 7.13: Pravokutna plo  €a: krivulje odnosa faktora opterefenja i ver-

tikalnog pomaka tazke A za slwzaj kinemattkog azvisfenja

Na slicil7.12prikazane su krivulje melusobnog odnosa faktora opterefenja

i vertikalnog pomaka tazke A. U ovom slwaju napravijen je proracun samo
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kada postoji izotropno avis§enje H = 1600 MPa, ¢ = 0 MPa). 1z dija-
grama se jasno vidi da izvedeni numercki algoritam maze opisati izotropno
ccvisenje i u slzaju posmenog optere§enja duz jednog ruba. Slecna analiza
napravljena je i za slwaj kinematckog acvisenja (H = 0 MPa, ¢ = 1600
MPa) sto je prikazano krivuljama na slici [7.13 koje tazno opisuju Bausc-
hingerov efekt. Radi potpunosti, napravljen je proracun s oba mehanizma
acvisfenja (H = 1600 MPa, ¢ = 1600 MPa) koji se prema slici7.14zorno pri-
kazujesirenje plohe tecenja (izotropno avis§enje), ali istovremeno ukljucuje

i Bauschingerov efekt (kinematcko azvis§enje). Na slikama/.15(a)i 7.15(b)

prikazani su deformirani oblici za krajnji gornji polaaj i krajnji donji polaaj.

Slika 7.14: Pravokutna plo  €a: krivulje odnosa faktora opterefenja i ver-
tikalnog pomaka tazke A za slweaj izotropnog i kinemattkog

avstenja
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(@) (b)

Slika 7.15: Pravokutna plo  €a: deformirani oblik za krajnji a) gornji i b)

donji polczaj

Kriti €ki osvrt: S posljednja tri primjera, jednoosno optere§enom plo-
com [7.1.], cistim smicanjem [7.1.2 i posmcno opterefenom placom7.1.3
pokazano je da su mehanizmi accvis§enja pravilno modelirani. Narcito je
to bilo potrebno ispitati za novi oblik kinematckog avistenja koji slijedi iz
prasirenog izraza za slobodnu energiju. Takter je testom cistog smicanja
pokazano da je postignuta objektivnost izvedenog algoritma jer nema pojave
nezeljenog oscilatornog ponasanja. Sljede§i primjeri pokazat §e winkovitost
numerckog algoritma u rjesavanju problema velikih deformacija i rotacija za

placcu kao i za razlcite ljuskaste konstrukcije.

7.1.4 Napuhivanje kvadratne plae

Cilj ovog primjera je razmotriti winkovitost numercke simulacije velikih
elastoplastcnih deformacija uz pomo% izvedenog algoritma za probleme de-
formiranja plcca. Takoder, ovaj primjer je upotrijebljen kako bi se veri cirali
rezultati proracuna s onima koji se mogu na§i u dostupnoj literaturi. Placa
je slobodno oslonjena o podlogu tj. sprijezeni su samo vertikalni pomaci due

rubova dok su mogu$i horizontalni pomaci i rotacije, slik¥.16 Optere§ena
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Materijalni parametri

E =69000 MPa, ° =0; 3,

Y% =248 MPa,

H = 3000 MPa, c = 3000 MPa,
@ = 0;01 N/mm?

Slika 7.16: Napuhivanje kvadratne plo ce: geometrija i materijalni pa-
rametri
Slika 7.17: Napuhivanje kvadratne plo ce: usporedba rezultata

izlkenog modela za izotropne materijale s rezultatima dobive-
nim materijalnim modelom izlazenim u Klinkel [2] za elastcan-

idealnoplasttan slcaj
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je jednolikim tlakom po povsini, izrazen kao q = ®q, uslijed kojeg dolazi
do tzv. napuhivanja place. Optere§enje je konzervativno sto znai da se
tijekom procesa deformiranja smjer djelovanja optere§enja ne mijenja. Di-
menzije place kao i materijalni parametri, slika’7.16 preuzeti su izKlinkel

[2], Betsch & Stein [12( kako bi se dobiveni rezultati mogli usporediti
s rezultatima u tim radovima. Pcostuju§i uvjete simetrije optere§enja i ge-
ometrije, jednacetvrtina plae je diskretizirana s 1089 konacnih elemenata
(32£ 32).

Slika 7.18: Napuhivanje kvadratne plo ce: usporedba rezultata
izleenog modela za izotropne materijale za elastcan idealno
plastcan slweaj, za slweaj izotropnog, kinemattkog ccvis§enja

kao i izotropnog i kinemattkog avis§enja

Rezultati za elastcan idealno plastcan materijal H = 0 MPa, ¢ =
0 MPa) prikazani su u obliku dijagrama koji pokazuje odnos faktora op-
terefenja® i vertikalnog pomaka sredsnje tacke Aw,. S namjerom da se

veri cira numertki algoritam taj rezultat je usporeden s rezultatom koji je
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dobiven pomo%fu numertkog algoritma predstavljenog Klinkel [2]. Kao
sto se maze vidjeti na slici [7.17 postoji dobro poklapanje krivulja, tek se
neznatno razilaenje javlja nakon pomaka od 100 mm sto je vjerojatno uz-
rokovano razlcitim formulacijama materijalnog modela. Nadalje, istrazen
je utjecaj razlcitih mehanizama accvis§enja na elastoplastcno deformiranje
materijala promatranjem pol@aja krivulja u ® wa dijagramu. Prikazane
su krivulje za elastcno idealno plasteni materijal, materijal s izotropnim
acvisfenjem, s kinematckim acvis§enjem i materijal koji ima oba modela

acvisenja kao sto se maze vidjeti na slici’7.1& Iz dijagrama se lako mae

(@) (b)
(© (d)
Slika 7.19: Napuhivanje kvadratne plo ce: deformirani oblik materijala

s izotropnim i kinematckim @visfenjem za pomak a) wa = 0

mm, b) wa =33 mm, ¢) wa =85 mm id) wa =140 mm
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uceiti da izotropni i kinematcki model dobro pokazuju ccvis§enje materijala
jer da bi se dobio isti pomak kao za elastcno idealno plasteni materijal po-
trebno je upotrijebiti puno vefie opterefienje. Talder se mae primijetiti i
da istovremena upotreba oba avis§enja znatno vse utjeze na krivulje nego
svako zasebno.

Na slici7.19prikazani su deformirani oblici za sluzaj materijalnog modela
s izotropnim i kinematckim avis§enjem kada je vertikalni pomak tacke A
jednak a) wa = 0 mm, b) wa = 33 mm, c) wa = 85 mm i d) wa = 140
mm. Iz prikazanih slika ma&e se uciti da s porastom pomakav, dolazi do
povefanog tzv. guwevanja materijala u kutovima plaze. To su ustvari podrwgja
u kojima dolazi do pojacane plasti kacije i znatno je izraeniji utjecaj velikih

elastoplastenih deformacija.

7.1.5 Scordelis-Lo cilindreni krov

Materijalni parametri
E =21000 MPa,° =0;0,
Yy =4;2 MPa,
H =800 MPa, ¢ =400 MPa,
@ = 0;001 N/mm?

Slika 7.20: Scordelis-Lo : a) geometrija, b) materijalni parametri

Scordelis-Lo cilindreni krov je vrlo cest primjer u literaturi ( Roehl &
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Ramm [3], Sori § et al. [4], Peri § et al. [21]). Ovaj primjer je upotri-
jebljen kako bi se istrazila winkovitost izvedenog numerckog algoritma kod
problema gdje se javljaju velike elastoplastcne deformacije na cilindrcnim
ljuskama. Cilindreni krov geometrije zadane slikorri7.20 optere§en je vlasti-
tom tezinom u smjeru 3, izragenom kao umnaak faktora optere§enj® i re-
ferentne vrijednosti opteretenjay., q= ®q. Oba uzdwna ruba su slobodna,
dok se s prednje i straznje strane pretpostavlja postojanje krute dijafragme
koje sprjezava pomake u smjerovimd i 3. Podaci o korstenom materijalu
nalaze se na slicv.2Q Zahvaljuju§i simetriji optere§enja i geometrije u nu-
merckom proracunu koristi se samocetvrtina modela podijeljena mrezom od

20£ 20 konacnih elemenata.

Slika 7.21: Scordelis-Lo : usporedba rezultata izleenog modela za izo-
tropne materijale s rezultatima dobivenim materijalnim modelom
izlenim u Roehl & Ramm [3] za elasttan idealno plastcan

slwzaj

Rezultati proracuna prikazani su krivuljama koje pokazuju odnos faktora
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opterefenja i vertikalnog pomaka tazke A (oznacene na slicr.20). Kako
bi se j jednom veri cirao proracunski model rezultati za elastzan idealno
plastcan slwcaj (H = 0 MPa, ¢ = 0 MPa) usporedeni su s rezultatima iz
Roehl & Ramm [3]. Kaosto se mae vidjeti na slicil/.21 postoji jako dobro
poklapanje rezultata. Dijagramom na slici7.22 napravljena je usporedba
rezultata za razlcite mehanizme avisfenja: bez avisfenjall = 0 MPa,
c =0 MPa), izotropno (H =800 MPa, c = 0 MPa), kinematcko ccvis§enje
(H = 0 MPa, c = 400 MPa) i oba istovremeno H = 800 MPa, c = 400
MPa). Kaosto se mae zamijetiti primjenom mehanizama avisgenja dolazi

do acekivanog porasta potrebnog opterefenja za isti pomak.

Slika 7.22: Scordelis-Lo: usporedba rezultata izlzenog modela za izotropne
materijale za elastcan idealno plastcan slwzaj, za slwaj izotrop-
nog, kinemattkog avsfienja kao i izotropnog i kinemattkog

acvisfenja

Deformirani oblici cilindrcnog krova za razlcite pomake prikazani su na

slici [7.23 l1zdvojeni su slwajevi za pomak tacke A i to a)wa = 0 mm, b)
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Wa =600 mm, c) way = 1200 mm i d) wa = 2500 mm.

(@) (b)

(c) (d)

Slika 7.23: Scordelis-Lo : deformirani oblik materijala s izotropnim
avisfenjem pri pomaku a) wa = 0 mm, b) wa = 600 mm,

c) wa =1200 mm i d) wa =2500 mm

7.1.6 Polovica sfere optereiena linijskim opterefienjem

Kao test za sferne ljuskaste konstrukcije podvrgnute velikim elastoplastcnim
deformacijama napravljen je numercki proracun polovice sfere. Taj primjer
je takoder iskorsten kako bi se ovisno rubnim uvjetima ispitala pojava ve-
likih deformacija i mogu§nost njihovog proracuna ovim modelom. Kao us-
poredba korsteni su modeli izvedeni prema teoriji malih deformacija prema
Sori §etal. [4]i Tonkovi §etal. [5] koji ne bi trebali mo%i taezno opisati

pojavu velikih deformacija.
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Materijalni parametri

E =212000 MPa,° =0;285,

Y%y =220 MPa,
H = 1200 MPa, ¢ =600 MPa,
g: =10 N/mm

Slika 7.24: Sfera : geometrija i materijalni parametri

Polovica sfere geometrije prikazane na sligi.2Z opterefena je linijskim
optere§enjem po gornjem rubu referentnog iznosg u smjeru prikazane osi
3. Na donjem rubu sfera je uklijestena (sprijezeni su svi pomaci i rotacije)

dok su za gornji rub napravljeni proracuni s dvije vrste rubnih uvjeta:

1. Na gornjem rubu su sprijezeni pomaci u smjerd i 2 dok su sve rotacije

I pomak u smjeru3 omogufeni, u tekstu ima oznaku SR.

2. Na gornjem rubu su sprijeceni pomaci u smjerd. i 2 kao i sve rotacije,

mogu¥§ je samo pomak u aksijalnom smjer8, oznaka BR.

Svojstva korstenog materijala prikazana su na slicv.24 Zahvaljujug§i sime-
triji modela i optere§enja koristi se samocetvrtina sfere koja je diskretizirana
s 576 elemenata (28 24).

Rezultati za oba slwzaja rubnih uvjeta prikazani su pomo%u krivulja ovis-
nosti faktora opterefenja o vertikalnom pomaku tacke A. Prvo je napravljena
usporedba rezultata kada su na gornjem rubu mogufe rotacije (SR) s rezulta-

tima dobivenim pomofu numerckih algoritama opisanih uSori § et al. [4]
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i Tonkovi §etal. [5). Oba modelaizvedena su uz pretpostavke teorije ma-
lih deformacija, a razlikuju se u nacinu modeliranja mehanizama avisfenja.
Dok se uSori § et al. [4] koristi nelinearni model izotropnog cevis§enja,
slcan onome koji se koristi u materijalnom modelu izvedenom u ovom radu,
i Pragerov oblik kinemattkog azvis§enja, u Tonkovi 8 et al. [5] ugraden

je model, premaLehmann [14], koji mae realno opisati ccvis§enje. Kaosto
se vidi na slici7.25postoji odredeno nepodudaranje krivulja koje je znatnije
izragzeno s povefanjem pomaka (vee od 40 mm). Nepodudaranje se javlja
zbog utjecaja velikin deformacija koji se ne mogu opisati teorijom malih de-

formacija.

Slika 7.25: Sfera : usporedba rezultata izleenog modela za izotropne mate-
rijale s rezultatima dobivenim materijalnim modelom izl®enim
u Sori § et al. [4] and Tonkovi § et al. [5] pri izotropnom

avstenju i uz slobodne rotacije gornjeg ruba
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Slika 7.26: Sfera : usporedba rezultata izlzenog modela za izotropne mate-
rijale s rezultatima dobivenim materijalnim modelom izl®enim
u Sori § et al. [4] and Tonkovi § et al. [5] pri izotropnom

avsfenju i uz sprijecene rotacije gornjeg ruba

(@) (b)

Slika 7.27: Sfera : meridijalni presjek deformiranog oblika pri pomaku 55
mm za slweaj a) slobodnih rotacija gornjeg ruba i b) sprijezenih

rotacija gornjeg ruba
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Drugi proracun je napravljen sa sprijecenim rotacijama na gornjem rubu
(BR). Kaosto se maze vidjeti iz dijagrama na slici7.26krivulje izvedenog ma-
terijalnog modela u potpunosti odudaraju od onih dobivenih pomo$u teorije
malih deformacija. Uzrok te razlike su rubni uvjeti tj. sprijezene rotacije gor-
njeg ruba koje znatno utjecu na pojavu velikih elastoplastenih deformacija
koje ne mogu biti obuhvatene materijalnim modelima temeljenim na teoriji
malih deformacija. To se mae vidjeti i na prikazanim deformiranim obli-
cima sfere. Na slici7.27(a) prikazan je slwzaj sa slobodnim rotacijama gdje
se vidi da ne postoji zakretanje gornjeg ruba ve$ on kontinuirano ide prema
dolje ovisno o opterefenju. Za razliku od toga prema sli¢i27(b) kada su
sprijecene rotacije dolazi do zakretanja dijela oko gornjeg ruba i to uzrokuje

pojavu dodatnih velikih deformacija.

Slika 7.28: Sfera : usporedba rezultata izleenog modela za izotropne mate-
rijale za slwzaj izotropnog i izotropnog i kinemattkog avis§enja

za obje vrste rubnih uvjeta
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Slika 7.29: Sfera : deformirani oblik - slobodne rotacije gornjeg ruba pri

pomaku 55 mm

Slika 7.30: Sfera : deformirani oblik - sprijecene rotacije gornjeg ruba pri

pomaku 55 mm
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Na slici[7.28 prikazane su krivulje odnosa faktora opterefenja i vertikal-
nog pomaka gornjeg ruba za razlcite rubne uvjete i to za slwaj izotropnog
acvisenja kao i izotropnog i kinematckog accvis§enja. Prikazane su samo
krivulje dobivene pomofu materijalnog modela izvedenog u ovom radu. Na
dijagramu se lako mae ucciti da je za deformiranje sfere sa sprijezenim rota-
cijama gornjeg ruba potrebno ulziti puno vefie opterefenje nego kada su one
slobodne. To se i azekivalo jer u tom slweaju dolazi do dodatnog deformiranja
gornjeg ruba.

Deformirani oblik sfere pri pomaku gornjeg rubauz = 55 mm za slwzaj
slobodnih rotacija gornjeg ruba mae se vidjeti na slici7.29 a za sluwa]
sprijecenih nal7.3Q Razlika u deformiranim oblicima narccito je ucljiva u
nacinu deformiranja gornjeg ruba.

Kriti €ki osvrt: S posljednja tri primjera, napuhivanje kvadratne place
7.1.4 Scordelis-Lo cilindreni krov7.1.5i sfera opteregena linijskim optere§enjem
7.1.6 pokazano je da se izvedeni materijalni model maze primjeniti za razlcite
geometrije (place, cilindra, sfere) i da je mogu$e s njim opisati pojavu veli-
kih elastoplastcnih deformacija. Takader je pokazana ispravnost ugmenih
mehanizama avisfenjasto se moglo aitovati na prikazanim krivuljama od-
nosa opterefenja i pomaka. Napravljena je veri kacija modela usporedbom
s rezultatima iz literature. Na primjeru deformiranja sfere pokazano je da
se materijalnim modelima temeljenim na pretpostavkama teorije malih de-
formacija ne mogu tano prikazati procesi deformiranja s pojavom velikih
elastoplastcnih deformacija. Dok materijalni model razvijen u ovom radu to

mae.
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7.2 Elastoplastcno deformiranje anizotropnih

materijala

7.2.1 Jednoosno opterefiena membrana

Cilj ovog primjera je usporediti rezultate koji se dobiju pomo%u izvedenog
numerckog algoritma za anizotropne materijale s eksperimentalnim rezulta-
tima iz literature. Namjera je ispitati tacnost modelirane ortotropne granice

tecenja.

Slika 7.31: Jednoosno optere 8ena epruveta : geometrija epruvete na

kojoj je napravljen eksperiment, izLademo et al. [6]

Kod ove usporedbe koriste se rezultati izleeni ademo et al. [g],
gdje je napravljen eksperiment na epruveti, slik¥.31], izradenoj od alumi-
nijske legure AA7108. Epruveta se jednoosno rasteze i pri tome su snimane
konstante materijala. Eksperiment je napravljen za pet razlcitih slwcajeva
usmjerenosti glavnih osi ortotropije (6, 35°, 45, 55 i 90*) u odnosu na
os epruvete. Pri numertkoj veri kaciji izvedene formulacije napravljen je
model prema slici/.32 za koji su uzeti stvarni parametri materijala izLa-

demo et al. [6], slikal7.32 Plaza je diskretizirana s 70£ 13 elemenata.
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Materijalni parametri

E, = E3 =68135 MPa, E, = 69316 MPa,
%12 =93 ="02,3=0,32,

Glz = G13 = G23 = 25808; 7 MPa,

¥{, = 295, ¥, = 263, ¥4, = 216 MPa,

¥{, = 120;7 MPa, ¥; = ¥, = 140;7 MPa,
H =1200 MPa,

Slika 7.32: Jednoosno optere 8ena epruveta : geometrija i materijalni

parametri

Slika 7.33: Jednoosno optere 8ena epruveta : usporedba plohe tezenja

dobivene numercki i eksperimentalno
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Numercka simulacija izvedena je za razlcite kutove zakreta glavnih osi
ortotropije u odnosu na primijenjeno opterefenje i to za*Q 12, 25, 35,
45*, 55, 75, i 90*. Na dijagramu prikazanom slikon7.33 prikazane su eks-
perimentom izmjerene granice tecenja za razlcite kutove i one su uspatene
s numertckim rezultatima. Kaosto se mae vidjeti postoji dobro poklapanje
rezultata izcega se mae zakljweiti da se izvedenim modelom za anizotropne

materijale mae vjerno opisati ortotropna granica tezenja.

7.2.2 Isoerror postupak

Greska numerckog postupka pri numerckoj integraciji maze se utvrditi pri-
mijenom isoerror postupka. Sam postupak nije u potpunosti matematcki
odreden, ali omogu$ava brzi numercki uvid u taznost lokalne iteracije. Me-
toda je opisana u raduSimo & Taylor [7]. Izabrana su tri karakteristcna
pol@zaja na plohi tezenja, slika’7.34 Tazka A oznacava jednoosno napreza-
nje, tacka B dvoosno naprezanje i tazka Ccisto smicanje. Ovisno o testu koji

se izvodi, element je doveden do stanja naprezanja oznacena tackom A, B ili

Materijalni parametri

E, =48042,7 MPa, E, = E3 = 41800 MPa
%,,=0;2355,°,3=0;258,°,3 =0; 24,

G12 = 14214 MPa, G13 = G23 = 14804 MPa,

%, = 180 MPa, ¥, = 220 MPa, %, = 250 MPa,
Y, = 187 MPa, ¥, = %, = 127 MPa,

Slika 7.34: Isoerror postupak : ploha tezenja s tackama opterefenja A, B

i C, prema Simo & Taylor [7]
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Slika 7.35: Isoerror postupak  : Numercka greska integracijskog postupka

u ovisnosti 0 primijenjenim inkrementima deformacije - slwzaj A

Slika 7.36: Isoerror postupak  : Numertcka greska integracijskog postupka

u ovisnosti o primijenjenim inkrementima deformacije - slwcaj B
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C, a nakon toga su mu narinute razlcite kombinacije inkremenata deforma-
cije (¢ "1;¢",). Ti inkrementi deformacije prvo se hanose u jednom koraku.
Tako dobiveno naprezanje oznaceno jeS. Nakon toga, trazi se 'tazcan' iznos
naprezanjaS, tako da se isti inkrementi deformacije ostvaruju ne vse u jed-
nom koraku ve§ u puno malih podinkrementa. Potrebno je odrediti broj tih
podinkrementa. To se radi tako da se povefava njihov broj sve dok promjena
naprezanja izmeu dva pove§anja ne bude zanemariva u odnosu na sam iznos
naprezanja ¢S.,=S,; u 0. U ovom slweaju 't@no’ rjesenje se uzima za slwzaj
napravljenih 1000 podinkremenata. Greska numerckog postupka izraena
je kao relativni srednji korijen razlike izmelu rjesenja dobivenog u jednom
koraku (S) i 'tecnog’ riesenja ( Sy) i to prema sljedeem izrazu

P [(S}, So): (Si Su)l

+= — £ 100 7.1
P55y (7.1)

Slika 7.37: Isoerror postupak  : Numertka greska integracijskog postupka

u ovisnosti o primijenjenim inkrementima deformacije - slwcaj C
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Navedenim postupkom ispitivana je greska izvedenog numerckog modela
za anizotropne materijale, parametri se mogu na§i na sli¢i34 Za svaki par
inkremenata deformacije (¢';; ¢ ",) nadena su pripadna naprezanj& i Sy i
onda je prema formuli [/.1) izrazena greska+. Rezultati su prikazani u 3D di-
jagramima. Bazu tih dijagramacine razltiti parovi inkremenata deformacije
koji su normalizirani s deformacijom koja se javlja kod granice tecenjd' ().
Greska t izrazena u postotcima nanosi se na vertikalnu os. Testom A, prema
slici’7.35 maze se vidjeti da je najveti iznos greske manji od 2,5%sto je vrlo
prihvatljiva vrijednost. Prikazane plohe za testove B i C, prema slikama&.36
i [7.37, pokazuju simetrcnost greske s obzirom na dijagonalu koja predstavlja
linija ¢ ";=2y = ¢ ",=2,. To je bilo i za azekivati s obzirom na pol®aj tazaka
B i C na plohi tecenja. Greska ovdje takoder ne prelazi vrijednost od 2%.
Prikazani rezultati pokazuju da je izvedeni numercki algoritam integracije
konstitutivnih jednadzbi vrlo tazan jer relativna greska u svim testovima ne

prelazi vrijednost od 3%.

7.2.3 'Napuhivanje' kvadratne plae

Kvadratna plaza upotrijebljena je kao testni primjer izvedenog materijalnog
modela pri elastoplastcnom deformiranju anizotropnih materijala. Plaza iste
geometrije, ali od izotropnog materijala ve§ je razmotrena u primjerd.1.4
Napravljena je analiza utjecaja zakreta materijalnih osi na deformirani oblik.
Kvadratna plaza, geometrije prikazane na slicir.38 podvrgnuta je jedno-
likom optere§enju po povsini (konzervativnho optere§enje - ne mijenja smjer
tijekom procesa deformiranja) u smjeru3. Plaa je slobodno oslonjena o
podlogu, sto znaci da su sprijezeni pomaci u smjerB dok su pomaci u smje-
rovima 1 i 2 kao i rotacije omoguene. U proracunu se koristi materijal s

parametrima zadanim na slici7.3& Kaosto se maze vidjeti, to je i elasttno
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kao i neelastcno ortotropan materijal. Na slici’/.38 mogu se zamijetiti dva
koordinatna sustaval23 i m;m,ms. Sustavm;m,m3; oznacava pravce glav-
nih osi ortotropije. Tijekom proracuna on se zakrefe za kutove =0+, 30",

45" i 60* u odnosu na koordinatni sustavl23. Zbog toga ne postoji ravnina
simetrtnosti svojstava materijala i geometrije pa se ne mogu koristiti uvjeti

simetrije. Plaza je podijeljena mrezom od 1225 (35 35) konacnih elemenata.

Materijalni parametri
E; =210 GPa, E; = E3 =84 GPa
012 =0;229,°13=0;243,°,3 =0;19,
G12 = Gi13 =42 GPa, Gy3 =81 GPa,
¥{, =585, ¥, =810, ¥}, = 360 MPa,
3/1{2 = 286, 3/{3 =234, 3/22/3 =260 MPa,
H =2000 MPa,
¢ =1 MPa.

Slika 7.38: Anizotropna kvadratna plo €a: geometrija i materijalni pa-

rametri

Deformirani oblici za izracunate kutove' prikazani su na slici7.39 Na
slikama podruweja iste boje imaju isti vertikalni pomak. Kao sto se vidi iz
slika s promjenom kuta zakreta materijalnih osi mijenja se i deformirani oblik.
Ovim primjerom pokazano je da se izvedeni anizotropni materijalni model
maze primijeniti na probleme deformiranja plaza napravljenih od anizotrop-

nih materijala.
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(@) (b)

(© (d)

Slika 7.39: Anizotropna kvadratna plo ca: deformirana kon guracija

pri zakretu materijalnih osi za a) 0*, b) 30%, c) 45" i d) 60*

7.2.4 'Napuhivanje' krizne plae

Slijedegim primjerom ispitano je da li je mogu$e izvedenim numerckim al-
goritmom racunati anizotropno ponasanje kod krwznih plaza. U obzir se
uzima samo ortotropno neelastcno ponasanje pricemu se variraju parame-
tri koji opisuju granicu tecenja i promatra se utjecaj na deformirani oblik.

Kruzna plaza, geometrije zadane slikom7.4Q0 optere§ena je konzervativnim
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optere§enjem u smjeru 0s8. Korstena je geometrija i materijalni parame-
tri kao u radu Eidel & Gruttmann [83]. Dw ruba, plaza ima sprijecene
pomake samo u smjeru 0s3 tako da su mogu$§i pomaci u smjerovima i 2
kao i sve rotacije. Zahvaljuju§i geometrijskoj simetriji i simetriji materijalnih

podataka, diskretizirana je cetvrtina plaze s 16£ 16 elemenata.

Slika 7.40: 'Napuhivanje' kru  zne plo ee: geometrija modela

Korsteni materijal ima modul elastecnosti E = 206900 MPa, Poissonov
koe cijent © = 0;29, koe cijent izotropnog czvis§enjaH = 2000 MPa dok

su materijalni parametri za ortotropnu granicu tecenja

Y, = ¥4, = ¥4, = 450 MPa;

3/%-/2 = %3 = 3%§:3;
materijal A: ¥, = 1 £ ﬁ—%;

NS

materijal B: %4, = B

7

materijal C: ¥, =2 £ #L.

Y

o

Kao sto se mae vidjeti promatra se slweaj s izotropnim elastecnim po-
nasanjem materijala i ortotropnom granicom tecenja. Razmatrana su tri

razlcita materijala koji se razlikuju po vrijednosti posmgnih granica tezenja.
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(@) (b)

Slika 7.41: 'Napuhivanje' kru  zne plo €e: deformirani oblik pri pomaku

sredsnje tacke 25 mm za a) materijal A i b) materijal C

(a) (b)

Slika 7.42: 'Napuhivanje' kru  zne plo e€e: deformirani oblik pri pomaku

sredsnje tacke 50 mm za a) materijal A i b) materijal C
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(@) (b)

Slika 7.43: 'Napuhivanje' kru  zne plo €e: deformirani oblik pri pomaku

sredsnje tacke 75 mm za a) materijal A i b) materijal C

(a) (b)

Slika 7.44: 'Napuhivanje' kru  zne plo ce: deformirani oblik na kraju pro-

cesa deformiranja za a) materijal A i b) materijal C
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@) (b)

(©

Slika 7.45: 'Napuhivanje' kru  zne plo ce: izometrijska projekcija deformi-
rane kon guracije za a) materijal A, b) materijal C i ¢) materijal

B
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Kao referentni sluwzaj koristi se materijal B koji je ujedno i izotropni sluza,j.
Materijal A ima polovenu vrijednost posminih granica tezenja dok materijal

C ima dvostruku vrijednost. Na slikama7.4], [7.42, 7.431 [7.44 prikazani
su deformirani oblici za promatrani primjer i to usporedno za materijal C
i materijal A pri pomaku sredsnje tacke u iznosima od 25 mm, 50 mm,
75 mm i za krajnju deformaciju (95 mm). Na tim slikama se m@e uciti
poveganje plastcnih deformacija za materijal A u smjeru koji se nalazi pod
kutom od 45" u odnosu na pa:etni koordinatni sustav dok se kod materijala
C ta koncentracija plastcnih deformacija javlja u smjeru koordinatnih osi.
Deformirani oblici imaju isti oblik kao oni prikazani u Eidel & Gruttmann

[83. 1z prikazanog se lako vidi da se pomo$u izvedene formulacije mae
pravilno modelirati anizotropno ponasanje materijala. Slika7.45 pokazuje

deformirani oblik za sva tri materijala u izometrijskoj projekciji.

7.2.5 Krwna plaa opterefiena radijalnim linijskim
opterefienjem

Ovaj primjer se koristi kao simulacija procesa dubokog vicenja bez korstenja
kontaktnih konanih elemenata. Primjer je uzet izPapadopoulos & Lu
[75]. Krwzna plaza s koncentrecnom rupom prikazana na slici7.46opterefena
je radijalno usmjerenim opterefenjem referentnog iznosg = 1000 N/mm.
Plazca ima sprijecene pomake u smjeru osB tako da se javljaju samo rav-
ninske deformacije. Zahvaljuju§i simetriji geometrije i materijalnih podataka
proracunava se samocetvrtina modela koja je podijeljena s ¥ 10 konaenih
elemenata. Razmatraju se tri materijala; izotropni (materijal B) i dva orto-
tropna slwzaja (materijal A i C). Materijalni parametri zadani su slikom [7.46

I kaosto se mae zamijetiti to su elasteno izotropni materijali s ortotropnom

granicom tecenja.
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Materijalni parametri

E =69 GPa, ° =0;29,
H, = ¥, = ¥ = 450 MPa,
H, = Y3 = As,

ot A —0-af %
materijal A: ¥, =0;8£ p’%
materijal B: ¥, = %‘%
materijal C: ¥, =2 £ B

§1
H =1000 MPa.

Slika 7.46: Radijalno optere  8ena plo €a: geometrija i materijalni para-

metri

Na slikamal7.4%, [7.481 [7.49 prikazani su deformirani oblici za materi-
jal A'i C pri radijalnom pomaku tacke T od 20, 40 i 59 mm. Kao sto je
bilo za azekivati, u skladu s prethodnim primjerom, u slwcaju A plastcne
deformacije se grupiraju u smjeru koji je pod 45u odnosu na pazetni ko-
ordinatni sustav. S druge strane to grupiranje kod materijala C se javlja u
pravcu paeetnih materijalnih osi. U oba slwzaja (materijali A i C) mae se
primijetiti da se deformirani oblik ne poklapa s onim za izotropni materijal.
Naime, kod izotropnih materijala, zbog jednolikog radijalnog optere§enja,
dolazi do jednolikog radijalnog pomaka dok se kod ortotropnih materijala
taj pomak ne poklapa s opterefenjem. To pokazuje da paetna anizotropna
struktura materijala utjece na deformirani oblik. Dijagram odnosa faktora
optere§enja prema radijalnom pomaku tazke T prikazan je na sligf.50 Kao
sto se i azcekivalo krivulja za materijal C nalazi se iznad krivulje za izotropni
materijal B pasto ima dvostruko vefu posmicnu granicu tezenja dok se kri-
vulja za materijal A nalazi ispod jer ima manju posmgnu granicu tezenja od

izotropnog materijala.
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@) (b)

Slika 7.47: Radijalno optere  8ena plo ca: deformirani oblik pri pomaku

taske T od 20 mm za a) materijal A i b) materijal C

(a) (b)

Slika 7.48: Radijalno optere  fena plo €a: deformirani oblik pri pomaku

tacke T od 40 mm za a) materijal A i b) materijal C
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(@) (b)

Slika 7.49: Radijalno optere  8ena plo ca: deformirani oblik pri pomaku

tacke T od 59 mm za a) materijal A i b) materijal C

Slika 7.50: Radijalno optere  8§ena plo ca: dijagram ovisnosti faktora op-

terefenja o radijalnom pomaku tacke T za materijale A, Bi C
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7.2.6 Cilindreni krov optereffen linijskim opterefienjem

Izvedeni algoritam za elastcno i neelastcno ortotropno ponasanje materi-
jala testiran je na primjeru cilindrcne ljuske. Istrazen je utjecaj zakreta

materijalnih osi na deformirani oblik.

Materijalni parametri
Eq1 =48042;7, E» = E3 = 11800 MPa
%12 =0;2355,°13 =0,058, °23 =0; 34,

G2 =4214, G13 = Ga3z = 4804 MPa,
Y, = ¥, = Y3 =220 MPa,

o= Hy= %= 3£ %‘%

H =800 MPa,
g =3;393£ 100 4 N/mm.

Slika 7.51: Cilindri eni krov : geometrija i materijalni parametri

Cilindreni krov zadan slikom 7.51 optere§en je linijskom opterefenjem
na duljini é—‘l’% referentnog iznosag. = 3;393£ 10 4. Primjer je preuzet
iz rada Sansour & Kollmann [79. Prednja i stranja strana cilindra
poduprte su krutim dijafragmama koje sprjezavaju pomake u smjerovima
i 3. Posebno se promatraju vertikalni pomaci tazcaka A i B. Na cilindru se
razlikuju glavne osil, 2 i 3 i materijalne osi koje se zakref§u u odnosu na njih
za kuteve @, 30F, 45" i 60*. Bitno je naglasiti da se materijalne osi zadaju
u lokalnom koordinatnom sustavu koji prati zakrivljenost cilindra. Cilindar
je diskretiziran mrezom od 1296 konacnih elemenata (36 36). U proracunu
se koristi i elastcno i neelastcno ortotropan materijal ciji su materijalni

parametri prikazani na slici’7.51.
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@) (b)

Slika 7.52: Cilindri eni krov : deformirani oblik pri zakretu materijalnih

osi za & a) prikaz u ravnini 12 i b) izometrijski prikaz

@) (b)

Slika 7.53: Cilindri eni krov : deformirani oblik pri zakretu materijalnih

osi za 30 a) prikaz u ravnini 12 i b) izometrijski prikaz
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@) (b)

Slika 7.54: Cilindri eni krov : deformirani oblik pri zakretu materijalnih

osi za 45 a) prikaz u ravnini 12 i b) izometrijski prikaz

@) (b)

Slika 7.55: Cilindri eni krov : deformirani oblik pri zakretu materijalnih

osi za 60 a) prikaz u ravnini 12 i b) izometrijski prikaz
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Na slikama(7.52 - [7.55 mogu se vidjeti deformirani oblici u ravnini 12
kao i izometrijska projekcija za razlcite kuteve zakreta. Zamjetan je znatan
utjecaj orijentacije materijalnih osi na pomake razlcitih dijelova cilindra. Na
prikazanim slikama ista boja predstavlja linije istog pomaka. Tako se mae
zamijetiti da su na slicil7.52 pomaci usmjereni okomito na os cilindrasto je
bilo i za azekivati s obzirom na polaaj materijalnih osi. U skladu s tim mije-
nja se i deformirani oblik i na slikame7.53 [7.54i 7.55 Pol®aj materijalnih
osi znatno utjece i na polaaj krivulja odnosa faktora optere§enja o vertikal-
nom pomaku tazcaka A i B kao sto se mae vidjeti na slikama7.561i 7.57.
Na dijagramima se mae uceiti da prvo dolazi do pojave plastcnih deforma-
cija pri poklapanju materijalnih osi s geometrijom cilindra, a s pove§anjem

kuta zakreta one se pojavljuju pri veem optere§enju. Iz dijagrama na slici

Slika 7.56: Cilindri eni krov : krivulje ovisnosti optere§enja o vertikalnom

pomaku tacke A
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/.57 vidi se da se konstrukcija nalazi u potkrittchom podrwju sve do po-
jave grancne tacke (limit point). Za razmatrane slwcajeve, grancna tacka
se mae odrediti za razlcite iznose vertikalnih pomaka i to od 655 mm pri
zakretu materijalnih osi za 66 do 790 mm pri zakretu od 0. Lako se ma@e
ucciti da je za dosezanje grancne tazcke potrebno uliti najvefe optere§enje
pri pol@&aju materijalnih osi koje se poklapaju s pazetnim koordinatnim sus-
tavom 123 dok se ono smanjuje s povefanjem kuta zakreta. U skladu s
tim maze se zakljwiti da za promatrani sluzaj ova konstrukcija ima najvegu
nosivost pri poklapanju materijalnih osi s koordinatnim sustavoni23

Kriti eki osvrt:  Prvi primjer, [7.2.1, pokazao je da u ovom radu mode-
lirana granica tecenja vjerno prikazuje rezultate dobivene eksperimentom. 1z

toga se maze zakljeiti da se koristi realno modelirano ortotropno neelastcno

Slika 7.57: Cilindri eni krov : krivulje ovisnosti optere§enja o vertikalnom

pomaku tacke B
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ponasanje materijala i da su materijalni parametri ortotropne granice tecenja
u odjeljku 5.6.2 pravilno odredeni. Isoerror postupkom(7.2.2 kontrolirana je

greska numertkog algoritma za lokalnu iteraciju. Dobivene greske su malesto
pokazuje taznost primijenjenog numerckog postupka. Na primjerima kva-
dratne place(7.2.3 kruzne place [7.2.4 [7.2.5i cilindrenog krova [7.2.6 pokazan

je utjecaj ortotropnog ponasanja materijala na elastoplastcno deformiranje
ljuskastih konstrukcija. U primjerima7.2.3i(7.2.5posebno je istrazen je utje-
caj i elastcnog i neelastcnog ortotropnog ponasanja materijala za razlcite
polazaje materijalnih osi. 1z dobivenih deformiranih oblika maze se zakljieiti

da je izvedenim numerckim algoritmom mogu$e dovoljno tazno modelirati

realne procese elastoplastcnog deformiranja anizotropnih materijala.



Poglavilje 8
Zakljuicak

U ovom radu izvedeni su materijalni modeli za opisivanje izotropnog i anizo-
tropnog ponasanja materijala pri velikim elastoplastcnim deformacijama. Za
svaki model detaljno je napravljen izvod evolucijskih jednadzbi kao i izraza
potrebnih za numercku formulaciju.

U dijelu koji se odnosi na izotropni materijalni model tezste je stavljeno
na modeliranje novog oblika kinematckog ccvis§enja. Uvodi se presireni iz-
raz za slobodnu energiju zadan u trenutnoj kon guraciji back stressenzor
se dobiva njenim deriviranjem. Unutarnja varijabla kinematckog avisenia,
energijski konjugiranaback stresgenzoru, zadana je preko neelastcnog dijela
gradijenta deformiranja u trenutnoj kon guraciji. Pokazano je da se sime-
trcan back stresstenzor u trenutnoj kon guraciji maze dobiti samo ako se
u obzir uzme njegova ovisnost o gradijentu deformiranj& sto se razlikuje
od dosadasnjeg shvafanjdack stressenzora kao neovisnog o rasterefenju.
Bitno je naglasiti da ovdje ovisnost nije samo & nego je to mijesano vari-
jantni push forwardpomo§uF i njegove inverzne velcineFi 1. Povlacenjem
jednadzbi i velgina iz trenutne u referentnu kon guraciju vidi se da back

stressovisi i 0 velcinama C i Ci ! koje se inace nalaze u strukturi tenzora
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naprezanja kada se radi s Eshelbyjevim tenzorom. Ta struktura direktna je
posljedica simetrcnosti Kirchho®ova tenzora prilikom mijesano varijantnog
povlazenja u referentnu kon guraciju. Za razliku od izraza za kinemattko
acvisfienje koji se mogu na$i u literaturi, gdje seback stresstenzor dobije
integriranjem evolucijskih jednadzbi, ovdje on slijedi direktno iz disipacijske
funkcije bez potrebe daljnjeg integriranja. Dokazana je objektivhost unu-
tarnje varijable kinematckog acvis§enja sto predstavlja jedan od osnovnih
preduvjeta za teeno modeliranjeback stressenzora u trenutnoj kon gura-
ciji. Materijalni model ima takoder ugradeno nelinearno izotropno avis§enje
I koristi se von Misesov kriterij tecenja. U numerckom algoritmu koristi
se eksponencijalno preslikavanje kako bi se osigurala nestlacivost materijala
i omogugilo obnavljanje varijabli u ovisnosti o vremenu. Sve konstitutivhe
jednadzbe izvedene su pomofu velcina zadanih u trenutnoj kon guraciji dok
su integracijski algoritam i konzistentni elastoplastcni tangentni modul na-
pravljeni u referentnoj kon guraciji. Izvedeni konzistentni tangentni modul
osigurava kvadratcnu konvergenciju u globalnom iteracijskom postupku i
znatno utjeze na smanjenje vremena racunanja. Numercki primjeri poka-
zuju stabilnost i winkovitost izvedenog algoritma.

Materijalni model izveden za izotropne materijale prcsiren je za opisiva-
nje anizotropnog ponasanja materijala. Model se temelji na multiplikativhom
razlaganju gradijenta deformiranja i pretpostavci da se neelastcni dio gra-
dijenta deformiranja mae smatrati nepromjenjivim prilikom gibanja krutog
tijela. Da bi se opisalo elastcno ponasanje formulirana je slobodna energija
A. Ona je odralena kao izotropna funkcija dvaju argumenata: elastenog di-
jela desnog Cauchy-Greenova tenzoi@, i materijalnih strukturnih tenzora
iM ¢. Potpuni prikaz izotropne funkcije postignut je ovisns§u o tzv. neza-

visnim invarijantama (integrity basig. Ovisnost slobodne energije o invari-
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jantama maze biti op§enita, ali u ovom slweaju je ograncena tako da ona
bude kvadratna funkcija elastcnog dijela desnog Cauchy-Greenova tenzora.
Iz disipacijske funkcije, odréene oblikom slobodne energije, proizlaze kons-
titutivne jednadzbe. Za modeliranje anizotropnog zakona tecenja uzet je
Eshelbyjev tenzor naprezanja. Pasto je Eshelbyjev tenzor naprezanja nesi-
metrcan tenzor, u skladu sZheng [113 odreden je nezavisni skup invarijanti

S nesimetrcnim argumentima. Funkcija tecenja zapisana je kao kvadratna
funkcija devijatora Eshelbyjeva tenzora i materijalnih strukturnih tenzora
preko nezavisnog skupa invarijanti. Pokazano je da oblik koji zavisi samo
0 naprezanjima sadei u sebi plastcnu vrtlznost (plastic material spin tj.
sadrezi clanove koji ne bi trebali utjecati na disipacijsku funkciju. lzveden
je oblik materijalnih invarijanti da bi se ostvarila formulacija bez plastcne
vrtlgnosti. U ovom radu korsten je oblik koji u sebi sadzi plastecnu vr-
tl®nost jer je on s numerckog stajalsta znacajno pogodniji, a pri tom nas-
taje zanemariva greska. Integriranje evolucijskih jednadzbi napravljeno je
prediktor-korektor metodom uz pomo$ eksponencijalnog preslikavanja. Po
prvi put je izveden konzistentni elastoplastcni tangentni modul za multipli-
kativhu neelastcnost anizotropnih materijala. Numerckim primjerima po-
kazana je taznost i winkovitost formulacije. Istrazen je utjecaj ortotropnih
materijalnih svojstava na elastoplastcno deformiranje kao i utjecaj pol@zaja
glavnih osi ortotropije. Numercki algoritmi su pravilno izvedeni, ali jos uvi-
jek postoje veliki numertcki zahtjevi zbog vrlo slaenih izraza potrebnih da
bi se opisala ortotropna struktura materijala. Sam tangentni operator je vrlo
sl@®en i uz to nesimetrcan tako da zahtjeva duze vrijeme racunanja nego za
izotropni materijalni model. U daljnjem istrazivanju potrebno je razmotriti
razvoj novog algoritma koji §e ostvariti simetrcan tangentni modul.

Korisno je jas jednom istaknuti znanstveni doprinos disertacije:
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2 Predl@®en je novi oblik multiplikativhog razlaganja gradijenta defor-
miranja, F = fyfe, u trenutnoj kon guraciji koji je pokazao znatne

prednosti u odnosu na postojefie formulacije.

2 Razvijen je novi numercki algoritam za modeliranje kinematckog acvr-
sftenja de niranog preko prasirenog izraza za slobodnu energiju. Slo-
bodna energija je funkcija velcinef, koja slijedi iz novog razlaganja
gradijenta deformiranja. Formulacija daje simetrcanback stresgenzor
u trenutnoj kon guraciji. Takav oblik, uz simetrgnost, daje i objekti-
van back stresgenzorsto se danas u literaturi javlja kao veliki problem

pri modeliranju kinematckog avis§enja.

2 Prasiren je izotropni materijalni model na anizotropno podrwje. Mate-
rijalni model vrijedi generalno za anizotropne materijale, ali je zbog jed-
nostavnosti opisano samo ortotropno ponasanje materijala. Elastcno
anizotropno ponasanje odrdeno je preko slobodne energije zapisane u
invarijantnom obliku. Takoder se uvodi anizotropna granica tezenja
prema Hillu. U osnhovi ona je dana za modele temeljene na malim
deformacijama, ali sada je prairena na podrwzje velikih deformacija
uz upotrebu strukturalnih tenzora. Ostvaren je oblik koji vrijedi i za

nesimetrcne argumente.

2 U potpunosti je razvijen konzistentni elastoplastcni tangentni modul
kod anizotropnih materijala uz korstenje multiplikativne dekompozi-
cije gradijenta deformiranja. To omogu§uje kvadratcnu konvergenciju
globalnog iteracijskog postupka u formulaciji konaenih elemenata, sto

znatno doprinosi smanjenju vremena racunanja.
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