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Predgovor

U vrijeme velikog tr·zi·snog natjecanja za ·sto boljim i jeftinijim proizvodima,

u·cinkovitost izrade uz ·sto ve¶ce iskori·stenje materijala name¶ce se kao os-

novni zahtjev u proizvodnji. Kod optimiranja proizvodnje veliku ulogu imaju

in·zenjeri, koji uz dobro razumijevanje svih ¯zikalnih i mehani·ckih procesa,

moraju posjedovati i velika znanja u u·zem podru·cju svoga djelovanja. Kons-

truktori se susre¶cu, uz mnoge druge, s problemom odabira najpogodnijeg

materijala koji ¶ce zadovoljiti sve zahtjeve postavljene u razvoju novog pro-

izvoda. Potrebno je napraviti ravnote·zu izmedu cijene, mase proizvoda, vanj-

skog izgleda materijala s njegovim mehani·ckim svojstvima. Dugo vremena

se eksperimentalno ispitivanje koristilo kao jedini na·cin ispitivanja materi-

jala. U posljednje vrijeme, razvojem jakih ra·cunala numeri·cko modeliranje

procesa deformiranja dobiva sve ve¶cu ulogu kao zamjena za mnogo skuplju

eksperimentalnu provjeru. Da bi se simuliralo stvarno pona·sanje nekog pro-

izvoda potrebno je napraviti detaljnu razradu problema. Kao prvo potrebno

se odlu·citi za numeri·cku metodu koja mo·ze opisati pona·sanje proizvoda, npr.

metoda kona·cnih elemenata, metoda kona·cnih volumena i dr. Odabir odgo-

varaju¶ceg opisa pona·sanja materijala (materijalni model) uz poznavanje me-

hani·ckih svojstava toga materijala, optere¶cenja koja djeluju, medudjelovanja

proizvoda s okolinom (rubni uvjeti) name¶ce se kao osnovni zadatak.

Ovaj rad je jedan korak prema ·sto vjernijem modeliranju pona·sanja ma-

viii



PREDGOVOR ix

terijala. Izveden je materijalni model koji se mo·ze koristiti za metale i ma-

terijale koji se pona·saju sli·cno metalima. Modelira se elasti·cno i plasti·cno

pona·sanje materijala kod pojave velikih pomaka i deformacija (velike elas-

toplasti·cne deformacije). Kako bi se ·sto to·cnije opisalo plasti·cno pona·sanje

materijala koriste se razli·citi modeli izotropnog i kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja

materijala. U ovom radu razvijen je novi oblik kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja (free-

energy based) koji omogu¶cuje to·cniji prikaz pona·sanja stvarnog materijala.

Takoder se smanjuje i vrijeme prora·cuna jer novi oblik o·cvr·s¶cenja numeri·cki

pojednostavljuje izvedeni model ·sto je vrlo bitno kod projektiranja. Razvijeni

materijalni model mo·ze opisati pona·sanje materijala koji imaju jednaka svoj-

stva u svim smjerovima (izotropni materijali), ali i onih kojima su svojstva

zadana s tri medusobno okomite ravnine (ortotropni materijali). Isto tako

se formulacija mo·ze pro·siriti za materijale s proizvoljno rasporedenim ma-

terijalnim osima (anizotropni materijali). Opisivanje ortotropnog pona·sanja

materijala znatno pove¶cava podru·cje primjene ovog modela, npr. na opisi-

vanje procesa dubokog vu·cenja i valjanja metala, modeliranje deformiranja

razli·citih kompozitnih materijala kao i pona·sanja biomaterijala.

Cijeli rad sastoji se od osam poglavlja.

² U Poglavlju 1 dan je pregled dosada·snjih istra·zivanja u podru·cju ma-

lih i velikih elastoplasti·cnih deformacija s posebnim osvrtom na mo-

deliranje kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja. Takoder su navedeni radovi koji

se bave istra·zivanjem anizotropnog pona·sanja materijala s kratkim ko-

mentarom njihovih doprinosa, ali i nedostataka. Nedostaci dosada·snjih

istra·zivanja su poticaj izradi ovog rada. Ukratko je iznesen na·cin na

koji su rije·seni navedeni problemi.

² Poglavlje 2 donosi kratak pregled osnova mehanike kontinuuma. Uglav-

nom su navedene veli·cine i operacije koje se kasnije pojavljuju u izvodu
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novog materijalnog modela. Ovaj dio je takoder iskori·sten kako bi se

pokazao zapis veli·cina na na·cin kako je kori·steno dalje u ovom radu.

² Razni kriteriji te·cenja materijala koji se koriste kod izotropnih, ali i or-

totropnih materijala ukratko su opisani u Poglavlju 3. De¯nicija izo-

tropnog i kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja i njihova medusobna razlika takoder

se mo·ze na¶ci u ovom odjeljku. Prikazane su osnovne razlike izmedu

hipoelasti·cnih i hiperelasti·cnih materijalnih modela kao i prednosti jed-

nog u odnosu na drugi. De¯nicija i na·cin na koji se programira ekspo-

nencijalno preslikavanje kao i njegova derivacija s obzirom na argument

detaljno su opisane.

² Poglavlje 4 daje pregled izotropnog materijalnog modela s ugradenim

nelinearnim izotropnim i novim oblikom kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja. Uz

pomo¶c novog, u ovom radu predlo·zenog, multiplikativnog razlaganja

zadanog u trenutnoj kon¯guraciji izvedene su konstitutivne jednad·zbe.

Za opisivanje prijelaza materijala u plasti·cno podru·cje koristi se von Mi-

sesova funkcija te·cenja. Izvedene evolucijske jednad·zbe preba·cene su u

referentnu kon¯guraciju kako bi se olak·sala njihova numeri·cka integra-

cija. Vremensko obnavljanje varijabli (update) ostvareno je upotrebom

eksponencijalnog preslikavanja. Izveden je konzistentni tangentni mo-

dul koji znatno ubrzava vrijeme prora·cuna. Kod numeri·cke integracije

poseban napor je ulo·zen u pravilno prepoznavanje meduzavisnosti va-

rijabli.

² Anizotropni materijalni model prikazan je uPoglavlju 5. Anizotropno

pona·sanje materijala odredeno je u elasti·cnom podru·cju preko izraza

za slobodnu energiju. S druge strane, anizotropno te·cenje materijala

zadano je preko kvadratne invarijantne funkcije izvedene prema Hillu.
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Formulacija vrijedi op¶cenito, ali je u ovom radu ograni·cena na orto-

tropne materijale. Svojstva kod ortotropnih materijala, zadaju se za

tri medusobno okomite osi. Ovdje su te osi opisane pomo¶cu struktur-

nih tenzora koji se lako mogu rotirati ·sto znatno olak·sava opisivanje

polo·zaja glavnih materijalnih pravaca u odnosu na po·cetni koordinatni

sustav. Izvedene jednad·zbe su integrirane istim postupkom kao u po-

glavlju 4, ali su ovdje izrazi puno slo·zeniji. Na kraju je opisana pojava

vrtlo·znosti ( spin) koja je naro·cito izra·zena kod anizotropnih materijala.

² Poglavlje 6 donosi formulaciju kona·cnog elementa u koji je ugraden

izvedeni materijalni model na nivou to·cke integracije. Prikazane su

osnovne jednad·zbe pomo¶cu kojih je izveden kona·cni element.

² Numeri·cki primjeri prikazani su u Poglavlju 7 koje je podijeljeno

na dvije ve¶ce cjeline. U prvoj su prikazani primjeri napravljeni s iz-

otropnim materijalnim modelom koji sadr·zi novi oblik kinemati·ckog

o·cvr·s¶cenja. Radena je usporedba dobivenih krivulja u dijagramu op-

tere¶cenje - pomak s krivuljama iz dostupne literature. U drugom di-

jelu su primjeri napravljeni s ortotropnim materijalnim modelom. U

oba slu·caja za primjere su prikazani deformirani oblici kao i krivulje

optere¶cenja za razli·cite oblike o·cvr·s¶cenja ili polo·zaja materijalnih osi

(kod ortotropnog modela).

² Rad zavr·sava Zaklju·ckom u kojem su pregledno navedeni svi znans-

tveni doprinosi.



Sa·zetak

U ovom radu izveden je materijalni model za opisivanje izotropnog i anizo-

tropnog pona·sanja materijala kod pojave velikih elastoplasti·cnih deformacija.

Za model detaljno su izvedene jednad·zbe potrebne za numeri·cku formulaciju.

Prvi, izotropni materijalni model donosi novi oblik kinemati·ckog o·cvr·s¶ce-

nja izveden iz pro·sirenog izraza za slobodnu energiju. Neelasti·cna varijabla

kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja slijedi iz, u ovom radu predlo·zenog, izraza za mul-

tiplikativno razlaganje gradijenta deformiranja u trenutnoj kon¯guraciji. Iz-

vedeni izraz zaback stressje simetri·can i dokazana je njegova objektivnost.

Pokazano je da se simetri·canback stresstenzor mo·ze dobiti samo u slu·caju

kada se derivira pro·sireni izraz za slobodnu energiju zadan u trenutnoj kon-

¯guraciji. Kako bi se modeliralo te·cenje materijala koristi se asocijativni

von Misesov zakon te·cenja pro·siren s mehanizmom nelinearnog izotropnog

o·cvr·s¶cenja. U razvijenom numeri·ckom algoritmu primjenjuje se eksponen-

cijalno preslikavanje (exponential map). U svrhu postizanja kvadrati·cne ko-

nvergencije globalnog iteracijskog postupka, izveden je konzistentni elasto-

plasti·cni tangentni modul.

Drugi dio rada odnosi se na modeliranje anizotropije u slu·caju multiplika-

tivne plasti·cnosti kao i detaljnu razradu numeri·ckog postupka. Anizotropno

pona·sanje ugradeno je u elasti·cni konstitutivni zakon pomo¶cu materijalnih

invarijanti. Njih ·cine strukturni tenzori koji odre duju smjer glavnih osi i

xii
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elasti·cna deformacija zapisana u oblikuCe, koja je nezavisna o gibanju kru-

tog tijela. Anizotropna granica te·cenja modelirana je pomo¶cu Hillovog oblika

funkcije te·cenja. Pretpostavlja se kvadratna funkcija materijalnih invarijanti

po na·celima teorema o funkcijama s nesimetri·cnim argumentima. Invarijante

su odredene pomo¶cu strukturnih tenzora i Eshelbyjeva tenzora naprezanja.

Iako formulacija vrijedi za op¶ceniti anizotropni slu·caj, ovaj rad je napravljen

za slu·caj ortotropnog pona·sanja materijala. O·cvr·s¶civanje materijala u ne-

elasti·cnom podru·cju opisano je modelom nelinearnog izotropnog o·cvr·s¶cenja.

Integracija jednad·zbi, kao i u izotropnom materijalnom modelu, napravljena

je pomo¶cu eksponencijalnog preslikavanja neelasti·cnog dijela gradijenta de-

formiranja. Jednad·zbe potrebne za numeri·cku implementaciju modela u

potpunosti su izvedene. Posebna pa·znja posve¶cena je izvodu konzistentnog

elastoplasti·cnog tangentnog modula. Pokazano je da konzistentna lineari-

zacija mo·ze biti izvedena i za ovako slo·zene modele uz potpunu upotrebu

implicitne zavisnosti medu varijablama. Razmotrena je pojava vrtlo·znosti

plasti·cnih materijala ( plastic material spin), koja je osobito uo·cljiva kod ani-

zotropnih materijala, i to posebno njen utjecaj na disipaciju. Predlo·zen je

oblik invarijanti iz kojih se mo·ze dobiti formulacija bez pojave vrtlo·znosti.

Algoritmi su ugradeni na nivou to·cke integracije u ljuskasti kona·cni ele-

ment koji omogu¶cuje primjenu trodimenzijskih konstitutivnih relacija. U·cin-

kovitost predlo·zenog algoritma pokazana je numeri·ckim primjerima.

Klju·cne rije·ci: velike deformacije, multiplikativna neelasti·cnost, elastoplas-

ti·cno pona·sanje materijala, pro·sirena slobodna energija, kinematsko

o·cvr·s¶cenje, izotropno o·cvr·s¶cenje, anizotropni elasti·cni zakon, anizo-

tropna funkcija te·cenja, eksponencijalno preslikavanje, vrtlo·znost plas-

ti·cnih materijala



Summary

A constitutive model for isotropic and anisotropic elastoplasticity at ¯nite

strains together with its numerical implementation is developed. Accordin-

gly, formulation is splitted into two parts.

In the isotropic material model, a free energy-based formulation incorpo-

rating the e®ect of kinematic hardening is proposed. The formulation is able

to reproduce symmetric expressions for the back stress while incorporating

the multiplicative decomposition of the deformation gradient. Kinematic har-

dening is combined with isotropic hardening where an associative °ow rule

and von Mises yield criterion are applied. It is shown that the symmetry of

the back stress is strongly related to its treatment as a truly spatial tensor,

where contraction operations are to be conducted using the current metric.

The latter depends naturally on the deformation gradient itself. An accurate

and trivial wise objective integration algorithm employing the exponential

map is developed which preserves the plastic incompressibility condition. In

order to ensure a high convergence rate in the global iteration approach, an

algorithmic tangent operator is derived.

Second part of this work concernes anisotropic elastoplasticity at ¯nite

strains together with its numerical implementation. An anisotropic elastic

constitutive law is described in an invariant setting by use of the structu-

ral tensors and the elastic strain measureCe. The elastic strain tensor as

xiv
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well as the structural tensors are assumed to be invariant with respect to a

superimposed rigid body rotation. An anisotropic Hill-type yield criterion,

described by a non-symmetric Eshelby-like stress tensor and further struc-

tural tensors, is developed, where use is made of representation theorems for

functions with no-symmetric arguments. The model considers non-linear is-

otropic hardening as well. Explicit results for the speci¯c case of orthotropic

anisotropy are given. The associative °ow rule is employed and the features

of the inelastic °ow rule are discussed in full. It is shown that the classical

de¯nition of the plastic material spin is meaningless in conjunction with the

present formulation. As well as in isotropic material model the associative

°ow rule is integrated using the exponential map. The numerical treatment

of the problem is fully developed and expressions related to the local itera-

tion and the consistent tangent operator are considered in detail. It is shown

that while the consistent linearisation of the model is quite complicated, it

still can be achieved if various intriguing implicit dependencies are identi¯ed

and correctly dealt with.

The computational algorithms are implemented and applied to a shell

¯nite element which allows the use of complete three-dimensional constitu-

tive laws. Various numerical examples of three-dimensional deformations of

whole structural components are presented. Robustness and e±ciency of the

proposed algorithm are demonstrated by numerical examples.

Keywords: large strains, multiplicative inelasticity, elastoplasticity, stored

energy functions, kinematic hardening, isotropic hardening, anisotropic

elastic law, anisotropic yield function, exponential map, plastic mate-

rial spin
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tion gradient

fe

prostorni elasti·cni dio gradi-

jenta deformiranja

spatial elastic part of deforma-

tion gradient

Fp
materijalni neelasti·cni dio gra-

dijenta deformiranja

material inelastic part of defor-

mation gradient

fp

prostorni neelasti·cni dio gradi-

jenta deformiranja

spatial inelastic part of defor-

mation gradient
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F , G, H Hillove materijalne konstante za

normalna naprezanja

Hill's yield normal material

constants

L, M , N Hillove materijalne konstante za

posmi·cna naprezanja

Hill yield shear material cons-

tants

G Eshelbyjev tenzor naprezanja Eshelby stress tensor

gk kovarijantna baza covariant base

gk kontravarijantna baza contravariant base

h Cauchyjev tok entropije Cauchy entropy °ux

H Piola-Kirchho®ov tok entropije Piola-Kirchho® entropy °ux

H parametar izotropnog o·cvr·s¶ce-

nja

isotropic hardening parameter

I jedini·cni tenzor 2. reda unit second order tensor

I 1, I 2, I 3 invarijante tenzora drugog reda second order tensor invariants

I 1 : : : I 6

invarijante kod ortotropne gra-

nice te·cenja

orthotropic yield function inva-

riants

J Jacobijeva determinanta Jacobian determinant

J1 : : : J6

invarijante elasti·cne slobodne

energije

elastic material invariants

l prostorni tenzor gradijenta br-

zine

spatial velocity gradient tensor

L
materijalni tenzor gradijenta

brzine

material velocity gradient ten-

sor

i M e

strukturni tenzor elasti·cne otro-

tropije

structural tensor for elastic ort-

hotropy

i M y

strukturni tenzor otrotropne

granice te·cenja

structural tensor at yield ortho-

tropy
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n, N prostorni i materijalni jedini·cni

vektor normale

spatial and material unit vector

P prvi Piola-Kirchho®ov tenzor

naprezanja

¯rst Piola-Kirchho® stress ten-

sor

R tenzor zakreta rotation tensor

r , R prostorni i materijalni izvor en-

tropije

spatial and material entropy so-

urce

~r , ~R
izvor entropije po jedinici vre-

mena i jedinici obujma u trenut-

noj i referentnoj kon¯guraciji

entropy source per unit time

and per unit current and refe-

rence volume

Q ortogonalan tenzor orthogonal tensor

Q back stressu referentnoj kon¯-

guraciji

referent back stress

q back stresstenzor u trenutnoj

kon¯guraciji

spatial back stress

S drugi Piola-Kirchho®ov tenzor

naprezanja

second Piola-Kirchho® stress

tensor

~S entropija entropy

~s, ~sc

gusto¶ca entropije u trenutnoj i

referentnoj kon¯guraciji

entropy per unit spatial and ma-

terial volume

t vrijeme time

t povr·sinsko optere¶cenje surface traction

t , T prostorni i materijalni vektor

naprezanja

spatial and material stress vec-

tor

~T ukupni prirast entropije total production of entropy

T B Biotov tenzor naprezanja Biot stress tensor
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U desni tenzor izdu·zenja right strech tensor

U , u vektor pomaka u referentnoj i

trenutnoj kon¯guraciji

displacement vector at referent

and spatial con¯guration

v lijevi tenzor izdu·zenja left strech tensor

v, V prostorni i materijalni obujam spatial and material volume

i ve
materijalne osi elasti·cne orto-

tropije

priveleged material directions

for elastic orthotropy

i vy
materijalne osi za otrotropnu

granicu te·cenja

priveleged material directions at

yield orthotropy

w tenzor vrtlo·znosti spin tensor

w snaga naprezanja stress power

wp , W p

prostorna i materijalna vr-

tlo·znost plasti·cnih materijala

spatial and referent plastic ma-

terial spin

X materijalne koordinate material coordinates

x prostorne koordinate spatial coordinates

Y
varijabla izotropnog o·cvr·s¶cenja isotropic hardening variable

Z
unutarnja varijabla izotropnog

o·cvr·s¶cenja

internal isotropic hardening va-

riable

®1, ®2 elasti·cni koe¯cijenti elastic constants

®1 : : : ®12 elasti·cne materijalne konstante elastic material constants

B podru·cje kontinuuma continuum body

¯ 1 : : : ¯ 9
materijalne konstante pri orto-

tropnoj granici te·cenja

yield material constants

¡ materijalna krivulja material curve



POPIS OZNAKA xxviii
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¡ materijalni relativni tenzor na-

prezanja

referent relative stress tensor

°
prostorni relativni tenzor napre-

zanja

spatial relative stress tensor

° prostorna krivulja spatial curve

µ apsolutna temperatura absolut temperature

µ® prostorne koordinate spatial coordinates

¸ plasti·cni mno·zitelj plastic multiplier

º Poissonov faktor Poisson's ratio

º jedini·cni vektor normale na

plohu te·cenja

normal to yield surface

¥ tenzor naprezanja sli·can Eshel-

byjevom tenzoru

Eshelby-like stress tensor

~¥ Mandelov tenzor naprezanja Mandel stress tensor

½ gusto¶ca u trenutnoj kon¯gura-

ciji

spatial density

½±
gusto¶ca u referentnoj kon¯gura-

ciji

referent density

¾ Cauchyjev tenzor naprezanja Cauchy stress tensor

¾Y
ij

granica te·cenja ortotropnog ma-

terijala

orthotropic yield stresses

¾Y granica te·cenja yield stress

¿ Kirchho®ov tenzor naprezanja Kirchho® stress tensor

Á funkcija te·cenja yield function

Â gibanje tijela body motion

Â ekvivalentna granica te·cenja equivalent yield stress
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Ã Helmholtzova slobodna energija Helmholtz free energy

Ãe

elasti·cna Helmholtzova slo-

bodna energija

elastic Helmholtz free energy

Ãi

dio Helmholtzove slobodne

energije koji se odnosi na

izotropno o·cvr·s¶cenje

isotropic hardening part of Hel-

mholtz free energy

Ãk

dio Helmholtzove slobodne

energije koji se odnosi na

kinemati·cko o·cvr·s¶cenje

kinematic hardening part of

Helmholtz free energy

­
proizvoljno podru·cje ¯zikalnog

prostora

arbitrary region of physical

space

@­ rubna ploha boundary surface
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Ostale oznake i indeksi
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_¤ derivacija po vremenu time derivative

~¤ tenzor u medukon¯guraciji tensor at the intermediate con-

¯guration

¤ T transponirani tenzor transposed tensor

¤ ¡ 1 inverzni tenzor inverse tensor

¤ e elasti·cni dio tenzora ¤ elastic part of tensor¤

¤ p neelasti·cni dio tenzora¤ inelastic part of tensor¤

¤ +
zapis vrijednosti na gornjoj

plohi ljuske

notation for upper surface

¤ ¡
zapis vrijednosti na donjoj plohi

ljuske

notation for lower surface

¤ s
zapis vrijednosti na rubnoj

plohi

notation for lateral surface

k ¤ k norma tenzora norm of tensor

@¤ 1
@¤ 2

¯
¯
explicit

derivacija po argumentu derivi-

ranja (¤ 2), ali samo tamo gdje

je taj argument u funkciji eks-

plicitno izra·zen

derivative of those terms which

explicitly appear in the quantity

with respect to which the deri-

vative is considered

det¤ determinanta determinant

dev¤ devijatorski dio tenzora deviatoric tensor

div ¤ divergencija tenzora divergence of tensor

grad ¤ gradijent tenzora gradient of tensor

tr ¤ trag tenzora trace of tensor
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oznaka hrvatski naziv engleski naziv

sph¤ sferni dio tenzora spherical tensor

GL+ (3; R) grupa linearnih transformacija

s pozitivnim determinantama

kod matrica dimenzije 3x3

linear group of 3£ 3 real matri-

ces with positive determinant

SL+ (3; R)
posebna grupa linearnih tran-

sformacija kod matrica dimen-

zije 3x3 koja ima determinante

jednake jedinici, det¤ = 1

special linear group of 3£ 3

real matrices with determinants

equal one, det¤ = 1



Poglavlje 1

Uvod

1.1 Pregled dosada·snjih istra·zivanja i moti-

vacija

Numeri·cko modeliranje stvarnog pona·sanja materijala u elastoplasti·cnom po-

dru·cju predmet je istra·zivanja velikog broja znanstvenika ·sto je rezultiralo

mnogim znanstvenim publikacijama. Naj·ce·s¶ce se koriste dva na·cina mode-

liranja o·cvr·s¶civanja materijala; izotropno i kinemati·cko o·cvr·s¶cenje. Modeli-

ranje odgovaraju¶ceg oblika kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja je vrlo slo·zeno i njegovo

to·cno modeliranje uz pretpostavku velikih deformacija jo·s je uvijek vezano

uz veliki broj otvorenih pitanja.

Prvi modeli kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja razvijeni su u teoriji malih deforma-

cija (small strain theory) ·cija je formulacija relativno jednostavna. Modeli

kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja mogu se podijeliti u dvije osnovne grupe. U prvu

grupu pripadaju radovi u kojima se modelira konstitutivna jednad·zba iz koje

se integriranjem mo·ze dobiti izraz zaback stress(rate-type model). Razvijeni

su razni modeli, od jednostavnih do vrlo slo·zenih. Jedan od jednostavnijih,

1
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ali vrlo ·cesto kori·sten je Pragerov model kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja,Prager

[8], gdje je back stressproporcionalan plasti·cnom dijelu tenzora deforma-

cije. Kasnije je taj model ·cesto kori·sten npr. uSori ¶c et al. [4], Bathe &

Montans [9]. Armstrong-Frederickov model je nelinearni oblik kinemati·ckog

o·cvr·s¶cenja, vidi Armstrong & Frederick [10], koji koristi vi·se parame-

tara pa bolje mo·ze opisati stvarno pona·sanje materijala. Mo·ze se na¶ci u

radovima Yaguchi et al. [11], Wang et al. [12]. Razni drugi na·cini mo-

deliranja mogu se jo·s na¶ci uChaboche & Nouailhas [13], Lehmann [14],

Tonkovi ¶c et al. [5]. U drugu grupu pripadaju modeli gdje se pona·sanje

materijala, ali i o·cvr·s¶cenje opisuju pomo¶cu odgovaraju¶ce potencijalne funk-

cije (pro·sireni izraz za slobodnu energiju). Prvi takav model predlo·zio je

Ziegler [15], a kasnije se s manjim promjenama mo·ze na¶ci kodMartin

& Nappi [16], Reddy & Martin [17], Nguyen [18], Puzrin & Houlsby

[19]. Jednad·zbe koje opisuju plasti·cno pona·sanje materijala izravno slijede iz

potencijalne funkcije dok se izraz za kinemati·cko o·cvr·s¶cenje se dobije u eks-

plicitnom obliku. To predstavlja odredenu prednost u odnosu narate-type

modele kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja. Upotreba potencijalne funkcije pri mode-

liranju kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja kod teorije malih deformacija relativno je

lagana zbog pretpostavke o aditivnom razlaganju tenzora deformacije.

Nedostaci teorije malih deformacija javljuju se kod njene primjene na pro-

bleme gu·zvanja materijala, dubokog vu·cenja,crashai sl. U tim slu·cajevima

nastaju velike deformacije tako da se pretpostavke usvojene u teoriji ma-

lih deformacija vi·se ne mogu primijeniti s dovoljnom to·cno·s¶cu. Prijelaz u

podru·cje velikih deformacija (large strain theory) nije ni u kojem slu·caju tri-

vijalan ve¶c zahtjeva veliki oprez. Za razliku od aditivnog razlaganja tenzora

deformacije u teoriji malih deformacija, teorija velikih deformacija temelji se

na slo·zenijem multiplikativnom razlaganju tenzora deformiranja, kao ·sto je
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predlo·zeno u radovima KrÄoner (1960) i Lee (1969). Multiplikativno razla-

ganje znatno ote·zava numeri·cko modeliranje pa se u nekim radovima upo-

trebom logaritamske deformacije uspjelo dobiti mnogo jednostavnije aditivno

razlaganje tenzora deformacije, npr.Eterovic & Bathe [20], Peri ¶c et al.

[21], Rouainia & Peri ¶c [22], Sansour & Kollmann [23], Sansour &

Wagner [24]. Aditivno razlaganje omogu¶cuje primjenu metoda teorije ma-

lih deformacija i to znatno pojednostavljuje numeri·cko modeliranje. Ipak,

pristup temeljen na logaritamskoj deformaciji ima i nekih nedostataka. Lo-

garitamska deformacija zahtjeva upotrebu polarnog razlaganja ·sto utje·ce na

slo·zenost izraza. Vrlo je slo·zeno dobiti derivaciju logaritamskih deformacija

jer uz tenzore izdu·zenja koji su funkcije vremena takoder su i glavni pravci

(principal direction) promjenjivi s vremenom. Takoder, ako se slobodna ener-

gija i odabere kao kvadratna funkcija logaritamskih deformacija, ona kod vrlo

velikih deformacija nema elipti·cni oblik. Po·sto je u teoriji velikih deforma-

cija potrebno razlikovati razli·cite kon¯guracije, razvijeni su razli·citi materi-

jalni modeli vezani uz referentnu kon¯guraciju,Svendsen [25], Sansour

& Wagner [26], Wallin et al. [27], medukon¯guraciju ( intermediate),

Tsakmakis [28], Menzel et al. [29], ili uz trenutnu kon¯guraciju, Dogui

& Sidoroff [30], Bruhns et al. [1], Bas»ar & Itskov [31], Sori ¶c et al.

[32]. U trenutnoj kon¯guraciji uobi·cajeno je koristiti Kirchho®ov i Cauchyjev

tenzor naprezanja, ·sto je naro·cito pogodno jer oni imaju ¯zikalno zna·cenje, u

medukon¯guraciji Mandelov tenzor dok se u referentnoj kon¯guraciji koriste

drugi Piola-Kirchho®ov ili Eshelbyjev tenzor naprezanja (Maugin [33]).

Prilikom modeliranja izotropnog o·cvr·s¶cenja ·cest izbor je nelinearna funk-

cija prema Voceu (1955) koja vrlo dobro mo·ze opisati stvarnu promjenu plohe

te·cenja. S druge strane, pro·sirenje formulacije kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja iz te-

orije malih u velike deformacije zahtjeva puno vi·se truda i opreza. Kao i kod
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tenzora naprezanja, oblikback stresstenzora ovisi o kon¯guraciji u kojoj je

de¯niran.

Kada serate-type model kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja modelira u trenutnoj

kon¯guraciji, konstitutivna jednad·zba za back stressmora biti objektivna

derivacija. Postizanje objektivnosti nije jednostavno, tako se primjerice za

nekada ·cesto primjenjivanu Zaremba-Jaumannovu derivaciju pokazalo da

daje ¯zikalno neprihvatljive rezultate pri velikim rotacijama. Razvijeni su

i mnogi drugi oblici objektivnih derivacija kao npr. Oldroydova, Cotter-

Rivlinova, Truesdellova, Green-Naghdijeva. Simo je pokazao da se integrira-

njem tih objektivnih derivacija ne mo·ze u potpunosti opisati elasti·cno neline-

arno pona·sanje,Simo & Hughes [34]. U ·clancima Reed & Atluri [35], Im

& Atluri [36], Johnson & Bammann [37], Fish & Shek [38] mogu se na¶ci

op¶ca razmatranja o objektivnim derivacijama. Razvijeni su razli·citi modeli

koji opisuju kinemati·cko o·cvr·s¶cenje uz upotrebu razli·citih objektivnih deriva-

cija. Pragerov model mo·ze se na¶ci uBruhns et al. [39], Xiao et al. [40],

Gomaa et al. [41] (uz upotrebu logaritamske objektivne derivacije), zatim

u Naghdabadi et al. [42] koji koristi corotational rate logaritamske de-

formacije. Frederick-Armstrongov model kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja koristi se

u Tsakmakis [28], Tsakmakis & Willuweit [43], HÄausler et al. [44],

Wang et al. [12]. Oblikovanje varijable kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja pomo¶cu

Green-Naghdijeve objektivne derivacije mo·ze se na¶ci uEterovic & Bathe

[20], Papadopoulos & Lu [45], Bas»ar & Itskov [31], Schieck & Stumpf

[46], Ekh & Runesson [47].

Druga mogu¶cnost je modeliranje materijalnog modela iback stressten-

zora u referentnoj kon¯guraciji. Tu nije potrebno paziti na objektivnost jer

veli·cine zadane u referentnoj kon¯guraciji su invarijantne i ne ovise o gibanju

tijela. Derivacija po vremenu name¶ce se kao idealno rje·senje za konstitutivnu
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jednad·zbu koja se odnosi na kinemati·cko o·cvr·s¶cenje. Back stressmora u

trenutnoj kon¯guraciji biti simetri·can jer je to veli·cina koja odgovara Kirc-

hho®ovom tenzoru naprezanja i mora imati sli·can oblik. Kirchho®ov tenzor

je simetri·can prema zakonu o·cuvanja momenta koli·cine gibanja pa mora biti

i back stress. No, ako se materijalniback stresstenzor prebaci u trenutnu

kon¯guraciju, on gubi simetri·cnost. Iz toga se mo·ze zaklju·citi da formulacija

u referentnoj kon¯guraciji nije dobro rje·senje.

Takoder se mogu na¶ci poku·saji pro·sirivanja formulacija temeljenih na

pro·sirenom izrazu za slobodnu energiju iz teorije malih deformacija u teoriju

velikih deformacija uz upotrebu multiplikativne dekompozicije gradijenta de-

formiranja, van der Giessen [48], Menzel et al. [29], Svendsen [25],

Ortiz & Stainier [49], Wallin et al. [27]. Back stresstenzor se dobije

deriviranjem pro·sirene slobodne energije s obzirom na neelasti·cni dio gradi-

jenta deformiranja pa ga se mo·ze zvati materijalnim tenzorom. Ti poku·saji

nisu polu·cili uspjeh jer se prebacivanjem u trenutnu kon¯guraciju gubi sime-

tri·cnost back stresstenzora.

Jednad·zbe materijalnog modela kao ·sto su zakon te·cenja, te jednad·zbe

koje opisuju izotropno i kinemati·cko o·cvr·s¶cenje predstavljaju sustav diferen-

cijalnih jednad·zbi prvog reda koje je potrebno rije·siti uz odredene po·cetne i

rubne uvjete. Postoji vi·se razli·citih metoda od kojih su naj·ce·s¶ce tzv. return

mapping i eksponencijalno projiciranje (exponential mapping). Numeri·cka

integracija konstitutivnih jednad·zbi na temelju return mapping algoritma

je poseban oblik unatra·zne (backward) Eulerove metode. Prvo se provodi

elasti·cni prediktorski korak u kojem se zadovoljavaju uvjeti ravnote·ze sila

(trial step), a nakon toga slijedi plasti·cni korektorski korak u kojem se zado-

voljava kriterij te·cenja ( plastic corrector). Iterativnim ponavljanjem dolazi

se do rje·senja. Metoda je ograni·cena na male elasti·cne deformacije. Mo·ze se
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na¶ci u radovimaSimo & Ortiz [50], Simo & Hughes [34], Peri ¶c et al.

[21], Wang et al. [12], Sori ¶c et al. [32]. Postupkom eksponencijalnog

projiciranja vr·si se egzaktna integracija konstitutivnih jednad·zbi po vremenu

ili prirastu optere¶cenja uz pretpostavku velikih elasti·cnih i plasti·cnih defor-

macija. Metoda eksponencijalnog projiciranja prvi put je predlo·zena uEte-

rovic & Bathe [20] i Weber & Anand [51] uz ograni·cenje na simetri·cne

argumente. Pro·sirena je uSansour & Kollmann [23] za nesimetri·cne ar-

gumente funkcije, a uSansour & Wagner [26] izveden je algoritam koji

omogu¶cuje numeri·cko ra·cunanje derivacija eksponencijalne funkcije po nje-

nom argumentu. Metoda je primijenjena na materijalne modele uRouainia

& Peri ¶c [22], Miehe [52], Meschke & Liu [53], Bas»ar & Itskov [31].

Da bi se ostvarila jednozna·cna veza izmedu deformacije i naprezanja u

plasti·cnom podru·cju izvodi se tangentni modul. Jednostavniji oblik koji

se mo·ze izvesti naziva se kontinuumski tangentni modul, npr. uBas»ar

& Itskov [31], Wallin et al. [27]. Taj oblik tangente naru·sava kva-

drati·cnu konvergenciju rje·senja u globalnom Newtonovom iterativnom pos-

tupku rje·savanja nelinearnih jednad·zbi na nivou to·cke integracije kona·cnog

elementa. Posljedica toga je sporija konvergencija rje·senja ·sto opet zahtjeva

manje priraste. Puno u·cinkovitiji oblik je konzistentni elastoplasti·cni tan-

gentni modul (consistent elastoplastic tangent modulus). Naziv konzistentan

slijedi iz toga ·sto on dosljedno prati integracijski postupak. Predstavlja line-

arizaciju tenzora naprezanja s obzirom na njemu konjugirani tenzor deforma-

cije. Pravilno izveden algoritam omogu¶cuje kvadrati·cnu konvergenciju kod

Newtonovog iterativnog postupka. Konzistetna linearizacija primijenjena je

u mnogim materijalnim modelima, npr. Simo [54], Klinkel [2], Papadopo-

ulos & Lu [45], Sansour & Kollmann [23], Fish & Shek [38], Sansour

& Wagner [26], Sori ¶c et al. [32].
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Izotropni materijalni model je ograni·cen i s njim se ne mogu modelirati

sve pojave koje se javljaju kod materijala. Pretpostavka da svaki dio mate-

rijala ostaje izotropan tijekom procesa deformiranja sve je manje to·cna ·sto

vi·se odmi·ce proces deformiranja. Pojedina kristalna vlakna se produljuju u

pravcu djelovanja ve¶ce sile i kao posljedica se javlja anizotropna struktura tj.

makroskopski gledano odnos naprezanje - deformacija i granica te·cenja vi·se

nisu jednaki u svim smjerovima. Taj oblik anizotropije naziva se inducirana

anizotropija (induced anisotropy). S druge strane materijal mo·ze imati pret-

hodno anizotropnu strukturu. To se javlja kod metala koji su hladno valjani

ili nekih materijala na kojima su radeni razni mehani·cki i termi·cki postupci

obrade u kojima je mogu¶ca rekristalizacija. Isto tako postoje materijali koji

su po svojoj strukturi anizotropni npr. kompoziti, zatim neki biomaterijali

(annulus ¯brosus, kosti, krvne ·zile ...) i dr. Vi·se se o mikrostrukturi ma-

terijala mo·ze na¶ci u monogra¯jama Hull & Clyne [55], Kocks et al.

[56], Phillips [57]. Da bi se modeliralo anizotropno pona·sanje najpogod-

nije bi bilo koristiti modele razvijene na mezo i mikro nivou (crystal and

polycrystal micro mechanics formulations, dislocation dynamics formulati-

ons), ali te metode jo·s uvijek zahtijevaju upotrebu sna·znih ra·cunala i veliki

utro·sak vremena. Stoga je fenomenolo·sko promatranje pona·sanja materi-

jala i modeliranje na makro nivou jo·s uvijek vrlo atraktivno i privla·ci veliku

pa·znju.

Ve¶cina radova u pro·slosti temeljena je na eksperimentalnoj potvrdi ani-

zotropnog kriterija kod te·cenja materijala. Eksperimentalna mjerenja za

razli·cite materijale i razli·cite na·cine optere¶cenja mogu se na¶ci u mnogim

radovima, npr. Miastkowski & Szczepinski [58], Phillips & Moon

[59], Ikegami [60], Helling et al. [61], Khan & Wang [62], Qui &

Lippmann [63]. O te·sko¶cama provodenja eksperimenta pri mjerenju plohe
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te·cenja i problemima opisivanja naprezanja iback stresstenzora mo·ze se na¶ci

u radu Ishikawa [64]. Jedan od najpopularnijih zapisa ortotropne granice

te·cenja je Hillov kriterij te·cenja, vidi Hill [65]. To je ustvari pro·sireni von

Misesov izraz, odreden sa ·sest materijalnih komponenti. Njegov nedostatak

je to ·sto se ne mogu modelirati razna speci¯·cna eksperimentalno pokazana

pona·sanja odredenih materijala. Zbog toga su razvijeni razni drugi mate-

mati·cki modeli temeljeni na pokusima provedenim za odredene materijale.

Tako za aluminijske legure postoji nekoliko razli·citih kriterija koji se mogu

na¶ci u sljede¶cim radovimaBarlat et al. [66], Lademo et al. [6], Bron

& Besson [67], Stoughton & Yoon [68], Banabic et al. [69]. Za ma-

terijale sa strukturom koja se sastoji od kubi·cnih kristala vrijedi granica

te·cenja prema Darrieulat & Montheillet [70]. Takoder se mogu na¶ci

razli·citi poku·saji tra·zenja generalnog izraza za funkciju te·cenja, koji ¶ce obu-

hvatiti vi·se razli·citih formulacija, Karafillis & Boyce [71], Mollica &

Srinivasa [72], Oller et al. [73], Wu [74]. Najve¶ci nedostatak tih op¶cih

izraza je vrlo slo·zen oblik koji se vrlo te·sko mo·ze koristiti u numeri·ckom

modeliranju. Svi ovi izrazi radeni su prema teoriji malih deformacija i te·sko

se mogu zapisati veli·cinama koje vrijede u teoriji velikih deformacija. Iz tih

razloga se Hillov kriterij nametnuo kao jednostavan i zadovoljavaju¶ce to·can

izraz kojim se mo·ze modelirati granica te·cenja, i koji se uz odredene izmjene

mo·ze koristiti u multiplikativnoj neelasti·cnosti tj. u teoriji koja se temelji na

multiplikativnom razlaganju tenzora deformiranosti.

Anizotropno pona·sanje najjednostavnije se mo·ze opisati tako da se algo-

ritmi temeljeni na aditivnom razlaganju tenzora deformacije pro·sire na po-

dru·cje velikih deformacija. Papadopoulos & Lu [75] predlo·zili su model za

prikazivanje anizotropnih materijala pomo¶cu vlastitih vrijednosti tenzora na-

prezanja i deformacije (generalized stress-strain measures, Papadopoulos
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& Lu [45]) . Na sli·can na·cin problemu su pristupili i Schroeder et al.

[76], uz odredenu razliku pri upotrebi invarijanti kod zapisa slobodne energije

i funkcije te·cenja. Zakon te·cenja ograni·cen im je samo na simetri·cne veli·cine,

a po·sto je formulacija radena pomo¶cu nesimetri·cnog Mandelova tenzora unosi

se odredena gre·ska. UMiehe et al. [77] razvijen je algoritam za formula-

ciju anizotropije kod velikih elastoplasti·cnih deformacija temeljen na pojmu

plasti·cnih metri·ckih tenzora uz upotrebu logaritamske deformacije. Pred-

nosti ovih modela temeljenih na aditivnom razlaganju je jednostavan oblik za

numeri·cko modeliranje i br·ze vrijeme ra·cunanja. No ti modeli su ograni·ceni

na podru·cje malih elasti·cnih deformacija. Itskov je pokazao da modeli teme-

ljeni na aditivnom razlaganju tenzora deformacije daju lo·se rezultate kada

se pojavljuju velike rotacije (npr. simple sheartest), vidi Itskov [78].

Istovremeno, multiplikativno razlaganje gradijenta deformiranja se vrlo

uspje·sno koristi za izotropne materijale. Taj na·cin razlaganja je vrlo atrakti-

van zato ·sto ima direktnu ¯zikalnu interpretaciju kada se promatraju klizne

ravnine (klizna ravnina je ravnina s najgu·s¶ce slaganim atomima u kristal-

noj re·setci metala). Kod anizotropnog pona·sanja materijala multiplika-

tivna neelasti·cnost jo·s uvijek nije u potpunosti istra·zena. Javljaju se pro-

blemi kod modeliranja elasti·cnog anizotropnog pona·sanja kao i anizotropnog

pona·sanja materijala na granici te·cenja. U literaturi se mo·ze na¶ci neko-

liko radova koji se na manje ili vi·se uspje·san na·cin bave multiplikativnom

neelasti·cno·s¶cu anizotropnih materijala. Tako je uSansour & Kollmann

[79] i Sansour & Bocko [80] dana samo formulacija elasti·cnog anizotropnog

pona·sanja materijala. Napravljen je pregled elasti·cne anizotropije ovisno o

formulaciji konstitutivnih jednad·zbi u referentnoj, trenutnoj kon¯guraciji ili

medukon¯guraciji. Za odredivanje osi ortotropije materijala (tri medusobno

okomite ravnine) koriste se strukturni tenzori. Modeli opisuju anizotropno
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viskoplasti·cno pona·sanje uz upotrebu Bodner-Partomova modela.Svend-

sen [81] donosi teoretski pregled nekih pogleda na modeliranje elasti·cnog

i neelasti·cnog anizotropnog pona·sanja. Posebno se razmatraju unutra·snje

varijable, zapisane u obliku strukturnih tenzora, koje mogu opisivati po-

javu inducirane anizotropije. Formulacija u trenutnoj kon¯guraciji predstav-

ljena je u Menzel & Steinmann [82]. Koriste se strukturni tenzori koji

se transformiraju na kovarijantni na·cin. U radu Eidel & Gruttmann

[83] i Gruttmann & Eidel [84] takoder je izvedena multiplikativna for-

mulacija ortotropne elastoplasti·cnosti. Sve jednad·zbe zadane su u invari-

jantnom obliku s obzirom na medukon¯guraciju. U numeri·ckom postupku

koristi se eksponencijalno preslikavanje. Kao ve¶ci nedostatak mo·ze se istak-

nuti nepotpuna formulacija funkcije te·cenja. Naime, koristi se nesimetri·cni

Mandelov tenzor, a granica te·cenja modelirana je samo uz pomo¶c njegova

simetri·cnog dijela. Druga·ciji pristup modeliranja materijala nazvan je sub-

structure modelling i potje·ce od Mandela i Dafaliasa. To je makroskopski

pristup temeljen na mehanici kontinuuma koji uzima u obzir da se materijal

sastoji od mnogo razli·cito orijentiranih kristala (substructure) ·ciji se polo·zaj

i svojstva mogu opisati pomo¶cu odredenih unutarnjih veli·cina rotiranih na

medukon¯guraciju. Modeli anizotropnog pona·sanja temeljenih na modeli-

ranju podstruktura (substructure modelling) mogu se na¶ci kodHaupt &

Kersten [85], Tsakmakis [86] i Bucher et al. [87]. Nadalje, potaknuti

eksperimentima (npr. reverse torsion, large strain sheartest i dr.) koji se ne

poklapaju s modelima granice te·cenja, navedenih u prethodnim odlomcima,

razvijeni su anizotropni materijalni modeli vezani uz kristalnu strukturu me-

tala. Koristi se plasti·cna vrtlo·znost ( plastic spin) kako bi se opisala promjena

svojstava materijala kako za razli·cite smjerove tako i promjena koja nastaje

tijekom procesa deformiranja, vidiKuroda [88], Dafalias [89], Kowalc-
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zyk & Gambin [90], Tugcu et al. [91].

Kao ·sto je ve¶c bilo spomenuto, modeliranje konzistentnog elastoplasti·cnog

tangentnog modula znatno utje·ce na brzinu prora·cuna pomo¶cu numeri·ckih

algoritama. To je pogotovo zna·cajno u tako slo·zenim modelima koji se jav-

ljaju kod anizotropnog pona·sanja materijala. Konzistentni tangentni modul

se mo·ze na¶ci u radovimaPapadopoulos & Lu [75] i Schroeder et al.

[76] koji se temelje na aditivnom razlaganju tenzora deformacije koja omogu-

¶cava jednostavniji numeri·cki postupak sli·can onome u linearnoj teoriji. No,

za multiplikativno razlaganje gradijenta deformiranja nije mogu¶ce na¶ci, u

dostupnoj literaturi, u potpunosti izveden postupak ra·cunanja tangentnog

modula. Tako su npr. Menzel & Steinmann [82] i Eidel & Gruttmann

[83] tangentni modul pribli·zno izra·cunali, zanemareni su neki ·clanovi, jer

je konzistentna linearizacija uz upotrebu multiplikativne dekompozicije gra-

dijenta deformiranja smatrana preslo·zenom. Konzistentni tangentni modul

mo·ze se na¶ci uSansour & Kollmann [79] i Sansour & Bocko [80], no

oni opisuju samo anizotropno elasti·cno pona·sanje materijala dok se funkcija

te·cenja smatra izotropnom.

Iz izlo·zenog pregleda dosada·snjih istra·zivanja mo·ze se vidjeti da je ostalo

dosta otvorenih pitanja koja je potrebno rije·siti:

² Izotropno pona ·sanje materijala

± Te·sko je modelirati kinemati·cko o·cvr·s¶cenje koje ¶ce opisati stvarno

pona·sanje materijala, a da pri tome zadovolji uvjete objektivnosti

i da u trenutnoj kon¯guraciji bude simetri·cno.

± Potreba za integriranjem derivacijeback stresstenzora.

± Numeri·cka integracija je vrlo zahtjevna. Numeri·cki algoritam iz-

veden za izotropno pona·sanje ne mo·ze se jednostavno prilagoditi
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za anizotropno pona·sanje materijala.

² Anizotropno pona ·sanje materijala

± Ne postoji jedan materijalni model koji objedinjuje sljede¶ce zah-

tjeve

- multiplikativno razlaganje gradijenta deformiranja,

- invarijantni zapis slobodne energije,

- invarijantni zapis funkcije te·cenja,

- strukturni tenzori koji nezavisno mogu opisati smjerove elas-

ti·cne anizotropije i anizotropne granice te·cenja,

- upotreba eksponencijalnog preslikavanja za uskladivanje (up-

date) varijabli.

± Funkcija te·cenja ograni·cena je na simetri·cne tenzore naprezanja.

± Nije izveden konzistentni tangentni modul za multiplikativnu ne-

elasti·cnost.

Svi ti nedostaci izlo·zenih materijalnih modela stvaraju motiv da se ulo·zi

napor kako bi se napravio novi stabilniji algoritam koji ¶ce s ve¶com to·cno·s¶cu

opisati pona·sanje materijala.

1.2 Hipoteza rada

Ovaj rad ¶ce poku·sati rije·siti otvorena pitanja navedena u prethodnom odjeljku.

Mogu¶ce je razviti materijalni model koji ¶ce vjerno opisivati mehanizme o·cvr-

·s¶cenja materijala kod velikih elastoplasti·cnih deformacija. Pravilnim izvode-

njem konstitutivnih jednad·zbi bez pojednostavljenja, koja smanjuju to·cnost

rje·senja, mogu¶ce je pove¶cati sigurnost i pouzdanost konstrukcija.
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Prvi dio istra·zivanja temeljit ¶ce se na razvoju novog oblika kinemati·ckog

o·cvr·s¶cenja iz pro·sirenog izraza za slobodnu energiju. Posebnu pa·znju je po-

trebno usmjeriti na pravilan odabir unutarnje neelasti·cne varijable koja ¶ce

opisati kinemati·cko o·cvr·s¶cenje. To name¶ce potrebu za zapisom novog oblika

multiplikativne dekompozicije gradijenta deformiranosti u trenutnoj kon¯-

guraciji. Prostorni neelasti·cni dio gradijenta deformiranosti bit ¶ce tra·zena

unutarnja varijabla koja zadovoljava zahtjev za objektivno·s¶cu. Simetri·can

oblik back stresstenzora mo·ze se ostvariti pravilnim izborom neelasti·cnog

dijela slobodne energije koji se odnosi na kinemati·cko o·cvr·s¶cenje. Bit ¶ce

primijenjena von Misesova funkcija te·cenja zajedno s nelinearnim izotrop-

nim o·cvr·s¶cenjem. Numeri·cka integracija konstitutivnih jednad·zbi materijal-

nog modela bit ¶ce napravljena uz pomo¶c Newtonovog iterativnog postupka i

upotrebom eksponencijalnog preslikavanja. Bit ¶ce izveden konzistentni elas-

toplasti·cni tangentni modul kao linearizacija drugog Piola-Kirchho®ovog ten-

zora naprezanja s obzirom na desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti.

Model ¶ce se ugraditi na nivou to·cke integracije u kona·cni element razvijen u

Sansour & Kollmann [23] i Sansour & Wagner [26].

Drugi dio istra·zivanja bit ¶ce usmjeren na pro·sirenje modela kako bi se

mogli provoditi numeri·cki prora·cuni za anizotropne materijale. Anizotropno

elasti·cno pona·sanje bit ¶ce modelirano uz kori·stenje multiplikativnog razlaga-

nja tenzora deformiranosti preko slobodne energije. Izraz za slobodnu ener-

giju bit ¶ce kvadratna funkcija invarijanti koje su odredene preko tenzora de-

formacije i strukturnog tenzora. Strukturni tenzor odredivat ¶ce glavne pravce

materijala i te ¶ce se osi vrlo lako zakretati uz pomo¶c rotacijskih tenzora.

Anizotropno plasti·cno pona·sanje bit ¶ce modelirano uz pomo¶c Hillovog oblika

funkcije te·cenja prilagodenog za velike deformacije. Funkcija te·cenja takoder

¶ce biti odredena pomo¶cu invarijanti. Invarijante ¶ce se sastojati od struktur-
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nih tenzora i tenzora naprezanja. Funkcija te·cenja ne¶ce biti vi·se ograni·cena

na simetri·cne argumente ·sto ¶ce predstavljati veliku prednost novog modela.

Kod numeri·cke integracije koristit ¶ce se eksponencijalno preslikavanje, a kon-

zistentni tangentni modul imat ¶ce isti oblik kao u izotropnom materijalnom

modelu. To ¶ce predstavljati prednost tog oblika tangentnog modula jer se

za druga·ciji materijalni model zahtijevaju samo manje promjene (derivacija

tenzora naprezanja i funkcije te·cenja).



Poglavlje 2

Pregled osnova mehanike

kontinuuma

Ovo poglavlje donosi pregled osnova mehanike kontinuuma s posebnim os-

vrtom na dijelove koji su va·zni za formulaciju novog materijalnog modela,

prikazanu u poglavlju 4. Kao literatura kori·stene su sljede¶ce knjigeBas»ar

& Weichert [92], Alfirevi ¶c [93], Holzapfel [94], Fung & Tong [95],

Belytschko et al. [96], Lemaitre & Chaboche [97], Khan & Hu-

ang [98], Lubliner [99], u kojima se mo·ze na¶ci i detaljniji pregled osnova

mehanike kontinuuma.

2.1 Tenzorska analiza i algebra

U ovom odjeljku predstavljen je sa·zeti pregled tenzorske analize i algebre

potrebne u daljnjem pra¶cenju jednad·zbi i njihovih izvoda. Zapis tenzora i

operacija s tenzorima koristit ¶ce se na isti na·cin dalje u tekstu.

Pojam tenzora se mo·ze de¯nirati na tri na·cina:

1. kao operatore transformacije

15
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2. kao elemente linearnih vektorskih prostora

3. kao sustav funkcija koji se pri transformaciji koordinatnih sustava po-

na·saju na odredeni (tenzorski) na·cin.

Potreba za kori·stenjem tenzora dolazi iz njihovog svojstva invarijantnosti, ne

ovise o koordinatnom sustavu. Koriste se tri na·cina ozna·civanja tenzora

1. Simboli·cki zapis pomo¶cu masnih uspravnih slova, npr.F, ¥ ...

2. Zapis pomo¶cu dijada, trijada i op¶cenito polijada

v = v1g1 + v2g2 + v3g3 = vkgk

¾ = ¾11g1 ­ g1 + ¾12g1 ­ g2 + ¢ ¢ ¢+ ¾33g3 ­ g3 = ¾ij gi ­ gj

3. Indeksni zapis, npr.vi , ¾ij ...

U ovom radu ve¶cinom se koristiti simboli·cki zapis osim u slu·cajevima gdje se

zbog slo·zenosti izvoda simboli·ckim zapisom ne mo·ze u potpunosti prikazati

slo·zena struktura jednad·zbi, tada se koristi indeksni zapis. No, taj prijelaz

uvijek je posebno nagla·sen.

Za ilustraciju tenzorske algebre koriste se oznake i to za skalar¸ , tenzor

drugog redaA , B i C i tenzor ·cetvrtog reda D .

Skalarni umno·zak

C = AB =) Cij = A ia Baj

Tenzorski umno·zak

D = A ­ B =) D ijkl = A ij Bkl
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Posebni tenzori

jedini·cni tenzor u krivolinijskim koordinatama

I = gi ­ gi

jedini·cni tenzor u pravokutnim koordinatama

1 =

0

B
B
B
@

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

C
C
C
A

inverzni tenzor drugog reda

A ¡ 1 = ( A ¡ 1) ij gi ­ gj

AA ¡ 1 = I ; (A ¡ 1)¡ 1 = A

transponirani tenzor drugog reda

A T = ( A T ) ij gi ­ gj = A ji gi ­ gj ;

(A ¡ 1)T = A ¡ T

simetri·cni tenzor

A = A T ; A ij = A ji

antisimetri·cni tenzor

A = ¡ A T ; A ij = ¡ A ji

trag tenzora drugog reda

tr A T = tr A = I : A = A i
i = A i

i

norma tenzora drugog reda

k A k=
p

A : A =
p

tr ( AA T )
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ortogonalan tenzor

A T = A ¡ 1

sferni dio tenzora drugog reda

sph A =
1
3

(tr A )I

devijatorski dio tenzora drugog reda

devA = A ¡
1
3

(tr A )I

A = dev A + sph A

Dvostruko skalarno mno·zenje

¸ = A : B = tr ( AB T ) = tr ( A T B) = tr ( BA T ) = tr ( B T A )

¸ = A ij B ij

¸ = A ¢ ¢B = tr ( AB ) = tr ( BA )

¸ = A ij B ji

Deriviranje tenzora s obzirom na drugi tenzor

B ;A =
@B
@A

=
@Bij
@Akl

gi ­ gj ­ gk ­ gl = D ij
kl gi ­ gj ­ gk ­ gl

Invarijante tenzora drugog reda A

I1 = tr A

I2 =
1
2

£
(tr A )2 ¡ tr A 2

¤

I3 = det A =
1
3

·
tr A 3 ¡

3
2

tr A 2tr A +
1
2

(tr A )3

¸
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2.2 Kinematika kontinuuma

2.2.1 Kon¯guracije i pomak materijalnog tijela

U mehanici kontinuuma koristi se makroskopski pristup (macroscopic ap-

proach) koji tijelo promatra kao cjelinu zanemaruju¶ci njegovu kristalitnu i

molekularnu strukturu. Pretpostavlja se da je tijelo jednoliko ispunjeno ma-

Slika 2.1: Kon¯guracija i pomak materijalnog tijela

terijom i da posjeduje masum. Na tijelu B koje se nalazi u trodimenzijskom

Euklidovom prostoru u vremenut promatra se jedna ·cestica koja se naziva

materijalna to·cka, na slici 2.1ozna·cena slovomP. S to·ckom O ozna·ceno je is-

hodi·ste rereferentnog koordinatnog sustava s vektorimaei , i = 1; 2; 3. Tijelo

B giba se u vremenu kroz prostor zauzimaju¶ci razli·cite polo·zaje, ozna·cene

kao ­ ±; ¢ ¢ ¢; ­. Tih polo·zaja mo·ze biti beskona·cno mnogo, ali je svaki to·cno
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odreden u vremenu.

Polo·zaj ­ ±, u trenutku t = 0, ·cesto se naziva referentna odnosno materi-

jalna kon¯guracija (referent or material con¯guration). Polo·zaj materijalne

to·cke P na mjestuQ 2 B u vremenut = 0 odreden je vektorom polo·zajaX

u odnosu na nepomi·cno ishodi·steO. Ako se materijalno tijelo B s polo·zaja

­ o pomakne u polo·zaj ­ u nekom trenutku t gdje je t > t 0 tada se to naziva

trenutna ili prostorna kon¯guracija ( actual or spatial con¯guration). Sada se

·cestica P nalazi na mjestuq 2 B odredena vektorom polo·zajax. Kompo-

nente vektoraX = X a ea i x = xa ea nazivaju se materijalne (ili referentne)

odnosno prostorne (ili trenutne) koordinate.

Postoje dva opisa gibanja kontinuuma:

Materijalni (referentni) pristup , naziva se jo·s i Lagrangeov, gibanje se

opisuje pomo¶cu materijalnih koordinata (X 1, X 2 i X 3) i vremena t.

x = Â(X ; t); (2.1)

gdje Â predstavlja gibanje, tj. odreduje polo·zaj koordinate x u odnosu

na X .

Prostorni (trenutni) pristup , naziva se jo·s i Eulerov, odreden je pros-

tornim koordinatama (x1, x2 i x3) i vremenomt.

X = Â¡ 1(x; t); (2.2)

gdje je Â¡ 1 inverzno gibanje u ovisnosti o koordinatix.

Pomak materijalne ·cestice odreden je na sljede¶ci na·cin:

U (X ; t) = x(X ; t) ¡ X ; (2.3)

u(x; t) = x ¡ X (x; t): (2.4)

Lako se mo·ze pokazati da jeU (X ; t) = u(x; t).
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2.2.2 Tenzor gradijenta deformiranja

Gibanje materijalnog tijela opisano je izrazima (2.1) i ( 2.2). Kon¯guracija

­ u trenutku t deformirana je s obzirom na referentnu kon¯guraciju ­±.

Zbog deformiranja, to·cke, linije, povr·sine i obujmi u referentnoj kon¯guraciji

transformiraju se u trenutnu kon¯guraciju. Osnova kinemati·cke analize je

odredivanje odnosa geometrijskih elemenata u referentnoj i trenutnoj kon¯-

guraciji.

Tenzor gradijenta deformiranjaF je vrlo bitna veli·cina u nelinearnoj me-

hanici kontinuuma jer predstavlja linearni operator koji povezuje diferenci-

jalni element linije dX u referentnoj kon¯guraciji s diferencijalnim elementom

dx u trenutnoj kon¯guraciji. Do njega se mo·ze do¶ci sljede¶cim razmatranjem.

Promatra se preslikavanje materijalne to·cke Q 2 ­ ± odredene vektorom

polo·zaja X u to·cku q 2 ­ odre dene vektoromx, slika 2.1. Na kon¯guraciji

­ ± mo·ze se uo·citi materijalna krivulja ( material curve), X = ¡ (») ½ ­ ±, koja

nije funkcija vremena i gdje» predstavlja parametar prema slici2.2. Prili-

kom gibanja Â ta krivulja se deformira u prostornu krivulju (spatial curve),

x = ° (»; t) ½ ­, u nekom trenutku t. Za trenutak t prostorna krivulja se

mo·ze zapisati sljede¶cim izrazima

x = ° (»; t) = Â(¡ (»); t): (2.5)

Vektori tangente (tangent vector) na prostornu i materijalnu krivulju su

zadani kao

dx =
@° (»; t)

@»
d»; dX =

@¡ (»; t)
@»

d»: (2.6)

U literaturi se za dx i dX koriste i nazivi prostorni element krivulje (spatial

line element) i materijalni element krivulje (material line element).

Uzimaju¶ci u obzir relaciju (2.5) i primjenom lan·canog pravila izraz za
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Slika 2.2: Gradijent deformiranja: materijalna i prostorna krivulja

prostorni linijski element dx, zadan jednad·zbom (2.6), mo·ze se zapisati kao

dx =
@° (»; t)

@»
d» =

@Â(¡ (»); t)
@¡

@¡
@»

d»: (2.7)

Ako se u prethodnu jednad·zbu uvrsti sljede¶ca zavisnostX = ¡ (»), tada

slijedi

dx =
@Â(X ; t)

@X
@¡
@»

d»: (2.8)

Druga derivacija na desnoj strani prema jednad·zbi (2.6) predstavlja materi-

jalni linijski element dX pa se sada izraz (2.8) mo·ze pisati kao

dx = F(X ; t)dX ; (2.9)

gdje F predstavlja gradijent deformiranja zadan na sljede¶ci na·cin

F(X ; t) =
@Â(X ; t)

@X
=

@x
@X

: (2.10)

F opisuje gibanje u neposrednoj okolini oko materijalne to·cke. Po·sto su u

njemu nezavisne koordinate materijalne koordinate, naziva se i materijalni
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tenzor deformiranja. Prostorni gradijent deformiranja ozna·cava se sF ¡ 1 i

opisuje preslikavanje prostornog elementa dx u materijalni element dX .

Iz jednad·zbe (2.3) mo·ze se izraziti gradijent pomaka u materijalnoj kon-

¯guraciji

@U
@X

=
@x
@X

¡
@X
@X

;

= F(X ; t) ¡ I ; (2.11)

isto kao i gradijent pomaka u trenutnoj kon¯guraciji iz jednad·zbe (2.4)

@u
@x

=
@x
@x

¡
@X
@x

;

= I ¡ F ¡ 1(x; t): (2.12)

2.2.3 Tenzori deformiranosti i tenzori deformacije

Tenzori deformiranosti povezuju kvadrat diferencijalnog elementa materi-

jalne duljine (ds)2 u trenutnoj kon¯guraciji s kvadratom diferencijalnog ele-

menta (ds±)2 u referentnoj kon¯guraciji. Uzimaju¶ci u obzir jednad·zbu (2.10)

kvadrat elementarne duljine u trenutnoj kon¯guraciji iznosi

(ds)2 = d x i dx i =
@xi
@XJ

@xi
@XK

dX J dX K ; (2.13)

pa ako se uvede oznaka

CJK =
@xi
@XJ

@xi
@XK

= FiJ FiK (2.14)

mo·ze se pisati

(ds)2 = CJK dX J dX K ; (2.15)

gdje je C desni Cauchy-Greenov tenzor. S druge strane kvadrat diferencijal-

nog elementa (ds±)2 u referentnoj kon¯guraciji je

(ds±)2 = d X I dX I =
@XI

@xj

@XI

@xk
dx j dxk ; (2.16)
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·sto se sada mo·ze zapisati kao

(ds±)2 = b¡ 1
jk dx j dxk ; (2.17)

gdje je b ¡ 1 je inverzna vrijednost lijevog Cauchy-Greenov tenzora deformi-

ranosti za kojeg vrijedi

b¡ 1
jk =

@XI

@xj

@XI

@xk
= F ¡ 1

Ij F ¡ 1
Ik : (2.18)

Ponekad se u literaturi tenzorb naziva jo·s i Fingerov tenzor deformiranosti.

Tenzori deformiranosti b ¡ 1 i C dani u indeksnom zapisu u jednad·zbama

(2.14) i ( 2.18) mogu se prikazati u simboli·ckom zapisu kao

b ¡ 1 = F ¡ T F ¡ 1 =) b = FF T ; (2.19)

C = FT F: (2.20)

Tenzori deformacije de¯nirani su kao razlika kvadrata duljine elementarne

du·zine u trenutnoj i referentnoj kon¯guraciji. Prema (2.13) i ( 2.16) vrijedi

(ds)2 =d xdx = d X C dX ; (2.21)

(ds±)2 =d X dX = d X I dX ; (2.22)

pa je razlika kvadrata duljina

(ds)2 ¡ (ds±)2 = d X (C ¡ I ) dX = d X 2E dX ; (2.23)

gdje E ozna·cava Lagrangeov tenzor deformacije

E =
1
2

(C ¡ I ): (2.24)

Tenzor E jo·s se zove i Green-Lagrangeov tenzor deformacije.

Kada je deformiranje tijela zadano u Eulerovim koordinatama, vrijedi

(ds)2 =d xdx = d x I dx; (2.25)

(ds±)2 =d X dX = d x b ¡ 1 dx: (2.26)
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Sada je razlika kvadrata

(ds)2 ¡ (ds±)2 = d x (I ¡ b ¡ 1) dx = d x 2e dx; (2.27)

gdje je e Eulerov tenzor deformacije

e =
1
2

(I ¡ b ¡ 1): (2.28)

Naziva se jo·s i Almansi-Eulerov tenzor deformacije.

Za tenzore deformacije koristi se i op¶ci zapis, vidiBas»ar & Weichert

[92]. Uz pomo¶c tenzora izdu·zenjaU i v, vidi odjeljak 2.2.4, mo·ze se izraz za

materijalne tenzore deformacije zapisati kao

E (m)(U ) :=

8
<

:

1
m (U m ¡ I ) za m 6= 0

ln U za m = 0
(2.29)

Za razli·cite vrijednosti m postoje razli·citi materijalni tenzori deformacije

GREEN-LAGRANGE: E (2) = E = 1
2(U 2 ¡ I ) za m = 2

BIOT: E (1) = H = U ¡ I za m = 1

HENCKY: E (0) = ln U za m = 0

Sli·can zapis vrijedi za tenzore deformacije u trenutnoj kon¯guraciji

e(m)(v) :=

8
<

:

1
m (vm ¡ I ) za m 6= 0

ln v za m = 0
(2.30)

koji za razli·cite vrijednosti m poprima sljede¶ce oblike

ALMANSI: e(2) = e = 1
2(I ¡ v2) za m = ¡ 2

BIOT: e(1) = h = I ¡ v za m = ¡ 1

HENCKY: e(0) = ln v za m = 0
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2.2.4 Polarno razlaganje tenzora gradijenta

deformiranja

Prema Cauchyjevom teoremu polarne dekompozicije bilo koji nesingularni

tenzor drugog reda mo·ze se rastaviti na jedan ortogonalni i jedan simetri·can

tenzor. U skladu s tim gradijent deformiranjaF razla·ze se na tenzor zakreta

R i tenzore izdu·zenjaU i v

F = RU = vR : (2.31)

Tenzori izdu·zenja odredeni su kao pozitivno de¯nitni simetri·cni tenzori. Ten-

zor U odnosi se na referentnu kon¯guraciju i naziva se desni tenzor izdu·zenja

(right or material stretch tensor) dok je v odreden u odnosu na trenutnu

kon¯guraciju i zove se lijevi tenzor izdu·zenja (left or spatial stretch tensor).

Slika 2.3: Prikaz polarnog razlaganja tenzora gradijenta deformiranja
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Njihove su veze s tenzorima deformiranosti

C = U 2 i b = v2 (2.32)

Tenzor R u jednad·zbi (2.31) predstavlja tenzor zakreta (rotation tensor).

To je ortogonalni tenzor, za kojeg vrijedi da jeR T R = I i njegova determi-

nanta je jednaka jedinici, detR = 1. Na slici 2.3 prikazano je deformiranje

elementa i to na dva na·cina ovisno kojim redosljedom su primjenjeni tenzori

zakreta i izdu·zenja.

Razlikuju se dva posebna slu·caja;rotacija krutog tijela kod koje suU =

v = I pa je F = R i ·cisto rastezanje kod kojeg jeR = I pa je F = U = v.

2.2.5 Prijenos unaprijed i prijenos unazad

Kao ·sto je ve¶c spomenuto, vektori i tenzori mogu pripadati odnosno biti za-

dani u odnosu na trenutnu ili u odnosu na referentnu kon¯guraciju. Tenzor

gradijenta deformiranja daje vezu izmedu te dvije kon¯guracije, a koristi se

kod preslikavanja s trenutne kon¯guracije na referentnu i obratno. Prije-

nos unaprijed (push-forward) je operacije koja preslikava vektore ili tenzore

s referentne kon¯guracije na trenutnu kon¯guraciju. Ozna·cava se obi·cno s

Â¤(² ). Prijenos unazad (pull back) je inverzna operacija koja vr·si preslika-

vanje s trenutne na referentnu kon¯guraciju. Koristi se oznakaÂ¡ 1
¤ (² ). Kod

preslikavanja kovarijantnih tenzorskih komponenata (² )k vrijedi

Â¤(² )k = F ¡ T (² )kF ¡ 1; Â¡ 1
¤ (² )k = FT (² )kF; (2.33)

dok za preslikavanje kontravarijantnih tenzorskih komponenata (² )k vrijedi

Â¤(² )k = F(² )kFT ; Â¡ 1
¤ (² )k = F ¡ 1(² )kF ¡ T : (2.34)

Dokaz ovih relacija mo·ze se na¶ci primjerice uHolzapfel [94, str. 84].
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2.2.6 Tenzor gradijenta brzine

Za razliku od elasti·cnog deformiranja, gdje se na osnovi po·cetne i krajnje

kon¯guracije mogu odrediti deformacije, kod plasti·cnog pona·sanja materijala

bitno je poznavati cijeli proces deformiranja tj. potrebno je poznavatix =

Â(X ; t). U skladu s tim javlja se potreba za ra·cunanjem tenzora gradijenta

brzine (velocity gradient). Gradijent brzine je odreden izrazom

l = _FF ¡ 1 ili _F = lF : (2.35)

Tenzor gradijenta brzine mo·ze se rastaviti na simetri·can i antisimetri·can dio

l = d + w; (2.36)

gdje d ozna·cava tenzor brzine deformacije (rate of deformation tensor) i

ozna·cava brzinu kojom se mijenja kvadrat elementarne duljine dok jew ten-

zor vrtlo·znosti ( spin tensor) i on zapravo opisuje rotaciju ·cestice oko neke

to·cke.

2.2.7 Multiplikativno razlaganje gradijenta

deformiranja

Formulacija nelinearne plasti·cnosti potaknuta je mikromehani·ckom predo-

d·zbom o plasti·cnosti kod monokristala (single-crystal metal plasticity). Kada

je monokristal optere¶cen vla·cno, silu se mo·ze rastaviti na njegovu normalnu i

smi·cnu komponentu u nekoj ravnini kristala. Deformiranjem kristala nastaje

niz paralelnih linija koje se nazivaju klizne linije. ·Cinjenica da su klizne linije

medusobno paralelne i da se ne moraju podudarati sa klizanjem uzdu·z rav-

nina maksimalnog posmi·cnog naprezanja, zna·ci da je proces klizanja ·cvrsto

povezan s kristalogra¯jom kristala. Ravnina po kojoj se vr·si klizanje naziva

se klizna ravnina, a smjer u kojem se kli·ze je klizni pravac. Jedna klizna
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ravnina i njoj pripadaju¶ci klizni pravci ·cine klizni sustav. Klizni pravac je

obi·cno pravac s najgu·s¶ce slaganim atomima, dok se ravnina s najgu·s¶ce slaga-

nim atomima naziva kliznom ravninom. Kod kristala s vi·se kliznih sustava

obi·cno se aktivira onaj kojem je komponenta smi·cnog naprezanja najve¶ca.

Slika 2.4: Mikromehani·cki efekti deformiranja na klizne sustave

Poznavanjem energije meduatomnih veza mo·ze se procijeniti veli·cina smi·c-

nog naprezanja potrebnog za plasti·cno te·cenje mehanizmom klizanja. Ta

vrijednost je reda veli·cine G=30, gdje jeG je modul smi·cnosti. Na osnovi

toga teorijska smi·cna ·cvrsto¶ca monokristala za ·zeljezo (G = 83000 MPa) je

¿t = 2700 MPa, a za aluminij (G = 27000 MPa) ¿t = 900 MPa. No, ekspe-

rimentalno je utvrdeno da je smi·cna ·cvrsto¶ca za ·zeljezo samo 20 MPa, a za

aluminij 1 MPa. Teoretska ·cvrto¶ca dobiva se jedino kodwhiskera(sitni mo-

nokristali poput vlati). Razliku izmedu teoretske i eksperimentalne ·cvrsto¶ce

objasnili su Polanyi, Orowan i Taylor. Oni su pretpostavili da realni kristali

nisu savr·seno gradeni ve¶c imaju pogre·ske koje su nazvali dislokacijama. Tako

se s mikromehani·ckog stajali·sta plasti·cno te·cenje mo·ze predo·citi kao te·cenje
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materijala kroz re·setku uz pomo¶c gibanja dislokacija.

Slika 2.5: Multiplikativno razlaganje gradijenta deformiranja

Kristali s jednim kliznim sustavom ozna·cenim kaom; s, gdje sum i s dva

medusobno okomita jedini·cna vektora, mogu se predo·citi pomo¶cu slike2.4.

Jedini·cni vektori s; m vezani su uz re·setku i plasti·cno te·cenje mo·ze se opisati

tenzoromFp kao

Fp = 1 + ° s ­ m; (2.37)

gdje je ° smi·cno te·cenje u kliznom sustavu. Na osnovi toga se mo·ze defor-

macija kristala rastaviti na deformacije uzrokovane rastezanjem i rotacijom

kristalne re·setke Fe, a onda djelovanjemFp

F = FeFp : (2.38)

Prema ovom izrazu, stanje deformacije odredeno tenzorom gradijenta defor-

miranja F mo·ze se pretpostaviti kao da je dobiveno prvo plasti·cnom defor-

macijom za gradijent deformiranjaFp , a zatim elasti·cno zaFe, slika 2.5.
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2.3 Tenzori naprezanja

U prethodnom odjeljku razmatrane su osnovne relacije kinematike kontinu-

uma prilikom gibanja i deformiranja materijalnog tijela. Kao posljedica, jav-

lja se medudjelovanje susjednih materijalnih to·caka unutar tijela koje utje·ce

na pojavu naprezanja. Tenzor naprezanja mo·ze se izraziti u referentnoj ili

trenutnoj kon¯guraciji pa u skladu s tim postoje razli·citi zapisi.

2.3.1 Vektor naprezanja i Cauchyjev tenzor

naprezanja

Na slici 2.6prikazano je materijalno tijeloB koje u vremenut zauzima prostor

­ i ima rubnu plohu @­. Na to tijelo djeluju povr·sinske i obujamne sile koje

uzrokuju gibanje i deformiranje tijela. Ako se to tijelo podijeli se na dva

dijela, moraju na presje·cnim povr·sinama djelovati sile kako bi se ti dijelovi

nastavili gibati i deformirati na isti na·cin kao prije podjele. Na presjeku

tijela u trenutnoj kon¯guraciji postoji elementarna plo·stina ds ½ @­ ·cija se

orijentacija u prostoru mo·ze opisati s jedini·cnim vektoromn. Dio ukupne sile

koja djeluje na presje·cnim plohama, a odnosi se na elementarnu plo·stinu ds

ozna·cava se s df . U trenutku t = 0 tijelo B je zauzimalo prostor ­± i imalo

rubnu plohu @­ ±. U referentnoj kon¯guraciji na presje·cnoj plohi postoji

elementarna plo·stina dS ½ @­ ± s pripadaju¶cim jedini·cnim vektorom smjera

N . Prema Cauchyjevom postulatu za svaku elementarnu povr·sinu vrijedi

df = t ds = T dS; (2.39)

gdje je t Cauchyjev vektor naprezanja (Cauchy traction vector), a T je prvi

Piola-Kirchho®ov vektor naprezanja (̄rst Piola Kirchho® traction vector).

Prema Cauchyjevom teoremu o naprezanjima (Cauchy's stress theorem)
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Slika 2.6: Vektor naprezanja za referentnu i trenutnu kon¯guraciju

postoje tenzori¾ i P linearni s obzirom nan i N za koje vrijedi

t (x; t; n) = ¾(x; t)n Ã! ta = ¾abnb; (2.40)

T (X ; t; N ) = P(X ; t)N Ã! Ta = PaA NA : (2.41)

¾ je simetri·can tenzor u trenutnoj kon¯guraciji nazvan Cauchyjev tenzor na-

prezanja (Cauchy stress tensor), dok P ozna·cava prvi Piola-Kirchho®ov ten-

zor naprezanja (̄rst Piola-Kirchho® stress tensor). Prvi Piola-Kirchho®ov

tenzor naprezanja je nesimetri·can i u stvari dualan tenzor kojem jedan indeks

odnosi na prostorne koordinate, a drugi na materijalne koordinate.

Na osnovi jednad·zbi (2.39) do (2.41) mogu¶ce je dobiti vezu izmedu ova

dva tenzora naprezanja

P = J¾F ¡ T ili ¾ = J ¡ 1PF T = ¾T : (2.42)

Ovdje J predstavlja Jacobijevu determinantuJ = det F.
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2.3.2 Alternativni tenzori naprezanja

Ve¶c spomenuti Cauchyjev i prvi Piola-Kirchho®ov tenzor naprezanja pred-

stavljaju samo dvije od vi·se mogu¶cnosti opisa stanja naprezanja u deformi-

ranom tijelu. Naj·ce·s¶ce kori·steni oblici su:

Kirchho®ov tenzor naprezanja, ¿ :

Prostorni tenzor koji se vrlo ·cesto koristi jer ima svoje pravo ¯zikalno

zna·cenje. Od Cauchyjeva tenzora¾ razlikuje samo za JacobijanJ pa

se oni mogu poistovjetiti za nestla·cive materijale (J = 1),

¿ = J¾: (2.43)

Drugi Piola-Kirchho®ov tenzor naprezanja, S :

Nema ¯zikalno zna·cenje ako se razmatra prikaz pomo¶cu vektora napre-

zanja. To je simetri·can, kontravarijantan tenzor vezan za referentnu

kon¯guraciju. Dobiven je prijenosom unazad (pull back) kovarijantnog

tenzora ¿,

S = F ¡ 1¿F ¡ T Ã! SAB = F ¡ 1
Aa F ¡ 1

Bb ¿ab; (2.44)

S = JF ¡ 1¾F ¡ T = F ¡ 1P = ST : (2.45)

U mehanici kontinuuma ·cesto se koristi kod modeliranja materijalnih

modela i konstitutivnih jednad·zbi zbog svoje simetri·cnosti i zbog toga

·sto je to u potpunosti materijalan tenzor.

Biotov tenzor naprezanja, T B :

Biotov tenzor jest materijalni tenzor naprezanja odreden sljede¶cim iz-

razom

T B = R T P Ã! (TB)AB = RaA PaB ; (2.46)
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gdje je R tenzor zakreta. Iz njegove de¯nicije se mo·ze zaklju·citi da je

to nesimetri·cni tenzor koji u osnovi nije pozitivno de¯nitan.

Eshelbyjev tenzor naprezanja, G :

Eshelbyjev tenzor se jo·s naziva i tenzor elasti·cnog energetskog momenta

(elastic energy-momentum tensor). Zadan je sljede¶cim izrazom

G = ¡ JFT @
@F

µ
Ã(F)

J

¶
Ã! GAB = ¡ JFaA

@
@FaB

µ
Ã
J

¶
;

(2.47)

prema Maugin [33] i Maugin & Epstein [100]. Mo·ze se takoder

zapisati

G = Ã(F)I ¡ CS = Ã(F)I ¡ ¥ ; (2.48)

gdje je C desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti,S drugi Piola-

Kirchho®ov tenzor naprezanja,Ã slobodna Helmholtzova energija. Eshel-

byjev tenzor G simetri·can je s obzirom naC

GC = CG T : (2.49)

U jednad·zbi (2.48) ¥ je tenzor naprezanja sli·can Eshelbyjevom tenzoru

(Eshelby-like stress tensor). Njihovi sferni dijelovi su jednaki, a razli-

kuju se u devijatorskom dijelu. Taj oblik naprezanja bit ¶ce kori·sten u

izvodu materijalnog modela. Zbog sli·cnosti, dalje u tekstu naziva se

Eshelbyjev tenzor naprezanja.

Mandelov tenzor naprezanja, ~¥ :

Nesimetri·cni tenzor zadan u odnosu na takozvanu medukon¯guraciju

~¥ = F ¡ T
p ¥F T

p = FT
e ¿F ¡ T

e : (2.50)
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Simetri·can je s obzirom na elasti·cni dio desnog Cauchy-Greenova ten-

zora deformiranostiCe

~¥C e = Ce
~¥

T
: (2.51)

No, u posebnom slu·caju kada se radi s izotropnim materijalima vrijedi

klasi·cni uvjet simetrije

~¥ = ~¥
T
: (2.52)

2.4 Op¶ci zakoni mehanike kontinuuma

2.4.1 Zakon odr·zanja mase

Svako materijalno tijeloB posjeduje masu,m, koja je mjera koli·cine materije

u tijelu B. Kod makroskopskog promatranja kontinuuma pretpostavlja se

da je masa jednoliko i neprekinuto rasporedena, Alfirevi ¶c [101]. Masa je

skalarna veli·cina i u klasi·cnoj mehanici pretpostavlja se da se ne mijenja

tijekom gibanja tj. masa ne mo·ze nastati ili nestati tj. vrijedi

_½+ ½div v = 0; (2.53)

gdje je v = D x=Dt brzina gibanja. Za slu·caj nestla·civog kontinuuma, _½= 0,

pa vrijedi

div v = 0: (2.54)

2.4.2 Zakon odr·zanja koli·cine gibanja

Ako neko tijelo B zauzima neki prostor ­ i omedeno je rubnom plohom d­

i na njegov elementarni obujam dV djeluje obujamna silaf , a na njegovu

elementarnu povr·sinu dS vanjsko kontinuirano optere¶cenjet prema zakonu
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o odr·zanju koli·cine gibanja vrijedi

div ¾+ f = ½
@v
@t

: (2.55)

Ako je ubrzanje jednako nuli, jednad·zbe gibanja prelaze u Cauchyjeve jed-

nad·zbe ravnote·ze

div ¾+ f = 0: (2.56)

2.4.3 Zakon momenta koli·cine gibanja

Zakon momenta koli·cine gibanja ka·ze da je promjena po vremenu momenta

koli·cine gibanja za ishodi·ste 0 jednaka rezultiraju¶cem momentu svih vanjskih

sila za istu to·cku 0. Matemati·ckim zapisom zakona momenta koli·cine gibanja

i razvojem tih jednad·zbi kao kona·cni izraz dobije se sljede¶ca relacija

¾ij = ¾ji ; ¾ = ¾T ; (2.57)

Iz ·cega se mo·ze zaklju·citi da je Cauchyjev tenzor naprezanja simetri·can. To

vrijedi za nepolarni kontinuum dok za polarni (Cosseratov) kontinuum to

nije slu·caj.

2.4.4 Zakon odr·zanja energije

Zakon odr·zanja energije u referentnoj kon¯guraciji ima sljede¶ci oblik

½_e = P : _F ¡ div Q + R; (2.58)

gdje je e ozna·cava unutra·snju energiju, Q gusto¶cu toplinskog toka, aR je

gusto¶ca izvora topline u referentnoj kon¯guraciji. Zakon odr·zanja energije

ujedno izra·zava i prvi zakon termodinamike . Porast ukupne energije sus-

tava (½_e) jednak je zbroju dovedene topline sustavu (¡ div Q + R) i izvr·senog

rada nad sustavom (P : _F). Ukupna energija mo·ze se podijeliti na kineti·cku,
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potencijalnu, unutra·snju energiju, prema potrebi tu ulaze i elektri·cna, kemij-

ska i nuklearna energija.

2.4.5 Drugi zakon termodinamike

Smjer prijenosa energije to·cno je odreden drugim zakonom termodinamike.

Fizikalna razmatranja pokazala su da toplina uvijek prelazi s toplijeg na

hladnije tijelo, isto tako mehani·cka energija se pri trenju pretvara u toplinu,

ali se ona nikad ne mo·ze ponovo pretvoriti u mehani·cku energiju. Da bi se to

opisalo uvodi se pojam entropije~S, koji predstavlja mjeru nereda i slu·cajnosti

na mikroskopskoj razini. Raspodjela entropije po jedinici obujma u trenutnoj

kon¯guraciji je dana kao ~sc = ~sc(x; t) dok je u referentnoj kon¯guraciji ~s =

~s(X ; t). U skladu s tim entropija je

~S(t) =
Z

­
~sc(x; t)dv =

Z

­ o

~s(X ; t)dV: (2.59)

Brzina promjene entropije zadana je izrazom

%(t) = ¡
Z

@­
hnds +

Z

­
~rdv = ¡

Z

@­ o

HN dS +
Z

­ o

~RdV; (2.60)

gdje H i h predstavljaju tok entropije u referentnoj i trenutnoj kon¯guraciji,

a ~R i ~r izvore entropije po jedinici vremena i obujma u referentnoj i trenutnoj

kon¯guraciji. Sada se totalni prirast entropije mo·ze prikazati kao

~T(t) =
D
Dt

~S(t) ¡ %(t) ¸ 0; (2.61)

·sto predstavlja matemati·cki zapis drugog zakona termodinamike .

2.4.6 Clausius-Duhemova nejednad·zba

·Cesto se veli·cine vezane uz tok entropije (h, H ) i izvore entropije (~r , ~R)

prikazuju na sljede¶ci na·cin

h =
q
£

; ~r =
r
£

i H =
Q
£

; ~R =
R
£

; (2.62)
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gdje sur i R gusto¶ca snage toplinskih izvora, aq i Q vektori toplinskog toka

za trenutnu odnosno referentnu kon¯guraciju. Veli·cina £ predstavlja apso-

lutnu temperaturu, javlja se kao funkcija vremena i izra·zava se u Kelvinima

K. Sada se jednad·zba (2.61) uz pomo¶c (2.60) mo·ze prikazati kao

%(t) =
D
Dt

Z

­
~scdv +

Z

@­

q
£

nds ¡
Z

­

r
£

dv ¸ 0; (2.63)

%(t) =
D
Dt

Z

­ o

~sdV +
Z

@­ o

Q
£

N dS ¡
Z

­ o

R
£

dV ¸ 0; (2.64)

i ti izrazi se nazivaju Clausius-Duhemove nejednakosti.

2.4.7 Disipacijska nejednad·zba

Ako se za jednad·zbu (2.64) uzme u obzir da se nalazi u referentnoj kon¯gu-

raciji i da taj izraz ne ovisi o vremenut, te ako seR zamijeni s izrazom za

prvi zakon termodinamike (2.58) dobije se Clausius-Planckova nejednakost

D = P : _F ¡ _e+ £ _~s ¸ 0; (2.65)

koja se jo·s naziva i disipacijska nejednakost. Ako se sada iskoristi izraz za

Helmholtzovu slobodnu energiju

Ã = e¡ £~s; (2.66)

mo·ze se Clausius-Planckova nejednakost zapisati na sljede¶ci na·cin

D = P : _F ¡ _Ã ¡ ~s _£ ¸ 0; (2.67)

koji se puno ·ce·s¶ce mo·ze na¶ci u literaturi. U mehanici se obi·cno ne uzimaju

u obzir toplinski u·cinci pa se mo·ze zanemariti zadnji ·clan u prethodnoj jed-

nad·zbi,

D = w ¡ _Ã ¸ 0; (2.68)
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gdje je w snaga naprezanja (stress power). Ona predstavlja brzinu promjene

unutra·snjeg mehani·ckog rada. U trenutnoj kon¯guraciji mo·ze se izraziti kao

½o _e = ¾ : d = ¿ : d; (2.69)

odnosno u referentnoj kon¯guraciji

½o _e = P : _F = S : _E = T B : _H ; (2.70)

gdje su¾, ¿, P, S i T B tenzori naprezanja odredeni u odjeljku 2.3.1i 2.3.2, a

d, _F, _E i _H su gradijenti tenzora deformacije, koji su prikazani u odjeljcima

2.2.3 i 2.2.6.

2.5 Objektivnost tenzora

Konstitutivne jednad·zbe moraju biti nezavisne o izboru referentnog koordi-

natnog sustava. Tako, na primjer, dva promatra·ca moraju opa·zati jednako

stanje naprezanja u nekom tijelu bez obzira da li se oni nalaze u nekom

jednolikom gibanju jedan u odnosu na drugog. Promatra se deformirana

kon¯guracija tijela B koja zauzima prostor ­ u nekom trenutku t i neka je

vektor polo·zaja to·cke P na tijelu B dan kaox = x(X ; t). Ako se kon¯guracija

­ zarotira u novi polo·zaj ~­ pomo¶cu ortogonalnog tenzoraQ = Q(t), tada je

~x = Q(t)x (2.71)

novi polo·zaj to·cke P u kon¯guraciji ~­. Ortogonalni tenzor Q je samo funkcija

vremenat budu¶ci da je transformacija iz ­ u ~­ samo rotacija krutog tijela.

Uz pomo¶c (2.10) slijedi izraz za transformaciju gradijenta deformiranja

~F =
@~x
@X

= QF : (2.72)

Veli·cina je objektivna ako se transformira na sljede¶ci na·cin
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Skalari:

~® = ®(QF ) = ®(F); (2.73)

Vektori:

~v = v(QF ) = Qv (F); (2.74)

Tenzori drugog reda:

~¾ = ¾(QF ) = Q¾(F)QT : (2.75)

U analizi velikih deformacija moraju se koristiti samo objektivne veli·cine.

Tu treba biti oprezan jer neki tenzor mo·ze biti objektivan dok njegova deri-

vacija nije objektivna. Primjer za to je Cauchyjev tenzor naprezanja¾ koji

je objektivan tenzor, ali njegova derivacija nije

_~¾ = Q _¾QT + _Q¾QT + Q¾ _QT 6= Q _¾QT : (2.76)

Iz toga razloga se uvode razne objektivne derivacije od kojih su najpoznatije:

Oldroydova

¾± = _¾¡ l¾¡ ¾lT + (tr l)¾; (2.77)

Jaumannova

¾O = _¾¡ ¾w ¡ w¾; (2.78)

konvektivna

¾§ = _¾+ lT ¾+ ¾l: (2.79)



POGLAVLJE 2. PREGLED OSNOVA MEHANIKE KONTINUUMA 41

Treba naglasiti da postoje invarijantne veli·cine, koje su zadane u referent-

noj kon¯guraciji. One se ne pona·saju prema zakonu objektivnih veli·cina, ali

su zato potpuno nezavisne o gibanju krutog tijela. Primjer takvih veli·cina

su desni Cauchy-Greenov tenzor, drugi Piola-Kirchho®ov tenzor naprezanja

za koje vrijedi

~C = C i ~S = S: (2.80)



Poglavlje 3

Velike elastoplasti·cne

deformacije

3.1 Kriteriji te·cenja

Eksperimentalnom analizom pokazano je da plasti·cno te·cenje materijala ne

ovisi o hidrostatskom tlaku, Lubliner [99], Alfirevi ¶c [93], tj. potpuno je

neovisno o prvoj invarijanti tenzora naprezanja. Iz toga slijedi da posmi·cna

naprezanja utje·cu na pojavu te·cenja materijala. Postoji vi·se vrsta kriterija

te·cenja temeljenih na posmi·cnom naprezanju (shear-stress based), ali su samo

dva u ·siroj upotrebi kod metala, von Misesov i Trescin kriterij te·cenja, slika

3.1. Kod oba kriterija te·cenje ne ovisi o hidrostatskom pritisku (hydrostatic-

pressure-independent materials).

Von Misesov kriterij te·cenja, pretpostavka je da ¶ce do te·cenja do¶ci samo

onda kada druga invarijanta tenzora naprezanja dosegne kriti·cnu vri-

jednost, dana obi·cno kao materijalno svojstvok. Ploha te·cenja ima

oblik kru·znog cilindra, 3.1. U skladu s tim plasti·cni potencijal te·cenja

42
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iznosi

Á(J2) = J2 ¡ k2 = 0: (3.1)

PremaTrescinom kriteriju do te·cenja materijala dolazi kada maksimalno

posmi·cno naprezanje dosegne kriti·cnu vrijednost. Plasti·cni potencijal

te·cenja ima sljede¶ci oblik

Á(¿max ) = ¿max ¡ k2 = 0; (3.2)

gdje je k materijalna konstanta koja se mo·ze odrediti jednoosnim tes-

tom (uniaxial test) i za koju vrijedi k = ¾Y =2. Ploha te·cenja u ovom

slu·caju ima oblik ·sesterostrane prizme, projekcija plohe te·cenja u de-

vijatorsku ravninu je pravilna ·sesterostrana prizma, slika3.1.

Bitno je ovdje spomenuti da su to kriteriji te·cenja koji se odnose na

izotropne materijale. U slu·caju anizotropnog pona·sanja materijala ovi izrazi

postaju mnogo slo·zeniji. Kod ortotropnog pona·sanja materijala vrlo ·cesto

Slika 3.1: Gra¯·cki prikaz von Misesove i Trescine plohe te·cenja
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se koristi Hillov kriterij te·cenja koji je ustvari modi¯kacija von Misesovog

kriterija te·cenja Hill [65]. On po·civa na tri osnovne pretpostavke

1. Materijal je ortotropan. Postoje tri medusobno okomite ravnine sime-

trije koje se sijeku u osima ortotropije.

2. Hidrostati·cki tlak ne utje·ce na te·cenje.

3. Nema Bauschingerova efekta. Bauschingerov efekt se mo·ze opisati na

sljede¶ci na·cin: Ako se uzorak prvo vla·cno deformira, zrna kristalne

strukture se zakre¶cu u smjeru osi optere¶cenja i uzorak dobiva anizo-

tropnu strukturu. Rastere¶cenjem, gledaju¶ci na mikroskopskom nivou,

javljaju se zaostala naprezanja izmedu kristalnih zrna. Kada se nakon

toga uzorak optereti tla·cno, zbog zaostalih naprezanja, do plasti·cnog

te·cenja dolazi pri manjem naprezanju, slika3.2. Bauschingerov efekt se

ne javlja kod monokristala po·sto nema zrnate strukture koja uzrokuje

pojavu zaostalih naprezanja.

Slika 3.2: Bauschingerov efekt
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Kriterij te·cenja za ortotropne materijale Hill je formulirao na sljede¶ci na·cin,

Hill [65]

2Á(¾ij ) = F (¾22 ¡ ¾33)2 + G(¾33 ¡ ¾11)2 + H (¾11 ¡ ¾22)2+

+ 2L¾2
23 + 2M¾2

31 + 2N¾2
12 ¡ 1 = 0; (3.3)

gdje suF , G, H , L, M i N materijalne konstante koje odreduju ortotropno

plasti·cno pona·sanje materijala. Mogu se odrediti iz normalnih (¾y
11, ¾y

22, ¾y
33)

i posmi·cnih granica te·cenja (¾y
12, ¾y

23, ¾y
13) odredenih za tri glavne ravnine

ortotropije

F =
1
2

µ
¡

1
(¾y

11)2
+

1
(¾y

22)2
+

1
(¾y

33)2

¶
; (3.4)

G =
1
2

µ
1

(¾y
11)2

¡
1

(¾y
22)2

+
1

(¾y
33)2

¶
; (3.5)

H =
1
2

µ
1

(¾y
11)2

+
1

(¾y
22)2

¡
1

(¾y
33)2

¶
; (3.6)

L =
1

2(¾y
23)2

; (3.7)

M =
1

2(¾y
13)2

; (3.8)

N =
1

2(¾y
12)2

: (3.9)

3.2 O·cvr·s¶cenje materijala

Eksperimentima je utvrdeno da po·cetna ploha te·cenja tijekom procesa plas-

ti·cnog deformiranja mijenja svoj polo·zaj i da to·cka koja opisuje stanje op-

tere¶cenja uvijek le·zi na plohi te·cenja. Na·cin kako opisati promjenu polo·zaja

plohe te·cenja je jedan od velikih problema kod modeliranja plasti·cnog de-

formiranja materijala. Razvijena su razna pravila po kojima se modelira

promjena polo·zaja plohe te·cenja i ona se nazivaju o·cvr·s¶cenje materijala (har-

dening rules). Dva naj·ce·s¶ca modela su:
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² Izotropno o·cvr·s¶cenje (isotropic hardening), koje pretpostavlja jed-

noliko ·sirenje po·cetne plohe te·cenja tako da sredi·ste plohe ostaje nepro-

mjenjeno, slika3.3. Ono ne mo·ze opisati Bauschingerov efekt. Osnovni

matemati·cki izraz je (za slu·caj von Misesova uvjeta te·cenja)

Á(J2) = J2 ¡ (k + Y)2 = 0; (3.10)

gdje Y predstavlja izotropno o·cvr·s¶cenje.

Slika 3.3: Gra¯·cki prikaz izotropnog o·cvr·s¶cenja

² Kod kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja (kinematic hardening) po·cetna ploha

te·cenja prilikom procesa plasti·cnog deformiranja translatira se kao kruto

tijelo u prostoru naprezanja bez rotiranja i promjene veli·cine, slika3.4.

Iz toga razloga veli·cina, oblik i orijentacija po·cetne plohe te·cenja se

zadr·zava. Kinemati·ckim o·cvr·s¶cenjem mogu¶ce je opisati Bauschingerov

efekt. Izraz za kinemati·cko o·cvr·s¶cenje glasi (za slu·caj von Misesova

uvjeta te·cenja)

Á = f (S ¡ q) ¡ k2 = 0; (3.11)

gdje je S naprezanje,q predstavlja tenzor drugog reda nazvanback
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Slika 3.4: Gra¯·cki prikaz kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja

stresstenzor i on daje koordinate centra trenutne plohe te·cenja. Neki

od naj·ce·s¶ce kori·stenih oblika kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja su:

± Pragerovo o·cvr·s¶cenje : Osnova kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja je od-

redivanje back stresstenzora q. Najjednostavniji na·cin je da se

pretpostavi linearna veza izmedu dq i d² p pa Pragerovo o·cvr·s¶cenje

(Prager, 1955, 1956) ima sljede¶ci oblik

dq = c d² p ; (3.12)

gdje je c konstanta materijala, a² p je neelasti·cni dio deformacije.

Ono se u stvari ne poklapa u potpunosti s de¯nicijom kinemati·ckog

o·cvr·s¶cenja jer se prilikom transformacije javlja i promjena veli·cine

plohe te·cenja.

± Zieglerovo o·cvr·s¶cenje : Razvijeno je kao modi¯kacija Pragerova

o·cvr·s¶cenja kako bi opisivalo samo kinemati·cko o·cvr·s¶cenje (Ziegler,

1959). Pretpostavka je da se translacija odvija u smjeru relativnog
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naprezanja° = S ¡ q tako da vrijedi

dq = d ¹ (S ¡ q); (3.13)

gdje je d¹ faktor proporcionalsti koji ovisi o povijesti deformacije

i o samom materijalu. Na taj na·cin se ploha te·cenja translatira, a

da pri tome ne dolazi do promjene veli·cine i oblika kinemati·ckog

o·cvr·s¶cenja.

± Armstrong-Frederickovo o·cvr·s¶cenje: To je nelinearno kine-

mati·cko o·cvr·s¶cenje koje predstavlja poop¶cenje Pragerovog o·cvr·s-

¶cenja tako da mu je dodandynamic recovery termtj. dio koji

se odnosi na povijest deformiranja, kojim se mo·ze bolje opisati

vi·seosni Bauschingerov efekt. Mo·ze se opisati sljede¶cim izrazom

_q = c1 _² p ¡
c2

³±

_̧q; (3.14)

gdje suc1, c2 i ³± parametri materijala, a ¸ je plasti·cni mno·zitelj

(plastic multiplier) o kojem ¶ce biti vi·se govora u odjeljku4.4.

3.3 Lie grupa

Pojam Lie grupe prvi je uveo u 19. stolje¶cu norve·ski matemati·car Sophus Lie

rade¶ci na problemima integracijskih metoda kod diferencijalnih jednad·zbi i

problemima geometrije. Za daljnji razvoj zaslu·zni su W. Killing, E. Cartan

i H.Weyl koji su Lie grupe postavili kao temelj za razne matemati·cke i ¯zi-

kalne prora·cune. Ovdje je dan samo kratki pregled kori·stenih pojmova iz Lie

algebre i Lie grupa dok se detaljniji opis mo·ze na¶ci primjerice uHall [102]

i Rossman [103].

Lie grupa je neprekinuti matemati·cki prostor (manifold) G kod kojeg

vrijedi
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² preslikavanje pri mno·zenju (multiplication map)

(g1; g2) 2 G £ G ¡! g1g2 2 G: (3.15)

Ako sug1 i g2 elementi prostoraG tada je i njihov umno·zak g1g2 takoder

element prostoraG.

² inverzno preslikavanje (inverse map)

g 2 G ¡! g¡ 1 2 G: (3.16)

Ako je g element prostoraG tada je i njemu inverzni oblik takoder

element prostoraG.

Za ova preslikavanja moraju vrijediti aksiomi o grupama o kojima se vi·se

mo·ze na¶ci u Hall [102] i Rossman [103]. Za svaki elementg 2 G postoje

dva preslikavanjaG tj. lijevo i desno mno·zenje

Lg(h) = gh; Rg(h) = hg¡ 1: (3.17)

Neke od va·znijih Lie grupa su:

² Za skup svih n £ n nesingularnih matrica s ·clanovima koji dolaze iz

skupa realnih brojevaR ka·ze se da pripadajuop¶coj linearnoj grupi

GL(n; R) (general linear group). Ona ustvari ozna·cava grupu linearnih

transformacija ·ciji elementi imaju pozitivne determinante.

² Posebna linearna grupa SL(n; R) (special linear group) je skupn£ n

realnih nesingularnih matrica ·ciji elementi imaju determinantejednake

jedinici. Ona je podgrupa op¶ce linearne grupe.

² Ortogonalna grupa O(n) (orthogonal group) ozna·cava grupu linear-

nih transformacija za skup realnih matrican£ n ako vrijedi A T = A ¡ 1.

Vrijedi O(n) ½ GL(n; R).
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² Posebna ortogonalna grupa SO(n) (special orthogonal group) je

podgrupa O(n), a samim time i GL(n; R) koja ima determinante jed-

nake jedinici.

Lie algebra na nekom skupu npr. R, C, je vektorski prostor g (vector

space) s bilinearnim preslikavanjem [; ] : g £ g ! g, koje se jo·s naziva Lie

zagrada (Lie bracket) i ozna·cava se s (x; y) 7! [x; y]. Ona mora zadovoljiti

sljede¶ce uvjete:

1. [x; x ] = 0 za svex 2 g,

2. Jacobijev identitet: [x; [y; z]]+[ y; [z; x]]+[ z; [x; y]] = 0 za svex; y; z 2 g.

3.4 Eksponencijalno preslikavanje

Eksponencijalno preslikavanje (exponential map) je osnovna operacija teorije

Lie grupa. To je preslikavanje Lie algebre neke Lie grupe u novu grupu.

Svojstva nove grupe odredena su preko Lie algebre kori·stene u preslikavanju.

Obi·cna eksponencijalna funkcija u matematici mo·ze se prikazati kao spe-

cijalni slu·caj eksponencijalnog preslikavanja. Eksponencijalno preslikavanje

ima sva svojstva eksponencijalnih funkcija, ali se i u nekim va·znim dijelovima

razlikuje npr. derivacija eksponencijalnog preslikavanja.

U mehanici kontinuuma eksponencijalno preslikavanje se koristi prilikom

integracije konstitutivnih jednad·zbi razvijenog materijalnog modela. Slu·zi

za uskladivanje (update) varijabli prilikom numeri·ckog postupka integrira-

nja. Kod metala, eksponencijalno preslikavanje primjenjuje se za vremensko

uskladivanje neelasti·cnog dijela gradijenta deformiranjaFp koji je ·clan Lie

grupe SL+ (3; R). Na taj na·cin se ostvaruje nestla·civost plasti·cnih deforma-

cija jer vrijedi da je detFp = 1. Prvi put je upotrebljena u radovima Ete-

rovic & Bathe [20] i Weber & Anand [51] za funkcije sa simetri·cnim
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argumentima. Primjena na nesimetri·cne argumente funkcije napravljena je

u radu Sansour & Kollmann [23], a derivacija eksponencijalnog preslika-

vanja s obzirom na njen argument prvi put je upotrebljena uSansour &

Wagner [26]. Kod matri·cnih Lie grupa pri eksponencijalnom preslikavanju

za bilo koji argument ¯ vrijedi

ē = exp ¯ = 1 + ¯ +
1
2!

¯ 2 +
1
3!

¯ 3 +
1
4!

¯ 4 + ¢ ¢ ¢: (3.18)

Argument ¯ ima svoje invarijante

I 1 = tr ¯ ; (3.19)

I 2 =
1
2

(I 2
1 ¡ tr ¯ 2); (3.20)

I 3 = det ¯ : (3.21)

Uz pomo¶c Cayley-Hamiltonove jednad·zbe vrijedi

¯ 3 = I 31 ¡ I 2¯ + I 1¯ 2; (3.22)

a po·sto je exp¯ izotropna funkcija od ¯ vrijedi

exp¯ = ®0(I 1; I 2; I 3)1 + ®1(I 1; I 2; I 3)¯ + ®2(I 1; I 2; I 3)¯ 2; (3.23)

gdje su®0, ®1 i ®2 funkcije invarijanti i njih treba na¶ci uz pomo¶c jednad·zbe

(3.22). Za bilo koju potenciju n argumenta funkcije¯ vrijedi

¯ n = ° (n)
0 1 + ° (n)

1 ¯ + ° (n)
2 ¯ 2 (3.24)

gdje su po·cetne vrijednosti dane kao

° (3)
0 = I 3; ° (3)

1 = ¡ I 2 ° (3)
2 = I 1: (3.25)

Uz pomo¶c jednad·zbe (3.22) slijede izrazi

° (n)
0 = I 3° (n¡ 1)

2 ; (3.26)

° (n)
1 = ° (n¡ 1)

0 ¡ I 2° (n¡ 1)
2 ; (3.27)

° (n)
2 = ° (n¡ 1)

1 + I 1° (n¡ 1)
2 : (3.28)
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Funkcije varijabli ®0, ®1 i ®2 odreduju se kao

®0 = 1 +
1
3!

I 3 +
NX

n=4

1
n!

° (n)
0 ; (3.29)

®1 = 1 ¡
1
3!

I 2 +
NX

n=4

1
n!

° (n)
1 ; (3.30)

®2 =
1
2

+
1
3!

I 1 +
NX

n=4

1
n!

° (n)
2 : (3.31)

Parametar N daje to·cnost kojom se ra·cuna eksponencijalna funkcija.

Potrebno je izra·cunati i derivaciju eksponencijalne funkcije. Iz (3.23)

slijedi

@exp¯
@̄

=
1
3!

@I3
@̄

­ 1 +
NX

n=4

1
n!

@°(n)
0

@̄
­ 1 ¡

1
3!

@I2
@̄

­ ¯ +
NX

n=4

1
n!

@°(n)
1

@̄
­ ¯

+
1
3!

@I1
@̄

­ ¯ 2 +
NX

n=4

1
n!

@°(n)
2

@̄
­ ¯ 2 + ®1

@̄
@̄

+ ®2
@̄ 2

@̄
(3.32)

gdje je

@I1
@̄

= 1; (3.33)

@I2
@̄

= I 11 ¡ ¯ T ; (3.34)

@I3
@̄

= I 3¯ ¡ T : (3.35)

Budu¶ci da se ovi izrazi koriste unutar algoritma prilikom integracije evolucij-

skih jednad·zbi, vrijeme ¢ T je vrlo malo. To omogu¶cuje da se iz jednad·zbe

(3.18) koriste samo prva ·cetiri ·clana, a da se ne naru·si to·cnost izra·cuna. Tada

vrijedi mnogo jednostavniji izraz

@exp¯
@̄

=
1
3!

@I3
@̄

­ 1 ¡
1
3!

@I2
@̄

­ ¯ +
1
3!

@I1
@̄

­ ¯ 2+
µ

1 ¡
1
3!

I 2

¶
@̄
@̄

+
µ

1
2

+
1
3!

I 1

¶
@̄ 2

@̄
: (3.36)
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3.5 Materijalni modeli kod velikih

elastoplasti·cnih deformacija

Materijalni modeli kod velikih elastoplasti·cnih deformacija mogu se podijeliti

s obzirom na na·cin prikaza elasti·cnih deformacija na:

Hipoelasti·cni - plasti·cni materijalni modeli (hypoelastic - plastic ma-

terial model) opisuju materijale kod kojih je brzina naprezanja linearna

homogena funkcija brzine deformacije. Za njega vrijedi izraz

¾¦ = C : D e; (3.37)

gdje je ¾¦ neka objektivna derivacija tenzora naprezanja,C je tenzor

elasti·cnosti i D e je elasti·can dio tenzora brzine deformacije. Kom-

ponente tenzora elasti·cnostiC nisu u op¶cem slu·caju konstantne nego

ovise o naprezanju i deformaciji. Hipoelasti·cni model temelji se na adi-

tivnom razlaganju tenzora brzine deformacije na elasti·can i plasti·can

dio. Prilikom primjene na probleme koje je potrebno opisivati teori-

jom velikih deformacija potrebno je obratiti pa·znju na ograni·cenja hi-

poelasti·cnih modela. U teoriji velikih deformacija koriste se samo u

slu·cajevima kada su elasti·cne deformacije male u odnosu na plasti·cne.

Osnovni razlog je ·sto hipoelasti·cni modeli nisu konzervativni tj. u za-

tvorenom ciklusu rad nije jednak nuli. Nekonzervativnost nema utjecaj

na plasti·cno pona·sanje materijala, a uz pretpostavku malih elasti·cnih

deformacija nema veliki utjecaj na kona·cno rje·senje. Osnovni cilj ovog

modela je nu·znost formulacije objektivne derivacije tenzora naprezanja

koja se nalazi u nekom odnosu prema elasti·cnom dijelu tenzora brzine

deformacije, vi·se o objektivnosti se mo·ze na¶ci u odjeljku2.5.

Nedostaci hipoelasti·cnih - plasti·cnih materijalnih modela su;
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² Nekonzervativnost, jer u zatvorenom ciklusu rad nije jednak nuli.

² Tenzor elasti·cnosti se pretpostavlja konstantnim.

² Kriterij te·cenja mora biti izotropna funkcija naprezanja.

² Hipoelasti·cni izrazi moraju biti integrirani po vremenu kako bi

se odredilo naprezanje. Kako bi se sprije·cio utjecaj velikih ro-

tacija potrebno je izraziti objektivni, inkrementalni algoritam za

ra·cunanje naprezanja.

Drugi i tre¶ci nedostatak se ne odnosi nacorotational formulaciju na-

prezanja kod koje se upotrebljavacorotational Kirchho®ov tenzor na-

prezanja

¿̂ = R T ¿R: (3.38)

Hiperelasti·cni - plasti·cni materijalni modeli (hyperelastic - plastic ma-

terial model) razvijeni su kako bi rije·sili nedostatke koji se pojavljuju

kod hipoelasti·cnih modela. Glavno obilje·zje hiperelasti·cnih materijala

je postojanje energije deformacije (strain energy) W = ½±Ã koja se

mo·ze izraziti kao funkcija tenzora deformiranosti odnosno kao funkcija

tenzora deformacije. FunkcijaW je elasti·cni potencijal i predstavlja

raspodjelu energije deformacije po jedinici obujma,½± je gusto¶ca nede-

formiranog tijela, a Ã izra·zava raspodjelu energije deformacije po masi

i naziva se Helmholtzova slobodna energija (Helmholtz free energy).

Po·sto se elasti·cno pona·sanje materijala odreduje iz potencijala sustav

je konzervativan u nekom zatvorenom ciklusu. Derivacijom elasti·cnog

potencijala po vremenu dobiva se snaga naprezanja (stress power)

w = _W =
DW
Dt

= ½± _e = S : _E; (3.39)
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za slu·caj kada je W = W(E), gdje je E Green-Lagrangeov tenzor de-

formacije. Prema lan·canom pravilu derivacijaW po vremenu glasi

DW
Dt

=
@W
@E

@E
@t

; (3.40)

iz jednad·zbe (3.39) slijedi izraz za tenzor naprezanja (u ovom slu·caju

drugi Piola-Kirchho®ov tenzor naprezanja)

S =
@W(E)

@E
: (3.41)

Osnovna razlika hiperelasti·cnih - plasti·cnih u odnosu na hipoelasti·cne

- plasti·cne modele je u

1. tenzor naprezanja izra·zen je preko tenzora deformacije iz hipere-

lasti·cnog potencijala, a ne integriranjem objektivne derivacije,

2. objektivnost je automatski zadovoljena.



Poglavlje 4

Izotropni materijalni model

4.1 Kinemati·cke relacije materijalnog modela

U ovom odjeljku jo·s jednom ¶ce biti dan poseban osvrt na neke kinemati·cke

relacije nu·zne u izvodu novog materijalnog modela. Kao ·sto je ve¶c spomenuto

u odjeljku 2.2.7, opis neelasti·cnih deformacija temelji se na multiplikativnom

razlaganju gradijenta deformiranja

F = FeFp ; (4.1)

gdje je Fe elasti·can, a Fp neelasti·can dio tenzora deformiranosti. Kada se

razmatraju metali za neelasti·cni dio vrijedi Fp 2 SL+ (3; R) ·sto zna·ci da su

neelasti·cne deformacije nestla·cive, vi·se o Lie grupama u odjeljku3.3. Grupa

SL+ (3; R) ozna·cava odredenu linearnu grupu koja ima determinante jednake

jedinici, det Fp = 1.

Na osnovi (4.1) mogu se odrediti sljede¶ci lijevi Cauchy-Greenovi tenzori

u trenutnoj kon¯guraciji

b = FF T ; (4.2)

be = FeFT
e ; (4.3)

56
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gdje je be elasti·cni dio tenzora deformiranosti. Na isti na·cin odredeni su

desni Cauchy-Greenovi tenzori deformiranosti za referentnu kon¯guraciju

C = FT F; (4.4)

Ce = FT
e Fe; (4.5)

Cp = FT
p Fp ; (4.6)

gdje je Ce elasti·cni tenzor, a Cp je njegov neelasti·cni par. De¯nicije tenzora

deformiranosti i deformacije opisane su u odjeljku2.2.3.

Ako se uzme u obzir da je tenzor gradijenta deformiranjaF element op¶ce

linearne grupeGL+ (3; R), koja ozna·cava grupu linearnih transformacija s

pozitivnim determinantama, name¶ce se potreba za odredivanjem njegovih

vremenskih derivacija

_F = lF ; (4.7)

_F = FL ; (4.8)

gdje je l lijevi, a L desni gradijent brzine. Gradijent deformiranja zadan je

izrazom

F =
@x
@X

= gi ­ G i (4.9)

i na osnovi toga za_F i F ¡ 1 vrijedi

_F = _gi ­ G i F ¡ 1 = G i ­ gi : (4.10)

Iz (4.7) slijedi

l = _FF ¡ 1 =) l = _gi ­ G i G i ­ gi = _gi ­ gi : (4.11)

Iz prethodne jednad·zbe mo·ze se uo·citi da jel izra·zen preko mje·sovitih kom-

ponenata (mixed-variant tensor). Na sli·can na·cin se mo·ze pokazati i da je
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desni gradijent brzine izra·zen preko mje·sovitih komponenata. Iz jednad·zbi

(4.7) i ( 4.8) dobije se sljede¶ca veza

L = F ¡ 1lF : (4.12)

Kao ·sto se vidi L se dobije prijenosom unazad (pull back) lijevog gradijenta

brzine iz trenutne u po·cetnu kon¯guraciju. Po·sto je i Fp 2 SL+ (3; R) mogu

se odrediti lijevi i desni gradijent brzine za neelasti·cni tenzor gradijenta de-

formiranja. Isto vrijedi i za Fe. Njihovi gradijenti su

_Fe = leFe; (4.13)

_Fp = Fp L p : (4.14)

Ako se sada jednad·zba (4.1) derivira po vremenu slijedi

_F = _FeFp + Fe
_Fp ; (4.15)

te nakon uvr·stavanja (4.13) i ( 4.14) dobiva se

l = le + FL p F ¡ 1; (4.16)

kojim se odreduje mije·sano-varijantni prijenos unaprijed (push-forward) ne-

elasti·cnog gradijenta L p kao

lp = FL p F ¡ 1 ; (4.17)

koji se ujedno naziva i prostorni neelasti·cni gradijent. Iz (4.16) i ( 4.17) mo·ze

se zapisati slijede¶ci izraz

l = le + lp : (4.18)

Ovdje je va·zno naglasiti da se u unutar klasi·cne teorije velikih plasti·cnih

deformacija pretpostavlja da jeFp potpuno odreden evolucijskom jednad·zbom

za materijalni gradijent deformiranjaL p . Glavna posljedica toga je da je ten-

zor Fp materijalni tenzor i kao takav ne ovisi o gibanju krutog tijela.
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4.2 Slobodna energija i reducirana

disipacijaska nejednakost

Pretpostavlja se da je elasti·cno pona·sanje tijela potpuno odredeno slobod-

nom energijomÃ. Izotropno o·cvr·s¶cenje odredeno je preko skalarne veli·cine

Z , a kinemati·cko o·cvr·s¶cenje preko tenzora drugog reda oblika sli·cnog tenzoru

deformacije koji je ozna·cen sbq . U skladu s tim pretpostavlja se postojanje

slobodne energije u sljede¶cem oblikuÃ = Ã̂(be; bq ; Z ) zadane u trenutnoj

kon¯guraciji. Oblik be je potpuno odreden s (4.3) dok je oblik bq tek po-

trebno odrediti. Izgledbq usko je povezan s uvjetom daback stresstreba biti

simetri·can tenzor drugog reda. Potrebno je izabrati odgovaraju¶cu neelasti·cnu

veli·cinu odredenu u trenutnoj kon¯guraciji. Kao logi·can izbor name¶ce se

prijenos unaprijed (push forward) Fp ili F ¡ 1
p u trenutnu kon¯guraciju. Ta

operacija uvjetuje ovisnost oF ·sto nije dobro jer plasti·cno deformiranje mora

ovisiti samo o neelasti·cnim varijablama. Kako bi se izbjegao utjecajF na ne-

elasti·cne veli·cine u trenutnoj kon¯guraciji name¶ce se prema jednad·zbi (4.17)

mije·sana kovarijantna-kontravarijantna tranformacija. U skladu s tim pros-

torni neelasti·cni tenzor ima sljede¶ci oblik

f ¡ 1
p = FF ¡ 1

p F ¡ 1: (4.19)

f ¡ 1
p se sada de¯nira kao neelasti·cni prostorni gradijent deformiranja ·sto ¶ce

biti naknadno pokazano u odjeljku4.3. Budu¶ci da je to tenzor u trenutnoj

kon¯guraciji, potrebno je dokazati njegovu objektivnost. Vi·se o objektivnosti

tenzora mo·ze se na¶ci u odjeljku2.5. Ako se uzme da je

~F = QF ; (4.20)
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slijedi

~f ¡ 1
p = QFF ¡ 1

p F ¡ 1QT

= Qf ¡ 1
p QT ; (4.21)

·sto je ustvari zakon promjene objektivne veli·cine. Ovdje je jo·s jednom va·zno

napomenuti da jeFp materijalni tenzor neovisan o gibanju krutog tijela.

Sada, kad je odredena prostorna neelasti·cna veli·cina koja odgovara ne-

elasti·cnom tenzoru deformacije u linearnoj teoriji, name¶ce se izborbq u

sljede¶cem obliku

bq = f ¡ 1
p f ¡ T

p ; (4.22)

koji je u skladu s oblikombe, (4.3). Kasnije ¶ce biti pokazano da on osigurava

simetri·can oblik back stresstenzora.

Koriste¶ci pretpostavku Ã = Ã̂(be; bq ; Z ) mo·ze se slobodna energija po-

dijeliti na elasti·cni dio Ãe(be) i neelasti·cni dio. Neelasti·cni dio dalje se dijeli

na dio koji ovisi o kinemati·ckom o·cvr·s¶cenju Ãk(bq ) i izotropnom o·cvr·s¶cenju

Ãi(Z ), tako da je

Ã = Ãelasti·cno + Ãneelasti·cno ;

Ã = Ãe(be) + Ãk(bq ) + Ãi(Z ): (4.23)

Kada je jednom odreden oblik slobodne energije prirodno slijedi razvoj

disipacijske nejednakosti, odjeljak2.4.7. Ona je odredena kao gusto¶ca snage

naprezanja minus gradijent promjene energije (Maugin [104])

D = ¿ : l ¡ ½±
_Ã(be; bq ; Z ); (4.24)

gdje je ¿ Kirchho®ov tenzor naprezanja,½± gusto¶ca u materijalnoj kon¯gu-

raciji. Ako se jednad·zba (4.23) uvrsti u ( 4.24) slijedi

D = ¿ : l ¡ ½±
@Ã
@be

: _be ¡ ½±
@Ã
@bq

: _bq ¡ ½±
@Ã
@Z

¢ _Z ¸ 0: (4.25)
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Za daljnji razvoj disipacije potrebno je odrediti derivacijebe i bq . Ako se

jednad·zba (4.1) uvrsti u ( 4.3) dobije se

be = FF ¡ 1
p F ¡ T

p FT ; (4.26)

iz koje deriviranjem po vremenu slijedi

_be = _FF ¡ 1
p F ¡ T

p FT + F _F ¡ 1
p F ¡ T

p FT + FF ¡ 1
p

_F ¡ T
p FT + FF ¡ 1

p F ¡ T
p

_FT ; (4.27)

a kada se uvrste izrazi (4.7) i ( 4.14) dobiva se

_be = lFF ¡ 1
p F ¡ T

p FT ¡ FL p F ¡ 1
p F ¡ T

p FT ¡ FF ¡ 1
p F ¡ T

p L T
p FT + FF ¡ 1

p F ¡ T
p FT lT :

(4.28)

Uz pomo¶c jednad·zbi (4.3) i ( 4.17) mo·ze se zapisati sljede¶ci oblik derivacije

be

_be = lb e ¡ lp be ¡ belT
p + belT : (4.29)

Na isti na·cin, iz jednad·zbi ( 4.1) i ( 4.19) deriviranjem se dobije

bq = FF ¡ 1
p F ¡ 1F ¡ T F ¡ T

p FT ; (4.30)

_bq = _FF ¡ 1
p F ¡ 1F ¡ T F ¡ T

p FT + F _F ¡ 1
p F ¡ 1F ¡ T F ¡ T

p FT +

FF ¡ 1
p

_F ¡ 1F ¡ T F ¡ T
p FT + FF ¡ 1

p F ¡ 1 _F ¡ T F ¡ T
p FT +

FF ¡ 1
p F ¡ 1F ¡ T _F ¡ T

p FT + FF ¡ 1
p F ¡ 1F ¡ T F ¡ T

p
_FT : (4.31)

Pomo¶cu izraza (4.7), (4.14) i transformacije (4.17), slijedi

_bq = lb q + bq lT ¡ f ¡ 1
p (l + lT )f ¡ T

p ¡ lp bq ¡ bq lT
p : (4.32)

Uz pretpostavku da su_be i _bq izotropne funkcije (za izotropne funkcije vrijedi

f (A ; B ) = f (QAQ T ; QBQ T ), gdje suA i B proizvoljni tenzori drugog reda,

a Q je bilo koji ortogonalni tenzor) i uvr·stavanjem jednad·zbi (4.29) i ( 4.32)
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u izraz za disipacijsku nejednakost (4.25), te grupiranjem po l i lp slijedi

D =
µ

¿ ¡ 2½±
@Ã
@be

be ¡ 2½±
@Ã
@bq

bq + 2½±f ¡ T
p

@Ã
@bq

f ¡ 1
p

¶
: l+

µ
2½±

@Ã
@be

be + 2½±
@Ã
@bq

bq

¶
: lp ¡ ½±

@Ã
@Z

¢ _Z ¸ 0: (4.33)

Prilikom grupiranja izraza oko gradijenata brzine kori·stene su sljede¶ce ma-

temati·cke relacije

a : (bc) = ( bT a) : c = ( acT ) : b; (4.34)

gdje sua, b i c proizvoljni tenzori drugog reda.

Uz uvjet da jednad·zba (4.33) mora biti ispunjena za sve realne slu·cajeve,

Colleman-Noll procedura, slijede izrazi da tenzor naprezanja i reduciranu

disipacijsku jednad·zbu

¿ =2½±
@Ã
@be

be + 2½±
@Ã
@bq

bq ¡ 2½±f ¡ T
p

@Ã
@bq

f ¡ 1
p ; (4.35)

Dr =
µ

2½±
@Ã
@be

be + 2½±
@Ã
@bq

bq

¶
: lp ¡ ½±

@Ã
@Z

¢ _Z ¸ 0 : (4.36)

Uvodenjem oznaka

Y = ¡ ½±
@Ã
@Z

; (4.37)

° =2½±
@Ã
@be

be + 2½±
@Ã
@bq

bq ; (4.38)

reducirana disipacijska jednad·zba (4.36) mo·ze se napisati kao

Dr = ° : lp + Y ¢ _Z ¸ 0: (4.39)

Ovdje Y predstavlja izotropno o·cvr·s¶cenje energijski konjugirano unutarnjoj

varijabli Z , a ° predstavlja relativni tenzor naprezanja energijski konjugiran

neelasti·cnom gradijentu lp . Relativni tenzor je jednak

° = ¿ ¡ q: (4.40)
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gdje je q back stresstenzor odreden sa sljede¶cim eksplicitnim izrazom

q = ¡ 2½±f ¡ T
p

@Ã
@bq

f ¡ 1
p : (4.41)

Iz ovog se izraza lako mo·ze zaklju·citi da jeq simetri·can tenzor (q = qT )

ako je derivacija@Ã=@bq simetri·cna, ·sto ¶ce uvjetovati izbor dijela slobodne

energije koji se odnosi na kinemati·cko o·cvr·s¶cenje. Takoder se vidi razlika

u odnosu narate-type formulacije jer se ovdje izraz zaback stressdobije

eksplicitno.

U skladu s uobi·cajenim izrazima u literaturi (npr. Peri ¶c et al. [21],

Tsakmakis & Willuweit [43], Simo [105]) elasti·cna slobodna energija,

kao funkcija elasti·cnog dijela tenzora deformiranostibe, je dana izrazom

Ãe =
1
2

®1 (tr( be ¡ 1))2 +
1
2

®2tr( be ¡ 1)2; (4.42)

gdje su ®1 i ®2 elasti·cne konstante. Te se konstante mogu izraziti preko

modula elasti·cnosti E i Poissonova faktoraº , tj.

®1 =
Eº (1 ¡ 2º )

4(1 + º )
; (4.43)

®2 =
E

4(1 + º )
: (4.44)

Za dio energije koji se odnosi na kinemati·cko o·cvr·s¶cenje pretpostavljen je

sljede¶ci oblik

Ãk = c tr ~bq ; (4.45)

gdje je c parametar kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja, a za~bq vrijedi izraz

~bq =
bq

(det bq )1=3
: (4.46)

Sam je oblikÃk kod metala uvjetovan pretpostavkom da na plasti·cno defor-

miranje ne utje·ce hidrostati·cki tlak ve¶c samo posmi·cno naprezanje tj. sferni

dio back stresstenzora trebao bi biti jednak nuli, tr q = 0.
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Za daljnji razvoj jednad·zbi (4.35) i ( 4.38) potrebno je izra·cunati derivacije

slobodne energije. DerivacijaÃe po tenzorube iznosi

@Ã
@be

= ®1tr ( be ¡ 1)1 + ®2(be ¡ 1); (4.47)

dok je derivacija slobodne energije koja se odnosi na kinemati·cko o·cvr·s¶cenje

jednaka
@Ãk
@bq

=
c

(det bq )1=3
dev1: (4.48)

Kada se jednad·zbe (4.47) i ( 4.48) uvrste u (4.38) i ( 4.41), slijedi

° = 2½± (®1tr ( be ¡ 1)be + ®2(be ¡ 1)be) + ½±
c

(det bq )1=3
dev (bq ); (4.49)

q = ¡ ½±
c

(det fp
¡ 1)2=3

dev (f ¡ T
p f ¡ 1

p ) : (4.50)

Ovdje je jo·s bitno napomenuti, kao ·sto se vidi iz jednad·zbe (4.50), da back

stressne ovisi linearno o tenzorubq = f ¡ 1
p f ¡ T

p .

4.3 Multiplikativno razlaganje F = fpfe

Glavna motivacija za ovo razlaganje je pitanje mogu li se izrazi u odjeljku

4.2mogu izvesti bez transformacije mije·sano varijantnih veli·cina iz referentne

kon¯guracije. Cilj je odrediti neelasti·can dio gradijenta deformiranja u tre-

nutnoj kon¯guraciji. Po·cetna pretpostavka je da vrijedi sljede¶ci oblik razla-

ganja u trenutnoj kon¯guraciji

F = fp fe: (4.51)

Ako se pretpostavi da su elasti·cni dijelovi u (4.1) i ( 4.51) jednaki

Fe = fe; (4.52)

tada slijedi

FF ¡ 1
p = f ¡ 1

p F (4.53)
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iz ·cega je mogu¶ce izvesti ovisnost prostornog o materijalnom neelasti·cnom

dijelu

f ¡ 1
p = FF ¡ 1

p F ¡ 1: (4.54)

To je u skladu s (4.19). Pretpostavka (4.52) osigurava da su elasti·cni ten-

zori deformiranosti kao i elasti·cna slobodna energija neovisni o primjenjenom

razlaganju.

Unutarnja varijabla kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja u ( 4.22) pretpostavljena je

kao

bq = f ¡ 1
p f ¡ T

p :

Sada je zaf ¡ 1
p pokazano da predstavlja inverzni oblik prostornog neelasti·cnog

dijela gradijenta deformiranja, pa predlo·zeni oblik zabq u stvari ima struk-

turu tenzora deformacije (npr. sli·cno kao u jednad·zbi (4.6)). To pokazuje

opravdanost odabira strukture unutra·snje veli·cine bq jer zadovoljava pret-

postavku teorije plasti·cnosti da se o·cvr·s¶cenje mo·ze opisati samo pomo¶cu

neelasti·cnih varijabli.

Tenzor fp odreden je jednad·zbom (4.54) pa kao takav ne mo·ze biti element

Lie grupe GL+ (3; R) (osnovni pojmovi Lie grupa i Lie algebre mogu se na¶ci

u odjeljku 3.3). Stoga se gradijenti deformiranjafp ne mogu odrediti na

isti na·cin kako su napravljeni za neelasti·cni gradijent tenzora deformiranja

u jednad·zbi (4.14). Da bi se ipak izveo gradijent deformiranja tenzoraf ¡ 1
p

potrebno je napraviti sljede¶ce razmatranje:

Za bilo koji element Lie grupeGL+ (3; R), recimo F, u njegovoj bliskoj

okolini vrijedi izraz

Fblisko = exp( tl)F ; (4.55)

gdje je l dio Lie algebre, dok jet je vremenska varijabla. Ako se eks-
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ponencijalna funkcija (odjeljak3.4)

exp(tl) = 1 + ( tl) +
1
2!

(tl )2 +
1
3!

(tl)3 + ¢ ¢ ¢ (4.56)

derivira po vremenu za neki trenutakt, gdje t ! 0 slijedi izraz za

gradijent tenzora F µ
DFblisko

Dt

¶

t=0

= lF : (4.57)

Derivacija po vremenu tenzorafp , oblika prema jednad·zbi (4.54), mo·ze

se zapisati na sljede¶ci na·cin

_fp =
·

D
Dt

(exp(tl)FF p exp(tL p )F exp(¡ tl))
¸

t=0

: (4.58)

Ovdje je uzeto u obzir da suF i Fp ·clanovi Lie grupe, a l i L p su ·clanovi

Lie algebre, pa vrijedi izraz (4.56). Uz pomo¶c relacije (4.57) slijedi

_fp = lf p + fp lp ¡ fp l ; (4.59)

·sto je ustvari na·cin dobivanja gradijenta deformiranja neelasti·cne veli·cine

u trenutnoj kon¯guraciji. Valja naglasiti da se taj izraz poklapa s onim

izvedenim u jednad·zbama (4.30) do (4.32).

4.4 Neelasti·cno pona·sanje materijala

Pretpostavlja se postojanje potpuno elasti·cnog podru·cjaE opisanog konvek-

snom funkcijom te·cenja Á izra·zene preko relativnog tenzora naprezanja i

varijabli koje su konjugirane unutarnjim varijablama bq i Z

E := f (° ; q; Y) : Á(° ; q; Y) · 0g: (4.60)

Za opisivanje neelasti·cnog deformiranja metala von Misesova funkcija je iz-

ra·zena na sljede¶ci na·cin

Á = k dev ° k ¡

r
2
3

(¾Y ¡ Y) ; (4.61)
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gdje ¾Y ozna·cava granicu te·cenja. Devijator relativnog tenzora naprezanja

prema (4.40) iznosi

dev° = dev ¿ ¡ devq; (4.62)

dok je funkcija izotropnog o·cvr·s¶cenjaY jednaka

Y = ¡ HZ ¡ (¾1 ¡ ¾Y ) ¢(1 ¡ exp(¡ ´Z )) : (4.63)

Ovdje H ozna·cava koe¯cijent linearnog izotropnog o·cvr·s¶cenja,¾1 ·cvrsto¶cu

zasi¶cenja (saturation yield stress), ´ parametar materijala vezan uz¾1 .

Iz II. zakona termodinamike, a time i disipacijske nejednad·zbe, slijedi

princip maksimuma disipacijske energije,Lubliner [99], Simo & Hughes

[34]. Prema njemu trenutno stanje (° ; q) 2 E je jedno medu svim mogu¶cim

dopustivim (admisible) stanjima (° ?; q?) 2 E koje dovodi do maksimuma

disipacijske energije. Na osnovi njega mo·ze se zapisati varijacijska jednad·zba

Z ³
¡

³
° : lp + Y ¢ _Z

´
+ ¸Á (°; Y )

´
ds = stat : (4.64)

U ovoj jednad·zbi ¸ je plasti·cni mno·zitelj ( plastic multiplier), a ds ozna·cava

parametrizaciju deformacijske krivulje. Na osnovi principa maksimuma disi-

pacijske energije iz varijacijske jednad·zbe,Sori ¶c et al. [106], slijede aso-

cijativne evolucijske jednad·zbe (evolution equations) za gradijent brzine de-

formiranja i varijablu izotropnog o·cvr·s¶cenja

lp = ¸
@Á
@°

; (4.65)

_Z = ¸
@Á
@Y

: (4.66)

Jednad·zbe se nadopunjuju s Kuhn-Tuckerovim uvjetima optimalizacijske te-

orije

¸ ¸ 0; ¸ Á (° ; Y) = 0 ; Á(° ; Y) · 0: (4.67)
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Oni uvjetuju da u elasti·cnom podru·cju funkcija te·cenja mora ostati negativna

i da je plasti·cni mno·zitelj nula (plasti·cne deformacije su konstantne) dok u

plasti·cnom podru·cju funkcija te·cenja je nula (naprezanja su na plohi te·cenja)

i plasti·cni mno·zitelj je pozitivan. Uz Kuhn-Tuckerove uvjete potrebno je

navesti i uvjet konzistencije

¸ _Á(° ; Y) = 0 : (4.68)

Derivacija funkcije te·cenja daje informaciju radi li se o elasti·cnom rastere¶ci-

vanju, neutralnom optere¶civanju ili plasti·cnom optere¶civanju.

Ako se u evolucijske jednad·zbe (4.65) i ( 4.66) uvrste derivacije funkcije

te·cenja (4.61) po ° i Y

@Á
@°

=
dev°

k dev° k
; (4.69)

@Á
@Y

=

r
2
3

; (4.70)

vrijede sljede¶ci izrazi

lp = ¸
dev°

k dev° k
= ¸ º ; (4.71)

_Z = ¸

r
2
3

: (4.72)

Ovdje je º jedini·cni vektor normale na plohu te·cenja. Jednad·zbe (4.71) i

(4.72) zajedno s slobodnom energijom (4.42) i ( 4.45) odnosno izrazima za

relativni tenzor naprezanja (4.37) i izotropno o·cvr·s¶cenje (4.38) ·cine cjelovitu

formulaciju konstitutivnog modela.

4.5 Prijelaz na referentnu kon¯guraciju

S numeri·ckog stajali·sta ·cini se korisno sve izraze prebaciti u referentnu kon¯-

guraciju bez ikakvog mijenjanja teorije kako bi se olak·sao postupak numeri·cke
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integracije u referentnoj kon¯guraciji. Proizvoljni tenzor drugog reda u tre-

nutnoj kon¯guraciji ¼ mo·ze se prikazati u odnosu na referentnu kon¯guraciju

postupkom prijenosa unazad (pull back) prema sljede¶coj relaciji

¦ = FT ¼F ¡ T : (4.73)

Ovdje ¦ ozna·cava bilo koji tenzor u referentnoj kon¯guraciji. U skladu s

tim vrijede ove transformacije

¥ = FT ¿F ¡ T ; (4.74)

¡ = FT ° F ¡ T ; (4.75)

Q = FT qF ¡ T : (4.76)

Pri ·cemu ¥ ozna·cava tenzor koji se po glavnim osima i sfernom dijelu poklapa

s Eshelbyjevim tenzorom, (Maugin [33], Sansour [107]). ¡ je materijalni

relativni tenzor naprezanja, aQ ozna·cava back stressu referentnoj kon¯gu-

raciji pa u skladu s (4.40) vrijedi

¡ = ¥ ¡ Q : (4.77)

Treba napomenuti da je ova transformacija potaknuta invarijantno·s¶cu izraza

za gusto¶cu snage naprezanja u trenutnoj i referentoj kon¯guraciji

¿ : l = ¥ : L ; (4.78)

gdje sul i L zadani jednad·zbama (4.7) i ( 4.8). Takoder treba naglasiti da se

do ovog materijalnog oblika teorije mo·ze do¶ci samo ako je tenzor naprezanja

izra·zen preko mje·sovitih komponenata.

Potrebno je asocijativni zakon te·cenja u trenutnoj kon¯guraciji (4.71)

zapisati u referentnoj kon¯guraciji uz pomo¶c transformacije prema jednad·zbi
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(4.17)

lp = ¸
dev°

k dev° k
; (4.79)

FL p F ¡ 1 = ¸
dev°

k dev° k
; (4.80)

L p = ¸
(FT dev° F ¡ T )T

k dev° k
; (4.81)

Ako se uzme u obzir na·cin ra·cunanja norme tenzora, odjeljak2.1 i meduovis-

nost prostornog i materijalnog relativnog tenzora naprezanja (4.75) vrijedi

k dev° k= k dev¡ k : (4.82)

Pomo¶cu gornje jednad·zbe mo·ze se izvesti izraz za asocijativni zakon te·cenja

u referentnoj kon¯guraciji

L p = ¸
dev¡ T

k dev¡ k
= ¸ º : (4.83)

Jednad·zba (4.72) u materijalnoj kon¯guraciji ostaje istog izgleda

_Z =

r
2
3

¸: (4.84)

Funkcija te·cenja opisana u trenutnoj kon¯guraciji izrazom (4.61) u referent-

noj kon¯guraciji zahvaljuju¶ci jednakosti (4.82) glasi

Á = k dev¡ k ¡

r
2
3

(¾Y + Y) = 0 : (4.85)

Sljede¶ci korak je prebacivanje izraza za relativni tenzor naprezanja (4.49)

i back stresstenzor (4.50) iz trenutne u referentnu kon¯guraciju. Po·sto je

tenzor naprezanja funkcija elasti·cnog lijevog Cauchy-Greenovog tenzorabe i

unutarnje varijable kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja bq , prvo je razmotren prijenos

unazad tih veli·cina. Pri tome je be zadan izrazom (4.26) pa uz pomo¶c izraza

za C (4.4) i Cp (4.6) slijedi

FT (be)F ¡ T = FT (FF ¡ 1
p F ¡ T

p FT )F ¡ T = FT FF ¡ 1
p F ¡ T

p = CC ¡ 1
p : (4.86)
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Tenzor bq zadan jednad·zbom (4.19) prelazi u

FT (bq )F ¡ T = FT (FF ¡ 1
p F ¡ 1F ¡ T F ¡ T

p FT )F ¡ T

= FT FF ¡ 1
p F ¡ 1F ¡ T F ¡ T

p = CF ¡ 1
p C ¡ 1F ¡ T

p : (4.87)

Uzimaju¶ci u obzir na·cin ra·cunanja determinante tenzora, odjeljak2.1 i od-

nosa neelasti·cnih gradijenata deformiranja (4.54) slijedi relacija

detF ¡ 1
p = det f ¡ 1

p : (4.88)

Sada uz jednad·zbe (4.86), (4.87) i ( 4.88) relativni tenzor naprezanja u refe-

rentnoj kon¯guraciji glasi

¡ = ½±
£
2®1tr( CC ¡ 1

p ¡ 1)CC ¡ 1
p + 2®2(CC ¡ 1

p ¡ 1)CC ¡ 1
p

+
c

(det F ¡ 1
p )2=3

dev (CF ¡ 1
p C ¡ 1F ¡ T

p )
¸

: (4.89)

Uz zapis tenzoraf ¡ T
p f ¡ 1

p u referentnoj kon¯guraciji

FT (f ¡ T
p f ¡ 1

p )F ¡ T = FT (F ¡ T F ¡ T
p FT FF ¡ 1

p F ¡ 1)F ¡ T

= F ¡ T
p CF ¡ 1

p C ¡ 1 (4.90)

slijedi i izraz zaback stresstenzor (4.50) u referentnoj kon¯guraciji

Q = ¡ ½±
c

(det Fp
¡ 1)2=3

dev (F ¡ T
p CF ¡ 1

p C ¡ 1): (4.91)

4.6 Numeri·cka formulacija - lokalna iteracija

Jednad·zbe materijalnog modela kao ·sto su zakon te·cenja, te jednad·zbe koje

opisuju kinemati·cko i izotropno o·cvr·s¶cenje predstavljaju sustav diferenci-

jalnih jednad·zbi prvog reda ovisnih o vremenu. Njih je potrebno rije·siti

uzimaju¶ci u obzir po·cetne i rubne uvjete. To nije mogu¶ce napraviti direk-

tno ve¶c se koristi pribli·zna, numeri·cka metoda. U ovom radu kori·stena je

prediktorsko-korektorska metoda:
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Prediktor: Za neka dva trenutka [tn ; tn+1 ] postoji vremenski prirast ¢T =

tn+1 ¡ tn . U trenutku tn pretpostavlja se da su poznati pomaci i unutar-

nje varijable, a njihove nove vrijednosti moraju se odrediti u trenutku

tn+1 . Uz pretpostavku elasti·cnog pona·sanja materijala zadovoljava se

uvjet ravnote·ze sila. Ako se taj novi polo·zaj (trial ) nalazi u elasti·cnom

podru·cju ( Á < 0) tada je to stvarno stanje naprezanja. Ukoliko su

se pojavile plasti·cne deformacije novo stanje naprezanja nalazi se izvan

plohe te·cenja (Á > 0) ·sto je ¯zikalno neprihvatljivo. Zadovoljen je uvjet

ravnote·ze, ali nije zadovoljen kriterij te·cenja. Tada se javlja potreba

za plasti·cnim korektorskim korakom.

Korektor: Zadovoljava se uvjet te·cenja, te se name¶cu Kuhn-Tuckerovi uvjeti.

No, nametanjem ovih uvjeta naru·sava se ravnote·za sila. Iz toga razloga

se plasti·cni korektorski korak provodi iterativno dok nisu zadovoljena

oba uvjeta u granicama zadane to·cnosti (Á 6 j gre·ska j)

Kao ·sto je ve¶c bilo govora u prethodnim odjeljcima,Fp je element Lie

grupe SL+ (3; R3), a L p je ·clan Lie algebre. Iz toga razloga se u vremenskoj

integraciji mo·ze koristiti eksponencijalno preslikavanje u obliku

F ¡ 1
p jn+1 = exp(¡ ¢ T L p )F ¡ 1

p jn ; (4.92)

Ono osigurava egzaktnu integraciju diferencijalnih jednad·zbi po vremenu i

uzima u obzir postojanje velikih elasti·cnih i plasti·cnih deformacija. Ujedno

osigurava nestla·civost pri plasti·cnom deformiranju metala. Razvoj ekspo-

nencijalnog preslikavanja napravljen je kori·stenjem algoritma razvijenog u

Sansour & Kollmann [23] dok je njegova derivacija s obzirom na njegov

argument napravljena u skladu sSansour & Wagner [26]. Opis primje-

njenog algoritma mo·ze se vidjeti u odjeljku3.4.
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U trial polo·zaju odreduje se vrijednostC. Kako bi se odredio tenzor

naprezanja (4.89) potrebno je odrediti veli·cinu CC ¡ 1
p za trenutak tn+1

CC ¡ 1
p jn+1 = C jn+1 exp(¡ ¢ TL p )C ¡ 1

p jn exp(¡ ¢ TL T
p ): (4.93)

S druge strane, gradijentL p (4.83) ovisi o relativnom tenzoru naprezanja.

Ta meduzavisnost veli·cina utje·ce na slo·zenost iteracijskog postupka. Osnova

postupka je izra·cunati to·cnu vrijednost plasti·cnog mno·zitelja ¸ za trenutak

tn+1 uz pomo¶c Newtonove metode. Po·sto naprezanje i brzina deformacije

nisu koaksijalni potrebno je uzeti u obzir ovisnost funkcije te·cenja o tenzor-

skim veli·cinama. Prilikom iterativnog postupka ne mijenja se samo iznos ve¶c

i glavne osi naprezanja. Za bilo koji koraktn+1 nova vrijednost ¸ je

¸ jn+1 = ¸ jn + ¢ ¸: (4.94)

Pomo¶cu¸ jn+1 radi se obnavljanje (update) unutarnje varijable Z , (4.84)

Z jn+1 = Z jn +

r
2
3

¢ T¸ jn+1 : (4.95)

Vrijednost ¢ ¸ dobije se linearizacijom funkcije te·cenja, (4.85), na sljede¶ci

na·cin
@Á
@¸

¯
¯
¯
¯
n

¢ ¸ = Ájn+1 ¡ Ájn : (4.96)

Kod pojave plasti·cnih deformacija vrijedi Ájn+1 = 0 i uz pomo¶c lan·canog

deriviranja slijedi
µ

@Á
@¡

@¡
@¸

¡
@Á
@Y

@Y
@¸

¶ ¯
¯
¯
¯
n

¢¢ ¸ = ¡ Ájn ; (4.97)

¢ ¸ = ¡
µ

@Á
@¡

@¡
@¸

¡
@Á
@Y

@Y
@¸

¶ ¡ 1 ¯
¯
¯
¯
n

Ájn : (4.98)
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Derivacije funkcije te·cenja (4.85) s obzirom na ¡ i Y se vrlo lako mogu

dobiti prema izrazima

@Á
@¡

=
dev¡

k dev¡ k
@dev¡

@¡
; (4.99)

@Á
@Y

=

r
2
3

; (4.100)

isto kao i derivacija varijable izotropnog o·cvr·s¶cenja po̧

@Y
@¸

= ¡

r
2
3

¢ T [H + ´ (¾1 ¡ ¾Y ) exp (¡ ´Z jn+1 )] : (4.101)

U jednad·zbi (4.99) potrebno je jo·s odrediti derivaciju devijatora tenzora na-

prezanja po naprezanju. Ova derivacija je kori·stena i kasnije u izvodima jer

derivacija devijatora proizvoljnog tenzora po tom tenzoru ima ovaj oblik

@(dev ¡) a
b

@¡ c
d = ±a

c±b
d ¡

1
3

±c
d±a

b: (4.102)

U daljnjem tekstu bit ¶ce kori·stena indeksna notacija kako bi se olak·salo

pra¶cenje vrlo slo·zenih derivacija. Izraz@¡ =@¸je izveden tako da se uzme

u obzir ovisnost relativnog tenzora naprezanja oL p . Gradijent neelasti·cnog

gradijenta deformiranja dalje ovisi o¸ i º i preko njih opet o ¡ , tako da

vrijedi

@¡ c
d

@¸
=

@¡ c
d

@(Lp)e
f

Ã
@(Lp)e

f

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

+
@(Lp)e

f

@ºgh

@ºgh

@¡ m
n

@¡ m
n

@¸

!

: (4.103)

Derivacija @¡ =@¸nalazi se s obje strane jednad·zbe, prebacivanjem na lijevu

stranu slijedi izraz

@¡ m
n

@¸
=

Ã

±c
m±n

d ¡
@¡ c

d

@(Lp)e
f

@(Lp)e
f

@ºgh

@ºgh

@¡ m
n

! ¡ 1
@¡ c

d

@(Lp)e
f

@(Lp)e
f

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

:

(4.104)



POGLAVLJE 4. IZOTROPNI MATERIJALNI MODEL 75

Zagrada na lijevoj strani ove jednad·zbe je tenzor ·cetvrtog za kojeg treba

na¶ci njemu inverznu matricu. Indeksexplicit ozna·cava derivaciju po argu-

mentu deriviranja, ali samo tamo gdje je taj argument u funkciji eksplicitno

izra·zen. Ne gleda se ovisnost o tom argumentu preko nekih drugih varijabli

i funkcija. Tako je npr. u (4.104) derivacija L p ,

L p = ¸
dev¡ T

k dev¡ k
= ¸ º ; (4.105)

po ¸ samo derivacija po eksplicitno izra·zenom̧ , a ne uzima se u obzir to da

je relativni tenzor naprezanja¡ isto tako implicitno funkcija ¸ . Iz izlo·zenog

slijedi
@(Lp)e

f

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

=
(dev ¡) f

e

k dev ¡ k
= º e

f : (4.106)

Za derivaciju @¡ =@L p koristi se lan·cano pravilo

@¡ i
j

@(Lp)k
l

=
@(¡) i

j

@(F ¡ 1
p )r

s

@(F ¡ 1
p )r

s

@(Lp)k
l

: (4.107)

Izvod svih potrebnih derivacija je detaljno prikazan u narednim odjelj-

cima 4.6.1, 4.6.2 i 4.6.3. Ti izvodi ¶ce kasnije biti korisni kod izvodenja elas-

toplasti·cnog tangentnog operatora.

4.6.1 Derivacija @¡ =@F ¡ 1
p

Relativni tenzor naprezanja¡ , (4.89) podijeljen je na dva dijela kako bi se

rezultati iz ovog odjeljka mogli koristiti pri izvodu konzistentnog tangentnog

operatora

¡ = ¡ I + ¡ II (4.108)

¡ I =2½±®1tr( CC ¡ 1
p ¡ 1)CC ¡ 1

p + 2½±®2(CC ¡ 1
p ¡ 1)CC ¡ 1

p ; (4.109)

¡ II = ½±
c

(det F ¡ 1
p )2=3

dev (CF ¡ 1
p C ¡ 1F ¡ T

p ) : (4.110)
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Derivacija relativnog naprezanja poF ¡ 1
p , uz prethodno napravljeno razdva-

janje (4.108), napravljena je pomo¶cu lan·canog pravila

@¡ i
j

@(F ¡ 1
p )r

s

=
@(¡ I ) i

j

@(CC¡ 1
p )a

b

@(CC¡ 1
p )a

b

@(F ¡ 1
p )r

s

+
@(¡ II ) i

j

@(F ¡ 1
p )r

s

: (4.111)

Derivacije u (4.111) jednake su

@(¡ I ) i
j

@(CC¡ 1
p )a

b = 2½±

n
®1[±a

b(CC¡ 1
p ) i

j
+ (( CC¡ 1

p )r
r

¡ 3)±i
a±j

b]+

®2[±i
a(CC¡ 1

p )b
j

+ (( CC¡ 1
p ) i

a
¡ ±i

a)±j
b]

o
; (4.112)

@(CC¡ 1
p )a

b

@(F ¡ 1
p )c

d

= Car (F ¡ 1
p )bs + Cau(F ¡ 1

p )us±b
r ; (4.113)

dok je

@(¡ II ) i
j

@(F ¡ 1
p )r

s

=
c

(det F ¡ 1
p jn )2=3

@dev [Cia (F ¡ 1
p )a

b
(C¡ 1)bc(F ¡ 1

p ) j
c
]

@[Cia (F ¡ 1
p )a

b
(C¡ 1)bc(F ¡ 1

p ) j
c
]

[Cir (C¡ 1)sa(F ¡ 1
p ) j

a
¡ Cia (F ¡ 1

p )a
b
(C¡ 1)bs±j

r ] : (4.114)

Derivacija devijatora nekog tenzora drugog reda po tom istom tenzoru na-

pravljena je jednad·zbom (4.102). Za bilo koji tenzor drugog redaA prema

Bamberg & Sternberg [108] vrijedi izraz

det(exp(A )) = exp(tr A ); (4.115)

tada za detFp jn+1 uz pomo¶c jednad·zbe (4.92) vrijedi

det(Fp jn+1 ) = det[exp( ¡ ¢ TL p )Fp jn ] (4.116)

= det[exp(¡ ¢ TL p )] det(Fp jn ) (4.117)

= exp[tr ( ¡ ¢ TL p )] det(Fp jn ) (4.118)

i ako se upotrijebi izraz (4.83) za L p , tada je

det(Fp jn+1 ) = exp
·
¡ ¢ T ¸ tr

µ
dev¡ T

k dev¡ k

¶¸
det(Fp jn ): (4.119)
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Trag devijatora nekog tenzora je jednak nuli, tr (dev¡ ) = 0 pa slijedi

det(Fp jn+1 ) = exp(0) det( Fp jn ); (4.120)

det(Fp jn+1 ) = det( Fp jn ): (4.121)

Iz jednad·zbe (4.121) se vidi da je determinanta odredena za trenutaktn+1

jednaka onoj zatn . To zna·ci da se tijekom integriranja iznos determinante

ne mijenja pa je njegova derivacija jednaka nuli.

4.6.2 Derivacija @F ¡ 1
p =@L p

Druga derivacija na desnoj strani jednad·zbe (4.107) rje·sava se uz pomo¶c eks-

ponencijalnog preslikavanja (4.92), pa vrijedi lan·cano pravilo za deriviranje

@(F ¡ 1
p )r

s

@(Lp)k
l

=
@(F ¡ 1

p )r
s

@[exp(¡ ¢ TLp)]e
f

@[exp(¡ ¢ TLp)]e
f

@(¡ ¢ TLp)g
h

@(¡ ¢ TLp)g
h

@(Lp)k
l

: (4.122)

Prva derivacija u (4.122) je

@(F ¡ 1
p )r

s

@[exp(¡ ¢ TLp)]e
f

= ( F ¡ 1
p jn )f

s
±r

e : (4.123)

dok se za drugu koristi izraz izveden uSansour & Wagner [26], izvedeno

u odjeljku 3.4. Rezultat tog deriviranja je tenzor ·cetvtog reda koji predstav-

lja tangentu eksponencijalnog preslikavanja s obzirom na njegov argument,

ozna·cen slovom¨ . Sada izraz (4.122) glasi

@(F ¡ 1
p )r

s

@(Lp)k
l

= ¡ ¢ T¨ r
fk

l (F ¡ 1
p jn )f

s
; (4.124)

koji zajedno s izrazom dobivenim u pro·slom odjeljku daje derivaciju@¡ =@L p .

4.6.3 Derivacija (@L p=@º )(@º =@¡ )

U jednad·zbi (4.104) potrebno je jo·s odrediti derivacije (@L p =@º )(@º =@¡ ).

Prvo slijedi derivacija L p po º koja je vrlo jednostavna

@(Lp)e
f

@ºgh
= ¸± e

g±f
h: (4.125)
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Normalu na plohu te·cenja

º =
dev¡ T

k dev¡ k
; (4.126)

potrebno je derivirati po relativnom tenzoru naprezanja

@ºgh

@¡ m
n =

1
k dev ¡ k

·
@(dev ¡) h

g

@¡ m
n ¡

(dev ¡) h
g(dev ¡) u

v

k dev ¡ k2

@(dev ¡) u
v

@¡ m
n

¸
: (4.127)

Sada su izra·cunate sve derivacije u jednad·zbi (4.104)

@¡ m
n

@¸
=

Ã

±c
m±n

d ¡
@¡ c

d

@(Lp)e
f

@(Lp)e
f

@ºgh

@ºgh

@¡ m
n

! ¡ 1
@¡ c

d

@(Lp)e
f

@(Lp)e
f

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

:

U zagradi s desne strane potrebno je na¶ci inverzni tenzor ·cetvrtog i dalj-

nim mno·zenjem s preostala dva tenzora dobije se vrijednost za@¡ =@.̧ Ta je

vrijednost potrebna za ¢¸ , izraz (4.98), kao i izrazi dobiveni u jednad·zbama

(4.99), (4.100) i ( 4.101)

¢ ¸ = ¡
µ

@Á
@¡

@¡
@¸

¡
@Á
@Y

@Y
@¸

¶ ¡ 1 ¯
¯
¯
¯
n

Ájn : (4.128)

Ovisnost svih drugih veli·cina dana je preko ¢̧ tako da se one mogu ob-

noviti za trenutak tn+1 .

Sa·zeti tabli·cni prikaz izvedenog algoritma konstitutivnog modela za izo-

tropne materijale prikazan je tablicom4.1.
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Tablica 4.1: Integracijski algoritam konstitutivnog modela za izotropne ma-
terijale

1. Ulazni podaci

materijalni parametri - E , º , H , c, ¾1 , ´ , ¾Y

ulazne veli·cine na razini to·cke integracije -Cjn+1 , F ¡ 1
p jn

2. Prediktor
¡ j trial = ½±

£
2®1tr( CC ¡ 1

p ¡ 1)CC ¡ 1
p + 2®2(CC ¡ 1

p ¡ 1)CC ¡ 1
p

+ c
( detF ¡ 1

p )2=3
dev (CF ¡ 1

p C ¡ 1F ¡ T
p )

¸

Áj trial = k dev¡ j trial k ¡
q

2
3(¾Y + Y)

3. Kontrola uvjeta te·cenja
IF Áj trial · 0 THEN GOTO 6

4. Izra·cunavanje plasti·cnog mno·zitelja

¢ ¸ = ¡
³

@Á
@¡

@¡
@¸¡ @Á

@Y
@Y
@¸

´ ¡ 1
¯
¯
¯
¯
n

Ájn :

5. Obnavljanje (update) varijabli
¸ jn+1 = ¸ jn + ¢ ¸

Z jn+1 = Z jn +
q

2
3¢ T¸ jn+1

L p jn+1 = ¸ jn+1
dev¡ T

k dev¡ k

F ¡ 1
p jn+1 = exp(¡ ¢ T L p )F ¡ 1

p jn
¡ jn+1 = ½±

£
2®1tr( CC ¡ 1

p ¡ 1)CC ¡ 1
p + 2®2(CC ¡ 1

p ¡ 1)CC ¡ 1
p

+ c
( detF ¡ 1

p )2=3
dev (CF ¡ 1

p C ¡ 1F ¡ T
p )

¸

Ájn+1 = k dev¡ jn+1 k ¡
q

2
3(¾Y + Yjn+1 )

GOTO 3

6. Konzistentni elastoplasti·cni tangentni modul
C = 2 @S

@C
@S
@C = @C ¡ 1

@C ¥ + C ¡ 1 @¥
@C

7. Izlazne vrijednosti
C, F ¡ 1

p jn+1 , Sn+1
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4.7 Algoritamski tangentni operator

Linearno elasti·cne deformacije jednozna·cna su funkcija naprezanja. Za raz-

liku od toga u nelinearnim prora·cunima kao i pri pojavi plasti·cnog deformira-

nja materijala veza izmedu inkrementa naprezanja i inkrementa deformacija

dana je tangentnim modulom.

Kontinuum tangentni modul nije konzistentan s postupkom numeri·cke

integracije jednad·zbi materijalnog modela pa je naru·sena kvadrati·cna

konvergencija globalnog inkrementalno-iterativnog postupka. To ne

utje·ce na to·cnost rje·savanja jednad·zbi ve¶c se samo smanjuje veli·cina

koraka u inkrementalnom rje·savanju, a samim time i brzina prora·cuna.

Konzistetni elastoplasti·cni tangentni modul dobije se linearizacijom ten-

zora naprezanja s obzirom na njemu komplementarnu deformaciju. On

je konzistentan s integracijskim algoritmom i zato omogu¶cuje kvadrati·cnu

konvergenciju i br·ze postizanje rje·senja u globalnom Newtonovom ite-

rativnom postupku.

Za ovaj materijalni model izveden je konzistentni algoritamski tangentni

modul kao linearizacija drugog Piola-Kirchho®ovog tenzora naprezanjaS s

obzirom na desni Cauchy-Greenov tenzorC. U odjeljku 3.5 pokazano je

da se tenzor naprezanja mo·ze izvesti iz slobodne energijeÃ deriviranjem po

tenzoru deformiranosti. Za taj slu·caj vrijedi potpuni diferencijal

dS = C :
1
2

dC: (4.129)

Iz kojeg se mo·ze izvesti potpuna linearizaciju naprezanja s obzirom na defor-

maciju tj. slijedi izraz za tangentni modul

C = 2
@S
@C

: (4.130)
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Za drugi Piola-Kirchho®ov tenzorS vrijedi

S = C ¡ 1¥ : (4.131)

U skladu s tim napravljena je sljede¶ca linearizacija

@S
@C

=
@C ¡ 1

@C
¥ + C ¡ 1 @¥

@C
: (4.132)

Prvi izraz na desnoj strani se lako dobije

@(C¡ 1)al

@(C) ij
(¥) l

b = ¡ (C¡ 1)ai (C¡ 1) jl (¥) l
b = ¡ (C¡ 1)ai (S) jb : (4.133)

Izra·cun derivacije @¥ =@C temelji se na istim principima kao ra·cun za

lokalnu iteraciju. Potrebno je posebnu pa·znju obratiti na identi¯ciranje eks-

plicitnih derivacija kao ·sto je ve¶c opisano u odjeljku4.6. U skladu s tim

derivacija tenzora naprezanja je

@¥a
b

@Ckl
=

@¥a
b

@(Lp)g
h

@(Lp)g
h

@Ckl
+

@¥a
b

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

: (4.134)

Derivacije su izvedene u posebnim odjeljcima kako bi pra¶cenje izvoda bilo

·sto jednostavnije.

4.7.1 Derivacije @¥ =@L p

Tenzor naprezanja¥ u skladu s jednad·zbama (4.77), (4.91), (4.109) i ( 4.110)

mo·ze se zapisati kao

¥ = ¡ I + ¡ II + Q: (4.135)

Derivacija tenzora naprezanja poL p je

@¥
@L p

=
@¡ I

@L p
+

@¡ II

@L p
+

@Q
@L p

: (4.136)
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Derivacije @¡ I=@L p i @¡ I=@L p ve¶c su napravljene u odjeljcima4.6.1 i 4.6.2.

Za posljednji ·clan u (4.135) vrijedi

@Qab

@(Lp)k
l

=
@Qab

@(F ¡ 1
p )r

s

@(F ¡ 1
p )r

s

@(Lp)k
l

; (4.137)

gdje je

@Qab

(F ¡ 1
p )r

s

= ¡
c

(det Fp
¡ 1 jn )2=3

@dev [(F ¡ 1
p )m

a
Cmn (F ¡ 1

p )n
o
(C¡ 1)ob]

@[(F ¡ 1
p )m

a
Cmn (F ¡ 1

p )n
o
(C¡ 1)ob]

h
±a

sCrn (F ¡ 1
p )n

o
(C¡ 1)ob + ( F ¡ 1

p )m
a
Cmr (C¡ 1)sb

i
; (4.138)

a drugi ·clan na desnoj strani izveden je u odjeljku4.6.2.

Pri numeri·ckom rje·savanju za vrijednost @¥ =@L p koristi se vrijednost

koja se dobije u zadnjoj iteraciji numeri·ckog integracijskog postupka.

4.7.2 Derivacije (@¥ =@C)jexplicit i (@¡ =@C)jexplicit

Tenzor naprezanja¥ rastavljen je na tri pribrojnika, prema jednad·zbi (4.135).

Svaki dio eksplicitno je deriviran poC pa je

@(¡ I )a
b

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

=
@(¡ I )a

b

@(CC¡ 1
p )u

v

@(CC¡ 1
p )u

v

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

: (4.139)

Izraz @¡ I=@CC ¡ 1
p je ve¶c odreden jednad·zbom (4.112) dok je

@(CC¡ 1
p )u

v

@Crs

¯
¯
¯
¯
explicit

= ±u
r (F ¡ 1

p )sc(F ¡ 1
p )v

c
: (4.140)

Eksplicitna derivacija ¡ II po C je

@(¡ II )a
b

Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

=
c

(det F ¡ 1
p jn )2=3

@dev [Cam (F ¡ 1
p )m

n
(C¡ 1)no(F ¡ 1

p )b
o
]

@[Cam (F ¡ 1
p )m

n
(C¡ 1)no(F ¡ 1

p )b
o
]

h
±a

k(F ¡ 1
p ) l

n
(C¡ 1)no(F ¡ 1

p )b
o

¡ Cam (F ¡ 1
p )m

n
(C¡ 1)nk (C¡ 1)ol(F ¡ 1

p )b
o

i
(4.141)



POGLAVLJE 4. IZOTROPNI MATERIJALNI MODEL 83

dok eksplicitna derivacijaback stresstenzora iznosi

@Qab

Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

= ¡
c

(det Fp
¡ 1 jn )2=3

@dev [(F ¡ 1
p )m

a
Cmn (F ¡ 1

p )n
o
(C¡ 1)ob]

@[(F ¡ 1
p )m

a
Cmn (F ¡ 1

p )n
o
(C¡ 1)ob]

h
(F ¡ 1

p )k
a
(F ¡ 1

p ) l
o
(C¡ 1)ob ¡ (F ¡ 1

p )m
a
Cmn (F ¡ 1

p )n
o
(C¡ 1)ok(C¡ 1)bl

i
: (4.142)

U jednad·zbama (4.141) i ( 4.142) derivacija devijatora po njegovom argu-

mentu izvodi se na isti na·cin kao u jednad·zbi (4.102).

Prema izrazima (4.135) i ( 4.108), sada vrijedi

@¥
@C

¯
¯
¯
¯
explicit

=
@¡ I

@C

¯
¯
¯
¯
explicit

+
@¡ II

@C

¯
¯
¯
¯
explicit

+
@Q
@C

¯
¯
¯
¯
explicit

; (4.143)

@¡
@C

¯
¯
¯
¯
explicit

=
@¡ I

@C

¯
¯
¯
¯
explicit

+
@¡ II

@C

¯
¯
¯
¯
explicit

: (4.144)

4.7.3 Derivacija @L p=@C

Da bi se dobila jednad·zba (4.134) jo·s uvijek nedostaje derivacijaL p po C.

Da bi se ona izra·cunala prvo su napravljene derivacijeL p i º po tenzoruC

@(Lp) i
j

@Ckl
=

@(Lp) i
j

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

@¸
@Crs

+
@(Lp) i

j

@ºab

¯
¯
¯
¯
explicit

@ºab

@Crs
; (4.145)

@ºab

@Crs
=

@ºab

@¡ c
d

"
@¡ c

d

@Crs

¯
¯
¯
¯
explicit

+
@¡ c

d

@(Lp)e
f

@(Lp)e
f

@Crs

#

: (4.146)

Ako se (4.145) uvrsti u ( 4.146), slijedi

@ºab

@Crs
=

@ºab

@¡ c
d

"
@¡ c

d

@Crs

¯
¯
¯
¯
explicit

+

@¡ c
d

@(Lp)e
f

Ã
@(Lp)e

f

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

@¸
@Crs

+
@(Lp)e

f

@ºgh

¯
¯
¯
¯
explicit

@ºgh

@Crs

!#

: (4.147)

Ovdje treba napomenuti da derivacija@L p =@C nije mogla biti direktno iz-

vedena jer ona ovisi o derivaciji@¸=@C koja je opet funkcija @L p =@C. U
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jednad·zbi (4.147) eksplicitne derivacije iznose

@(Lp) i
j

@ºab

¯
¯
¯
¯
explicit

= ¸±a
i ±j

b; (4.148)

@(Lp)e
f

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

= º e
f : (4.149)

Nedostaje jo·s derivacija@¸=@C. Ako se derivira funkcija te·cenja, jed-

nad·zba (4.85), s obzirom naC slijedi

@Á
@Crs

=
@Á

@¡ a
b

@¡ a
b

@(Lp)c
d

@(Lp)c
d

@ºef

¯
¯
¯
¯
explicit

@ºef

@Crs
+

@Á

@¡ a
b

@¡ a
b

@Crs

¯
¯
¯
¯
explicit

+
@Á
@¸

@¸
@Crs

:

(4.150)

Ako se sada u nju uvrsti jednad·zba (4.149) i rije·si po @¸=@C dobije se

@¸
@Crs

=
1

¡ @Á
@¸

"

¸
@Á

@¡ a
b

@¡ a
b

@(Lp)c
d

@ºcd

@Crs
+

@Á

@¡ a
b

@¡ a
b

@Crs

¯
¯
¯
¯
explicit

#

: (4.151)

Derivacije @Á=@¸i @Á=@¡ su ve¶c izvedene u4.6. Prilikom numeri·cke imple-

mentacije algoritma potrebno je obratiti pa·znju na to da te derivacije imaju

zadovoljavaju¶cu to·cnost tek u zadnjoj iteraciji numeri·ckog postupka integri-

ranja i ta vrijednost se onda koristi kod ra·cuna tangentnog modula. Nakon

uvr·stavanja ( 4.151) u (4.147), derivacija @º =@C mo·ze se eksplicitno pisati u

obliku

@ºgh

@Crs
=

"

±g
a±h

b ¡
@ºab

@¡ c
d

@¡ c
d

@(Lp)e
f

Ã
¸

¡ @Á
@¸

º e
f

@Á
@¡ u

v
@¡ u

v

@(Lp)g
h

+ ¸±g
e±f

h

!# ¡ 1

Ã
@ºab

@¡ c
d

@¡ c
d

@(Lp)e
f

º e
f

1

¡ @Á
@¸

@Á
@¡ u

v +
@ºab

@¡ u
v

!
@¡ u

v

@Crs

¯
¯
¯
¯
explicit

: (4.152)

@º =@C se sada mo·ze izra·cunati jer su svi izrazi koji se nalaze u ovoj jednad·zbi

poznati:

² @º =@¡ =) jednad·zba (4.127),

² @¡ =@L p =) odjeljci 4.6.1 i 4.6.2,
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² @Á=@=̧) tenzor ·cetvrtog reda kojeg treba invertirati u jednad·zbi

(4.128) - koristi se zadnja vrijednost u lokalnoj iteraciji,

² @Á=@¡ =) jednad·zba (4.99),

² @¡ =@Cjexplicit =) odjeljak 4.7.2.

Treba napomenuti da je potrebno raditi inverziju tenzora ·cetvrtog reda (prvi

·clan s desne strane u uglatoj zagradi). S tim rezultatom se onda ulazi u

jednad·zbu (4.151)

@¸
@Crs

=
1

¡ @Á
@¸

"

¸
@Á

@¡ a
b

@¡ a
b

@(Lp)c
d

@ºcd

@Crs
+

@Á

@¡ a
b

@¡ a
b

@Crs

¯
¯
¯
¯
explicit

#

;

dok su ostali izrazi ve¶c prije odredeni:

² @Á=@=̧) tenzor ·cetvrtog reda kojeg treba invertirati u jednad·zbi

(4.128) - koristi se zadnja vrijednost u lokalnoj iteraciji,

² @Á=@¡ =) jednad·zba (4.99),

² @¡ =@L p =) odjeljci 4.6.1 i 4.6.2,

² @¡ =@Cjexplicit =) odjeljak 4.7.2.

Sada su poznati@º =@C i @¸=@C pa se mo·ze rije·siti jednad·zba (4.145)

@(Lp) i
j

@Ckl
=

@(Lp) i
j

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

@¸
@Crs

+
@(Lp) i

j

@ºab

¯
¯
¯
¯
explicit

@ºab

@Crs
;

a onda i (4.134)

@¥a
b

@Ckl
=

@¥a
b

@(Lp)g
h

@(Lp)g
h

@Ckl
+

@¥a
b

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

:
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Uz pomo¶c@¥ =@C slijedi izraz za konzistentni elastoplasti·cni tangentni ope-

rator, prema (4.132)

@S
@C

=
@C ¡ 1

@C
¥ + C ¡ 1 @¥

@C
:

odnosno prema (4.130)

C = 2
@S
@C

:

Na kraju je bitno napomenuti da tangentni operator nije simetri·can ·sto je

posljedica teorije temeljene na multiplikativnom razlaganju gradijenta defor-

miranja kao i slo·zene strukture integracijskog algoritma. Prikaz najva·znijih

jednad·zbi konzistentnog elastoplasti·cnog tangentnog modula mo·ze se na¶ci u

tablici 4.2.
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Tablica 4.2: Numeri·cki algoritam konzistentnog elastoplasti·cnog tangentnog
modula kod izotropnih materijala

C = 2
@S
@C

:
w
w
Ä

@S
@C

=
@C ¡ 1

@C
¥ + C ¡ 1 @¥

@C
w
w
Ä

w
w
Ä

@(C¡ 1)al

@(C) ij
(¥) l

b = ¡ (C¡ 1)ai (S) jb @¥
@C

=
@¥
@L p

@L p

@C
+

@¥
@C

¯
¯
¯
¯
explicit

w
w
Ä

@L p

@C
=

@L p

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

@¸
@C

+
@L p

@º

¯
¯
¯
¯
explicit

@º
@C

;

w
w
Ä

°
°
°

@¸
@C

=
1

¡ @Á
@¸

"

¸
@Á
@¡

@¡
@L p

@º
@C

+
@Á
@¡

@¡
@C

¯
¯
¯
¯
explicit

# w
w
w
w
Ä

@º
@C

=

"

1 ­ 1 ¡
@º
@¡

@¡
@L p

Ã
¸

¡ @Á
@¸

º
@Á
@¡

@¡
@L p

+ ¸ 1 ­ 1

!# ¡ 1

Ã
@º
@¡

@¡
@L p

º
1

¡ @Á
@¸

@Á
@¡

+
@º
@¡

!
@¡
@C

¯
¯
¯
¯
explicit



Poglavlje 5

Anizotropni materijalni model

U ovom poglavlju izveden je konstitutivni model kojim se mo·ze opisati pona-

·sanje anizotropnih materijala. Modelom se mo·ze opisati anizotropno elasti·cno

pona·sanje materijala kao i anizotropna funkcija te·cenja. Formulacija kons-

titutivnih jednad·zbi napravljena je u referentnoj kon¯guraciji. Numeri·cka

formulacija radena je istim postupkom kako je ve¶c pokazano u odjeljku4.1.

5.1 Slobodna energija i reducirana

disipacijaska funkcija

Za razliku od izotropnog materijalnog modela iz prethodnog poglavlja izve-

denog u trenutnoj kon¯guraciji, anizotropni model je razvijen u materijalnoj

kon¯guraciji. Ovdje vrijede iste kinemati·cke relacije ve¶c opisane u odjeljku

4.1. Za po·cetak, potrebno je dodatnu pa·znju posvetiti oblikovanju snage na-

prezanja. Kao logi·can izbor name¶ce se zapis pomo¶cu Kirchho®ovog tenzora

¿ i Eshelbyjeva tenzora naprezanja¥ na sljede¶ci na·cin

W = ¿ : l = ¥ : L : (5.1)

88
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Lako se mo·ze zamijetiti da je ¥ materijalni tenzor, a ¿ je njegov par u

trenutnoj kon¯guraciji. Oni su medusobno povezani mije·sano varijantnim

prijenosom unazad (pull back)

¥ = FT ¿F ¡ T : (5.2)

Kao i u izotropnom materijalnom modelu, pretpostavlja se da je elasti·cno

pona·sanje materijala potpuno odredeno slobodnom energijomÃ. U ovom

slu·caju kao unutarnja varijabla koristi se skalarZ kako bi se opisao mehani-

zam izotropnog o·cvr·s¶cenja. Slobodna energija pretpostavljena je kao suma

elasti·cnog i neelasti·cnog dijela

Ã = Ãe(Ce) + Ãi(Z ): (5.3)

Elasti·cna slobodna energija izotropna je funkcija materijalnog elasti·cnog ten-

zoraCe i strukturnih tenzora i M e. Strukturni tenzori odreduju glavne pravce

deformiranja materijala. U ovom radu kori·steni su materijalni strukturni

tenzori odredeni u skladu saSansour & Kollmann [79] i Sansour &

Bocko [80]. Materijalni strukturni tenzori odre deni su za slu·caj ortotropnog

pona·sanja materijala pomo¶cu tri okomita vektora koji predstavljaju glavne

pravce i ve gdje je i = 1; 2; 3. Za njih vrijedi izraz

i ve ¢j ve = ±ij ; (5.4)

a ±ij predstavlja Kroneckerov delta. S glavnim pravcima mogu se odrediti

strukturni tenzori u materijalnoj kon¯guraciji, prema Spencer [109], Smith

[110], Boehler [111], kao

i M e = i ve ­ i ve; i = 1; 2; 3: (5.5)

O·cito je da za slu·caj ortotropnog pona·sanja materijala postoje tri strukturna

tenzora. Treba napomenuti da su oni u ovom slu·caju vezani za referentnu

kon¯guraciju.
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Slobodna energijaÃ je odredena kao izotropna funkcija dva argumenta

Ce i i M e: Ã = Ã̂(Ce; i M e). Potpuni prikaz izotropne funkcije mo·ze se posti¶ci

ovisno·s¶cu o tzv. nezavisnim invarijantama (integrity basis). To je minimalni

broj invarijanti koji mo·ze u potpunosti opisati neku pojavu. Iz izraza (4.5) i

(5.5) vidi se da su tenzoriCe i i M e simetri·cni pa prema Boehler [111] za

simetri·cne argumente mogu se zapisati sljede¶ce invarijante

Ji = tr [( i M e)Ce] ; i = 1; 2; 3; (5.6)

J(i +3) = tr
£
( i M e)C2

e

¤
; i = 1; 2; 3; (5.7)

J7 = tr
£
C3

e

¤
: (5.8)

Pomo¶cu tih invarijanti mo·ze se onda opisati elasti·cna slobodna energija.

Ovisnost o invarijantama mo·ze biti op¶cenita, ali u ovom slu·caju je ograni·cena

tako da bude kvadratna funkcija deformacija. U skladu s tim izraz za elasti·cnu

slobodnu energiju glasi

½0Ãe =
3X

i =1

"

®i Ji +
1
2

3X

j =1

®(ij )Ji Jj + ®(i +9) J(i +3)

#

: (5.9)

Ovdje su®i ; ®(ij ) ; ®i +9 materijalne konstante, gdje je®ij = ®ji . Zapis pomo¶cu

®ij napravljen je kako bi se omogu¶cio sa·zeti prikaz pa vrijede sljede¶ci izrazi:

®(11) = ®4; ®(22) = ®5; ®(33) = ®6; ®(12) = ®(21) = ®7; ®(13) = ®(31) =

®8; ®(23) = ®(32) = ®9.

Sada kada su odredeni snaga naprezanja u referentnoj kon¯guraciji (5.1)

i slobodna energija, slijedi izraz za disipacijsku funkciju

D = ¥ : L ¡ ½0
_Ã: (5.10)

U skladu s oblikom slobodne energije (5.3) disipacijska funkcija jo·s se mo·ze

zapisati kao

D = ¥ : L ¡ ½0
@Ã
@Ce

: _Ce ¡ ½0
@Ã
@Z

¢ _Z ¸ 0: (5.11)



POGLAVLJE 5. ANIZOTROPNI MATERIJALNI MODEL 91

Ovdje je jo·s jednom potrebno naglasiti da uz pretpostavku da jeFp materi-

jalni tenzor, odjeljak 4.1, slijedi i da je Ce = F ¡ T
p CF ¡ 1

p takoder materijalni

tenzor. Ako se uzme derivacija_Ce

_Ce = F ¡ T
p L T CF ¡ 1

p + F ¡ T
p CLF ¡ 1

p ¡ F ¡ T
p L T

p CF ¡ 1
p ¡ F ¡ T

p CL T
p F ¡ 1

p ; (5.12)

tada slijedi razvoj disipacijske nejednakosti

D =
µ

¥ ¡ 2½0CF ¡ 1
p

@Ã(Ce; Z )
@Ce

F ¡ T
p

¶
: L

+ 2½0CF ¡ 1
p

@Ã(Ce; Z )
@Ce

F ¡ T
p : L p ¡ ½0

@Ã(Ce; Z )
@Z

¢ _Z ¸ 0: (5.13)

Uz uvjet da ova nejednad·zba mora biti ispunjena za sve realne slu·cajeve,

Colleman-Noll procedura, vrijede izrazi za termodinami·cke sile (thermodyna-

mical forces)

¥ = 2½0CF ¡ 1
p

@Ã
@Ce

F ¡ T
p ; (5.14)

Y = ¡ ½0
@Ã
@Z

: (5.15)

Ovdje je Y sila konjugirana unutarnjoj varijabli Z . Uzimaju¶ci u obzir ove

izraze disipacijska nejednakost poprima sljede¶ci reducirani oblik

Dr = ¥ : L p + Y ¢ _Z ¸ 0; (5.16)

gdje Dr ozna·cava reduciranu disipacijsku funkciju.

Kako bi se odredio izraz za¥ , prema (5.14) potrebno je derivirati slo-

bodnu energiju, prikazanu jednad·zbom (5.9), po Ce. Uz pomo¶c pravila

lan·canog deriviranja, vrijedi

@Ãe
@Ce

=
3X

i =1

µ
@Ãe
@Ji

@Ji
@Ce

+
@Ãe

@Ji +3

@Ji +3

@Ce

¶
: (5.17)
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Derivacije slobodne energije po invarijantama su

½0
@Ã
@J1

= ®1 + ®4J1 + ®7J2 + ®8J3; (5.18)

½0
@Ã
@J2

= ®2 + ®5J2 + ®7J1 + ®9J3; (5.19)

½0
@Ã
@J3

= ®3 + ®6J3 + ®8J1 + ®9J2; (5.20)

½0
@Ã
@J4

= ®10; (5.21)

½0
@Ã
@J5

= ®11; (5.22)

½0
@Ã
@J6

= ®12; (5.23)

a derivacije invarijanti po elasti·cnom desnom Cauchy-Greenovom tenzoru su

@Ãe
@Ce

=
3X

i =1

µ
@Ãe
@Ji

@Ji
@Ce

+
@Ãe

@Ji +3

@Ji +3

@Ce

¶
; (5.24)

@Ji
@Ce

= i M e; (5.25)

@Ji +3

@Ce
= i M eCe + Ce i M e; i = 1; 2; 3: (5.26)

Ako se prethodno prikazane derivacije uvrste u jednad·zbu (5.14) tenzor na-

prezanja se mo·ze zapisati u sljede¶cem obliku

¥ = 2½0

(
3X

i =1

·
@Ãe
@Ji

CC ¡ 1
p ( i

¹M e)

+
@Ãe

@J(i +3)

¡
CC ¡ 1

p ( i
¹M e)CC ¡ 1

p + CC ¡ 1
p CC ¡ 1

p ( i
¹M e)

¢
¸¾

: (5.27)

Ovdje je uvedena oznaka za promijenjeni strukturni tenzor (modi¯ed struc-

tural tensor), i
¹M e, odreden kao

( i
¹M e) = FT

p ( i M e)F ¡ T
p ; i = 1; 2; 3: (5.28)

Kao ·sto se mo·ze vidjeti iz jednad·zbe (5.27), tenzor naprezanja ovisi o veli·cini

CC ¡ 1
p koja se javlja i u izrazu za izotropni tenzor naprezanja (4.89). Razlika
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u odnosu na izotropni slu·caj su promijenjeni strukturni tenzori kojima su

odredeni glavni pravci ortotropije.

5.2 Utjecaj rotacije krutog tijela na

invarijante i slobodnu energiju

U prethodnom odjeljku elasti·cno pona·sanje materijala opisano je slobodnom

energijom koja je funkcija materijalnih strukturnih tenzora i elasti·cnog ten-

zora deformiranosti:Ã = Ã̂(Ce; i M e; Z ). Slobodna energija je onda odredena

kao izotropna funkcija svojih argumenata koje su dovele do de¯nicije devet

invarijanti. U cilju sveobuhvatne analize anizotropnog elasti·cnog pona·sanja

materijala potrebno je posebno razmotriti utjecaj rotacije krutog tijela (su-

perimposed rigid body rotations) na invarijante, koje ·cine slobodnu energiju,

kao i na samu slobodnu energiju.

Veliki utjecaj na ispravnost prethodno iznesene formulacije elasti·cnog ani-

zotropnog pona·sanja materijala ima priroda neelasti·cnog gradijenta defor-

miranja Fp . Razmotren je utjecaj rotacije krutog tijela ovisno o usvojenom

shva¶canju prirodeFp .

² U slu·caju pretpostavke da Fp nije materijalni tenzor, pri narinutom

gibanju krutog tijela vrijedi F̂p = QF p odnosnoĈe = QC eQT , gdje

je Q 2 SO(3). Ako se pogleda samo jedna invarijanta, recimoJ1 =

tr [( 1M e)Ce] slijedi

Ĵ1 = tr
h
(1M e)QC eQT

i
6= J1: (5.29)

Lako se mo·ze zaklju·citi da onda ova formulacija nije invarijantna s

obzirom na rotaciju krutog tijela tj. da ta formulacija nije korektno
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izvedena. Kako bi se dobilo rje·senje ovog problema potrebno je napra-

viti Ã invarijantnom s obzirom na djelovanjeSO(3) na Fp . To se mo·ze

osigurati tako da se strukturni tenzori podvrgnu nametnutoj rotaciji

tj. mora biti

Ã(Ce; i M e; Z ) = Ã̂(QC eQT ; Q ( i M e)QT ; Z ): (5.30)

Na taj na·cin strukturni tenzori vi·se ne¶ce biti materijalni tenzori. No,

ovo rje·senje nije predmet razmatranja ovog rada.

² Uz pretpostavku da jeFp materijalni tenzor, kao ·sto je pretpostavljeno

u ovom radu (odjeljci 4.1 i 4.3), bespredmetno je razmatrati rotacije

krutog tijela jer je ono potpuno nezavisno o njima. Isto tako je iCe

materijalni tenzor i ne ovisi o gibanju krutog tijela. Prije je ve¶c spo-

menuto da je i i M e materijalni tenzor, pa je prema tome i slobodna

energija nezavisna o gibanju krutog tijela, tj.

Ã(Ce; i M e; Z ) = Ã̂(Ce; i M e; Z ): (5.31)

To je u skladu s razmatranjima uScheidler & Wright [112], San-

sour & Kollmann [23], Svendsen [81] i Sansour & Bocko [80].

Na ovaj je na·cin pokazano da formulacija elasti·cnog anizotropnog pona-

·sanja u referentnoj kon¯guraciji ima smisla jedino ako se pretpostavi da je

neelasti·cni gradijent deformiranja materijalni tenzor.

5.3 Anizotropne evolucijske jednad·zbe i

neelasti·cni gradijent deformiranja

Sada kada je odredeno elasti·cno anizotropno pona·sanje materijala mo·ze se

pristupiti modeliranju anizotropnog neelasti·cnog pona·sanja pomo¶cu funkcije
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te·cenja. Kao prvo potrebno je odrediti argumente funkcije te·cenja. Za ar-

gumente se uvijek uzima veli·cina koja se nalazi u reduciranoj disipacijskoj

nejednakosti (5.16), a u ovom slu·caju to je ¥ . Eshelbyjev tenzor naprezanja

dobar je izbor jer je on materijalna veli·cina kao i glavni pravci anizotropije

koji su takoder zadani u referentnoj kon¯guraciji. Nadalje, kako bi se mogla

ostvariti nestla·civost materijala pri plasti·cnom deformiranju, funkcija te·cenja

mora ovisiti o devijatoru tenzora naprezanja. Kako bi se opisalo anizotropno

pona·sanje, argumente funkcije te·cenja moraju ·ciniti i strukturni tenzori. For-

mulacija je napravljena za slu·caj ortotropnog pona·sanja materijala. Treba

napomenuti kako formulacija vrijedi za op¶ci slu·caj anizotropije tj. da nije

ograni·cena samo za ortotropne materijale. No, ortotropija je dobro opisana

u literaturi i lako se mogu na¶ci materijalni parametri.

Tri glavna pravca ortotropije ovdje su ozna·ceni vektorimai vy , gdje je

i = 1; 2; 3 i za njih vrijedi izraz

i vy ¢j vy = ±ij ; (5.32)

tj. to su medusobno okomiti pravci. S glavnim pravcima mogu se odrediti

strukturni tenzori u materijalnoj kon¯guraciji, prema Spencer [109], Smith

[110], Boehler [111], kao

i M y = i vy ­ i vy ; i = 1; 2; 3: (5.33)

Kao ·sto se mo·ze vidjeti neelasti·cni strukturni tenzor ozna·cen je indeksomy,

i M y .

Po·sto su odredeni strukturni tenzori, funkcija te·cenja sada se pretpostav-

lja u kvadratnom obliku kao izotropna funkcija devijatora tenzora naprezanja

dev¥ i tri strukturna tenzora i M y

Á =

r
2
3

[¾y
11

p
Â ¡ (1 ¡ Y)] : (5.34)
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Ovdje Y predstavlja nelinearnu funkcija koja opisuje mehanizam izotropnog

o·cvr·s¶cenja i zadana je izrazom

Y = ¡ HZ ¡ (¾1 ¡ ¾y
11) [1 ¡ exp(¡ ´Z )] ; (5.35)

gdje H ozna·cava koe¯cijent linearnog izotropnog o·cvr·s¶cenja,¾y
11 je granica

te·cenja u smjeru 1, a¾1 i ´ su parametri kojima se mo·ze modelirati neline-

arno izotropno o·cvr·s¶cenje. Varijabla Â ozna·cava ekvivalentno naprezanje i

skladu s prethodnim razmatranjem mora biti funkcija devijatora naprezanja.

Sljede¶ci cilj je oblikovati potpuni prikaz ekvivalentnog naprezanjaÂ =

Â̂(dev¥ ; i M y ), gdje je i = 1; 2; 3. To se posti·ze zapisom pomo¶cu medusobno

nezavisnog skupa invarijanti (integrity basis). Tenzor naprezanja¥ je ne-

simetri·can tenzor pa je potrebno devijator naprezanja, dev¥ , podijeliti na

simetri·cni i antisimetri·cni dio: dev ¥ = dev ¥ sim + dev ¥ anti . Dalje, prema

Zheng [113] zapis nezavisnog skupa invarijanti u slu·caju nesimetri·cnih ar-

gumenata je

~I 1 = tr [(dev ¥ sim)2] ; (5.36)

~I 2 = tr [(dev ¥ sim)3] ; (5.37)

~I 3 = tr [( 1M y ¡ 2 M y )dev¥ sim] ; (5.38)

~I 4 = tr [( 1M y 1 + 2 M y )dev¥ sim] ; (5.39)

~I 5 = tr [( 1M y ¡ 2 M y )(dev ¥ sim)2] ; (5.40)

~I 6 = tr [( 1M y + 2 M y )(dev ¥ sim)2] ; (5.41)

~I 7 = tr [(dev ¥ anti )2] ; (5.42)

~I 8 = tr [( 1M y ¡ 2 M y )(dev ¥ anti )2] ; (5.43)

~I 9 = tr [( 1M y + 2 M y )(dev ¥ anti )2] ; (5.44)

~I 10 = tr [( 1M y + 2 M y )(dev ¥ anti )2(1M y ¡ 2 M y )dev¥ anti ] ; (5.45)

~I 11 = tr [dev ¥ sim(dev¥ anti )2] ; (5.46)
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~I 12 = tr [( 1M y ¡ 2 M y )dev¥ sim(dev¥ anti )2] ; (5.47)

~I 13 = tr [( 1M y + 2 M y )dev¥ sim(dev¥ anti )2] ; (5.48)

~I 14 = tr [( 1M y ¡ 2 M y )(dev ¥ sim)2(dev¥ anti )2]: (5.49)

Treba uzeti u obzir da vrijedi uvjet

1M y + 2M y + 3M y = 1 : (5.50)

Ograni·cavanjem na linearne i kvadratne ·clanove koji trebaju ·ciniti funkciju

te·cenja, i uz pomo¶c uvjeta (5.50) invarijante se mogu zapisati kao

I ¤
i = tr [( i M y )dev¥ sim] ; i = 1; 2; 3; (5.51)

I ¤
i +3 = tr [( i M y )(dev ¥ sim)2] ; i = 1; 2; 3; (5.52)

I ¤
i +6 = tr [( i M y )(dev ¥ anti )2] ; i = 1; 2; 3: (5.53)

Ako se uzme u obzir de¯nicija (dev¥ )sim i (dev ¥ )anti vrijedi tr (dev ¥ )anti = 0

i tr [(dev ¥ )sim(dev¥ )anti ] = 0. Uz pomo¶c tih izraza invarijante se mogu

zapisati kao funkcije devijatora tenzora naprezanja:

I i = tr [( i M y ) dev¥ ] ; i = 1; 2; 3 (5.54)

I i +3 =
1
2

tr
£
( i M y )

¡
(dev¥ )2 + (dev ¥ T )2

¢¤

= tr
£
( i M y )(dev ¥ )2

¤
; i = 1; 2; 3 (5.55)

I i +6 =
1
2

tr
£
( i M y )

¡
dev¥ dev¥ T + dev ¥ T dev¥

¢¤
;

i = 1; 2; 3; (5.56)

·sto je mnogo prikladnije za prora·cunski model nego da se moraju upotreblja-

vati simetri·cni i antisimetri·cni dijelovi tenzora naprezanja. Ovdje je potrebno

napomenuti da nije mogu¶ce uzeti samo simetri·cni dio tenzora naprezanja kao

·sto se vidi iz izraza (5.51) do (5.53).
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Kako su sada odredene invarijante, ekvivalentna granica te·cenjaÂ, sadr·zano

u izrazu za funkciju te·cenja (5.34), mo·ze se zapisati kao kvadratna funkcija

invarijanti

Â =
3X

i =1

"

¯ i I 2
i + ¯ (i +6) I (i +3) +

1
2

3X

j =1

¯ (i + j +1) I i I j + ¯ (i +9) I (i +6)

#

; za i 6= j ;

(5.57)

gdje su¯ 1 - ¯ 12 materijalne konstante. Tenzori¿ i ¥ su ¯zikalno ekvivalentne

veli·cine tj. funkcija te·cenja mora biti jednaka i u trenutnoj i u referentnoj

kon¯guraciji. Za neku funkciju Á(¿) u trenutnoj kon¯guraciji mora njezin

prijenos unazad biti ili Á(¥ ) ili Á(¥ T ), ali ne mogu biti oba oblika istovre-

meno. Iz toga razloga mogu se iz izraza (5.57) ispustiti invarijante I i +6 , pa

izraz za ekvivalentnu granicu te·cenja glasi

Â =
3X

i =1

"

¯ i I 2
i + ¯ (i +6) I (i +3) +

1
2

3X

j =1

¯ (i + j +1) I i I j

#

; for i 6= j : (5.58)

Kao ·sto se mo·ze zamijetiti prethodni izraz ovisi o ukupno devet materijalnih

konstanti.

Budu¶ci da je sada odredena funkcija te·cenja, potrebno je izvesti zakon

te·cenja. Pretpostavlja se postojanje potpuno elasti·cnog podru·cjaE opisa-

nog konveksnom funkcijom te·cenjaÁ izra·zene preko Eshelbyjevog tenzora

naprezanja i varijable konjugirane unutarnjoj varijabli Z

E := f (¥ ; Y) : Á(¥ ; Y) · 0g: (5.59)

Isto kao i kod izotropnog materijalnog modela, odjeljak4.4, iz II zakona

termodinamike slijedi princip maksimuma disipacijske energije koji se mo·ze

zapisati kao sljede¶ca varijacijska jednad·zba

Z ³
¡

³
¥ : L p + Y ¢ _Z

´
+ ¸Á (¥ ; Y)

´
ds = stat : (5.60)
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Ovdje ¸ predstavlja plasti·cni mno·zitelj, a d s ozna·cava parametrizaciju de-

formacijske krivulje. Iz jednad·zbe (5.60) slijede evolucijske jednad·zbe za

gradijent brzine deformiranja i varijablu izotropnog o·cvr·s¶cenja

L p = ¸
@Á
@¥

; (5.61)

_Z = ¸
@Á
@Y

: (5.62)

Jednad·zbe se nadopunjuju s Kuhn-Tuckerovim uvjetima

¸ ¸ 0; ¸ Á (¥ ; Y) = 0 ; Á(¥ ; Y) · 0; (5.63)

i uvjetom konzistencije

¸ _Á(¥ ; Y) = 0 : (5.64)

Uz pomo¶c jednad·zbi (5.34), (5.54), (5.55) i ( 5.58) derivacija @Á=@¥ se pri-

mjenom lan·canog deriviranja mo·ze zapisati kao

@Á
@¥

=
@Á
@Â

3X

i =1

µ
@Â
@Ii

@Ii
@dev¥

+
@Â

@Ii +3

@Ii +3

@dev¥

¶
@dev¥

@¥
: (5.65)

Pojedine derivacije u prethodnom izrazu su

@Á
@Â

=

r
2
3

¾y
11

2
p

Â
; (5.66)

@Â
@I1

=2¯ 1I 1 + ¯ 4I 2 + ¯ 5I 3; (5.67)

@Â
@I2

=2¯ 2I 2 + ¯ 4I 1 + ¯ 6I 3; (5.68)

@Â
@I3

=2¯ 3I 3 + ¯ 5I 1 + ¯ 6I 2; (5.69)

@Â
@I4

= ¯ 7; (5.70)

@Â
@I5

= ¯ 8; (5.71)

@Â
@I6

= ¯ 9; (5.72)
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kao i derivacije invarijanti po dev¥

@Ii
@dev¥

= ( i M y )T ; (5.73)

@Ii +3

@dev¥
= ( i M y )dev¥ T + dev ¥ T ( i M y ): (5.74)

Na osnovi prethodnih derivacija, evolucijske jednad·zbe (5.61) i ( 5.62) mogu

se pisati kao

L p = ¸

r
2
3

¾y
11

2
p

Â

3X

i =1

µ
@Â
@Ii

@Ii
@dev¥

+
@Â

@Ii +3

@Ii +3

@dev¥

¶
@dev¥

@¥
(5.75)

L p = ¸ º ; (5.76)

_Z =

r
2
3

¸; (5.77)

gdje je

º =
@Á
@¥

; (5.78)

normala na plohu te·cenja.

Jednad·zbe (5.75) i ( 5.77) zajedno s slobodnom energijom (5.9) odnosno

izrazima za tenzor naprezanja (5.14) i izotropno o·cvr·s¶cenje (5.15) ·cine cjelo-

vitu formulaciju konstitutivnog modela.

5.4 Numeri·cka formulacija - lokalna iteracija

Postupak numeri·cke integracije konstitutivnih jednad·zbi sli·can je onom de-

taljno razradenom u odjeljku 4.6. Kod anizotropnog materijalnog modela

koristi se isti postupak, ali se mijenjaju pojedine derivacije koje ovdje imaju

puno slo·zeniji oblik. Kako bi se olak·salo pra¶cenje izvoda, ponovljene su os-

novne pretpostavke i jednad·zbe iterativnog postupka.

Neelasti·cni gradijent deformiranja u trenutku tn+1 odreden je uz pomo¶c

eksponencijalnog preslikavanja

F ¡ 1
p jn+1 = exp(¡ ¢ T L p )F ¡ 1

p jn ; (5.79)
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koje osigurava ispunjavanje uvjeta nestla·civosti kod plasti·cnog deformiranja

metala.

Kao ·sto je ve¶c bilo nagla·seno utrial polo·zaju, vrijednost C poznata je za

trenutak tn+1 dok seCC ¡ 1
p tek treba izra·cunati

CC ¡ 1
p jn+1 = C jn+1 exp(¡ ¢ TL p )C ¡ 1

p jn exp(¡ ¢ TL T
p ): (5.80)

Kao ·sto se vidi iz jednad·zbe (5.27), tenzor naprezanja¥ ovisi o CC ¡ 1
p i

modi¯ciranom strukturnom tenzoru i
¹M y . Kako bi se odredio modi¯cirani

strukturni tenzor za trenutak tn+1 , koristi se izraz zaF ¡ 1
p prema (5.79) dok

sam strukturni tenzor i M y nije podlo·zan promijeni.

S druge strane, gradijentL p prema (5.76) ovisi o tenzoru naprezanja.

Kao ·sto se mo·ze vidjeti postoji slo·zena meduovisnost varijabli. Da bi se taj

problem rije·sio potrebno je odrediti faktor proporcionalnosti̧ uz pomo¶c pot-

punog Newtonovog iteracijskog postupka. Za bilo koji koraktn+1 obnovljena

vrijednost ¸ je

¸ jn+1 = ¸ jn + ¢ ¸: (5.81)

Inkrement ¢ ¸ odreduje i novu vrijednost unutra·snje varijable Z , prema

(5.77) vrijedi

Z jn+1 = Z jn +

r
2
3

¢ T¸ jn+1 : (5.82)

Prirast plasti·cnog mno·zitelja ¢ ¸ mo·ze se dobiti sli·cno kao i u izotropnom

modelu (4.97), linearizacijom funkcije te·cenja, (5.34), tj.

¢ ¸ = ¡
µ

@Á
@¥

@¥
@¸

+
@Á
@Y

@Y
@¸

¶ ¡ 1 ¯
¯
¯
¯
n

Ájn : (5.83)
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Neke derivacije u (5.83) su jednostavne, pa se mogu direktno dobiti. Tako je

@Á
@¥

=

r
2
3

¾y
11

2
p

Â

·
@Â
@Ii

@Ii
@dev¥

+
@Â

@Ii +3

@Ii +3

@dev¥

¸
@dev¥

@¥
; (5.84)

@Á
@Y

=

r
2
3

; (5.85)

@Y
@¸

= ¡

r
2
3

¢ T [H + ´ (¾1 ¡ ¾y) exp (¡ ´Z jn+1 )] : (5.86)

Dalje u tekstu koristi se indeksna notacija koja omogu¶cuje bolji uvid u slo·zene

derivacije i meduzavisnost varijabli. Posljednji ·clan u jednad·zbi (5.84) je

@(dev ¥)a
b

@¥c
d = ±a

c±b
d ¡

1
3

±c
d±a

b; (5.87)

dok su derivacije@Â=@Ii i @Â=@Ii +3 prikazane jednad·zbama (5.66) do (5.72),

a derivacije invarijanti po devijatoru tenzora naprezanja jednad·zbama (5.73)

i (5.74).

Izraz @¥ =@¸je izveden tako da je uzeta u obzir ovisnost tenzora napre-

zanja o tenzoruC ¡ 1
p koji opet ovisi o L p . Gradijent neelasti·cnog gradijenta

deformiranja dalje ovisi o¸ i º i preko njih opet o ¥ . U skladu s izrazom

(4.103) kod izotropnog modela, za anizotropni model vrijedi

@¥m
n

@¸
=

Ã

±c
m±n

d ¡
@¥c

d

@(Lp)e
f

@(Lp)e
f

@ºgh

@ºgh

@¥m
n

! ¡ 1
@¥c

d

@(Lp)e
f

@(Lp)e
f

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

:

(5.88)

Treba jo·s jednom istaknuti da indeks explicit ozna·cava derivaciju po argu-

mentu deriviranja, ali samo tamo gdje je taj argument u funkciji eksplicitno

izra·zen. Sada je potrebno odrediti derivacije u (5.88). Eksplicitna derivacija

L p po ¸ je
@(Lp)e

f

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

= º e
f ; (5.89)
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i njegov oblik se mo·ze vidjeti u jednad·zbi (5.75). Za derivaciju @¥ =@L p ko-

risti se pravilo lan·canog deriviranja gdje se uzima u obzir ovisnost tenzora

naprezanja oF ¡ 1
p kao i njega oL p

@¥ i
j

@(Lp)k
l

=
@(¥) i

j

@(F ¡ 1
p )r

s

@(F ¡ 1
p )r

s

@(Lp)k
l

: (5.90)

Derivacija @F ¡ 1
p =@L p ve¶c je prije prikazana jednad·zbom (4.124). Ostale

derivacije u (5.90) prikazane su zasebno u narednim odjeljcima.

5.4.1 Derivacija @¥ =@F ¡ 1
p

Deriviranjem tenzora naprezanja¥ , zadanog jednad·zbom (5.27), po ne-

elasti·cnom gradijentu deformiranja F ¡ 1
p dobiva se

@¥ i
j

@(F ¡ 1
p )r

s

= 2½0

(
3X

i =1

"
@2Ã

@(Ji )@(F ¡ 1
p )r

s

(CC¡ 1
p ) i

a
( i

¹M e)a
j +

@Ã
@Ji

Ã
@(CC¡ 1

p ) i
a

@(F ¡ 1
p )r

s ( i
¹M e)a

j + ( CC¡ 1
p ) i

a @( i
¹M e)a

j

@(F ¡ 1
p )r

s

!

+

@Ã
@Ji +3

Ã
@(CC¡ 1

p ) i
a

@(F ¡ 1
p )r

s ( i
¹M e)a

b(CC¡ 1
p )b

j
+ ( CC¡ 1

p ) i
a
( i

¹M e)a
b@(CC¡ 1

p )b
j

@(F ¡ 1
p )r

s +

(CC¡ 1
p ) i

a @( i
¹M e)a

b

@(F ¡ 1
p )r

s (CC¡ 1
p )b

j
+ ( CC¡ 1

p ) i
a
(CC¡ 1

p )a
b @( i

¹M e)b
j

@(F ¡ 1
p )r

s +

@(CC¡ 1
p ) i

a

@(F ¡ 1
p )r

s (CC¡ 1
p )a

b
( i

¹M e)b
j + ( CC¡ 1

p ) i
a @(CC¡ 1

p )a
b

@(F ¡ 1
p )r

s ( i
¹M e)b

j

!#)

: (5.91)

Derivacije @Ã=@Ji i @Ã=@Ji +3 mogu se na¶ci u jednad·zbama (5.18) do (5.23),

dok je

@2Ã
@(Ji )@(F ¡ 1

p )r
s

=

8
>>>><

>>>>:

2®2
@J1

@(F ¡ 1
p ) r

s
+ ®7

@J2
@(F ¡ 1

p ) r
s

+ ®8
@J3

@(F ¡ 1
p ) r

s
;

2®4
@J2

@(F ¡ 1
p ) r

s
+ ®7

@J1
@(F ¡ 1

p ) r
s

+ ®9
@J3

@(F ¡ 1
p ) r

s
;

2®6
@J3

@(F ¡ 1
p ) r

s
+ ®8

@J1
@(F ¡ 1

p ) r
s

+ ®9
@J2

@(F ¡ 1
p ) r

s
;



POGLAVLJE 5. ANIZOTROPNI MATERIJALNI MODEL 104

a derivacija Ji po F ¡ 1
p jednaka je

@Ji
@(F ¡ 1

p )r
s

= ( i M e)msCru (F ¡ 1
p )u

m
+( i M e)sn(F ¡ 1

p )t
n
Ctr ; i = 1; 2; 3: (5.92)

Da bi se u potpunosti odredila derivacija (5.91) potrebno je derivirati

CC ¡ 1
p po F ¡ 1

p , tj.

@(CC¡ 1
p ) i

a

@(F ¡ 1
p )r

s

= Cir (F ¡ 1
p )as + Ciu (F ¡ 1

p )us±a
r ; (5.93)

kao i
@( i

¹M e)a
b

@(F ¡ 1
p )r

s

= ¡ (Fp)s
a( i

¹M e)r
b + ( FT

p i M e)as±b
r : (5.94)

Sada je derivacija@¥ =@F ¡ 1
p u potpunosti izra·zena. Dalje se mo·ze koristiti

kako u izvodu lokalne iteracije tako i u izvodu konzistentnog elastoplasti·cnog

tangentnog modula u odjeljku5.5.

5.4.2 Derivacija (@L p=@º )(@º =@¥ )

U jednad·zbi (5.88) potrebno odrediti izraz (@L p =@º )(@º =@¥ ). Derivacija L p

po º je vrlo jednostavna
@(Lp)e

f

@ºgh
= ¸: (5.95)

Derivacija jedini·cne normale na plohu te·cenja (5.78) po tenzoru naprezanja

ima sljede¶ci oblik

@ºi j

@¥ r
s =

@2Á
@Â@(dev ¥) t

u
@(dev ¥) t

u

@¥ r
s

3X

i =1

Ã
@Â
@Ii

@Ii
@(dev ¥)k

l +
@Â

@Ii +3

@Ii +3

@(dev ¥)k
l

!

@(dev ¥)k
l

@¥ i
j +

@Á
@Â

3X

i =1

Ã
@2Â

@Ii @(dev ¥) t
u

@Ii
@(dev ¥)k

l +

@Â
@Ii +3

@2I i +3

@(dev ¥)k
l@(dev ¥) t

u

!
@(dev ¥)k

l

@¥ i
j

@(dev ¥) t
u

@¥ r
s ; (5.96)

gdje je
@2Á

@Â@(dev ¥) t
u =

r
2
3

¾y
11

4(
p

Â)3

@Â
@(dev ¥) t

u ; (5.97)
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a derivacija@Â=@(dev¥ ) je ve¶c napravljena u jednad·zbi (5.65). Ako se izrazi

za @Â=@Ik , gdje je k = 1 : : : 6, zadani s izrazima (5.67) do (5.69) deriviraju

po devijatoru tenzora naprezanja, dobije se

@2Â
@(I k)@(dev ¥) t

u =

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

2¯ 1
@I1

@(dev ¥) t
u + ¯ 4

@I2
@(dev ¥) t

u + ¯ 5
@I3

@(dev ¥) t
u ;

2¯ 2
@I2

@(dev ¥) t
u + ¯ 4

@I1
@(dev ¥) t

u + ¯ 6
@I3

@(dev ¥) t
u ;

2¯ 3
@I3

@(dev ¥) t
u + ¯ 5

@I1
@(dev ¥) t

u + ¯ 6
@I2

@(dev ¥) t
u ;

0;

0;

0;

dok je druga derivacijaI i +3 , za i = 1; 2; 3, po devijatoru naprezanja prema

(5.74) dana izrazom

@2I i +3

@(dev ¥)k
l@(dev ¥) t

u = ( i M y)u
k±l

t + ( i M y) l
t±u

k : (5.98)

Ove derivacije u potpunosti odreduju prirast plasti·cnog mno·zitelja ¢ ¸ ,

a njegovim poznavanjem mogu se odrediti sve ostale veli·cine prema jed-

nad·zbama (5.79), (5.80), (5.81) i ( 5.82). Time je zavr·seno numeri·cko in-

tegriranje konstitutivnih jednad·zbi. Cijeli postupak jo·s je jednom ukratko

prikazan u tablici 5.1.
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Tablica 5.1: Integracijski algoritam konstitutivnog modela za anizotropne
materijale

1. Ulazni podaci

materijalni parametri - E1, E2, E3, º 12, º 13, º 23, G12, G13, G23,
¢ H , c, ¾1 , ´ , ¾y

11, ¾y
22 , ¾y

33, ¾y
12, ¾y

13, ¾y
23

ulazne veli·cine na razini to·cke integracije -Cjn+1 , F ¡ 1
p jn

polo·zaj materijalnih osi - i M e i i M y gdje je i = 1; 2; 3

2. Prediktor
¥ j trial = 2½0

nP 3
i =1

h
@Ãe
@Ji

CC ¡ 1
p ( i

¹M e)

+ @Ãe
@J(i +3)

¡
CC ¡ 1

p ( i
¹M e)CC ¡ 1

p + CC ¡ 1
p CC ¡ 1

p ( i
¹M e)

¢
¸¾

Áj trial =
q

2
3

£
¾y

11
p

Â ¡ (1 ¡ Y)
¤

3. Kontrola uvjeta te·cenja
IF Áj trial · 0 THEN GOTO 6

4. Izra·cunavanje plasti·cnog mno·zitelja

¢ ¸ = ¡
³

@Á
@¥

@¥
@¸ ¡ @Á

@Y
@Y
@¸

´ ¡ 1
¯
¯
¯
¯
n

Ájn :

5. Obnavljanje (update) varijabli
¸ jn+1 = ¸ jn + ¢ ¸

Z jn+1 = Z jn +
q

2
3¢ T¸ jn+1

F ¡ 1
p jn+1 = exp(¡ ¢ T L p )F ¡ 1

p jn

¥ j trial = 2½0

nP 3
i =1

h
@Ãe
@Ji

CC ¡ 1
p ( i

¹M e)

+ @Ãe
@J(i +3)

¡
CC ¡ 1

p ( i
¹M e)CC ¡ 1

p + CC ¡ 1
p CC ¡ 1

p ( i
¹M e)

¢
¸¾

Ájn+1 =
q

2
3

£
¾y

11
p

Â ¡ (1 ¡ Y)
¤

GOTO 3

6. Konzistentni elastoplasti·cni tangentni modul
C = 2 @S

@C
@S
@C = @C ¡ 1

@C ¥ + C ¡ 1 @¥
@C

7. Izlazne vrijednosti
C, F ¡ 1

p jn+1 , Sn+1
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5.5 Algoritamski tangentni operator

Postupak izra·cunavanja konzistentnog algoritamskog tangentnog operatora

ve¶c je opisan kod modela za izotropne materijale u odjeljku4.7. Ovdje su

dane najva·znije jednad·zbe i derivacije koje se razlikuju u odnosu na izotropni

model. Potrebno je naglasiti da zbog vrlo slo·zene ovisnosti medu varijablama,

·sto je posljedica slo·zene anizotropne strukture, konzistentni tangentni modul

do sada nije bio izveden za anizotropne materijalne modele kod kojih se

koristi multiplikativno razlaganje gradijenta deformiranja.

Tangentni modul ra·cuna se kao linearizacija drugog Piola-Kirchho®ovog

tenzora naprezanjaS s obzirom na desni Cauchy-Greenov tenzor deformira-

nosti C

C = 2
@S
@C

: (5.99)

gdje je

@S
@C

=
@C ¡ 1

@C
¥ + C ¡ 1 @¥

@C
: (5.100)

Prvi ·clan na desnoj strani mo·ze se vrlo jednostavno izvesti i on iznosi

@(C¡ 1)al

@(C) ij
(¥) l

b = ¡ (C¡ 1)ai (C¡ 1) jl (¥) l
b = ¡ (C¡ 1)ai (S) jb : (5.101)

Derivacija @¥ =@C mo·ze se dobiti upotrebom pravila lan·canog deriviranja na

sljede¶ci na·cin

@¥a
b

@Ckl
=

@¥a
b

@(Lp)g
h

@(Lp)g
h

@Ckl
+

@¥a
b

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

: (5.102)
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Derivacija @¥ =@L p ve¶c je napravljena u odjeljcima5.4.1 i 5.4.2. U nu-

meri·ckom algoritmu za ra·cun tangentnog modula koristi se posljednja vrijed-

nost koja se dobije u iterativnom postupku numeri·ckog integriranja konstitu-

tivnih jednad·zbi (lokalna iteracija). Ostale derivacije su dalje opet izra·cunate

u narednim odjeljcima kako bi pra¶cenje izvoda bilo ·sto jednostavnije.

5.5.1 Derivacija (@¥ =@C)jexplicit

Kao ·sto je ve¶c bilo obja·snjeno u odjeljku4.6eksplicitna derivacija zna·ci deri-

vaciju po argumentu deriviranja, ali samo tamo gdje je taj argument u funk-

ciji eksplicitno izra·zen. Ne gleda se zavisnost o tom argumentu preko nekih

drugih varijabli i funkcija. Tako je eksplicitna derivacija tenzora naprezanja

(5.27) po desnom Cauchy-Greenovom tenzoru deformiranosti jednaka

@¥ i
j

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

= 2½0

(
3X

i =1

"
@2Ã

@Ji @Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

(CC¡ 1
p ) i

a
( i

¹M e)a
j +

@Ã
@Ji

@(CC¡ 1
p ) i

a

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

( i
¹M e)a

j +
@Ã

@J(i +3)

"
@(CC¡ 1

p ) i
a

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

( i
¹M e)a

b(CC¡ 1
p )b

j

+( CC¡ 1
p ) i

a
( i

¹M e)a
b@(CC¡ 1

p )b
j

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

+
@(CC¡ 1

p ) i
a

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

(CC¡ 1
p )a

b
( i

¹M e)b
j

+( CC¡ 1
p ) i

a @(CC¡ 1
p )a

b

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

( i
¹M e)b

j

##)

: (5.103)

Da bi se odredila prethodna jednad·zba, potrebno je derivaciju slobodne

energije po invarijantama (5.18) - (5.20) jo·s derivirati i po desnom Cauchy-

Greenovom tenzoru deformiranosti

@2Ã
@(Ji )@(Ckl )

¯
¯
¯
¯
explicit

=

8
>>><

>>>:

®4
@J1
@Ckl

¯
¯
explicit

+ ®7
@J2
@Ckl

¯
¯
explicit

+ ®8
@J3
@Ckl

¯
¯
explicit

;

®5
@J2
@Ckl

¯
¯
explicit

+ ®7
@J1
@Ckl

¯
¯
explicit

+ ®9
@J3
@Ckl

¯
¯
explicit

;

®6
@J3
@Ckl

¯
¯
explicit

+ ®8
@J1
@Ckl

¯
¯
explicit

+ ®9
@J2
@Ckl

¯
¯
explicit

;
(5.104)
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gdje vrijedi

@Ji
@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

= ( i M e)m
n (F ¡ 1

p )k
m

(F ¡ 1
p ) ln ; i = 1; 2; 3: (5.105)

Posljednji nepoznati izraz u (5.103) je

@(CC¡ 1
p ) i

j

@Ckl

¯
¯
¯
¯
explicit

= ±i
k(F ¡ 1

p ) l
b
(F ¡ 1

p ) jb : (5.106)

5.5.2 Derivacija @L p=@C

Postupak, kojim se mo·ze izra·cunati derivacija neelasti·cnog gradijenta defor-

miranja L p po desnom Cauchy-Greenovom tenzoru deformiranostiC, ve¶c

je opisan kod izotropnog materijalnog modela u odjeljku4.7.3. Ovdje su

navedene samo klju·cni izrazi.

Prvo je potrebno izra·cunati derivaciju @º =@C

@ºgh

@Crs
=

"

±g
a±h

b ¡
@ºab

@¥c
d

@¥c
d

@(Lp)e
f

Ã
¸

¡ @Á
@¸

º e
f

@Á
@¥u

v
@¥u

v

@(Lp)g
h

+ ¸±g
e±f

h

!# ¡ 1

"Ã
@ºab

@¥c
d

@¥c
d

@(Lp)e
f

º e
f

1

¡ @Á
@¸

@Á
@¥u

v +
@ºab

@¥u
v

!
@¥u

v

@Crs

¯
¯
¯
¯
explicit

#

; (5.107)

Svi su izrazi u jednad·zbi (5.107) poznati; tako je derivacija @º =@¥ rije·sena

u (5.96), @¥ =@L p posebno u odjeljku5.4.1, @Á=@¥ u (5.84), a @¥ =@Cjexplicit

u odjeljku 5.5.1. U skladu s tim mo·ze se izra·cunati derivacija@º =@C. S tim

rezultatom se onda ulazi u jednad·zbu kojom se mo·ze dobiti derivacija̧ po

C prema

@¸
@Crs

=
1

¡ @Á
@¸

"

¸
@Á

@¥a
b

@¥a
b

@(Lp)c
d

@ºcd

@Crs
+

@Á

@¥a
b

@¥a
b

@Crs

¯
¯
¯
¯
explicit

#

: (5.108)
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gdje se@Á=@ḑobije u lokalnoj iteraciji iz izraza (5.83) i to se koristi se

zadnji rezultat u lokalnoj iteraciji. Taj rezultat zajedno s rezultatom jed-

nad·zbe (5.107) sada se treba uvrstiti u

@(Lp) i
j

@Ckl
=

@(Lp) i
j

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

@¸
@Crs

+
@(Lp) i

j

@ºab

¯
¯
¯
¯
explicit

@ºab

@Crs
; (5.109)

To je ujedno potreban izraz za derivaciju tenzora naprezanja zapisan jed-

nad·zbom (5.102), pomo¶cu koje se onda izra·cunava konzistentni tangentni

modul prema (5.100). Postupak izvoda konzistentnog tangentnog modula

jo·s je jednom ukratko prikazan u tablici 5.2

5.6 Materijalni parametri

Kako bi se numeri·cki rezultati izra·cunati pomo¶cu izvedenog algoritma mo-

gli usporedivati sa stvarnim rezultatima, potrebno je odrediti materijalne

konstante ®1 do ®12 kao i ¯ 1 do ¯ 9.

5.6.1 Elasti·cni materijalni parametri

Kada se pretpostavi da je stanje naprezanja jednako nuli tada mora vrijediti

da je C = 1 i C ¡ 1
p = 1, pa slijedi relacija

¥ jC = 1;C ¡ 1
p = 1=

3X

i =1

·
2

@Ã
@Ji

( i M e) + 4
@Ã

@Ji +3
( i M e)

¸

C = 1;C ¡ 1
p = 1

= 0 : (5.110)

Uz pomo¶c izraza (5.18) do (5.23) ova se jednad·zba mo·ze pisati na sljede¶ci

na·cin

2

8
>>><

>>>:

[®1 + ®4J1 + ®7J2 + ®8J3] (1M e)

[®2 + ®5J2 + ®7J1 + ®9J3] (2M e)

[®3 + ®6J3 + ®8J1 + ®9J2] (3M e)

9
>>>=

>>>;

+ 4

8
>>><

>>>:

®10(1M e)

®11(2M e)

®12(3M e)

9
>>>=

>>>;

= 0:
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Tablica 5.2: Numeri·cki algoritam konzistentnog elastoplasti·cnog tangentnog

modula kod anizotropnih materijala

C = 2
@S
@C

:
w
w
Ä

@S
@C

=
@C ¡ 1

@C
¥ + C ¡ 1 @¥

@C
w
w
Ä

w
w
Ä

@(C¡ 1)al

@(C) ij
(¥) l

b = ¡ (C¡ 1)ai (S) jb @¥
@C

=
@¥
@L p

@L p

@C
+

@¥
@C

¯
¯
¯
¯
explicit

w
w
Ä

@L p

@C
=

@L p

@¸

¯
¯
¯
¯
explicit

@¸
@C

+
@L p

@º

¯
¯
¯
¯
explicit

@º
@C

;

w
w
Ä

°
°
°

@¸
@C

=
1

¡ @Á
@¸

"

¸
@Á
@¥

@¥
@L p

@º
@C

+
@Á
@¥

@¥
@C

¯
¯
¯
¯
explicit

# w
w
w
w
Ä

@º
@C

=

"

1 ­ 1 ¡
@º
@¥

@¥
@L p

Ã
¸

¡ @Á
@¸

º
@Á
@¥

@¥
@L p

+ ¸ 1 ­ 1

!# ¡ 1

Ã
@º
@¥

@¥
@L p

º
1

¡ @Á
@¸

@Á
@¥

+
@º
@¥

!
@¥
@C

¯
¯
¯
¯
explicit
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Zahvaljuju¶ci tome ·sto su strukturni materijalni tenzori medusobno nezavisni

mogu se iz prethodnog dobiti tri skalarna izraza. Oni pokazuju meduzavisnost

konstanti.

®1 + ®4 + ®7 + ®8 + 2®10 = 0; (5.111)

®2 + ®5 + ®7 + ®9 + 2®11 = 0; (5.112)

®3 + ®6 + ®8 + ®9 + 2®12 = 0: (5.113)

Na taj na·cin je smanjen broj materijalnih konstanti s dvanaest na devet.

Kako je derivacija slobodne energije poCe linearna, uz pomo¶c tenzora

·cetvrtog reda ~H mo·ze se zapisati

2½0
@Ã
@Ce

=
1
2

~H (Ce ¡ 1): (5.114)

Ako se uzme u obzir simetri·cnost tenzoraCe i ~H , mo·ze se tenzor~H prikazati

kao matricaH veli·cine 6£ 6. Prema literaturi, npr. Lemaitre & Chaboche

[97], ona ima oblik

H =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1¡ º 23 º 32
E2E3¢

º 21 + º 31 º 23
E2E3¢

º 31 + º 21 º 32
E2E3¢ 0 0 0

º 12 + º 13 º 32
E3E1¢

1¡ º 31 º 13
E3E1¢

º 32 + º 31 º 12
E3E1¢ 0 0 0

º 13 + º 12 º 23
E1E2¢

º 23 + º 13 º 21
E1E2¢

1¡ º 12 º 21
E1E2¢ 0 0 0

0 0 0 G12 0 0

0 0 0 0 G13 0

0 0 0 0 0 G23

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; (5.115)

gdje je º ij Poissonov koe¯cijent za razli·cite materijalne osi,E i Youngov mo-

dul, Gij smi·cni modul, a ¢ je dan izrazom

¢ =
1 ¡ º 12º 21 ¡ º 23º 32 ¡ º 31º 13 ¡ 2º 12º 23º 31

E1E2E3
: (5.116)

Za ortotropne materijale moraju vrijediti sljede¶ce jednakosti

º 12

E1
=

º 21

E2
;

º 13

E1
=

º 31

E3
;

º 23

E2
=

º 32

E3
: (5.117)
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Ako se matricaH zapisana jednad·zbom (5.115) usporedi s izrazom (5.114),

mogu se odrediti materijalne konstante®1 do ®12 u smislu klasi·cne elasti·cne

teorije

®4 =
1
4

µ
1 ¡ º 23º 32

2E2E3¢
¡ G12 ¡ G13 + G23

¶
; (5.118)

®5 =
1
4

µ
1 ¡ º 31º 13

2E3E1¢
¡ G12 + G13 ¡ G23

¶
; (5.119)

®6 =
1
4

µ
1 ¡ º 12º 21

2E1E2¢
+ G12 ¡ G13 ¡ G23

¶
; (5.120)

®7 =
º 12 + º 13º 32

4E3E1¢
; (5.121)

®8 =
º 13 + º 12º 23

4E2E3¢
; (5.122)

®9 =
º 23 + º 13º 21

4E1E2¢
; (5.123)

®10 =
1
8

(G12 + G13 ¡ G23) ; (5.124)

®11 =
1
8

(G12 ¡ G13 + G23) ; (5.125)

®12 =
1
8

(¡ G12 + G13 + G23) : (5.126)

Kao ·sto se vidi ovdje nedostaju konstante®1, ®2 i ®3 koje se mogu odrediti

pomo¶cu jednad·zbi (5.111) do (5.113).

5.6.2 Neelasti·cni materijalni parametri

Kako bi se u potpunosti odredile evolucijske jednad·zbe, potrebno je odrediti

konstante materijala¯ 1 do ¯ 9 u jednad·zbama (5.66) do (5.72). To je naprav-

ljeno tako da su ti izrazi usporedeni s onima koji se mogu na¶ci uHill [65].

Da bi se mogla napraviti ta usporedba, potrebno je zapisati funkciju te·cenja

(5.34) u sljede¶cem obliku

dev¥ : P : dev¥ ¡ 1 = 0: (5.127)
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Materijalne konstante mogu se sada dobiti ako se tenzor ·cetvrtog redaP

usporedi sa drugom derivacijomÂ po tenzoru naprezanja dev¥ , koja je jed-

naka

@2Â

@(dev ¥)a
b@(dev ¥)k

l =
3X

i =1

n
2¯ i ( i M y)b

a( i M y) l
k+

¯ (i +6)

h
( i M y)b

k±a
l + ( i M y) l

a±k
b

i
+

3X

j =1

£
¯ (i + j +1)

h
( i M y) l

k( j M y)a
b + ( j M y) l

k( i M y)a
b

iio
; (5.128)

·sto se mo·ze zapisati u matri·cnom obliku kao

@2Â
@dev¥ @dev¥

=
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

2(¯ 1 + ¯ 7) ¯ 4 ¯ 5 0 0 0

¯ 4 2(¯ 2 + ¯ 8) ¯ 6 0 0 0

¯ 5 ¯ 6 2(¯ 3 + ¯ 9) 0 0 0

0 0 0 2(̄ 7 + ¯ 8) 0 0

0 0 0 0 2(̄ 7 + ¯ 9) 0

0 0 0 0 0 2(̄ 8 + ¯ 9)

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Treba napomenuti kako je ta matrica veli·cine 9£ 9, ali ona ima nulte ·clanove

za neke kombinacije posmi·cnih komponenti. Tako je na primjer veli·cina na

mjestu 1212 nula dok je na mjestu 1221 razli·cita od nule. Ako se izuzmu

redovi i stupci s nultim ·clanovima dobije se matrica 6£ 6. Kada se to

usporedi s Hillovom matricom, prema (3.4) do (3.9), tj.

P =
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1
¾y

11
2 ¡ 1

¾y
11

2 ¡ 1
¾y

22
2 + 1

¾y
33

2 ¡ 1
¾y

11
2 + 1

¾y
22

2 ¡ 1
¾y

33
2 0 0 0

¡ 1
¾y

11
2 ¡ 1

¾y
22

2 + 1
¾y

33
2

1
¾y

22
2

1
¾y

11
2 ¡ 1

¾y
22

2 ¡ 1
¾y

33
2 0 0 0

¡ 1
¾y

11
2 + 1

¾y
22

2 ¡ 1
¾y

33
2

1
¾y

11
2 ¡ 1

¾y
22

2 ¡ 1
¾y

33
2

1
¾y

33
2 0 0 0

0 0 0 1
¾y

12
2 0 0

0 0 0 0 1
¾y

13
2 0

0 0 0 0 0 1
¾y

23
2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;
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slijede izrazi za konstantē i

¯ 1 =
1

(¾y
11)2

¡
1
2

µ
1

(¾y
12)2

+
1

(¾y
13)2

¡
1

(¾y
23)2

¶
; (5.129)

¯ 2 =
1

(¾y
22)2

¡
1
2

µ
1

(¾y
12)2

¡
1

(¾y
13)2

+
1

(¾y
23)2

¶
; (5.130)

¯ 3 =
1

(¾y
33)2

¡
1
2

µ
¡

1
(¾y

12)2
+

1
(¾y

13)2
+

1
(¾y

23)2

¶
; (5.131)

¯ 4 = ¡
µ

1
(¾y

11)2
+

1
(¾y

22)2
¡

1
(¾y

33)2

¶
; (5.132)

¯ 5 = ¡
µ

1
(¾y

11)2
¡

1
(¾y

22)2
+

1
(¾y

33)2

¶
; (5.133)

¯ 6 = ¡
µ

¡
1

(¾y
11)2

+
1

(¾y
22)2

+
1

(¾y
33)2

¶
; (5.134)

¯ 7 =
1
2

µ
1

(¾y
12)2

+
1

(¾y
13)2

¡
1

(¾y
23)2

¶
; (5.135)

¯ 8 =
1
2

µ
1

(¾y
12)2

¡
1

(¾y
13)2

+
1

(¾y
23)2

¶
; (5.136)

¯ 9 =
1
2

µ
¡

1
(¾y

12)2
+

1
(¾y

13)2
+

1
(¾y

23)2

¶
; (5.137)

gdje su¾y
11, ¾y

22, ¾y
33, ¾y

12 ,¾y
13 i ¾y

23 eksperimentalne vrijednosti za normalne i

posmi·cne granice te·cenja u smjerovima 1, 2 i 3.

5.7 Vrtlo·znost kod plasti·cnih materijala

Va·zno je upozoriti na razliku izmedu plasti·cne vrtlo·znosti ( plastic spin)

koji omogu¶cuje opisivanje promjena smjera glavnih pravaca materijala i vr-

tlo·znosti plasti·cnih materijala ( plastic material spin) koja ozna·cava antisi-

metri·cni dio _Fp F ¡ 1
p . Vi·se o tome mo·ze se na¶ci uDafalias [114]. Ovdje je

razmatrana vrtlo·znost plasti·cnih materijala.

Cilj ovog odjeljka je utvrditi postoji li utjecaj vrtlo·znosti plasti·cnih ma-

terijala na prethodno izlo·zenu formulaciju anizotropnog materijalnog modela
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tj. potrebno je utvrditi sadr·zi li izraz za neelasti·cni gradijent deformiranja

L p (5.75) nepotrebne dijelove koji nemaju utjecaj na disipacijsku funkciju.

Izraz za snagu naprezanja (5.1) uz pomo¶c jednad·zbe (4.18) u trenutnoj

kon¯guraciji mo·ze se zapisati kao

¿ : l = ¿ : le + ¿ : lp : (5.138)

Samo drugi ·clan na desnoj strani prethodnog izraza radi doprinos disipacij-

skoj funkciji. Doprinos disipacijskoj funkciji u referentnoj kon¯guraciji prema

jednad·zbama (4.16) i ( 4.74) iznosi

¿ : lp = ¥ : L p : (5.139)

Prema de¯niciji, u odjeljku 2.3.2, ¿ je simetri·can tenzor, dok ¥ to nije.

Budu¶ci da je umno·zak simetri·cnog i antisimetri·cnog tenzora jednak nuli,

samo ¶ce simetri·cni diolp dati doprinos disipacijskoj funkciji. Antisimetri·cni

dio neelasti·cnog gradijenta deformiranja u trenutnoj kon¯guraciji

wp =
1
2

(lp ¡ lT
p ); (5.140)

nema nikakav utjecaj na disipacijsku funkciju jer je¿ : wp = 0. Ovdje wp

ujedno ozna·cava vrtlo·znost plasti·cnih materijala.

Prethodno iznesena formulacija anizotropnog materijalnog modela na-

pravljena je u referentnoj kon¯guraciji i koristi se Eshelbyjev tenzor napreza-

nja i njemu pripadaju¶ci neelasti·cni gradijent deformiranja u referentnoj kon-

¯guraciji L p . Prema izrazu (4.17) L p je dobiven prijenosom unazad veli·cine

lp . Stoga, ako antisimetri·cni dio wp nema utjecaj na disipacijsku funkciju,

ne smije ga imati niti veli·cina W p koja se dobije prijenosom unazad veli·cine

wp

W p = F ¡ 1wp F =
1
2

(L p ¡ C ¡ 1L T
p C) : (5.141)



POGLAVLJE 5. ANIZOTROPNI MATERIJALNI MODEL 117

tj. mora vrijediti ¥ : W p = 0. Kao ·sto se vidi u (5.141) to nije jednostavno

antisimetri·cni dio od L p ve¶c on ima sli·cnu strukturu onoj koja se mo·ze na¶ci

u izrazu za transponirani Eshelbyjev tenzor naprezanja

¥ T = C ¡ 1¥C : (5.142)

Tada su dijelovi koji utje·cu na disipaciju dani izrazom

¿ :
1
2

(lp + lT
p ) = ¥ :

1
2

(L p + C ¡ 1L T
p C) : (5.143)

U skladu s gore izlo·zenim mo·ze se provjeriti doprinosi liL p , odreden

jednad·zbom (5.75), disipaciji tj. potrebno je odrediti veli·cinu W p i ona mora

biti jednak nuli. Tenzor W p , prema (5.141), mo·ze se dobiti iz jednad·zbe

(5.75), tj.

W p = ®dev
3X

i =3

£
2¯ i I i

¡
( i M y ) ¡ C( i M y )C ¡ 1

¢
+ ¯ (i +6)

¡
C ¡ 1(dev¥ )C( i M y )

+( i M y )C ¡ 1(dev¥ )C ¡ (dev¥ )C( i M y )C ¡ 1 ¡ C( i M y )C ¡ 1(dev¥ )
¢

+
1
2

3X

j =1

¯ (i + j +1)

¡
( i M y )I j + I i ( j M y ) ¡ I j C( i M y )C ¡ 1 ¡ I i C( j M y )C ¡ 1

¢
#

za i 6= j: (5.144)

O·cito je da taj izraz nije jednak nuli.

Mo·ze se zaklju·citi da izabrana funkcija te·cenja daje izraz za neelasti·cni

dio gradijenta deformiranja koji ima svoj doprinos na vrtlo·znost plasti·cnog

materijala. Stoga se javlja potreba de¯niranja neelasti·cnog gradijenta koji

ne¶ce utjecati na pojavu vrtlo·znosti. Prvi korak bi bio odredivanje novih

invarijanti koje ·cine funkciju te·cenja. Tako bi invarijante ( 5.54) do (5.55) u

skladu s izrazom (5.141) trebale glasiti

Î i =
1
2

tr
£
( i M y )(dev ¥ ) + ( i M y )C ¡ 1(dev¥ )C

¤
; (5.145)

Î i +3 =
1
2

tr
£
( i M y )(dev ¥ )2 + ( i M y )C ¡ 1(dev¥ )2C

¤
; (5.146)
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gdje je i = 1; 2; 3. Istim razmatranjem kao u odjeljku5.3slijedi izraz za ekvi-

valentno naprezanje ^Â(Î i ; Î i +3 ), i = 1; 2; 3 i neelasti·cni gradijent deformiranja

L p =
®
2

dev
3X

i =1

·
@Â

@̂I i

¡
( i M y ) + C ¡ 1( i M y )C

¢

+
@̂Â

@̂I i +3

¡
( i M y )(dev ¥ )T + (dev ¥ )T ( i M y )

+ C ¡ 1( i M y )C(dev¥ )T + (dev ¥ )T C ¡ 1( i M y )C
¢¤

: (5.147)

koji se uz pomo¶c jednad·zbe (5.142) mo·ze zapisati kao

L p =
®
2

dev
3X

i =1

·
@Â

@̂I i

¡
( i M y ) + C ¡ 1( i M y )C

¢

+
@Â

@̂I i +3

¡
( i M y )C ¡ 1(dev¥ )C + C ¡ 1(dev¥ )C( i M y )+

C ¡ 1( i M y )(dev ¥ )C + C ¡ 1(dev¥ )( i M y )C
¢¤

: (5.148)

Ovdje se odmah vidi da je zadovoljen uvjet

L p ¡ C ¡ 1L T
p C = 0 ; (5.149)

koji je potreban kako bi se modelirala funkcija te·cenja bez pojave vrtlo·znosti

plasti·cnih materijala. Ako se taj izraz usporedi s onim dobivenim u prvotnoj

formulaciji

L p = ®dev
3X

i =1

·
@Â

@̂I i

( i M y ) +
@Â

@̂I i +3

¡
( i M y )(dev ¥ )T + (dev ¥ )T ( i M y )

¢
¸

:

(5.150)

vidi se razlika u slo·zenosti i pojava ovisnosti zakona te·cenja o veli·ciniC. Kada

zakon te·cenjaÂ ovisi samo o tenzoru naprezanja¥ (formulacija s uklju·cenom

vrtlo·zno·s¶cu) tada invarijante I i i I i +3 uz pomo¶c konstitutivnih jednad·zbi

(5.27) ovise o umno·scima tr [M (CC ¡ 1
p )]; tr [ M (CC ¡ 1

p )2]. S druge strane,

kada Â ovisi i o C (formulacija bez pojave vrtlo·znosti) tada su invarijante



POGLAVLJE 5. ANIZOTROPNI MATERIJALNI MODEL 119

ovisne o simetri·cnim argumentima tr [M (CC ¡ 1
p + C ¡ 1

p C)], tr f M [(CC ¡ 1
p )2 +

(C ¡ 1
p C)2]g. Name¶ce se zaklju·cak da ovisnost invarijanti koje ·cine funkciju

te·cenja o C utje·ce samo na to da one budu gradene od simetri·cnih veli·cina.

S numeri·ckog stajali·sta mnogo je jednostavnije raditi formulaciju kod

koje izrazi nemaju dodatnu ovisnost oC, kao ·sto je bilo i u·cinjeno u ovom

poglavlju. Ovdje je pokazano da neelasti·cni gradijent deformiranja utje·ce

na pojavu vrtlo·znosti plasti·cnog materijala. No, ona se odnosi samo na

anizotropno pona·sanje materijala, dok kod izotropnih materijala is·cezava.

Va·zno je spomenuti, iako vrtlo·znost plasti·cnih materijala nema utjecaj na

disipacijsku funkciju, ona ipak utje·ce na odredivanje Fp . Samim tim utje·ce

na izraze za tenzore deformiranosti i naprezanja.



Poglavlje 6

Kona·cni element za analizu

ljuskastih konstrukcija

U ovom poglavlju opisan je ljuskasti kona·cni element u koji su na razini

to·cke integracije ugradeni materijalni modeli izvedeni u poglavljima4 i 5.

Izlo·zene su samo osnovne relacije teorije ljusaka i formulacije kona·cnog ele-

menta, a detaljan opis se mo·ze na¶ci u radovimaSansour [115], Sansour

& Kollmann [23] i Sansour & Wagner [26].

U prvom odjeljku dane su osnovne relacije teorije ljusaka koje omogu¶cuju

primjenu trodimenzijskih konstitutivnih zakona. Prvo su prikazane osnovne

kinematske veli·cine, a nakon toga je opisano deformiranje ljuske. Na kraju

je prikazan princip virtualnih pomaka iz kojeg se izvode jednad·zbe kona·cnog

elementa.

Drugi odjeljak odnosi se na izoparametarsku formulaciju ljuskastog ko-

na·cnog elementa. To je element s ·cetiri ·cvora, a svaki ·cvor ima po sedam

stupnjeva slobode. Radi uklanjanja nepo·zeljnihlocking efekata koristi se

enhanced strainformulacija.

120



POGLAVLJE 6. FORMULACIJA KONA ·CNOG ELEMENTA 121

6.1 Osnovne relacije u teoriji ljusaka

Prikazane su osnovne relacije ljuskastog kontinuuma u trodimenzijskom Euk-

lidovom prostoru. Kod opisivanja ljuske u obzir se uzima promjena debljine

kori·stenjem kvadratne funkcije pomaka, odnosno mogu¶ce je prikazati line-

arnu promjenu deformacija po debljini ljuske. Taj opis ljuskastog kontinu-

uma omogu¶cuje primjenu trodimenzijskog konstitutivnog zakona na ljuskaste

elemente. Za prikaz deformacija koristi se desni Cauchy-Greenov tenzor de-

formiranosti. Svi izvedeni izrazi mogu se koristiti pri modeliranju velikih

elastoplasti·cnih deformacija. Za opis kuteva zakreta ne koristi se vektor

zakreta (rotation vector) ve¶c vektor zakreta normale (di®erence vector) ·sto

znatno pojednostavljuje formulaciju, a ne utje·ce na njenu to·cnost.

6.1.1 Opis ljuskastog kontinuuma

Ljuskasti kontinuum opisuje se sa srednjom plohomM koja je ujedno i re-

ferentna povr·sina ljuske B. Ona se nalazi u trodimenzijskom Euklidovom

prostoru i opisana je pomo¶cu vektora polo·zajaX 2 B koji je funkcija krivo-

linijskih koordinata µi , prema slici6.1,

X = X (µ1; µ2): (6.1)

U skladu s tim osnovni vektori u referentnoj kon¯guraciji zadani su kao

G i = X ;i : (6.2)

Ovdje vrijedi G i ¢G j = ±j
i . Potrebno je napomenuti da su derivacije po

koordinati µi ozna·cene s zarezom. Metri·cki tenzori (metric tensors) dani su

kao skalarni produkt osnovnih vektora

Gij = G i ¢G j : (6.3)
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Koordinata µ3 je okomita naM , a debljina ljuske zadana je sz 2 [¡ h=2; h=2],

h 2 R. Vektori na tangencijalnu povr·sinu na nedeformiranoj referentnoj

kon¯guraciji su A ®(® = 1; 2), a vektor okomit na povr·sinu M ozna·cen je s

N , gdje je N ¢A ® = 0. Vrijedi relacija A ® = G®jz=0 .

Slika 6.1: Geometrija ljuskastog kontinuuma

Ljuskasti kontinuum u trenutnoj kon¯guraciji mo·ze se opisati premaSan-

sour & Kollmann [23] sa sljede¶cim izrazom,

x(µ®; z) = x0(µ®) + ( z + z2Â(µ®))a3(µ®); (6.4)

gdje je x0 vektor polo·zaja srednje plohe ljuske. Jednad·zba (6.4) izabrana je

tako da omogu¶ci linearnu razdiobu deformacija po debljini.·Clan Â ozna·cava

linearno promjenjiv dio ·sto omogu¶cuje primjenu trodimenzijskog konstitutiv-

nog zakona.
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Na sli·can na·cin kao i za referentno stanje mogu se odrediti osnovni vektori

gi = x ;i ; (6.5)

gdje vrijedi gi ¢gj = ±j
i . Produktom osnovnih vektora dobiju se metri·cki

tenzori

gij = gi ¢gj : (6.6)

Metri·cki tenzor predstavlja prvi osnovni tenzor teorije povr·sina. Osnovni

vektori srednje plohe na deformiranoj kon¯guraciji ozna·ceni su sa® i a3, pri

·cemu vrijedi a3 ¢a® 6= 0 i ja3j 6= 1. U skladu s prethodnim jednad·zbama

vrijedi a® = g®jz=0 .

Drugi osnovni tenzor teorije povr·sina koji se jo·s naziva i tenzor zakriv-

ljenosti (curvature tensor) na nedeformiranoj referentnoj povr·sini zadan je

s

B®¯ = ¡ A ® ¢N ;¯ : (6.7)

Veza osnovnih vektora za neku proizvoljnu to·cku ljuskastog kontinuuma s

osnovnim vektorima srednje povr·sine dana je pomo¶cu tenzora ljuske (shifter

tensor). On je odreden sljede¶com relacijom

¹ = 1 ¡ zB : (6.8)

U skladu s tim, osnovni vektori u referentnoj kon¯guraciji se mogu pisati kao

G® = A ® + zN ;® = ( 1 ¡ zB)A ® = ¹ A ®; G® = ¹ ¡ 1A ®; G3 = N : (6.9)

Iz (6.4) i ( 6.5) slijede osnovni vektori u trenutnoj kon¯guraciji

g® =
@x0

@µ®
+ ( z + z2Â)

@a3

@µ®
+ z2 @Â

@µ®
a3 = a® + ( z + z2Â)a3;® + z2Â;®a3;

(6.10)

g3 =(1 + 2 zÂ)a3: (6.11)
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6.1.2 Pomaci i deformacije ljuskastog kontinuuma

Gradijent deformiranja dobije se tenzorskim produktom osnovnih vektora

F = gi ­ G i ; (6.12)

pa u skladu s tim iz jednad·zbi (6.9), (6.10) i ( 6.11) slijedi

F = g® ­ G® + g3 ­ N

= a® ­ G® + [( z + z2Â)a3;® + z2Â;®a3] ­ G® + (1 + 2 zÂ)a3 ­ N : (6.13)

Kako bi se izraz za gradijent deformiranja mogao sa·zeto zapisati uvode se

odredene oznake. Tako je gradijent deformiranja za srednju povr·sinuF0 =

Fjz=0 odreden s izrazom

F0 = a® ­ A ® + a3 ­ N ; (6.14)

gdje moraju vrijediti relacije a® = F0A ®, a3 = F0N . Nadalje, uvode se

sljede¶ce oznake

b = a3;® ­ A ® + 2Âa3 ­ N ; (6.15)

c = ( Âa3;® + Â;®a3) ­ A ®; (6.16)

pa se u skladu s tim oznakama izraz za gradijent deformiranja mo·ze zapisati

kao

F = ( F0 + zb + z2c)¹ ¡ 1: (6.17)

Deformiranje ljuskastog kontinuuma mogu¶ce je opisati pomo¶cu pomaka

srednje ploheu0 i vektora zakreta normalew. Prema slici6.1 za njih vrijedi

u0 : = x0 ¡ X 0; (6.18)

w : = a3 ¡ N ; (6.19)
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gdje X 0 odreduje referentnu kon¯guraciju srednje plohe. Ako se to uvrsti u

izraze (6.14) do (6.16) slijedi

F0 = ( A ® + u0
;®) ­ A ® + ( N + w) ­ N ; (6.20)

b = ¡ B + w ;® ­ A ® + 2Â(N + w) ­ N ; (6.21)

c = ¡ ÂB + [ Âw ;® + Â;®(N + w)] ­ A ®: (6.22)

Uz pomo¶c (6.17) desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranostiC = FT F

mo·ze se zapisati kao

C = ¹ ¡ T [F0T
F0 + z(F0T

b + bT F0) + z2(bT b + F0T
c + cT F0)

+ z3(bT c + cT b) + z4cT c]¹ ¡ 1: (6.23)

Uz sljede¶ce de¯nicije

C0 = F0T
F0; (6.24)

K = F0T
b + bT F0; (6.25)

slijedi izraz za desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti prema (6.23)

C = ¹ ¡ T [C0 + zK + ¢ ¢ ¢]¹ ¡ 1: (6.26)

Uz pretpostavku tankih ljusaka, u prethodnom izrazuC0 i K uzimaju se

dominantnima u odnosu na ostale ·clanove koji se onda mogu zanemariti.

Izrazi (6.24) i ( 6.25) mogu se zapisati na sljede¶ci na·cin

C0 = C®¯ A ¯ ­ A ® + C3®A ® ­ N + C®3N ­ A ® + C33N ­ N ; (6.27)

K = K ®¯ A ¯ ­ A ® + K 3®A ® ­ N + K ®3N ­ A ® + K 33N ­ N ; (6.28)
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gdje su pojedine komponente jednake

C®¯ = A®¯ + A ¯ ¢u0
;® + A ® ¢u0

;¯ + u0
;® ¢u0

;¯ ); (6.29)

C®3 = N ¢u0
;® + A ® ¢w + u0

;® ¢w; (6.30)

C3® = C®3; (6.31)

C33 = 1 + 2 N ¢w + w ¢w; (6.32)

K ®¯ = B®¯ + 2
¡©

N ;® ¢u0
;¯ + N ;¯ ¢u0

;® + A ® ¢w ;¯ + A ¯ ¢w ;®+ (6.33)

u0
;® ¢w;¯ + u0

;¯ ¢w;®
ª¢

;

K ®3 = ( N ;® ¢w + N ¢w ;® + w ¢w ;®) + 2Â(A ® ¢w + N ¢u0
;® + w ¢u0

;®);

(6.34)

K 33 = 4Â(1 + 2N ¢w + w ¢w): (6.35)

6.1.3 Varijacijska formulacija

Princip virtualnih pomaka slijedi iz potencijalne energije ¦ i za op¶ci trodi-

menzijski slu·caj glasi

±¦ =
Z

B

1
2

S : ±C dV ¡
Z

B
f ¢±x dV ¡

Z

@B
t ¢±x dS = 0; (6.36)

gdje suf i t volumenske i povr·sinske sile,S je drugi Piola-Kirchho®ov tenzor

naprezanja, dV = ¹ dAdz, ¹ ozna·cava det¹ , i dA elementarnu povr·sinu sred-

nje plohe zadanu kao dA =
p

Adµ1dµ2; A = det( A®¯ ). Ljuskasti kontinuum

omeden je s gornjom plohom@B+ , donjom plohom@B¡ i rubom ljuske @Bs.

U skladu s tim vrijede oznake¹ + = ¹ jz= h=2, ¹ ¡ = ¹ jz= ¡ h=2 i ¹ s za rub ljuske

kao i za elementarne povr·sine dS+ = ¹ + dA; dS¡ = ¹ ¡ dA i dSs = ¹ sdzds.

Virtualni rad vanjskog optere¶cenja zapisan je kao

±Wext :=
Z

B
f ¢±x dV +

Z

@B
t ¢±x dS: (6.37)



POGLAVLJE 6. FORMULACIJA KONA ·CNOG ELEMENTA 127

Vanjsko optere¶cenje mo·ze se prikazati za gornju i donju plohu

p : =
Z h=2

¡ h=2
f ¹ dz + ¹ + t + + ¹ ¡ t ¡ ; (6.38)

l : =
Z h=2

¡ h=2
zf ¹ dz +

h
2

¹ + t + ¡
h
2

¹ ¡ t ¡ ; (6.39)

q : =
Z h=2

¡ h=2
z2f ¹ dz +

h2

4
¹ + t + +

h2

4
¹ ¡ t ¡ ; (6.40)

kao i za rub ljuske

ps : =
Z h=2

¡ h=2
t s¹ s dz; (6.41)

ls : =
Z h=2

¡ h=2
zt s¹ s dz; (6.42)

qs : =
Z h=2

¡ h=2
z2t s¹ s dz; (6.43)

U skladu s prethodnim izrazima za vanjsko optere¶cenje ljuske i pomo¶cu re-

lacije (6.4) slijedi oblik virtualnog rada vanjskog optere¶cenja

±Wext =
Z

M

£
p ¢±x0 + ( l + Âq) ¢±a3 + ( q ¢a3)±Â

¤
dA +

Z

@M

£
ps ¢±x0 + ( l

s
+ Âqs) ¢±a3 + ( qs ¢a3)±Â

¤
ds: (6.44)

U prethodnom izrazu prvi integral predstavlja virtualni rad vanjskog op-

tere¶cenja na gornjoj i donjoj plohi dok drugi integral predstavlja virtualni

rad na rubnoj plohi. Kao ·sto se mo·ze zamijetiti dobije se dvodimenzijski

oblik rada vanjskih sila.

Za formulaciju virtualnog rada unutarnjih sila ±Wint koristi se izraz

S = C ¡ 1¥ ; (6.45)

jer je neelasti·cni konstitutivni model, kao ·sto je pokazano u poglavljima4 i

5, izveden pomo¶cu Eshelbyjeva tenzora naprezanja¥ . Prijenos unazad (pull
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back) tenzora S pomo¶cu¹ na srednju povr·sinu glasi

S0 = ¹ ¡ 1C ¡ 1¥ ¹ ¡ T : (6.46)

Tenzor S0 je jo·s uvijek funkcija varijable z. Vektori unutarnjih sila i mome-

nata zadani su izrazima

n : =
Z + h=2

¡ h=2

1
2

S0 ¹ dz (6.47)

m : =
Z + h=2

¡ h=2

z
2

S0 ¹ dz; (6.48)

uz pomo¶c kojih slijedi princip virtualnih pomaka prema (6.36)

±¦ =
Z

M

£
n : ±C0 + m : ±K

¤
dA¡

Z

M

£
p ¢±x0 + ( l + Âq) ¢±a3 + ( q ¢a3)±Â

¤
dA¡

Z

@M

£
ps ¢±x0 + ( l

s
+ Âqs) ¢±a3 + ( qs ¢a3)±Â

¤
ds = 0: (6.49)

Prvi integral odnosi se na virtualni rad unutarnjih sila i momenata dok drugi

i tre¶ci ·clan prikazuju virtualni rad vanjskog optere¶cenja ve¶c prikazan izrazom

(6.44). Za tanke ljuske ·clanovi Âq ¢±a3; q ¢a3±Âu (6.49) mogu se zanemariti

po·sto su ve¶ceg reda. Zbog vrlo slo·zene strukture integrali zadani izrazima

(6.47) i ( 6.48) ra·cunaju se numeri·cki.

6.2 Formulacija kona·cnog elementa

Geometrijske veli·cine koje opisuju plohu ljuske (veli·cineB®¯ ;
p

A) se to·cno

ra·cunaju u svakoj to·cki integracije. Prirodne koordinate koje opisuju povr·sinu

ljuske su preslikane na jedini·cni element pomo¶cu bilinearne transformacije.

Jacobijeva matrica izvedena je za sredi·ste elementa i koristi se za sve to·cke

integracije. Izvedeni kona·cni element ima ·cetiri ·cvora. Svaki ·cvor ima sedam
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stupnjeva slobode, a to su tri komponente vektora pomakau, tri komponente

vektora zakreta normalew i parametar koji opisuje promjenu debljine ljuske

Â.

6.2.1 Jednad·zba kona·cnog elementa

Geometrija ljuskastog elementa pomo¶cu metode kona·cnih elemenata opisuje

se diskretiziranjem srednje plohe ljuskeM u nel elemenata. U skladu s tim

vrijedi

M ¼ M h =
nel[

e=1

M h
e; (6.50)

za koje vrijedi M h
e1 \ M h

e2 = ; gdje je e1; e2 2 [1; nel]. Ovdje h predstavlja

aproksimiranu vrijednost. Za prikaz povr·sineM h
e pomo¶cu kona·cnih eleme-

nata koristi se jedini·cni kvadrat ' ¤ ' prikazan preko normiranih koordinata

¤ := ( »; ´) 2 [¡ 1; +1] £ [¡ 1; +1] : (6.51)

Koordinate µ® zamijenjene su prirodnim koordinatamá i ». Za aproksimi-

ranje geometrije ljuske i polja pomaka kori·stene su Lagrangeove bilinearne

funkcije oblika

NA (»; ´) =
1
4

(1 + »»A )(1 + ´´ A ): (6.52)

Pri opisivanju neke vektorske veli·cines(µ®) = si (µ®)ei vrijedi

s(µ®) ¼ s(»; ´) =
nX

A=1

NA (»; ´)sA ; (6.53)

gdje indeksA predstavlja vrijednost veli·cine u ·cvorovima elementa, a indeks

n ozna·cava broj ·cvorova. Veli·cine prikazane u odjeljku6.1 mogu se prikazati

u pribli·znom obliku prilago denom za upotrebu u metodi kona·cnih elemenata:

² polo·zaj to·cke na srednjoj plohi nedeformirane ljuske

X 0 ¼ X 0
h =

nX

A=1

NA (»; ´)X 0
A ; (6.54)
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² polo·zaj to·cke na srednjoj plohi deformirane ljuske

x0 ¼ x0
h =

nX

A=1

NA (»; ´)x0
A ; (6.55)

² osnovni vektori srednje nedeformirane plohe

(A i )h =
nX

A=1

NA;i X 0
A ; (6.56)

² osnovni vektori srednje deformirane plohe

(ai )h =
nX

A=1

NA;i x0
A ; (6.57)

² vektor pomaka

u0
h =

nX

A=1

NA (»; ´)(x0
A ¡ X 0

A ) =
nX

A=1

NA (»; ´)u0
A ; (6.58)

² vektor zakreta normale

wh =
nX

A=1

NA; 3(x0
A ¡ X 0

A ) =
nX

A=1

NA; 3u0
A ; (6.59)

² kinemati·cka varijabla koja opisuje promjenu debljine deformirane ljuske

Âh =
nX

A=1

NA ÂA (6.60)

6.2.2 Enhanced strain funkcional

Kako bi se eliminirali ne·zeljeni locking efekti, vi·se o njima mo·ze se na¶ci u

radovima Klinkel [2] i Eckstein [116], kori·sten je enhanced strainkon-

cept, ve¶c prije predstavljen u raduSimo & Rifai [117]. U ovom elementu

'poja·cava' se (enhanced) tenzor deformiranosti. U skladu s tim razmatran je

sljede¶ci funkcional

1
2

Z

B
(C + C i )¡ 1¥ : ±(C + C i ) dV ¡

Z

B
f ¢±x dV ¡

Z

@B
t ¢±x dS = 0; (6.61)
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gdje jeC i enhanced strainfunkcija. Ako se uzme daC i ne ovisi o pomacima

vrijedi

1
2

Z

B

(C + C i )¡ 1¥ : ±CdV ¡
Z

B

f ¢±u dV ¡
Z

@B0

t ¢±udS = 0 (6.62)

i
1
2

Z

B

(C + C i )¡ 1¥ : ±C i dV = 0 : (6.63)

Veli·cina C i ima oblik C i = ¹ ¡ T C0i
¹ ¡ 1 gdje C0i

ne ovisi oz. Redukcija na

dvodimenzijski slu·caj napravljena je na isti na·cin kao u izrazima (6.38) do

(6.49)
Z

M
(n : ±C0 + m : ±K ) dA ¡

Z

M

£
p ¢±x0 + ( l + Âq) ¢±a3 + ( q ¢a3)±Â

¤
dA

¡
Z

@M

£
ps ¢±x0 + ( l

s
+ Âqs) ¢±a3 + ( qs ¢a3)±Â

¤
ds = 0; (6.64)

Z

M
n : ±C0 i

dA = 0; (6.65)

gdje su vektori unutra·snjih sila i momenata zadani s

n : =
Z + h=2

¡ h=2
S¹ dz ; (6.66)

m : =
Z + h=2

¡ h=2
zS¹ dz: (6.67)

Interpolacijske funkcije zaC i uzete su u sljede¶cem obliku, premaSan-

sour & Kollmann [23],

C i
11(»; ´) = C1» + C2»´; (6.68)

C i
22(»; ´) = C3´ + C4»´; (6.69)

C i
33(»; ´) = C5» + C6´ + C7»´; (6.70)

C i
12(»; ´) = C8» + C9´ + C10»´; (6.71)

C i
13(»; ´) = C11» + C12»´; (6.72)

C i
23(»; ´) = C13´ + C14»´: (6.73)
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Kao ·sto se vidi veli·cine C i
11::::C

i
23 su komponenteC0 i

zadane s obzirom na

sustavA i . Uvodenjem interpolacijskih funkcija za pomake kao i zaenhanced

deformacije u izraze (6.64) i ( 6.65) dobije se sustav dvije nelinearne algebarske

jednad·zbe. Polje enhanceddeformacija pretpostavlja se diskontinuirano po

elementu, a eliminira se na razini elementa.

Linearizacija jednad·zbi (6.64) i ( 6.65) napravljena je numeri·cki. Tan-

gentni operatori C dani su izrazom (4.130) za izotropni materijalni model i

(5.99) za anizotropni materijalni model. Linearizacija izraza (6.64) i ( 6.65)

daje sljede¶ce izraze

D[±¦] ¢(¢ u; ¢ C0i ) =
Z

M
[¢ n : ±C0 + ¢ m : ±K ]dA

=
Z

M

n
[C0(¢ C0 + ¢ C0 i

) + C1¢ K ] : ±C0

+[ C1¢( C0 + C0 i
) + C2¢ K ] : ±K

o
dA; (6.74)

D[±¦] ¢(¢ u; ¢ C0i ) =
Z

M
¢ n : ±C0 i

d¾

=
Z

M

³
[C0(¢ C0 + ¢ C0 i

) + C1¢ K ] : ±C0 i
´

dA: (6.75)

Ovdje vrijede sljede¶ce relacije

(C0) ijkl : =
Z + h=2

¡ h=2
(¹ ¡ 1) i

a(¹ ¡ T ) j
b(C)abrs(¹ ¡ 1)k

r (¹ ¡ T ) l
s ¹ dz; (6.76)

(C1) ijkl : =
Z + h=2

¡ h=2
z (¹ ¡ 1) i

a(¹ ¡ T ) j
b(C)abrs(¹ ¡ 1)k

r (¹ ¡ T ) l
s ¹ dz; (6.77)

(C2) ijkl : =
Z + h=2

¡ h=2
z2 (¹ ¡ 1) i

a(¹ ¡ T ) j
b(C)abrs(¹ ¡ 1)k

r (¹ ¡ T ) l
s ¹ dz: (6.78)

Integrali u (6.76) do (6.78) zbog slo·zene strukture ra·cunaju se numeri·cki.

Jednad·zbe (6.54) do (6.60) koriste se pri diskretizaciji varijacijskog pro-

blema (6.64). Izvedene su na razini kona·cnog elementa i primjenjuju se na

globalnoj razini, te tvore sustav jednad·zbi. Linearizacijom tog sustava izvodi



POGLAVLJE 6. FORMULACIJA KONA ·CNOG ELEMENTA 133

se linearizirana jednad·zba kona·cnih elemenata

K T ¢ u = fext ¡ f int (6.79)

gdje K T predstavlja matricu krutosti, fext vektor vanjskih sila, a f int vektor

unutarnjih sila. Inkrement ¢ u ima sedam komponenti (3 pomaka, 3 zakreta

i veli·cina koja opisuje promjenu debljine ljuske), slika6.2

¢ uT = [¢ u1 ¢ u2 ¢ u3 ¢ w1 ¢ w2 ¢ w3 ¢ Â] (6.80)

Linearizirana jednad·zba kona·cnog elementa rje·sava se inkrementalno - itera-

tivnim postupcima.

Slika 6.2: ·Cetvero·cvorni ljuskasti kona·cni element s 28 stupnjeva slobode



Poglavlje 7

Numeri·cki primjeri

U·cinkovitost izvedenih algoritama za modeliranje procesa deformiranja uz

pretpostavku velikih elastoplasti·cnih deformacija ispitana je na nizu nu-

meri·ckih primjera. Kao ·sto je ve¶c spomenuto u prethodnom poglavlju, nu-

meri·cki algoritmi su ugradeni na razini to·cke integracije u programski kod

za ljuskasti kona·cni element. Taj element razvio je Prof. Dr.-Ing. Carlo

Sansour, a detaljno je opisan u radovimaSansour & Kollmann [23] i

Sansour & Wagner [26]. Ovo poglavlje podijeljeno je na dva dijela: dok

se u odjeljku 7.1 razmatraju razni numeri·cki primjeri elastoplasti·cnog de-

formiranja konstrukcija sa·cinjenih od izotropnih materijala, u odjeljku 7.2

napravljen je prora·cun konstrukcija od anizotropnih materijala. Navede-

nim primjerima pokazana je to·cnost izvedenih materijalnih modela. Posebna

pa·znja posve¶cena je utvrdivanju to·cnosti opisivanja mehanizama o·cvr·s¶cenja

(primjeri 7.1.1, 7.2.1, 7.2.2) kao i u·cinkovitost materijalnog modela kod pro-

blema velikih pomaka i rotacija za razli·cite geometrije (primjeri7.1.4, 7.1.5,

7.1.6). Takoder je pokazana u·cinkovitost numeri·ckog algoritma za anizo-

tropne materijale za razli·cite geometrije ljuski, ali i za razli·cite orijentacije

ortotropnih materijalnih osi (primjeri 7.2.4, 7.2.5, 7.2.3 i 7.2.6).

134
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7.1 Elastoplasti·cno deformiranje izotropnih

materijala

7.1.1 Jednoosno optere¶cena membrana

U prvom primjeru modelirano je jednoosno optere¶cenje membrane uz upo-

trebu mehanizama nelinearnog izotropnog i u ovom radu izvedenog kine-

mati·ckog o·cvr·s¶cenja. Ovaj primjer je napravljen kako bi se ispitala to·cnost

opisivanja navedenih mehanizama o·cvr·s¶cenja. Tanka kvadratna plo·ca, pri-

kazana slikom 7.1, optere¶cena je linijskim optere¶cenjem promjenjive am-

plitude zadane prema slici7.2. Zbog simetri·cnosti plo·ce i optere¶cenja u

prora·cunskom modelu koristi se samo ·cetvrtina plo·ce koja je diskretizirana

jednim kona·cnim elementom. U prora·cunu se koristi materijal koji ima pa-

rametre prikazane na slici7.1

Materijalni parametri :

E = 210000 MPa,º = 0; 3,
¾Y = 240 MPa,
H = 800 MPa, c = 800 MPa,
q± = 0; 01 N/mm

Slika 7.1: Jednoosno optere ¶cena membrana : geometrija i materijalni

parametri

Na slikama7.3, 7.4 i 7.5 prikazani su dijagrami medusobne ovisnosti op-

tere¶cenja i pomaka gornjeg ruba plo·ce. Na ordinati se prikazuje optere¶cenje

pomo¶cu faktora optere¶cenja® zadanog kaoq = ®q±. U prvom slu·caju na-
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pravljen je prora·cun u kojem se uzima u obzir samo izotropno o·cvr·s¶cenje

materijala (H = 800 MPa, c = 0 MPa).

Slika 7.2: Jednoosno optere ¶cena membrana : na·cin optere¶civanja mem-

brane

Na dijagramu prikazanom slikom7.3 mo·ze se uo·citi da sa svakim no-

vim ciklusom dolazi do pove¶canja granice te·cenja i u vla·cnom i u tla·cnom

podru·cju tj. ploha te·cenja se jednoliko ·siri i u tla·cno i u vla·cno podru·cje.

Slika 7.3: Jednoosno optere ¶cena membrana : krivulje optere¶cenja za

slu·caj kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja
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Slika 7.4: Jednoosno optere ¶cena membrana : krivulje optere¶cenja za

slu·caj kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja

To jasno ukazuje da je izotropno o·cvr·s¶cenje materijala pravilno modelirano.

Drugi prora·cun napravljen je samo s mehanizmom kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja

(H = 0 MPa, c = 800 MPa). U tom se slu·caju dobije dijagram prema

slici 7.4 na kojem se mo·ze uo·citi da sa svakim novim ciklusom za pozitivne

pomake dolazi do pove¶canja granice te·cenja u vla·cnom podru·cju. Istovre-

meno se smanjuje u tla·cnom podru·cju. S druge strane za negativne pomake

dogada se potpuno obrnuta situacija, raste tla·cna granica te·cenja, a sma-

njuje se vla·cna. Ta pojava naziva se jo·s i Bauschingerov efekt i opisana je u

odjeljku 3.1. Bauschingerov efekt jasno pokazuje pravilno modelirano kine-

mati·cko o·cvr·s¶cenje materijala ·sto dokazuje ispravnost izvedenog mehanizma

kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja temeljenog na slobodnoj energiji. Za tre¶ci prora·cun

u obzir su uzeta oba mehanizma o·cvr·s¶cenja (H = 800 MPa, c = 800 MPa)

·sto se lako mo·ze uo·citi na dijagramu 7.5 jer istovremeno dolazi do ·sirenja

plohe te·cenja, ali i pojave Bauschingerova efekta.
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Slika 7.5: Jednoosno optere ¶cena membrana : krivulje optere¶cenja za

slu·caj istovremenog izotropnog i kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja

7.1.2 ·Cisto smicanje

Sljede¶ci primjer, kojim se mo·ze provjeriti izvedeni materijalni model, je ·cisto

smicanje. Vrlo se ·cesto koristi u literaturi, Peri ¶c et al. [21], Bas»ar &

Itskov [31], Eterovic & Bathe [20], Ibrahimbegovi ¶c & Chorfi [118],

Tsakmakis & Willuweit [43], kao ogledni primjerak testa za velike elasto-

plasti·cne deformacije i to posebno za modele koji imaju ugraden mehanizam

kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja. Kvadratna plo·ca diskretizirana jednim kona·cnim

elementom, slika7.6, ima na donjem rubu sprije·cene sve pomake. Na gor-

njem rubu sprije·ceni su pomaci u smjeru osi2 dok se on mo·ze slobodno

gibati u smjeru osi 1. Optere¶cenje se simulira inkrementiranjem pomaka

gornjeg ruba. Kod takvog optere¶cenja plo·ce javljaju se velike kutne defor-

macije i rotacija glavnih osi deformacija. To mo·ze uzrokovati osciliraju¶ca

rje·senja za naprezanja u slu·caju kada uvjet objektivnosti unutarnje varijable

kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja nije u potpunosti ispunjen. Parametri materijala za
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koji je izvr·sen prora·cun nalaze se na slici7.6.

Materijalni parametri :

E = 206890 MPa,º = 0; 29,
¾Y = 220 MPa,
H = 0 MPa, c = 1000 MPa,

Slika 7.6: ·Cisto smicanje : geometrija i materijalni parametri

Rezultati ovog primjera prikazani su obliku dijagrama na slici7.7. Na

apscisu je nanesena kutna deformacija° dok je na ordinatu naneseno po-

smi·cno naprezanje¾12. Dobivene krivulje koje pokazuju ovisnost¾12 o °

Slika 7.7: ·Cisto smicanje : usporedba rezultata dobivenih pomo¶cu izvede-

nog modela za izotropne materijale s rezultatima za materijalni

model ugraden u program za kona·cne elemente ABAQUS
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usporedene su s krivuljama dobivenim pomo¶cu materijalnog modela kod ko-

jeg je kori·stena Zaremba-Jaumannova derivacija pri modeliranju kinemati·ckog

o·cvr·s¶cenja, ABAQUS [119]. Kao ·sto se vidi iz dijagrama, za razliku od

ne·zeljenog oscilatornog pona·sanja modela s Zaremba-Jaumannovom deriva-

cijom, krivulja kod izvedenog modela za izotropne materijale monotono raste

s pove¶canjem posmi·cne deformacije. To pokazuje da je modelirani mehani-

zam kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja izveden pravilno.

Slika 7.8: ·Cisto smicanje : usporedba rezultata dobivenih pomo¶cu izvede-

nog modela za izotropne materijale s rezultatima izBruhns et al.

[1]

Isto tako krivulje ovisnosti bezdimenzionalnog faktora¾12=¹ o kutnoj de-

formaciji ° usporedene su s nedavno razvijenomcorotational logaritamskom

derivacijom, Xiao et al. [40] i Bruhns et al. [1], koja ne pokazuje oscila-

torna pona·sanja. Kao ·sto se mo·ze vidjeti na slici7.8postoji dobro poklapanje

medu krivuljama. Ipak izvedeni model izotropnog o·cvr·s¶cenja ima prednost
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u odnosu na model s logaritamskom derivacijom jer nije potrebno vr·siti in-

tegriranje kako bi se dobilo kinemati·cko o·cvr·s¶cenje ve¶c ono direktno slijedi

iz konstitutivnih jednad·zbi.

Slika 7.9: ·Cisto smicanje : ovisnost posmi·cnih naprezanja o kutnoj defor-

maciji pri cikli·ckom optere¶cenju

Istra·zen je i utjecaj cikli·ckog optere¶cenja na problem ·cistog smicanja.

Kao ·sto se vidi iz dijagrama na slici7.9 opisan je Bauschingerov efekt ·sto jo·s

jednom potvrduje dobro opisano kinemati·cko o·cvr·s¶cenje.

7.1.3 Pravokutna plo·ca optere¶cena cikli·ckim

optere¶cenjem u ravnini

U ovom primjeru ispitana je to·cnost opisivanja mehanizama izotropnog i ki-

nemati·ckog o·cvr·s¶cenja kod plo·ce optere¶cene posmi·cnim optere¶cenjem. Pra-

vokutna plo·ca, zadana slikom7.10, optere¶cena je na desnom rubu cikli·ckim

optere¶cenjem referentnog iznosaq±. Ukupno optere¶cenje izra·zeno je mno·ze-



POGLAVLJE 7. NUMERI ·CKI PRIMJERI 142

njem s tzv. faktorom optere¶cenja® kao q = ®q±. Optere¶cenje je narinuto

inkrementiranjem pomaka to·cke A na desnom rubu i to tako da se nakon

svakog ciklusa pomak ruba udvostru·cuje, slika7.11. Plo·ca je dikretizirana

pomo¶cu 400 kona·cnih elemenata. Materijalne konstante prikazane su na slici

7.10.

Materijalni parametri :

E = 210000 MPa,º = 0; 3,
¾Y = 240 MPa,
H = 1600 MPa, c = 1600 MPa,

Slika 7.10: Pravokutna plo ·ca : geometrija i materijalni parametri

Slika 7.11: Pravokutna plo ·ca : prikaz cikli·ckog optere¶cenja kvadratne

plo·ce pomo¶cu dijagrama koji daje ovisnost narinutog pomaka

to·cke A o vremenu
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Slika 7.12: Pravokutna plo ·ca : krivulje odnosa faktora optere¶cenja i ver-

tikalnog pomaka to·cke A za slu·caj izotropnog o·cvr·s¶cenja

Slika 7.13: Pravokutna plo ·ca : krivulje odnosa faktora optere¶cenja i ver-

tikalnog pomaka to·cke A za slu·caj kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja

Na slici 7.12prikazane su krivulje medusobnog odnosa faktora optere¶cenja

i vertikalnog pomaka to·cke A. U ovom slu·caju napravljen je prora·cun samo
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kada postoji izotropno o·cvr·s¶cenje (H = 1600 MPa, c = 0 MPa). Iz dija-

grama se jasno vidi da izvedeni numeri·cki algoritam mo·ze opisati izotropno

o·cvr·s¶cenje i u slu·caju posmi·cnog optere¶cenja du·z jednog ruba. Sli·cna analiza

napravljena je i za slu·caj kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja (H = 0 MPa, c = 1600

MPa) ·sto je prikazano krivuljama na slici 7.13 koje to·cno opisuju Bausc-

hingerov efekt. Radi potpunosti, napravljen je prora·cun s oba mehanizma

o·cvr·s¶cenja (H = 1600 MPa, c = 1600 MPa) koji se prema slici7.14zorno pri-

kazuje ·sirenje plohe te·cenja (izotropno o·cvr·s¶cenje), ali istovremeno uklju·cuje

i Bauschingerov efekt (kinemati·cko o·cvr·s¶cenje). Na slikama7.15(a) i 7.15(b)

prikazani su deformirani oblici za krajnji gornji polo·zaj i krajnji donji polo·zaj.

Slika 7.14: Pravokutna plo ·ca : krivulje odnosa faktora optere¶cenja i ver-

tikalnog pomaka to·cke A za slu·caj izotropnog i kinemati·ckog

o·cvr·s¶cenja
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(a) (b)

Slika 7.15: Pravokutna plo ·ca : deformirani oblik za krajnji a) gornji i b)

donji polo·zaj

Kriti ·cki osvrt: S posljednja tri primjera, jednoosno optere¶cenom plo-

·com 7.1.1, ·cistim smicanjem 7.1.2 i posmi·cno optere¶cenom plo·com7.1.3,

pokazano je da su mehanizmi o·cvr·s¶cenja pravilno modelirani. Naro·cito je

to bilo potrebno ispitati za novi oblik kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja koji slijedi iz

pro·sirenog izraza za slobodnu energiju. Takoder je testom ·cistog smicanja

pokazano da je postignuta objektivnost izvedenog algoritma jer nema pojave

ne·zeljenog oscilatornog pona·sanja. Sljede¶ci primjeri pokazat ¶ce u·cinkovitost

numeri·ckog algoritma u rje·savanju problema velikih deformacija i rotacija za

plo·cu kao i za razli·cite ljuskaste konstrukcije.

7.1.4 Napuhivanje kvadratne plo·ce

Cilj ovog primjera je razmotriti u·cinkovitost numeri·cke simulacije velikih

elastoplasti·cnih deformacija uz pomo¶c izvedenog algoritma za probleme de-

formiranja plo·ca. Takoder, ovaj primjer je upotrijebljen kako bi se veri¯cirali

rezultati prora·cuna s onima koji se mogu na¶ci u dostupnoj literaturi. Plo·ca

je slobodno oslonjena o podlogu tj. sprije·ceni su samo vertikalni pomaci du·z

rubova dok su mogu¶ci horizontalni pomaci i rotacije, slika7.16. Optere¶cena
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Materijalni parametri :

E = 69000 MPa, º = 0 ; 3,
¾Y = 248 MPa,
H = 3000 MPa, c = 3000 MPa,

q± = 0 ; 01 N/mm 2

Slika 7.16: Napuhivanje kvadratne plo ·ce: geometrija i materijalni pa-

rametri

Slika 7.17: Napuhivanje kvadratne plo ·ce: usporedba rezultata

izlo·zenog modela za izotropne materijale s rezultatima dobive-

nim materijalnim modelom izlo·zenim u Klinkel [2] za elasti·can-

idealnoplasti·can slu·caj



POGLAVLJE 7. NUMERI ·CKI PRIMJERI 147

je jednolikim tlakom po povr·sini, izra·zen kao q = ®q±, uslijed kojeg dolazi

do tzv. napuhivanja plo·ce. Optere¶cenje je konzervativno ·sto zna·ci da se

tijekom procesa deformiranja smjer djelovanja optere¶cenja ne mijenja. Di-

menzije plo·ce kao i materijalni parametri, slika7.16preuzeti su izKlinkel

[2], Betsch & Stein [120] kako bi se dobiveni rezultati mogli usporediti

s rezultatima u tim radovima. Po·stuju¶ci uvjete simetrije optere¶cenja i ge-

ometrije, jedna ·cetvrtina plo·ce je diskretizirana s 1089 kona·cnih elemenata

(32£ 32).

Slika 7.18: Napuhivanje kvadratne plo ·ce: usporedba rezultata

izlo·zenog modela za izotropne materijale za elasti·can idealno

plasti·can slu·caj, za slu·caj izotropnog, kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja

kao i izotropnog i kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja

Rezultati za elasti·can idealno plasti·can materijal (H = 0 MPa, c =

0 MPa) prikazani su u obliku dijagrama koji pokazuje odnos faktora op-

tere¶cenja® i vertikalnog pomaka sredi·snje to·cke A wA . S namjerom da se

veri¯cira numeri·cki algoritam taj rezultat je usporeden s rezultatom koji je
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dobiven pomo¶cu numeri·ckog algoritma predstavljenog uKlinkel [2]. Kao

·sto se mo·ze vidjeti na slici 7.17 postoji dobro poklapanje krivulja, tek se

neznatno razila·zenje javlja nakon pomaka od 100 mm ·sto je vjerojatno uz-

rokovano razli·citim formulacijama materijalnog modela. Nadalje, istra·zen

je utjecaj razli·citih mehanizama o·cvr·s¶cenja na elastoplasti·cno deformiranje

materijala promatranjem polo·zaja krivulja u ® ¡ wA dijagramu. Prikazane

su krivulje za elasti·cno idealno plasti·cni materijal, materijal s izotropnim

o·cvr·s¶cenjem, s kinemati·ckim o·cvr·s¶cenjem i materijal koji ima oba modela

o·cvr·s¶cenja kao ·sto se mo·ze vidjeti na slici 7.18. Iz dijagrama se lako mo·ze

(a) (b)

(c) (d)

Slika 7.19: Napuhivanje kvadratne plo ·ce: deformirani oblik materijala

s izotropnim i kinemati·ckim o·cvr·s¶cenjem za pomak a) wA = 0

mm, b) wA = 33 mm, c) wA = 85 mm i d) wA = 140 mm
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uo·citi da izotropni i kinemati·cki model dobro pokazuju o·cvr·s¶cenje materijala

jer da bi se dobio isti pomak kao za elasti·cno idealno plasti·cni materijal po-

trebno je upotrijebiti puno ve¶ce optere¶cenje. Takoder se mo·ze primijetiti i

da istovremena upotreba oba o·cvr·s¶cenja znatno vi·se utje·ce na krivulje nego

svako zasebno.

Na slici 7.19prikazani su deformirani oblici za slu·caj materijalnog modela

s izotropnim i kinemati·ckim o·cvr·s¶cenjem kada je vertikalni pomak to·cke A

jednak a) wA = 0 mm, b) wA = 33 mm, c) wA = 85 mm i d) wA = 140

mm. Iz prikazanih slika mo·ze se uo·citi da s porastom pomakawA dolazi do

pove¶canog tzv. gu·zvanja materijala u kutovima plo·ce. To su ustvari podru·cja

u kojima dolazi do poja·cane plasti¯kacije i znatno je izra·zeniji utjecaj velikih

elastoplasti·cnih deformacija.

7.1.5 Scordelis-Lo cilindri·cni krov

Materijalni parametri :

E = 21000 MPa, º = 0 ; 0,
¾Y = 4 ; 2 MPa,
H = 800 MPa, c = 400 MPa,

q± = 0 ; 001 N/mm2

Slika 7.20: Scordelis-Lo : a) geometrija, b) materijalni parametri

Scordelis-Lo cilindri·cni krov je vrlo ·cest primjer u literaturi ( Roehl &
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Ramm [3], Sori ¶c et al. [4], Peri ¶c et al. [21]). Ovaj primjer je upotri-

jebljen kako bi se istra·zila u·cinkovitost izvedenog numeri·ckog algoritma kod

problema gdje se javljaju velike elastoplasti·cne deformacije na cilindri·cnim

ljuskama. Cilindri·cni krov geometrije zadane slikom7.20optere¶cen je vlasti-

tom te·zinom u smjeru 3, izra·zenom kao umno·zak faktora optere¶cenja® i re-

ferentne vrijednosti optere¶cenjaq±, q = ®q±. Oba uzdu·zna ruba su slobodna,

dok se s prednje i stra·znje strane pretpostavlja postojanje krute dijafragme

koje sprje·cava pomake u smjerovima1 i 3. Podaci o kori·stenom materijalu

nalaze se na slici7.20. Zahvaljuju¶ci simetriji optere¶cenja i geometrije u nu-

meri·ckom prora·cunu koristi se samo ·cetvrtina modela podijeljena mre·zom od

20£ 20 kona·cnih elemenata.

Slika 7.21: Scordelis-Lo : usporedba rezultata izlo·zenog modela za izo-

tropne materijale s rezultatima dobivenim materijalnim modelom

izlo·zenim u Roehl & Ramm [3] za elasti·can idealno plasti·can

slu·caj

Rezultati prora·cuna prikazani su krivuljama koje pokazuju odnos faktora
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optere¶cenja i vertikalnog pomaka to·cke A (ozna·cene na slici7.20). Kako

bi se jo·s jednom veri¯cirao prora·cunski model rezultati za elasti·can idealno

plasti·can slu·caj ( H = 0 MPa, c = 0 MPa) usporedeni su s rezultatima iz

Roehl & Ramm [3]. Kao ·sto se mo·ze vidjeti na slici 7.21postoji jako dobro

poklapanje rezultata. Dijagramom na slici7.22 napravljena je usporedba

rezultata za razli·cite mehanizme o·cvr·s¶cenja: bez o·cvr·s¶cenja (H = 0 MPa,

c = 0 MPa), izotropno (H = 800 MPa, c = 0 MPa), kinemati·cko o·cvr·s¶cenje

(H = 0 MPa, c = 400 MPa) i oba istovremeno (H = 800 MPa, c = 400

MPa). Kao ·sto se mo·ze zamijetiti primjenom mehanizama o·cvr·s¶cenja dolazi

do o·cekivanog porasta potrebnog optere¶cenja za isti pomak.

Slika 7.22: Scordelis-Lo: usporedba rezultata izlo·zenog modela za izotropne

materijale za elasti·can idealno plasti·can slu·caj, za slu·caj izotrop-

nog, kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja kao i izotropnog i kinemati·ckog

o·cvr·s¶cenja

Deformirani oblici cilindri·cnog krova za razli·cite pomake prikazani su na

slici 7.23. Izdvojeni su slu·cajevi za pomak to·cke A i to a) wA = 0 mm, b)
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wA = 600 mm, c) wA = 1200 mm i d) wA = 2500 mm.

(a) (b)

(c) (d)

Slika 7.23: Scordelis-Lo : deformirani oblik materijala s izotropnim

o·cvr·s¶cenjem pri pomaku a) wA = 0 mm, b) wA = 600 mm,

c) wA = 1200 mm i d) wA = 2500 mm

7.1.6 Polovica sfere optere¶cena linijskim optere¶cenjem

Kao test za sferne ljuskaste konstrukcije podvrgnute velikim elastoplasti·cnim

deformacijama napravljen je numeri·cki prora·cun polovice sfere. Taj primjer

je takoder iskori·sten kako bi se ovisno rubnim uvjetima ispitala pojava ve-

likih deformacija i mogu¶cnost njihovog prora·cuna ovim modelom. Kao us-

poredba kori·steni su modeli izvedeni prema teoriji malih deformacija prema

Sori ¶c et al. [4] i Tonkovi ¶c et al. [5] koji ne bi trebali mo¶ci to·cno opisati

pojavu velikih deformacija.
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Materijalni parametri :

E = 212000 MPa, º = 0 ; 285,
¾Y = 220 MPa,
H = 1200 MPa, c = 600 MPa,

q± = 10 N/mm

Slika 7.24: Sfera : geometrija i materijalni parametri

Polovica sfere geometrije prikazane na slici7.24 optere¶cena je linijskim

optere¶cenjem po gornjem rubu referentnog iznosaq± u smjeru prikazane osi

3. Na donjem rubu sfera je uklije·stena (sprije·ceni su svi pomaci i rotacije)

dok su za gornji rub napravljeni prora·cuni s dvije vrste rubnih uvjeta:

1. Na gornjem rubu su sprije·ceni pomaci u smjeru1 i 2 dok su sve rotacije

i pomak u smjeru3 omogu¶ceni, u tekstu ima oznaku SR.

2. Na gornjem rubu su sprije·ceni pomaci u smjeru1 i 2 kao i sve rotacije,

mogu¶c je samo pomak u aksijalnom smjeru3, oznaka BR.

Svojstva kori·stenog materijala prikazana su na slici7.24. Zahvaljuju¶ci sime-

triji modela i optere¶cenja koristi se samo ·cetvrtina sfere koja je diskretizirana

s 576 elemenata (24£ 24).

Rezultati za oba slu·caja rubnih uvjeta prikazani su pomo¶cu krivulja ovis-

nosti faktora optere¶cenja o vertikalnom pomaku to·cke A. Prvo je napravljena

usporedba rezultata kada su na gornjem rubu mogu¶ce rotacije (SR) s rezulta-

tima dobivenim pomo¶cu numeri·ckih algoritama opisanih uSori ¶c et al. [4]
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i Tonkovi ¶c et al. [5]. Oba modela izvedena su uz pretpostavke teorije ma-

lih deformacija, a razlikuju se u na·cinu modeliranja mehanizama o·cvr·s¶cenja.

Dok se uSori ¶c et al. [4] koristi nelinearni model izotropnog o·cvr·s¶cenja,

sli·can onome koji se koristi u materijalnom modelu izvedenom u ovom radu,

i Pragerov oblik kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja, u Tonkovi ¶c et al. [5] ugraden

je model, premaLehmann [14], koji mo·ze realno opisati o·cvr·s¶cenje. Kao ·sto

se vidi na slici7.25postoji odredeno nepodudaranje krivulja koje je znatnije

izra·zeno s pove¶canjem pomaka (vi·se od 40 mm). Nepodudaranje se javlja

zbog utjecaja velikih deformacija koji se ne mogu opisati teorijom malih de-

formacija.

Slika 7.25: Sfera : usporedba rezultata izlo·zenog modela za izotropne mate-

rijale s rezultatima dobivenim materijalnim modelom izlo·zenim

u Sori ¶c et al. [4] and Tonkovi ¶c et al. [5] pri izotropnom

o·cvr·s¶cenju i uz slobodne rotacije gornjeg ruba
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Slika 7.26: Sfera : usporedba rezultata izlo·zenog modela za izotropne mate-

rijale s rezultatima dobivenim materijalnim modelom izlo·zenim

u Sori ¶c et al. [4] and Tonkovi ¶c et al. [5] pri izotropnom

o·cvr·s¶cenju i uz sprije·cene rotacije gornjeg ruba

(a) (b)

Slika 7.27: Sfera : meridijalni presjek deformiranog oblika pri pomaku 55

mm za slu·caj a) slobodnih rotacija gornjeg ruba i b) sprije·cenih

rotacija gornjeg ruba
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Drugi prora·cun je napravljen sa sprije·cenim rotacijama na gornjem rubu

(BR). Kao ·sto se mo·ze vidjeti iz dijagrama na slici7.26krivulje izvedenog ma-

terijalnog modela u potpunosti odudaraju od onih dobivenih pomo¶cu teorije

malih deformacija. Uzrok te razlike su rubni uvjeti tj. sprije·cene rotacije gor-

njeg ruba koje znatno utje·cu na pojavu velikih elastoplasti·cnih deformacija

koje ne mogu biti obuhva¶cene materijalnim modelima temeljenim na teoriji

malih deformacija. To se mo·ze vidjeti i na prikazanim deformiranim obli-

cima sfere. Na slici7.27(a) prikazan je slu·caj sa slobodnim rotacijama gdje

se vidi da ne postoji zakretanje gornjeg ruba ve¶c on kontinuirano ide prema

dolje ovisno o optere¶cenju. Za razliku od toga prema slici7.27(b) kada su

sprije·cene rotacije dolazi do zakretanja dijela oko gornjeg ruba i to uzrokuje

pojavu dodatnih velikih deformacija.

Slika 7.28: Sfera : usporedba rezultata izlo·zenog modela za izotropne mate-

rijale za slu·caj izotropnog i izotropnog i kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja

za obje vrste rubnih uvjeta
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Slika 7.29: Sfera : deformirani oblik - slobodne rotacije gornjeg ruba pri

pomaku 55 mm

Slika 7.30: Sfera : deformirani oblik - sprije·cene rotacije gornjeg ruba pri

pomaku 55 mm
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Na slici 7.28 prikazane su krivulje odnosa faktora optere¶cenja i vertikal-

nog pomaka gornjeg ruba za razli·cite rubne uvjete i to za slu·caj izotropnog

o·cvr·s¶cenja kao i izotropnog i kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja. Prikazane su samo

krivulje dobivene pomo¶cu materijalnog modela izvedenog u ovom radu. Na

dijagramu se lako mo·ze uo·citi da je za deformiranje sfere sa sprije·cenim rota-

cijama gornjeg ruba potrebno ulo·ziti puno ve¶ce optere¶cenje nego kada su one

slobodne. To se i o·cekivalo jer u tom slu·caju dolazi do dodatnog deformiranja

gornjeg ruba.

Deformirani oblik sfere pri pomaku gornjeg rubau3 = 55 mm za slu·caj

slobodnih rotacija gornjeg ruba mo·ze se vidjeti na slici7.29, a za slu·caj

sprije·cenih na 7.30. Razlika u deformiranim oblicima naro·cito je uo·cljiva u

na·cinu deformiranja gornjeg ruba.

Kriti ·cki osvrt: S posljednja tri primjera, napuhivanje kvadratne plo·ce

7.1.4, Scordelis-Lo cilindri·cni krov 7.1.5i sfera optere¶cena linijskim optere¶cenjem

7.1.6, pokazano je da se izvedeni materijalni model mo·ze primjeniti za razli·cite

geometrije (plo·ce, cilindra, sfere) i da je mogu¶ce s njim opisati pojavu veli-

kih elastoplasti·cnih deformacija. Takoder je pokazana ispravnost ugradenih

mehanizama o·cvr·s¶cenja ·sto se moglo o·citovati na prikazanim krivuljama od-

nosa optere¶cenja i pomaka. Napravljena je veri¯kacija modela usporedbom

s rezultatima iz literature. Na primjeru deformiranja sfere pokazano je da

se materijalnim modelima temeljenim na pretpostavkama teorije malih de-

formacija ne mogu to·cno prikazati procesi deformiranja s pojavom velikih

elastoplasti·cnih deformacija. Dok materijalni model razvijen u ovom radu to

mo·ze.
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7.2 Elastoplasti·cno deformiranje anizotropnih

materijala

7.2.1 Jednoosno optere¶cena membrana

Cilj ovog primjera je usporediti rezultate koji se dobiju pomo¶cu izvedenog

numeri·ckog algoritma za anizotropne materijale s eksperimentalnim rezulta-

tima iz literature. Namjera je ispitati to·cnost modelirane ortotropne granice

te·cenja.

Slika 7.31: Jednoosno optere ¶cena epruveta : geometrija epruvete na

kojoj je napravljen eksperiment, iz Lademo et al. [6]

Kod ove usporedbe koriste se rezultati izlo·zeni uLademo et al. [6],

gdje je napravljen eksperiment na epruveti, slika7.31, izradenoj od alumi-

nijske legure AA7108. Epruveta se jednoosno raste·ze i pri tome su snimane

konstante materijala. Eksperiment je napravljen za pet razli·citih slu·cajeva

usmjerenosti glavnih osi ortotropije (0±, 35±, 45±, 55± i 90±) u odnosu na

os epruvete. Pri numeri·ckoj veri¯kaciji izvedene formulacije napravljen je

model prema slici7.32 za koji su uzeti stvarni parametri materijala izLa-

demo et al. [6], slika 7.32. Plo·ca je diskretizirana s 70£ 13 elemenata.
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Materijalni parametri :

E1 = E3 = 68135 MPa, E2 = 69316 MPa,
º 12 = º 13 = º 23 = 0 ; 32,

G12 = G13 = G23 = 25808; 7 MPa,
¾y

11 = 295, ¾y
22 = 263, ¾y

33 = 216 MPa,
¾y

12 = 120; 7 MPa, ¾y
13 = ¾y

23 = 140; 7 MPa,
H = 1200 MPa,

Slika 7.32: Jednoosno optere ¶cena epruveta : geometrija i materijalni

parametri

Slika 7.33: Jednoosno optere ¶cena epruveta : usporedba plohe te·cenja

dobivene numeri·cki i eksperimentalno
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Numeri·cka simulacija izvedena je za razli·cite kutove zakreta glavnih osi

ortotropije u odnosu na primijenjeno optere¶cenje i to za 0±, 12±, 25±, 35±,

45±, 55±, 75±, i 90±. Na dijagramu prikazanom slikom7.33prikazane su eks-

perimentom izmjerene granice te·cenja za razli·cite kutove i one su usporedene

s numeri·ckim rezultatima. Kao ·sto se mo·ze vidjeti postoji dobro poklapanje

rezultata iz ·cega se mo·ze zaklju·citi da se izvedenim modelom za anizotropne

materijale mo·ze vjerno opisati ortotropna granica te·cenja.

7.2.2 Isoerror postupak

Gre·ska numeri·ckog postupka pri numeri·ckoj integraciji mo·ze se utvrditi pri-

mijenom isoerror postupka. Sam postupak nije u potpunosti matemati·cki

odreden, ali omogu¶cava brzi numeri·cki uvid u to·cnost lokalne iteracije. Me-

toda je opisana u raduSimo & Taylor [7]. Izabrana su tri karakteristi·cna

polo·zaja na plohi te·cenja, slika 7.34. To·cka A ozna·cava jednoosno napreza-

nje, to·cka B dvoosno naprezanje i to·cka C ·cisto smicanje. Ovisno o testu koji

se izvodi, element je doveden do stanja naprezanja ozna·cena to·ckom A, B ili

Materijalni parametri :

E1 = 48042; 7 MPa, E2 = E3 = 41800 MPa
º 12 = 0 ; 2355,º 13 = 0 ; 258, º 23 = 0 ; 24,

G12 = 14214 MPa, G13 = G23 = 14804 MPa,
¾y

11 = 180 MPa, ¾y
22 = 220 MPa, ¾y

33 = 250 MPa,
¾y

12 = 187 MPa, ¾y
13 = ¾y

23 = 127 MPa,

Slika 7.34: Isoerror postupak : ploha te·cenja s to·ckama optere¶cenja A, B

i C, prema Simo & Taylor [7]
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Slika 7.35: Isoerror postupak : Numeri·cka gre·ska integracijskog postupka

u ovisnosti o primijenjenim inkrementima deformacije - slu·caj A

Slika 7.36: Isoerror postupak : Numeri·cka gre·ska integracijskog postupka

u ovisnosti o primijenjenim inkrementima deformacije - slu·caj B
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C, a nakon toga su mu narinute razli·cite kombinacije inkremenata deforma-

cije (¢ "1; ¢ "2). Ti inkrementi deformacije prvo se nanose u jednom koraku.

Tako dobiveno naprezanje ozna·ceno je sS. Nakon toga, tra·zi se 'to·can' iznos

naprezanjaS¤ tako da se isti inkrementi deformacije ostvaruju ne vi·se u jed-

nom koraku ve¶c u puno malih podinkrementa. Potrebno je odrediti broj tih

podinkrementa. To se radi tako da se pove¶cava njihov broj sve dok promjena

naprezanja izmedu dva pove¶canja ne bude zanemariva u odnosu na sam iznos

naprezanja ¢S¤=S¤ u 0. U ovom slu·caju 'to·cno' rje·senje se uzima za slu·caj

napravljenih 1000 podinkremenata. Gre·ska numeri·ckog postupka± izra·zena

je kao relativni srednji korijen razlike izmedu rje·senja dobivenog u jednom

koraku (S) i 'to·cnog' rje·senja ( S¤) i to prema sljede¶cem izrazu

± =

p
[(S ¡ S¤) : (S ¡ S¤)]

p
(S¤ : S¤)

£ 100: (7.1)

Slika 7.37: Isoerror postupak : Numeri·cka gre·ska integracijskog postupka

u ovisnosti o primijenjenim inkrementima deformacije - slu·caj C
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Navedenim postupkom ispitivana je gre·ska izvedenog numeri·ckog modela

za anizotropne materijale, parametri se mogu na¶ci na slici7.34. Za svaki par

inkremenata deformacije (¢"1; ¢ "2) nadena su pripadna naprezanjaS i S¤ i

onda je prema formuli (7.1) izra·zena gre·ska±. Rezultati su prikazani u 3D di-

jagramima. Bazu tih dijagrama ·cine razli·citi parovi inkremenata deformacije

koji su normalizirani s deformacijom koja se javlja kod granice te·cenja ("Y ).

Gre·ska ± izra·zena u postotcima nanosi se na vertikalnu os. Testom A, prema

slici 7.35, mo·ze se vidjeti da je najve¶ci iznos gre·ske manji od 2,5% ·sto je vrlo

prihvatljiva vrijednost. Prikazane plohe za testove B i C, prema slikama7.36

i 7.37, pokazuju simetri·cnost gre·ske s obzirom na dijagonalu koja predstavlja

linija ¢ "1=²Y = ¢ "2=²Y . To je bilo i za o·cekivati s obzirom na polo·zaj to·caka

B i C na plohi te·cenja. Gre·ska ovdje takoder ne prelazi vrijednost od 2%.

Prikazani rezultati pokazuju da je izvedeni numeri·cki algoritam integracije

konstitutivnih jednad·zbi vrlo to·can jer relativna gre·ska u svim testovima ne

prelazi vrijednost od 3%.

7.2.3 'Napuhivanje' kvadratne plo·ce

Kvadratna plo·ca upotrijebljena je kao testni primjer izvedenog materijalnog

modela pri elastoplasti·cnom deformiranju anizotropnih materijala. Plo·ca iste

geometrije, ali od izotropnog materijala ve¶c je razmotrena u primjeru7.1.4.

Napravljena je analiza utjecaja zakreta materijalnih osi na deformirani oblik.

Kvadratna plo·ca, geometrije prikazane na slici7.38, podvrgnuta je jedno-

likom optere¶cenju po povr·sini (konzervativno optere¶cenje - ne mijenja smjer

tijekom procesa deformiranja) u smjeru3. Plo·ca je slobodno oslonjena o

podlogu, ·sto zna·ci da su sprije·ceni pomaci u smjeru3 dok su pomaci u smje-

rovima 1 i 2 kao i rotacije omogu¶cene. U prora·cunu se koristi materijal s

parametrima zadanim na slici7.38. Kao ·sto se mo·ze vidjeti, to je i elasti·cno
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kao i neelasti·cno ortotropan materijal. Na slici7.38 mogu se zamijetiti dva

koordinatna sustava123 i m1m2m3. Sustavm1m2m3 ozna·cava pravce glav-

nih osi ortotropije. Tijekom prora·cuna on se zakre¶ce za kutove' =0±, 30±,

45± i 60± u odnosu na koordinatni sustav123. Zbog toga ne postoji ravnina

simetri·cnosti svojstava materijala i geometrije pa se ne mogu koristiti uvjeti

simetrije. Plo·ca je podijeljena mre·zom od 1225 (35£ 35) kona·cnih elemenata.

Materijalni parametri :

E1 = 210 GPa, E2 = E3 = 84 GPa
º 12 = 0 ; 229, º 13 = 0 ; 243, º 23 = 0 ; 19,

G12 = G13 = 42 GPa, G23 = 81 GPa,
¾y

11 = 585, ¾y
22 = 810, ¾y

33 = 360 MPa,

¾y
12 = 286, ¾y

13 = 234, ¾y
23 = 260 MPa,

H = 2000 MPa,
q± = 1 MPa.

Slika 7.38: Anizotropna kvadratna plo ·ca : geometrija i materijalni pa-

rametri

Deformirani oblici za izra·cunate kutove ' prikazani su na slici7.39. Na

slikama podru·cja iste boje imaju isti vertikalni pomak. Kao ·sto se vidi iz

slika s promjenom kuta zakreta materijalnih osi mijenja se i deformirani oblik.

Ovim primjerom pokazano je da se izvedeni anizotropni materijalni model

mo·ze primijeniti na probleme deformiranja plo·ca napravljenih od anizotrop-

nih materijala.
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(a) (b)

(c) (d)

Slika 7.39: Anizotropna kvadratna plo ·ca : deformirana kon¯guracija

pri zakretu materijalnih osi za a) 0±, b) 30±, c) 45± i d) 60±

7.2.4 'Napuhivanje' kru·zne plo·ce

Slijede¶cim primjerom ispitano je da li je mogu¶ce izvedenim numeri·ckim al-

goritmom ra·cunati anizotropno pona·sanje kod kru·znih plo·ca. U obzir se

uzima samo ortotropno neelasti·cno pona·sanje pri ·cemu se variraju parame-

tri koji opisuju granicu te·cenja i promatra se utjecaj na deformirani oblik.

Kru·zna plo·ca, geometrije zadane slikom7.40, optere¶cena je konzervativnim
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optere¶cenjem u smjeru osi3. Kori·stena je geometrija i materijalni parame-

tri kao u radu Eidel & Gruttmann [83]. Du·z ruba, plo·ca ima sprije·cene

pomake samo u smjeru osi3 tako da su mogu¶ci pomaci u smjerovima1 i 2

kao i sve rotacije. Zahvaljuju¶ci geometrijskoj simetriji i simetriji materijalnih

podataka, diskretizirana je ·cetvrtina plo·ce s 16£ 16 elemenata.

Slika 7.40: 'Napuhivanje' kru ·zne plo ·ce: geometrija modela

Kori·steni materijal ima modul elasti·cnosti E = 206900 MPa, Poissonov

koe¯cijent º = 0; 29, koe¯cijent izotropnog o·cvr·s¶cenja H = 2000 MPa dok

su materijalni parametri za ortotropnu granicu te·cenja

¾y
11 = ¾y

22 = ¾y
33 = 450 MPa;

¾y
12 = ¾y

13 = ¾y
23;

materijal A: ¾y
12 = 1

2 £ ¾y
11p
3
;

materijal B: ¾y
12 = ¾y

11p
3
;

materijal C: ¾y
12 = 2 £ ¾y

11p
3
.

Kao ·sto se mo·ze vidjeti promatra se slu·caj s izotropnim elasti·cnim po-

na·sanjem materijala i ortotropnom granicom te·cenja. Razmatrana su tri

razli·cita materijala koji se razlikuju po vrijednosti posmi·cnih granica te·cenja.
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(a) (b)

Slika 7.41: 'Napuhivanje' kru ·zne plo ·ce: deformirani oblik pri pomaku

sredi·snje to·cke 25 mm za a) materijal A i b) materijal C

(a) (b)

Slika 7.42: 'Napuhivanje' kru ·zne plo ·ce: deformirani oblik pri pomaku

sredi·snje to·cke 50 mm za a) materijal A i b) materijal C



POGLAVLJE 7. NUMERI ·CKI PRIMJERI 169

(a) (b)

Slika 7.43: 'Napuhivanje' kru ·zne plo ·ce: deformirani oblik pri pomaku

sredi·snje to·cke 75 mm za a) materijal A i b) materijal C

(a) (b)

Slika 7.44: 'Napuhivanje' kru ·zne plo ·ce: deformirani oblik na kraju pro-

cesa deformiranja za a) materijal A i b) materijal C
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(a) (b)

(c)

Slika 7.45: 'Napuhivanje' kru ·zne plo ·ce: izometrijska projekcija deformi-

rane kon¯guracije za a) materijal A, b) materijal C i c) materijal

B
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Kao referentni slu·caj koristi se materijal B koji je ujedno i izotropni slu·caj.

Materijal A ima polovi·cnu vrijednost posmi·cnih granica te·cenja dok materijal

C ima dvostruku vrijednost. Na slikama7.41, 7.42, 7.43 i 7.44 prikazani

su deformirani oblici za promatrani primjer i to usporedno za materijal C

i materijal A pri pomaku sredi·snje to·cke u iznosima od 25 mm, 50 mm,

75 mm i za krajnju deformaciju (95 mm). Na tim slikama se mo·ze uo·citi

pove¶canje plasti·cnih deformacija za materijal A u smjeru koji se nalazi pod

kutom od 45± u odnosu na po·cetni koordinatni sustav dok se kod materijala

C ta koncentracija plasti·cnih deformacija javlja u smjeru koordinatnih osi.

Deformirani oblici imaju isti oblik kao oni prikazani u Eidel & Gruttmann

[83]. Iz prikazanog se lako vidi da se pomo¶cu izvedene formulacije mo·ze

pravilno modelirati anizotropno pona·sanje materijala. Slika7.45 pokazuje

deformirani oblik za sva tri materijala u izometrijskoj projekciji.

7.2.5 Kru·zna plo·ca optere¶cena radijalnim linijskim

optere¶cenjem

Ovaj primjer se koristi kao simulacija procesa dubokog vu·cenja bez kori·stenja

kontaktnih kona·cnih elemenata. Primjer je uzet izPapadopoulos & Lu

[75]. Kru·zna plo·ca s koncentri·cnom rupom prikazana na slici7.46optere¶cena

je radijalno usmjerenim optere¶cenjem referentnog iznosaq± = 1000 N/mm.

Plo·ca ima sprije·cene pomake u smjeru osi3 tako da se javljaju samo rav-

ninske deformacije. Zahvaljuju¶ci simetriji geometrije i materijalnih podataka

prora·cunava se samo ·cetvrtina modela koja je podijeljena s 10£ 10 kona·cnih

elemenata. Razmatraju se tri materijala; izotropni (materijal B) i dva orto-

tropna slu·caja (materijal A i C). Materijalni parametri zadani su slikom 7.46

i kao ·sto se mo·ze zamijetiti to su elasti·cno izotropni materijali s ortotropnom

granicom te·cenja.
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Materijalni parametri :

E = 69 GPa, º = 0 ; 29,
¾y

11 = ¾y
22 = ¾y

33 = 450 MPa,
¾y

12 = ¾y
13 = ¾y

23,

materijal A: ¾y
12 = 0 ; 8 £ ¾y

11p
3

;

materijal B: ¾y
12 = ¾y

11p
3

,

materijal C: ¾y
12 = 2 £ ¾y

11p
3

,

H = 1000 MPa.

Slika 7.46: Radijalno optere ¶cena plo ·ca : geometrija i materijalni para-

metri

Na slikama 7.47, 7.48 i 7.49 prikazani su deformirani oblici za materi-

jal A i C pri radijalnom pomaku to·cke T od 20, 40 i 59 mm. Kao ·sto je

bilo za o·cekivati, u skladu s prethodnim primjerom, u slu·caju A plasti·cne

deformacije se grupiraju u smjeru koji je pod 45± u odnosu na po·cetni ko-

ordinatni sustav. S druge strane to grupiranje kod materijala C se javlja u

pravcu po·cetnih materijalnih osi. U oba slu·caja (materijali A i C) mo·ze se

primijetiti da se deformirani oblik ne poklapa s onim za izotropni materijal.

Naime, kod izotropnih materijala, zbog jednolikog radijalnog optere¶cenja,

dolazi do jednolikog radijalnog pomaka dok se kod ortotropnih materijala

taj pomak ne poklapa s optere¶cenjem. To pokazuje da po·cetna anizotropna

struktura materijala utje·ce na deformirani oblik. Dijagram odnosa faktora

optere¶cenja prema radijalnom pomaku to·cke T prikazan je na slici7.50. Kao

·sto se i o·cekivalo krivulja za materijal C nalazi se iznad krivulje za izotropni

materijal B po·sto ima dvostruko ve¶cu posmi·cnu granicu te·cenja dok se kri-

vulja za materijal A nalazi ispod jer ima manju posmi·cnu granicu te·cenja od

izotropnog materijala.
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(a) (b)

Slika 7.47: Radijalno optere ¶cena plo ·ca : deformirani oblik pri pomaku

to·cke T od 20 mm za a) materijal A i b) materijal C

(a) (b)

Slika 7.48: Radijalno optere ¶cena plo ·ca : deformirani oblik pri pomaku

to·cke T od 40 mm za a) materijal A i b) materijal C
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(a) (b)

Slika 7.49: Radijalno optere ¶cena plo ·ca : deformirani oblik pri pomaku

to·cke T od 59 mm za a) materijal A i b) materijal C

Slika 7.50: Radijalno optere ¶cena plo ·ca : dijagram ovisnosti faktora op-

tere¶cenja o radijalnom pomaku to·cke T za materijale A, B i C
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7.2.6 Cilindri·cni krov optere¶cen linijskim optere¶cenjem

Izvedeni algoritam za elasti·cno i neelasti·cno ortotropno pona·sanje materi-

jala testiran je na primjeru cilindri·cne ljuske. Istra·zen je utjecaj zakreta

materijalnih osi na deformirani oblik.

Materijalni parametri :

E1 = 48042; 7, E2 = E3 = 11800 MPa
º 12 = 0 ; 2355, º 13 = 0 ; 058, º 23 = 0 ; 34,

G12 = 4214, G13 = G23 = 4804 MPa,
¾y

11 = ¾y
22 = ¾y

33 = 220 MPa,

¾y
12 = ¾y

13 = ¾y
23 = 1

2 £
¾y

11p
3

,

H = 800 MPa,
q± = 3 ; 393 £ 10¡ 4 N/mm.

Slika 7.51: Cilindri ·cni krov : geometrija i materijalni parametri

Cilindri·cni krov zadan slikom 7.51 optere¶cen je linijskom optere¶cenjem

na duljini 10
81¼ referentnog iznosaq± = 3; 393£ 10¡ 4. Primjer je preuzet

iz rada Sansour & Kollmann [79]. Prednja i stra·znja strana cilindra

poduprte su krutim dijafragmama koje sprje·cavaju pomake u smjerovima1

i 3. Posebno se promatraju vertikalni pomaci to·caka A i B. Na cilindru se

razlikuju glavne osi1, 2 i 3 i materijalne osi koje se zakre¶cu u odnosu na njih

za kuteve 0±, 30±, 45± i 60±. Bitno je naglasiti da se materijalne osi zadaju

u lokalnom koordinatnom sustavu koji prati zakrivljenost cilindra. Cilindar

je diskretiziran mre·zom od 1296 kona·cnih elemenata (36£ 36). U prora·cunu

se koristi i elasti·cno i neelasti·cno ortotropan materijal ·ciji su materijalni

parametri prikazani na slici 7.51.
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(a) (b)

Slika 7.52: Cilindri ·cni krov : deformirani oblik pri zakretu materijalnih

osi za 0± a) prikaz u ravnini 12 i b) izometrijski prikaz

(a) (b)

Slika 7.53: Cilindri ·cni krov : deformirani oblik pri zakretu materijalnih

osi za 30± a) prikaz u ravnini 12 i b) izometrijski prikaz
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(a) (b)

Slika 7.54: Cilindri ·cni krov : deformirani oblik pri zakretu materijalnih

osi za 45± a) prikaz u ravnini 12 i b) izometrijski prikaz

(a) (b)

Slika 7.55: Cilindri ·cni krov : deformirani oblik pri zakretu materijalnih

osi za 60± a) prikaz u ravnini 12 i b) izometrijski prikaz
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Na slikama 7.52 - 7.55 mogu se vidjeti deformirani oblici u ravnini 12

kao i izometrijska projekcija za razli·cite kuteve zakreta. Zamjetan je znatan

utjecaj orijentacije materijalnih osi na pomake razli·citih dijelova cilindra. Na

prikazanim slikama ista boja predstavlja linije istog pomaka. Tako se mo·ze

zamijetiti da su na slici 7.52pomaci usmjereni okomito na os cilindra ·sto je

bilo i za o·cekivati s obzirom na polo·zaj materijalnih osi. U skladu s tim mije-

nja se i deformirani oblik i na slikama7.53, 7.54i 7.55. Polo·zaj materijalnih

osi znatno utje·ce i na polo·zaj krivulja odnosa faktora optere¶cenja o vertikal-

nom pomaku to·caka A i B kao ·sto se mo·ze vidjeti na slikama7.56 i 7.57.

Na dijagramima se mo·ze uo·citi da prvo dolazi do pojave plasti·cnih deforma-

cija pri poklapanju materijalnih osi s geometrijom cilindra, a s pove¶canjem

kuta zakreta one se pojavljuju pri ve¶cem optere¶cenju. Iz dijagrama na slici

Slika 7.56: Cilindri ·cni krov : krivulje ovisnosti optere¶cenja o vertikalnom

pomaku to·cke A



POGLAVLJE 7. NUMERI ·CKI PRIMJERI 179

7.57 vidi se da se konstrukcija nalazi u potkriti·cnom podru·cju sve do po-

jave grani·cne to·cke (limit point ). Za razmatrane slu·cajeve, grani·cna to·cka

se mo·ze odrediti za razli·cite iznose vertikalnih pomaka i to od 655 mm pri

zakretu materijalnih osi za 60± do 790 mm pri zakretu od 0±. Lako se mo·ze

uo·citi da je za dosezanje grani·cne to·cke potrebno ulo·ziti najve¶ce optere¶cenje

pri polo·zaju materijalnih osi koje se poklapaju s po·cetnim koordinatnim sus-

tavom 123 dok se ono smanjuje s pove¶canjem kuta zakreta. U skladu s

tim mo·ze se zaklju·citi da za promatrani slu·caj ova konstrukcija ima najve¶cu

nosivost pri poklapanju materijalnih osi s koordinatnim sustavom123.

Kriti ·cki osvrt: Prvi primjer, 7.2.1, pokazao je da u ovom radu mode-

lirana granica te·cenja vjerno prikazuje rezultate dobivene eksperimentom. Iz

toga se mo·ze zaklju·citi da se koristi realno modelirano ortotropno neelasti·cno

Slika 7.57: Cilindri ·cni krov : krivulje ovisnosti optere¶cenja o vertikalnom

pomaku to·cke B
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pona·sanje materijala i da su materijalni parametri ortotropne granice te·cenja

u odjeljku 5.6.2pravilno odredeni. Isoerror postupkom 7.2.2kontrolirana je

gre·ska numeri·ckog algoritma za lokalnu iteraciju. Dobivene gre·ske su male ·sto

pokazuje to·cnost primijenjenog numeri·ckog postupka. Na primjerima kva-

dratne plo·ce 7.2.3, kru·zne plo·ce 7.2.4, 7.2.5i cilindri·cnog krova 7.2.6pokazan

je utjecaj ortotropnog pona·sanja materijala na elastoplasti·cno deformiranje

ljuskastih konstrukcija. U primjerima 7.2.3i 7.2.5posebno je istra·zen je utje-

caj i elasti·cnog i neelasti·cnog ortotropnog pona·sanja materijala za razli·cite

polo·zaje materijalnih osi. Iz dobivenih deformiranih oblika mo·ze se zaklju·citi

da je izvedenim numeri·ckim algoritmom mogu¶ce dovoljno to·cno modelirati

realne procese elastoplasti·cnog deformiranja anizotropnih materijala.



Poglavlje 8

Zaklju·cak

U ovom radu izvedeni su materijalni modeli za opisivanje izotropnog i anizo-

tropnog pona·sanja materijala pri velikim elastoplasti·cnim deformacijama. Za

svaki model detaljno je napravljen izvod evolucijskih jednad·zbi kao i izraza

potrebnih za numeri·cku formulaciju.

U dijelu koji se odnosi na izotropni materijalni model te·zi·ste je stavljeno

na modeliranje novog oblika kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja. Uvodi se pro·sireni iz-

raz za slobodnu energiju zadan u trenutnoj kon¯guraciji iback stresstenzor

se dobiva njenim deriviranjem. Unutarnja varijabla kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja,

energijski konjugiranaback stresstenzoru, zadana je preko neelasti·cnog dijela

gradijenta deformiranja u trenutnoj kon¯guraciji. Pokazano je da se sime-

tri·can back stresstenzor u trenutnoj kon¯guraciji mo·ze dobiti samo ako se

u obzir uzme njegova ovisnost o gradijentu deformiranjaF ·sto se razlikuje

od dosada·snjeg shva¶canjaback stresstenzora kao neovisnog o rastere¶cenju.

Bitno je naglasiti da ovdje ovisnost nije samo oF nego je to mije·sano vari-

jantni push forwardpomo¶cuF i njegove inverzne veli·cineF ¡ 1. Povla·cenjem

jednad·zbi i veli·cina iz trenutne u referentnu kon¯guraciju vidi se da back

stressovisi i o veli·cinama C i C ¡ 1 koje se ina·ce nalaze u strukturi tenzora

181
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naprezanja kada se radi s Eshelbyjevim tenzorom. Ta struktura direktna je

posljedica simetri·cnosti Kirchho®ova tenzora prilikom mije·sano varijantnog

povla·cenja u referentnu kon¯guraciju. Za razliku od izraza za kinemati·cko

o·cvr·s¶cenje koji se mogu na¶ci u literaturi, gdje seback stresstenzor dobije

integriranjem evolucijskih jednad·zbi, ovdje on slijedi direktno iz disipacijske

funkcije bez potrebe daljnjeg integriranja. Dokazana je objektivnost unu-

tarnje varijable kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja ·sto predstavlja jedan od osnovnih

preduvjeta za to·cno modeliranjeback stresstenzora u trenutnoj kon¯gura-

ciji. Materijalni model ima takoder ugradeno nelinearno izotropno o·cvr·s¶cenje

i koristi se von Misesov kriterij te·cenja. U numeri·ckom algoritmu koristi

se eksponencijalno preslikavanje kako bi se osigurala nestla·civost materijala

i omogu¶cilo obnavljanje varijabli u ovisnosti o vremenu. Sve konstitutivne

jednad·zbe izvedene su pomo¶cu veli·cina zadanih u trenutnoj kon¯guraciji dok

su integracijski algoritam i konzistentni elastoplasti·cni tangentni modul na-

pravljeni u referentnoj kon¯guraciji. Izvedeni konzistentni tangentni modul

osigurava kvadrati·cnu konvergenciju u globalnom iteracijskom postupku i

znatno utje·ce na smanjenje vremena ra·cunanja. Numeri·cki primjeri poka-

zuju stabilnost i u·cinkovitost izvedenog algoritma.

Materijalni model izveden za izotropne materijale pro·siren je za opisiva-

nje anizotropnog pona·sanja materijala. Model se temelji na multiplikativnom

razlaganju gradijenta deformiranja i pretpostavci da se neelasti·cni dio gra-

dijenta deformiranja mo·ze smatrati nepromjenjivim prilikom gibanja krutog

tijela. Da bi se opisalo elasti·cno pona·sanje formulirana je slobodna energija

Ã. Ona je odredena kao izotropna funkcija dvaju argumenata: elasti·cnog di-

jela desnog Cauchy-Greenova tenzoraCe i materijalnih strukturnih tenzora

i M e. Potpuni prikaz izotropne funkcije postignut je ovisno·s¶cu o tzv. neza-

visnim invarijantama (integrity basis). Ovisnost slobodne energije o invari-
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jantama mo·ze biti op¶cenita, ali u ovom slu·caju je ograni·cena tako da ona

bude kvadratna funkcija elasti·cnog dijela desnog Cauchy-Greenova tenzora.

Iz disipacijske funkcije, odredene oblikom slobodne energije, proizlaze kons-

titutivne jednad·zbe. Za modeliranje anizotropnog zakona te·cenja uzet je

Eshelbyjev tenzor naprezanja. Po·sto je Eshelbyjev tenzor naprezanja nesi-

metri·can tenzor, u skladu sZheng [113] odreden je nezavisni skup invarijanti

s nesimetri·cnim argumentima. Funkcija te·cenja zapisana je kao kvadratna

funkcija devijatora Eshelbyjeva tenzora i materijalnih strukturnih tenzora

preko nezavisnog skupa invarijanti. Pokazano je da oblik koji zavisi samo

o naprezanjima sadr·zi u sebi plasti·cnu vrtlo·znost (plastic material spin) tj.

sadr·zi ·clanove koji ne bi trebali utjecati na disipacijsku funkciju. Izveden

je oblik materijalnih invarijanti da bi se ostvarila formulacija bez plasti·cne

vrtlo·znosti. U ovom radu kori·sten je oblik koji u sebi sadr·zi plasti·cnu vr-

tlo·znost jer je on s numeri·ckog stajali·sta zna·cajno pogodniji, a pri tom nas-

taje zanemariva gre·ska. Integriranje evolucijskih jednad·zbi napravljeno je

prediktor-korektor metodom uz pomo¶c eksponencijalnog preslikavanja. Po

prvi put je izveden konzistentni elastoplasti·cni tangentni modul za multipli-

kativnu neelasti·cnost anizotropnih materijala. Numeri·ckim primjerima po-

kazana je to·cnost i u·cinkovitost formulacije. Istra·zen je utjecaj ortotropnih

materijalnih svojstava na elastoplasti·cno deformiranje kao i utjecaj polo·zaja

glavnih osi ortotropije. Numeri·cki algoritmi su pravilno izvedeni, ali jo·s uvi-

jek postoje veliki numeri·cki zahtjevi zbog vrlo slo·zenih izraza potrebnih da

bi se opisala ortotropna struktura materijala. Sam tangentni operator je vrlo

slo·zen i uz to nesimetri·can tako da zahtjeva du·ze vrijeme ra·cunanja nego za

izotropni materijalni model. U daljnjem istra·zivanju potrebno je razmotriti

razvoj novog algoritma koji ¶ce ostvariti simetri·can tangentni modul.

Korisno je jo·s jednom istaknuti znanstveni doprinos disertacije:
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² Predlo·zen je novi oblik multiplikativnog razlaganja gradijenta defor-

miranja, F = fp fe, u trenutnoj kon¯guraciji koji je pokazao znatne

prednosti u odnosu na postoje¶ce formulacije.

² Razvijen je novi numeri·cki algoritam za modeliranje kinemati·ckog o·cvr-

·s¶cenja de¯niranog preko pro·sirenog izraza za slobodnu energiju. Slo-

bodna energija je funkcija veli·cinefp koja slijedi iz novog razlaganja

gradijenta deformiranja. Formulacija daje simetri·canback stresstenzor

u trenutnoj kon¯guraciji. Takav oblik, uz simetri·cnost, daje i objekti-

van back stresstenzor ·sto se danas u literaturi javlja kao veliki problem

pri modeliranju kinemati·ckog o·cvr·s¶cenja.

² Pro·siren je izotropni materijalni model na anizotropno podru·cje. Mate-

rijalni model vrijedi generalno za anizotropne materijale, ali je zbog jed-

nostavnosti opisano samo ortotropno pona·sanje materijala. Elasti·cno

anizotropno pona·sanje odredeno je preko slobodne energije zapisane u

invarijantnom obliku. Takoder se uvodi anizotropna granica te·cenja

prema Hillu. U osnovi ona je dana za modele temeljene na malim

deformacijama, ali sada je pro·sirena na podru·cje velikih deformacija

uz upotrebu strukturalnih tenzora. Ostvaren je oblik koji vrijedi i za

nesimetri·cne argumente.

² U potpunosti je razvijen konzistentni elastoplasti·cni tangentni modul

kod anizotropnih materijala uz kori·stenje multiplikativne dekompozi-

cije gradijenta deformiranja. To omogu¶cuje kvadrati·cnu konvergenciju

globalnog iteracijskog postupka u formulaciji kona·cnih elemenata, ·sto

znatno doprinosi smanjenju vremena ra·cunanja.
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