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Predgovor

Vibracije su neizbjezna pojava u strojarstvu i mogu se susresti, ponekad u vr-
lo razlicitom skupu pojava, u gotovo svim fazama zivotnog ciklusa strojarske
konstrukcije. Proces samog konstruiranja, ovisno o konkretnoj konstrukeiji,
gotovo uvijek ukljucuje vibracije i njihovo uzajamno djelovanje s funkcijom,
mehanickim integritetom, zivotnim vijekom i ostalim znacajkama konstrukci-
je. Tako je, primjerice, pri konstrukciji alatnog stroja nuzno ocijeniti utjecaj
vibracija, bile to vibracije nastale uslijed rada samog stroja ili one prenesene
iz okoline, na kvalitetu proizvoda, tj. obratka na alatnom stroju. Ili se pak
kod konstrukcije osjetljivog mjernog instrumenta, koji se nalazi u vibracijski
aktivnoj okolini, mora odrediti dozvoljena razina vibracija koja nec¢e ometati
funkciju instrumenta (mjerenje) i konstruirati odgovarajuéi sustav izolacije
vibracija okoline. Kod vibracijskih transportera vibracije su usko poveza-
ne sa samom funkcijom i kao takve kljucne su za konstrukciju. Drugim
rijeCima, u mjeri ovisnoj o namjeni razmatrane konstrukcije, dinamicko po-
nasanje ukljucuje se kao jedan od kriterija (ciljeva) u konstrukeiji proizvoda.
Naravno, vibracijsko ponasanje je dio dinamickog ponasanja i (opet ovisno o
konkretnom proizvodu) u odredenoj interakciji s istim. Tako se vibracijsko
ponasanje vibracijske busilice moze gotovo jednozna¢no smatrati dinamickim
ponasanjem, dok se kod rotora elektromotora ta dva pojma mogu jasno raz-
luciti. Ukoliko se vibracijsko (dinamicko) ponasanje konstrukcije stavi u prvi
plan (5to je uostalom ovdje temeljno razmatranje), proizvod (konstrukcija)
se moze smatrati dinamickim sustavom. Tada se o procesu konstruiranja

moze govoriti i kao o sintezi tog dinamickog sustava. Naravno, takva sinteza

viil
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konaé¢no rezultira fizickom realizacijom proizvoda, koja je, opet, ogranicena
ostalim konstrukcijskim zahtjevima. Prirodno, postavlja se pitanje: kako
provesti takvu sintezu dinamickog sustava?

Jedno od rjesenja je zapisati problem sinteze dinamickog sustava (odnos-
no dijela tog sustava) kao optimizacijski problem. To je danas veoma ak-
tivno podrucje istrazivanja u teoriji sustava, potaknuto razvojem linearnih

matri¢nih nejednadzbi (LMN) i pripadnih algoritama optimizacije.



Sazetak

U ovom radu razmotrena je optimizacija parametara konstrukcije s obzirom
na vibracijski odziv. Vibracijski sustav je opisan linearnim vremenski invari-
jantnim sustavom drugoga reda, odnosno ekvivalentnim poopéenim modelom
prostora stanja. Za optimalnost vibracijskog odziva, tj. za funkciju cilja pro-
blema optimizacije, usvojen je kriterij H,, optimalnosti sustava. Primjenom
rezultata teorije disipativnosti, problem optimizacije zapisan je kao problem
minimizacije linearne funkcije cilja uz ograni¢enja u obliku sustava bilinear-
nih matricih nejednadzbi, a uzeta su u obzir i ostala ogranicenja parametara
konstrukcije. Priizvodu algoritma osobita pozornost posvecena je posebnosti
vibracijskog sustava, poput pozitivne (semi)definitnosti i grade matrica sus-
tava, ¢ime je postignuto uklanjanje dijela promjenjivih i smanjenje racunalne
slozenosti algoritma. RjeSavanje tako zapisanog problema provedeno je meto-
dom dopunjene Lagrangeove funkcije i modificirane kaznene/barijerne funk-
cije.

Racunalna slozenost algoritma je visoka, Sto ga u izvornom obliku ¢ini
nepodesnim za optimizaciju sustava s vrlo velikim brojem stupnjeva slobode,
no upotrebom, odnosno integracijom, metode redukcije reda modela (RRM)
u algoritam za optimizaciju, omogucéena je optimizacija vrlo velikih sustava.
Pritom je za RRM upotrebljena iterativna Krilovljeva metoda utemeljena na
racionalnoj interpolaciji prijenosne funkcije sustava u vise tocaka.

Nakon teorijskog razvoja algoritama, provedeno je njihovo ukljucivanje u
programski paket, a razvijen je i sustav za razmjenu s komercijalnim paketom

za analizu metodom konac¢nih elemenata. Uc¢inkovitost razvijenih algoritama
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pokazana je na numerickim primjerima.

Kljucne rijeci: optimizacija vibracijskog odziva, redukcije reda modela,

Krilovljeve metode, disipativnost vibracijskog sustava.



Summary

This thesis deals with the optimization of the structural design parameters
with respect to the vibration response. The vibration system is described by
the linear time-invariant second-order system, or equivalent descriptor state-
space model. Vibration response optimality criteria, i.e. optimization pro-
blem objective function, is based upon system H,, optimality condition. By
means of dissipativity theory results, the optimization problem is formulated
as the minimization of linear objective function with bilinear matrix inequ-
alities constraints, and other structural constraints are taken into account as
well. Vibration system characteristics, such as positive (semi)definitness and
structure of the system matrices, are also considered in the formulation of
the optimization problem, resulting in the elimination of some variables and
thus reducing the computational complexity. The optimization problem is
solved using augmented Lagrangian and modified penalty /barrier method.

The algorithm is computationally expensive, which prohibits its use in the
optimization of the vibrational systems with very large number of deegrees
of freedom. To overcome this, the model order reduction method has been
integrated into the algorithm. For such MOR, an iterative Krylov method
based on system transfer function multi-point rational interpolation has been
used.

Following the theoretical development, the algorithms have been imple-
mented as a computer program, as well as a communication interface with the
commercial finite elemet analysis software. The efficiency of the algorithms

has been demonstrated on numerical examples.

x1i
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Keywords: vibration response optimization, model order reduction, Krylov

methods, vibration system dissipativity.
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Poglavlje

Uvod

Ovdje ce se, kako je to vec istaknuto, razmatrati problem sinteze dinamickog
sustava sa zeljenim vibracijskim odzivom, odnosno ekvivalentan problem op-
timizacije dinamickog sustava s obzirom na vibracijski odziv. Stoga je po-

trebno definirati temeljne stavke oprimizacijskog problema:

e matematicki model,
e funkciju cilja,
e promjenjive i ogranicenja.

Matematicki model koji se cesto upotrebljava za opisivanje dinamickih
pojava je tzv. linearan vremenski invarijantan (LVI) matematicki model di-
namickog sustava. Drugim rijec¢ima, matri¢ne jednadzbe koje opisuju sustav
su linearne i ne sadrze vrijeme kao nepoznanicu. Pritom se pretpostavlja da
takav model dobro opisuje ponaSanje stvarne konstrukcije, tj. da je ponasanje
konstrukcije linearno u ovisnosti o odabranim promjenjivim ili da se moze
linearizirati u nekom podruc¢ju od interesa putem odgovarajué¢ih metoda.

U danasnjem svijetu sveprisutne racunalne simulacije, to je najc¢es¢e mo-
del dobiven metodom konacnih elemenata (MKE) ili nekom drugom nume-
rickom metodom. Preciznije, numerickim metodama dobivaju se matrice
sustava linearnog modela — matrice inercije, prigusenja i krutosti. Promje-

njive su pritom pomaci stupnjeva slobode (¢vorova) prostorno diskretiziranog
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modela, a on sam je drugoga reda, odnosno sadrzi do druge derivacije promje-
njivih. Prema potrebi, takav model se moze transformirati u prostor stanja
sustava, odnosno u model prvoga reda gdje su promjenjive (stanja sustava)
pomaci i brzine stupnjeva slobode. Nadalje, stvarna konstrukcija je u nekoj
interakciji s okolinom (vanjske uzbudne sile, kruta ili elasti¢na veza s drugom
konstrukcijom) koja se moze smatrati vanjskim djelovanjem na konstrukci-
ju, odnosno ulazom. U tu svrhu se prethodno definiranom matematickom
modelu dodaje matrica ulaza koja definira raspodjelu ulaznih promjenjivih
(prije svega sila) na stupnjeve slobode, odnosno promjenjive stanja sustava.
Kako se razmatrano dinamicko ponasanje konstrukcije, u pravilu, ne odnosi
na pojedine djelove konstrukcije jednako, uvodi se matrica izlaza koja defi-
nira stupnjeve slobode (promjenjive stanja) od interesa. Ukratko, definira se
LVTI sustav s pripadnim nepoznanicama stanja s vise ulaza i izlaza.

Nadalje, potrebno je definirati optimalno vibracijsko (dinamicko) po-
nasanje, odnosno funkciju cilja. U tu svrhu, uz prethodnu definiciju LVI
sustava, dinami¢ko ponadanje se mjeri nekom od normi sustava. Cesto se
upotrebljava H,, norma, koja daje mjeru energije izlaznog signala u odnosu
na energiju ulaznog signala i za stabilne sustave je jednaka najvec¢oj singu-
larnoj vrijednosti prijenosne matrice sustava. Norma Hy daje mjeru ukupne
energije izlaznog signala za sve impulsne ulazne signale. Ostale ¢esé¢e upo-
trebljavane norme uklju¢uju L; normu ili mjeru amplitude izlaznog u od-
nosu na amplitudu ulaznog signala (eng. peak-to-peak), Lo — Lo, induciranu
normu ili normu amplitude izlaznog u odnosu na energiju ulaznog signala
(eng. energy-to-peak).

Konaé¢no, nuzno je definirati promjenjive parametre sustava (promjenjive
sustava). To su kod mehanicke konstrukcije opéenito svi promjenjivi para-
metri konstrukcije koji se u LVI matematickom modelu dinamickog sustava
mogu opisati kao ¢lanovi matrica sustava (inercije, krutosti, prigusenja). Pri-
tom je kljuéno primijetiti da promjenjive sustava (formalno) ¢ine dinamicki
sustav, koji se pomoé¢u odgovarajucéih transformacija moze izdvojiti iz nepro-

mjenjivog dijela razmatranog sustava. Taj izdvojeni i promjenjivi dinamicki
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sustav imat ¢e dimenziju i strukturu nametnutu brojem promjenjivih pa-
rametara i strukturom stvarne konstrukcije, i bit ¢e u interakciji s stalnim
dijelom razmatranog sustava. Naravno, na promjenjive sustava primjenjivat
¢e se i ogranicenja uslijed ostalih konstrukcijskih zahtjeva. U teoriji auto-
matske regulacije, promjenjivi dio sustava naziva se regulator.

Ovime je problem sinteze dinamickog sustava, odnosno konstrukcije cije
vibracijsko (dinamicko) ponasanje taj sustav opisuje, zapisan kao optimiza-
cijski problem. U teoriji sustava i regulacije, tako ureden problem je ekviva-
lentan izrazito teskom problemu sinteze regulatora s dodatnim ogranic¢enjima
strukture i/ili dimenzije. Upravo je razvoj odgovarajuéih algoritama, u okvi-
ru teorije sustava i regulacije, motivacija za opisani pristup u sintezi, odnosno
optimiranju konstrukcije sa stanovista vibracijskog (dinamickog) ponasanja.

Pritom jednu od temeljnih poteskoca predstavlja dimenzija sustava dobi-
venog pomoc¢u MKE ili nekom drugom numerickom metodom — nerijetko su
to sustavi s 10% i vise stupnjeva slobode. Suvremeni algoritmi teorije sustava
upotrebljivi su za sustave s relativno malim brojem stupnjeva slobode. To
ih, usprkos intenzivnom razvoju racunala, ¢ini neprikladnim za rad s vrlo
velikim matematickim modelima i motivacija je za uvodenje redukcije reda
modela (RRM) originalnih (velikih) sustava i rad s rezultiraju¢im reducira-
nim (malim) sustavima.

Metodama RRM, sustav velikih dimenzija (velikog broja promjenjivih
sustava) zamjenjuje se sustavom manjih dimenzija, tzv. reduciranim susta-
vom. Pritom se nastoji da dinamicko ponasanje od interesa (npr. u nekom
frekvencijskom rasponu) reduciranog sustava bude $to blize onome original-
noga sustava, tj. da pogreska aproksimacije bude sto manja, te da redukcijom

ostanu oCuvana neka pozeljna svojstva sustava (npr. stabilnost).

1.1 Pregled dosadasnjih istrazivanja

U ovom odjeljku dat ¢e se pregled dosadasnjih istrazivanja, i to odvojeno

za dva kljuéna dijela ove disertacije: metoda sinteze dinamickih sustava, s
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posebnim naglaskom na linearne matri¢ne nejednadzbe (LMN) i pripadne

optimizacijske algoritme, i metoda redukcije reda modela.

1.1.1 Metode sinteze dinamickog sustava

Prva pojava linearnih matri¢nih nejednazdbi (LMN) u dinamickim sustavi-
ma [1, 2] se povezuje s temeljnim radom A. M. Ljapunova ”Opéi problem
stabilnosti gibanja” objavljenim 1892. godine. U tom radu Ljapunov izucava
asimptotsko ponasanje sustava diferencijalnih jednadzbi X = A(x) gdje je
x € R" vektor polozaja i brzina, a A: R" — R" neka analiticka funkcija.
On uvodi pojmove kao Sto su stabilnost, asimptotska stabilnost, nestabilnost
i definira ih putem egzistencije poopc¢ene funkcije, kasnije nazvane Ljapu-
novljeva funkcija. Tako je, prema Ljapunovu, sustav stabilan ako postoji
funkcija V koja se duz trajektorija sustava smanjuje. Ovaj koncept se po-
kazao vrlo vaznim u kasnijoj teoriji disipativnih sustava [3, 4] i formulaciji
problema analize i sinteze dinamickih sustava putem LMN.

Sezdesetih godina dvadesetog stoljec¢a, ponajvise kroz radove Kalmana,
Jakubovica, Popova i Andersona, doslo je do daljnjeg pomaka u razvoju
LMN. Vjerojatno najznacajniji rezultat iz tog doba je Kalmanova-Jakuboviceva-
Popovljeva lema (1962.), koja daje vezu nejednakosti u frekvencijskom po-
drucju i egzistencije rjesenja LMN, odnosno egzistencije Ljapunovljeve funk-
cije.

Daljnji znac¢ajan doprinos dao je Willems svojim radom na teoriji disipa-
tivnih sustava [3, 4]. Willems se, poput ostalih istrazivaca iz sedamdesetih,
u svom radu koncentrirao na rjeSavanje problema iz teorije sustava putem
"egzaktnog” rjesavanja algebarskih Ricattijevih jednadzbi (ARJ) i Ljapu-
novljevih jednadzbi [5], za §to je, vjerojatno, zasluzan i intenzivan razvoj
numericke linearne algebre. No, prema [1], upravo je Willems prvi ukazao na
mogucénost direktnog numerickog rjesavanja LMN.

Spoznaja da LMN koje se javljaju u teoriji sustava definiraju konveksan
optimizacijski problem, prema [1], prisutna je od ranih osamdesetih. No, tek

je razvoj efikasnih numerickih metoda za rjesavanje takvih problema dao velik
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zamah istrazivanjima LMN. Karmarkar [6] je razvio metodu unutarnje tocke
(eng. interior point) za linearno optimiranje, a Nesterov i Nemirovskii (1988.)
su u nizu radova taj algoritam poopéili na semidefinitno optimiranje [7],
odnosno rjesavanje optimizacijskih problema napisanih putem LMN. Dobar
pregled podrucja konveksnog, posebice semidefinitnog optimiranja, dan je u
[8].

Od pocetka devedesetih, napori znanstvenika su usmjereni k zapisivanju
klasi¢nih problema teorije dinamickih sustava kao konveksnih optimizacijskih
problema. Tako se, primjerice, problem sinteze Hs i Hy, optimalnog regulato-
ra [9, 10, 11] moze zapisati kao konveksan optimizacijski problem s linearnom
funkcijom cilja i ograni¢enjima u obliku LMN. Dobar pregled istrazivanja u
tom razdoblju dan je u [1, 12].

Ipak, takav pristup je, mozda, ponajvise rezultata dao kod problema za
koje ne postoji tradicionalno ”eksplicitno” rjeSenje putem konveksnih relak-
sacija, tj. zamjene originalnog, ¢esto nekonveksnog problema, nekim konvek-
snim problemom. Relaksacije temeljene na multiplikatorima, primjerice kva-
dratnih separatora (eng. quadratic separators) [13] i S-procedure s punim
blokovima (eng. full block S-procedure) [14, 15], igraju kljuénu ulogu u kons-
trukciji konveksnih relaksacija. Vazno je istaknuti da se pritom postavlja pi-
tanje tocnosti relaksacije, odnosno konzervativnosti tako dobivenog rjesenja
[16, 17]. Tako rjesenja konveksnih relaksacija toéno odgovaraju rjesenjima
originalnog problema u nekim slucajevima, dok se kod drugih u nekoj mjeri
uvodi konzervativnost koja i ne mora biti poznata.

Problem koji ¢e se razmatrati u ovoj disertaciji jest optimizacija para-
metara mehanickog (vibracijskog) sustava s ciljem postizanja zeljenog dina-
mickog ponasanja, i taj problem je, prema rezultatima iz podrucja automat-
ske regulacije, ekvivalentan problemu sinteze optimalnog regulatora stalne
strukture. Pritom se kao kriteriji optimalnosti, najcesée, usvajaju kriteriji za
H. ili Hy normu sustava, a i drugi kriteriji. Za razliku od sinteze regulatora
bez dodatnih ogranicenja [10, 11], sinteza regulatora uz dodatna ogranicenja

(rang ili struktura) rezultira nekonveksnim i nelinearnim problemom. Ogra-
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nicenja za promjenjive sustava se vise ne mogu zapisati putem LMN, veé
putem (u opéem slucaju nekonveksnih) bilinearnih matri¢nih nejednadzbi
(BMN). Samo u posebnim slucajevima, npr. za odredenu skupinu struktura
[18], takav problem se moze svesti na konveksan problem, no u opéem slucaju
je nekonveksan i smatra se izrazito teskim [19]. Pocetke izucavanja opisanog
problema sinteze valja traziti u ranim sedamdesetim godinama dvadesetog
stoljeca, i to je do danas ostalo vrlo aktivno podruéje istrazivanja (vidjeti
npr. [20]). Ovdje ¢e se navesti rezultati znacajni za ovu disertaciju.

Ghaoui i Balakrishnan [21] predlozili su metodu V-K iteracija, gdje se u
pojedinom koraku optimiraju ili Ljapunovljeva funkcija ili parametri susta-
va, dok se druga promjenjiva drzi stalnom. Dokaz konvergencije metode nije
dan u literaturi, i prema nekim autorima [20] u sluc¢aju velikog broja pro-
mjenjivih metoda konvergira k rjesenju daleko od optimalnog. Dobra strana
metode je vrlo jednostavno dodavanje strukturnih ogranicenja, npr. dodatnih
eksplicitnih ogranic¢enja za pojedine parametre sustava.

Ucinkovitost metode unutarnje tocke kod semidefinitnog optimiranja bila
je motivacija za njihovu primjenu kod nekonveksnih i nelinearnih optimizacij-
skih problema, sto je rezultiralo jednom Sirom skupinom algoritama. Mogu
se izdvojiti sljedeci pristupi.

Leibfritz i Mostafa [22] predlazu metodu unutarnje tocke sa sigurnim
podrué¢jem (eng. interior point trust-region) za rjeS8avanje nelinearnog i neko-
nveksnog optimizacijskog problema posebne grade, to¢nije problema minimi-
zacije nelinearne matricne funkcije uz nelinearna semidefinitna ogranicenja,
uvjete pozitivne semidefinitnosti varijabli i nelinearne matri¢ne jednakosti.

Fares et al. [23] rjesavaju problem minimizacije linearne funkcije cilja uz
LMN ogranicenja i nelinearna ogranic¢enja. Pritom su nelinearna ogranic¢enja
ukljucena u dopunjenu Lagrangeovu funkciju (eng. augmented Lagrangian)
koja se u svakom koraku minimizira uz zadana LMN ogranic¢enja. Kako se u
svakom koraku rjesava konveksan problem, takav pristup se moze okarakte-
rizirati i kao sekvencijalno semidefinitno optimiranje.

Jarre [24] je poopdio prediktor-korektor metodu unutarnje tocke (eng. predictor-
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corrector interior point) na nekonveksne probleme, i taj je algoritam primje-
njen na problemu sinteze H., optimalnog regulatora stalnog ranga [25, 20].

Kocvara i Stingl razvili su algoritam za rjeSavanje nelinearnih semidefinit-
nih problema putem dopunjene Lagrangeove funkcije i modificirane metode
kaznene/barijerne funkcije (eng. modified barrier function method, MBF'), te
ga primijenili u programskom paketu [26, 27].

Drugi pristup je pretvorba razmatranog problema u nekonveksni problem
optimizacije svojstvene vrijednosti, rjesiv metodama nekontinuirane optimi-
zacije (eng. nonsmooth optimization). Tako se problemu minimizacije H,
norme sustava moze pristupiti i izravno, tj. kao problemu minimizacije naj-
vecCe singularne vrijednosti prijenosne matrice stabilnog sustava. Takva for-
mulacija, prema direktnoj definciji, rezultira nekontinuiranom funkcijom cilja
i nekontinuiranim ogranic¢enjima, sto uzrokuje upotrebu posebnih algoritama
za rjeSavanje. No, pritom se ne uvodi Ljapunovljeva funkcija kao dodatna
promjenjiva, Sto rezultira manjim ukupnim brojem promjenjivih.

Kljuéna poteskoca uzrokovana nekontinuiranoséu optimizacijskog proble-
ma je nederivabilnost funkcije cilja i ograni¢enja u nekim tockama (iteracija-
ma), te s time povezano racunanje smjera trazenja. U svezi teorije sustava,
sljededi radovi daju neka od predlozenih rjesenja:

Spektralne skupne metode (eng. spectral bundle methods), prvi put pred-
loZene u minimiziranju najvece svojstvene vrijednosti afine matricne funkcije
[28], nasle su primjenu u rjesavanju nekontinuiranih problema u teoriji dina-
mickih sustava [29, 30, 31, 32]. Spektralne skupne metode racunaju sljedeéu
iteraciju na temelju skupa afinih aproksimacija funkcije cilja, koja se dalje
prihvaca ili kao novo trenutno rjesenje ili se upotrebljava za poboljsanje skupa
afinih aproksimacija.

Burke et al. [33, 34] predlazu algoritam uzorkovanja gradijenta (eng. gra-
dient sampling), gdje se smjer trazenja u trenutnoj iteraciji odreduje na te-
melju gradijenata iz viSe tocaka iz neke okoline trenutnog rjesenja.

Jedna od metoda, koje smjer trazenja racunaju samo na temelju vri-

jednosti funkcije cilja u skupu tocaka, jest metoda visesmjernog trazenja
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(eng. multidirectional search method) [35]. Takav pristup je svrstava u sku-
pinu algoritama direktnog trazenja (eng. direct search), a dobar pregled je
dan u [36].

Opcenito, LMN i BMN se mogu smatrati posebnim sluc¢ajevima polinom-
nih matricnih nejednadzbi (PMN). Optimizacijski problemi koji ukljuc¢uju
ogranicenja za varijable u vidu PMN su opc¢enito nekonveksni i samo je u
posebnim sluc¢ajevima moguca eksplicitna pretvorba tih problema u konvek-
sne, odnosno ekvivalentne probleme s LMN. No, nedavno razvijene metode
aproksimacije PMN (pa time i BMN) putem konveksnih relaksacija pruzaju
mogucénosti rjesavanja originalnih (nekonveksnih) problema nizom konveks-
nih relaksacija. Hol i Scherer [37] i Kojima [38] upotrebljavaju dekompoziciju
sa zbrojem kvadrata (eng. sum of squares) za konstrukciju konveksnih relak-
sacija optimizacijskih problema s polinomnom funkcijom cilja i polinomnim
semidefinitnim ograni¢enjima, odnosno PMN. Time dobivaju niz sve boljih
konveksnih aproksimacija ¢ija rjeSenja konvergiraju k rjesenju originalnog
(nekonveksnog) problema. Henrion i Lasserre [39] daju dodatan doprinos u
tom podrucju i izvode kriterije za ocjenu globalnog optimuma u trenutnoj
relaksaciji.

Potrebno je istaknuti da sve metode optimizacije (izuzev posljednjih) spa-
daju u metode lokalne optimizacije, tj. konvergiraju k lokalnom minimumu
nekonveksnog optimizacijskog problema. Globalna optimizacija je, suklad-
no ve¢ spomenutim rezultatima u pogledu sluzenosti zadanog problema [19],
izrazito zahtjevna u racunskim operacijama. Kao primjer se moze navesti
rad [40] u kojem je metoda grananja i uklanjanja (eng. branch € bound)

primjenjena na probleme definirane pomoéu BMN.

1.1.2 Metode redukcije reda modela

Radi potpunosti pregleda istrazivanja, ukratko ¢e biti opisana skupina me-
toda RRM ¢iji je razvoj u uskoj svezi s MKE. Sam prikaz prati [41], gdje se
mogu nadéi detalji pojedinih metoda s dobrim pregledom literature.

Jednu od prvih metoda redukcije modela, dobivenog MKE, predlozili su
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Guyan i Irons 1965. godine. Metoda ukljuc¢uje podjelu stupnjeva slobode
na primarne (eng. primary degrees of freedom, master degrees of freedom) i
sekundarne (eng. secondary degrees of freedom, slave degrees of freedom), te
uklanjanje sekundarnih stupnjeva slobode. Iz jednadzbi staticke ravnoteze,
uz zanemarene sile na sekundarnim stupnjevima slobode, izvodi se matrica
(Guyanova kondenzacijska matrica) koja pomake primarnih stupnjeva slo-
bode preslikava u pomake sekundarnih stupnjeva slobode. Ukljuc¢ivanjem
Guyanove kondenzacijke matrice u matricu koordinatne tansformacije, koja
primarne stupnjeve slobode preslikava u sve stupnjeve slobode, postignu-
to je uklanjanje sekundarnih stupnjeva slobode, tj. reducirani model sadrzi
samo primarne stupnjeve slobode. Matrica krutosti, inercije i vektor sila
reduciranog modela se dobivaju s istom matricom transformacije. Guyano-
va kondenzacija zanemaruje utjecaj inercije, tj. upotrebljava samo matricu
krutosti pri konstrukeiji kondenzacijske matrice. Sukladno tome pripadna
aproksimacija (reducirani model) tocna je za staticke probleme, pa se naziva
i staticka kondenzacija. Ipak, ona se upotrebljava i u dinamickim proble-
mima, primjerice reduciranom problemu svojstvenih vrijednosti, ekspanziji
vlastitih formi i sli¢no, i tada to¢nost aproksimacije uvelike ovisi o izboru pri-
marnih stupnjeva slobode. Programski paketi za MKE ¢esto imaju ukljué¢enu
Guyanovu metodu i njezine modifikacije (poopéena Guyanova kondenzacija,
kvazistaticka Guyanova kondenzacija).

Metode dinamicke kondenzacije (eng. dynamic condensation) slijede pris-
tup podjele stupnjeva slobode na primarne i sekundarne, te uklanjanje se-
kundarnih stupnjeva slobode upotrebom kondenzacijske matrice pri ¢ijem
se izvodu utjecaj inercije potpuno ili djelomicno uzima u obzir. Egzaktna
dinamicka kondenzacija (eng. ezact dynamic condensation) upotrebljava po-
opc¢eni problem vlastitih vrijednosti cijelog modela pri izvodu kondenzacijske
matrice. Kako je tako izvedena kondenzacijska matrica ovisna o (nepoznatoj)
svojstvenoj vrijednosti, rezultirajuée matrice reduciranog modela su frekven-
cijski ovisne. Problem svojstvenih vrijednosti reduciranog modela, dobiven

tom metodom, jest tocan, tj. nema pogreske aproksimacije, ali je nelinearan
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i zahtjeva posebne algoritme rjesavanja.

Klasi¢na dinamicka kondenzacija uzima utjecaj inercije za odabranu stal-
nu frekvenciju, sto uzrokuje konstantne matrice kondenzacije i pripadne ma-
trice reduciranog sustava. Tako izveden reducirani model je tocan samo za
odabranu frekvenciju.

U skupinu algoritama dinamicke kondenzacije moze se svrstati i Guyanova
kondenzacija viseg reda, izvedena razvojem kondenzacijske matrice dobivene
egzaktnom dinamickom kondenzacijom u red potencija. Iako je tako dobivena
aproksimacija to¢nija od one dobivene primjenom Guyanove kondenzacije,
pripadni algoritam je numericki znatno zahtjevniji.

Metoda dinamicke podstrukture (eng. dynamic substructuring) izvodi
matricu kondenzacije iz veze pomaka sekundarnih stupnjeva slobode uslijed
statickog pomaka primarnih stupnjeva slobode (Guyanova metoda), dodatno
uzevsi u obzir dinamicki utjecaj podstrukture koju ¢ine sekundarni stupnjevi
slobode. To se moze uciniti, primjerice, uzimanjem u obzir odredenog broja
vlastitih formi dinamicke podstrukture.

Modalna dinamicka kondenzacija polazi od pomaka primarnih i sekun-
darnih stupnjeva slobode kao superpozicije odredenog broja vlastitih formi
vibriranja modela. Vlastite forme pritom mogu biti forme iz nekog frek-
vencijskog podrucja od interesa i moraju biti poznate, Sto zahtjeva dodatno
vrijeme ra¢unanja. To su modalna redukcija i SEREP (eng. system equivalent
reduction expansion).

[terativne metode dinamicke kondenzacije rjesavaju neke od nedostata-
ka prethodno navedenih metoda, poimenice, ovisnost kondenzacijske matri-
ce o svojstvenoj vrijednosti ili potrebu za poznavanjem skupa svojstvenih
vektora. Kod dvokoracnih prediktor-korektor metoda pocetna aproksimaci-
ja se racuna Guyanovom ili nekom drugom kondenzacijom, te se racunaju
svojstveni vektori tako dobivene aproksimacije. U fazi korekcije, priblizni,
svojstveni vektori sekundarnih stupnjeva slobode racunaju se ekspanzijom
prethodno izracunatih svojstvenih vektora primarnih stupnjeva slobode. Ko-

nacno, racuna se modalna dinamicka kondenzacija na temelju pribliznih svoj-
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stvenih vektora. Navedeni postupak je u metodi Guyan-SEREP. Rezultati
pocetne (Guyanove) aproksimacije mogu se primijeniti za opis utjecaja iner-
cije u novo izracunatoj matrici dinamicke kondenzacije. Takav pristup se
naziva metodom poboljsanog reduciranog sustava (eng. improved reduced sys-
tem, IRS). Visekoracne metode racunaju sukcesivne aproksimacije dinamicke
matrice kondenzacije koja moze ovisiti o jednoj ili vise vlastitih formi. Pri-
tom se za pocetnu aproksimaciju obi¢no uzima Guyanova aproksimacija, a
rezultiraju¢a matrica dinamicke kondenzacije i pripadne matrice reduciranog
sustava nisu ovisne o frekvenciji.

Osim navedenih algoritama, ¢iji je razvoj usko povezan s MKE, u teoriji
sustava neovisno je razvijen niz algoritama RRM. Oni se opéenito mogu

podijeliti u tri skupine:
e metode temeljene na singularnoj dekompoziciji (SD),

e metode Krilovljevih podprostora, odnosno metode slaganja momenata

(eng. moment matching),
e SD-Krilovljeve metode.

Jednu od najcesée primjenjivanih metoda, temeljenu na SD, uravnotezeno
skradivanje (eng. balanced truncation), prvi je u teoriji sustava uveo Moore
[42]. Postupak uravnotezavanja se temelji na pretvorbi sustava u oblik gdje
su stanja sustava, koja su tesko upravljiva, istovremeno i tesko osmotriva,
te uklanjanju (skracivanja) odabranog broja tesko upravljivih (osmotrivih)
stanja. Formalno, matrica upravljivosti sustava (eng. controllability grammi-
an) 1 matrica osmotrivosti sustava (eng. observability grammian) simultano
se dijagonaliziraju i tada na glavnoj dijagonali sadrze tzv. Hankelove singu-
larne vrijednosti. Reducirani sustav se dobiva odbacivanjem onih stanja koja
odgovaraju malim Hankelovim singularnim vrijednostima, tj. slabo upravlji-
vih i slabo osmotrivih stanja, odnosno odbacivanjem odgovarajucih dijelova
transformiranih matrica sustava.

Metoda ima niz dobrih strana. Stabilnost sustava nakon redukcije ostaje

ocuvana. Kako se eksplicitno upotrebljavaju matrice upravljivosti i osmotri-
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vosti, koje sadrze informacije o sustavu za cijeli frekvencijski spektar, rezul-
tirajuc¢a aproksimacija je dobra u cijelom spektru. Globalna pogreska aprok-
simacije je a priori poznata, tj. Hy, norma pogreske aproksimacije je jednaka
dvostrukom zbroju odbacenih Hankelovih singularnih vrijednosti. Potenci-
jalno negativna strana metode je racunska slozenost. Matrice upravljivosti i
osmotrivosti su rjeSenja Ljapunovljevih jednadzbi upravljivosti i osmotrivos-
ti, za Cije se rjeSavanje upotrebljavaju algoritmi s brojem potrebnih racunskih
operacija O(n?) i memorijskim zahtjevima O(n?), gdje je n dimenzija (broj
promjenjivih stanja sustava) originalnog modela. To ograni¢ava njezinu pri-
mjenu kod sustava vrlo velikih dimenzija.

Osim navedene metode uravnotezavanja, u literaturi nazivanog i Ljapu-
novljevo uravnotezavanje, koriste se stohasticko uravnotezavanje (eng. sto-
hastic balancing), omedeno realno uravnotezavanje (eng. bounded real ba-
lancing), pozitivno realno uravnotezavanje (eng. positive real balancing),
tezinsko frekvencijsko uravnotezavanje (eng. frequency weighted balancing).
Dobar pregled metoda uravnotezavanja dan je u [43].

Krilovljeve metode cCesto se upotrebljavaju u aproksimaciji svojstvenih
vrijednosti i iterativnom rjesavanju sustava linearnih jednadzbi [44], a kod
redukcije reda modela u aproksimaciji linearnih sustava putem slaganja mo-
menata [45]. Formalno, prijenosna funkcija linearnog sustava zamjenjuje se
prijenosnom funkcijom nizeg ranga tako da se odreden broj ¢lanova njihovog
razvoja u Laurentov red, tzv. momenata, u odabranim tockama kompleksne
ravnine (interpolacijskim tockama) podudara. Ukoliko se za interpolacijsku
tocku odabere beskona¢nost, momenti se nazivaju Markovljevim parametri-
ma, a aproksimacija sustavom nizeg ranga, problemom parcijalne realizacije
(eng. partial realization). Ukoliko su odabrani momenti u nuli, pripadni pro-
blem se naziva Padéova aproksimacija, a za proizvoljnu interpolacijsku tocku
u kompleksnoj ravnini racionalna interpolacija.

Kod same primjene metode momenti se ne racunaju eksplicitno, veé¢ se
matrice reduciranog sustava racunaju putem iterativnih Krilovljevih algorita-

ma. Tako se problem parcijalne realizacije moze efikasno rijesiti primjenom
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Lanczosove ili Arnoldijeve metode. Tako dobiven reducirani sustav dobro
aproksimira originalni sustav u podru¢ju visokih frekvencija. Problem ra-
cionalne interpolacije s jednom interpolacijskom tockom moze se rjeSiti pri-
mjenom racionalne Lanczosove ili Arnoldijeve metode, dok se u slucaju vise
interpolacijskih tocaka upotrebljava racionalna Krilovljeva metoda, koju je
originalno predlozio Ruhe [46]. Ta metoda daje najbolje aproksimacije za
proizvoljna frekvencijska podrucja.

Grimme je, u svojoj doktorskoj disertaciji [47], u RRM pokazao kako
se problem racionalne aproksimacije s viSe interpolacijskih to¢aka moze ri-
jesiti putem Krilovljevih metoda. On je za sustave s jednim ulazom i jednim
izlazom (eng. single-input-single-output, SISO) predlozio tri algoritma, po-
imenice dualni racionalni Arnoldijev algoritam (eng. dual rational Arnoldi),
racionalan Lanczosov algoritam (eng. rational Lanczos) i racionalni Krilov-
ljev algoritam potencija (eng. rational power Krylov). Navedena disertacija
daje dobar pregled teorije primjene Krilovljevih metoda u racionalnoj inter-
polaciji.

Primjena Krilovljevih metoda u redukciji sustava s vise ulaza i izlaza
(eng. multiple-input-multiple-output, MIMO) znatno je teza i istrazivana je
od strane vise autora, npr. [48, 49]. Osnovnu poteskoéu predstavlja gubi-
tak ranga projekcijskih matrica, sto onemogucava jednostavnu primjenu blok
verzija (racionalne) Arnoldijeve i Lanczosove metode, odnosno Krilovljevih
metoda. Dobar pregled o tome dan je u [50].

Osnovna prednost Krilovljevih metoda jest njihova u¢inkovita numericka
primjena — broj racunskih operacija za redukciju na sustav dimenzije k je
O(kn?) kod sustava s gusto popunjenim matricama, odnosno O(k*n) kod
sustava s rijetko popunjenim matricama. Zahtjevi za memorijom su O(kn),
gdje je n dimenzija originalnog modela.

No, usprkos numerickoj uc¢inkovitosti, nevedene metode imaju niz nedos-
tataka. Stabilnost originalnog sustava ne jamci stabilnost dobivenog redu-
ciranog sustava. Krilovljeve metode ne upotrebljavaju matrice upravljivosti

i osmotivosti, pa niti ne uklju¢uju globalnu informaciju o sustavu. Aprok-
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simacija je lokalna i ovisi o izboru interpolacijskih tocaka. Sukladno tome,
reducirani sustav dobro opisuje originalni u okolini interpolacijskih tocaka,
ali Hy, pogreska aproksimacije je opc¢enito veca nego kod metoda temelje-
nih na SD i nije a priori poznata. Rezultat za Hy normu globalne pogreske
aproksimacije za Lanczosovu metodu dali su Gugercin i Antoulas [51] i na te-
melju toga predlozili optimalan izbor interpolacijskih tocaka. Tako dobivena
aproksimacija je, prema Hs normi pogreske, usporediva s onima dobivenim
metodama SD.

Danas se istrazuju metode koje kombiniraju pozitivne strane SD i Kri-
lovljevih metoda i moze ih se svrstati u (Siroku) skupinu SD-Krilovljevih
metoda. Od brojnih pristupa, ¢iji je pregled dan u [45], ovdje ¢e biti nave-
deno nekoliko.

Tezinsko frekvencijsko uravnotezavanje moze se, uz odgovarajuci izbor
tezinskih frekvencijskih filtera, opisati kao problem racionalne interpolacije i
rijesSiti racionalnom Krilovljevom metodom.

Gugercin i Antoulas predlazu redukciju reda modela putem najmanjih
kvadrata [52]. Ta metoda kombinira SD i Krilovljeve metode tako da se
racuna samo jedna matrica sustava (matrica osmotrivosti), dok se istovre-
meno putem Krilovljeve metode slazu momenti. Sastavljen reducirani sustav
reda r je stabilan i Markovljevi parametri su mu jednaki prvim r Markov-
ljevim parametrima originalnog sustava. Nadalje, matrica osmotrivosti se
racuna priblizno jednom od metoda Smithovog tipa ¢iji opis slijedi.

Niz Hankelovih singularnih vrijednosti vrlo brzo pada [53], odnosno ma-
trice upravljivosti i osmotrivosti sustava imaju nizak numericki rang. To je
izvoriSte razvoja algoritama za njihovo priblizno racunanje, odnosno aproksi-
maciju matrica upravljivosti i osmotrivosti sustava matricama niskog ranga.
Tu su najcesée u upotrebi iterativne metode Smithovog tipa [54], u koje
se ubrajaju algoritam implicitne promjene smjera (eng. alternating direction
implicit, ADI) [55], Smithova metoda, ciklicka Smithova metoda (eng. cyclic
Smith method), odnosno njihove varijante niskog ranga [56, 57]. Tako iz-

racunate aproksimacije upotrebljavaju se, primjerice, u priblizim metodama



POGLAVLJE 1. UVOD 15

uravnotezavanja (eng. approzimate balancing methods).

1.2 Hipoteza rada

Optimizaciju vibracijskog ponasanja konstrukcije, odnosno sintezu konstruk-
cije sa zeljenim dinamickim ponasanjem, moguce je ostvariti algoritmima te-
meljenim na rezultatima teorije disipativnosti linearnih vremenski invarijant-
nih dinamickih sustava. Zbog numericke zahtjevnosti tih algoritama, sustav
koji opisuje dinamicko ponasanje konstrukcije zamjenit ¢e se sustavom niskog
reda upotrebom metoda redukcije reda modela. U procesu optimizacije i re-
dukcije reda modela uzet ¢e se u obzir specificnosti svojstvene vibracijskim
sustavima mehanickih konstrukcija. To su prije svega ogranicena frekvencij-
ska podrucja od interesa (podrucja rezonancija, kriti¢nih brzina i sliéno) i
struktura mehanickih konstrukcija. Ostala (konstrukcijska, tehnoloska, itd.)

ogranicenja, za parametre konstrukcija, uzet ¢e se u obzir do razlicite mjere.



Poglavlje

Linearni dinamicki sustavi

U svrhu izuc¢avanja optimalnog ponasanja vibracijskog, odnosno dinamickog
sustava, on ¢e se promatrati na nacin uobicajen u klasi¢noj teoriji sustava,
tj. kao apstraktni matematicki objekt > koji preslikava ulazne signale w
u izlazne signale z. Formalno, rije¢ je o preslikavanju > : W — Z, gdje
je W prostor ulaznih signala, dok je Z prostor izlaznih signala. Pritom
¢e se pod pojmom ulazni signal smatrati vibracijska uzbuda, najcesc¢e neki
vremenski ovisan vektor sila ili pomaka koji, izvana djeluje na vibracijski
sustav i uzrokuje vibracije. Izlazni signal ¢e biti neka znacajka vibracija
sustava podesna za ocjenu vibracijkog ponaSanja, npr. amplituda vibracijskih
pomaka na odredenom mjestu.

Sam sustav 3 bit ¢e linearan, vremenski invarijantan, (LVI) dinamicki
sustav opisan matematickim modelom prostora stanja, odnosno poopc¢enim
modelom prostora stanja. Zato ¢e se, nakon definicije diskretnog vibracijskog
sustava, ovdje dati kratak pregled teorije LVI sustava. Posebno ¢e se defini-
rati kriteriji za ocjenu ulazno-izlaznog ponasanja LVI sustava putem odgo-
varajuc¢ih normi sustava. Ti kriteriji ¢e ujedno biti i funkcije cilja, u procesu
optimizacije vibracijskih sustava, sto ¢e biti izlozeno u narednim poglavljima.
Postupno ¢e se uvoditi pretpostavke o znacajkama sustava i ulaznog signala
koje ¢e biti kljuéne u daljnjem izvodenju algoritma optimizacije.

Ovdje izlozena teorija nikako nije sveobuhvatna — detaljniji pregled se

16
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moze naéi u knjigama [58, 59|, a posebno, za poopéene modele prostora
stanja, u [60, 61, 62].

2.1 Diskretan vibracijski sustav

Dinamicko ponasSanje linearnog vremenski invarijantnog diskretnog vibracij-
skog sustava s q stupnjeva slobode gibanja moze se opisati sustavom linearnih

diferencijalnih jednadzbi drugog reda
My (1) + Py (1) + Ky(t) = £(t), (2.1)

s pocetnim uvjetima y(0) = yo,y(0) = yo, gdje je t vrijeme, y(t),y(t),¥(t) €
R4 su vektori pomaka, brzina i ubrzanja, a f(¢) € R je vektor sila na odabra-
nim stupnjevima slobode. Ovdje pojam pomak obuhvaca poopéeni pomak
koji moze biti pravocrtni pomak ili zakret. Analogno, pojam sile je po-
op¢ena sila ili moment. Realne matrice M, P, K € R4 su matrica inercije,
prigusenja i krutosti.

Matrice M i K u svezi su s kinetickom energijom sustava FEj i potenci-

jalnom energijom sustava FE,, putem kvadratnih formi

1. . 1
Ey = QYTM}’, E, = §}’TKY7 (2.2)

i sukladno tome M i K su simetri¢ne. Kod matematickih modela vibracijskih
sustava u strojarskoj praksi matrice inercije i krutosti su najcesée pozitivno
definitne (M > 0, K > 0), ali mogudi su i slucajevi kada su one i pozitivno
semidefinitne (M > 0 i/ili K > 0), tj. singularne. Razmatranja u ovoj
disertaciji odnosit ¢e se na opcenit slucaj ako su M > 0, K > 0. Ipak, da
bi izlaganje bilo potpuno i konzistentno, tijekom ovog poglavlja navest ¢e se
rezultati koji vrijede samo za slucaj kada su M > 0, K > 0.

Matrica prigusenja P, pri izu¢avanju vibracija u strojarstvu, ¢esto nije a
- priori poznata — ona opisuje disipaciju energije unutar vibracijskog sus-
tava i, najcesc¢e, nema fizikalnu interpretaciju. Razlog tome je ¢injenica da

bi "egzaktno” matematicko opisivanje mehanizama odgovornih za prigusenje
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vibracija bilo suvise kompleksno i neprakticno za primjenu u strojarstvu. Za-
to se primjenjuju matematicki modeli koji, osim Sto dovoljno dobro opisuju
prigusenje vibracija, imaju i pozeljna matematicka svojstva (npr. model po-
op¢enog proporcionalnog prigusenja o kojem Ce kasnije biti rijeci). Takoder,
matrica P u (2.1) nije nuzno simetri¢na niti pozitivno definitna ili semide-
finitna. Klasican primjer su vibracijski sustavi koji ukljucuje giroskopske
efekte. Za takve sustave Coriolisove inercijske sile su opisane s J..y (), gdje
je Jo realna antisimetriéna matrica (Jo, = —JL), ¢ime matrica uz vektor
y(t) u (2.1) prestaje biti simetri¢na.

U (2.1), vektor poopéenih sila f(t) rastavit ¢e se na
f(t) = Biw(t), (2.3)

gdje je w(t) € R™ vektor ulaznog signala, a B; € RY™ matrica linearnog
operatora s prostora ulaznih signala YV na prostor poopcéenih sila F. Motiva-
cija za ovakav rastav je visestruka. U velikom broju slu¢java vrijedi m < q,
tj. dimenzija prostora ulaznih signala je puno manja od broja stupneva slo-
bode. Tako se, primjerice, vektor uzbudnih sila razvojem u Fourierov red
moze zamijeniti relativno malim nizom harmonijskih sila, a matricom B, je
definiran njihov udio u silama koje djeluju na pojedine stupnjeve slobode.
Vektor ulaznih signala w(t) ne mora nuzno biti vektor sila, ve¢ to moze biti
vektor pomaka, vektor brzina, ili pak njegove komponente mogu predstavlja-
ti fizikalno razlicite veli¢ine (sile, pomake, itd.). Matrica By, u tom slucaju,
definira vezu tih veli¢ina s vektorom f(¢). Tako je npr. kod matematickih mo-
dela vibracijskih sustava gdje su, uz uzbudne sile, prisutni i uzbudni pomaci
ili brzine, kao kod problema izolacije vibracija.

Da bi se ocijenilo ponasanje diskretnog vibracijskog sustava opisanog s

(2.1), uvodi se odziv sustava koji je odreden sustavom jednadzbi
z(t) = C1y(1) + Cay(t) + Dw(?), (2.4)

gdje je z(t) € RP izlazni signal, matrice C;, Cy € RP*4 odreduju udio brzina

i pomaka stupnjeva slobode u izlaznom signalu, dok je matricom D € RP*™
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odreden direktan udio ulaznog u izlaznom signalu. Kod matematickih mo-
dela vibracijskih sustava najcesée vrijedi D = 0. Matrice C;, Cy, D su oda-
brane tako da je izlazni signal z(t) dobar za ocjenu vibracijskog ponasanja.
Na primjer, z(t) moze biti vektor vibracijskih pomaka dijelova konstrukcije
(kudista lezajeva, dijelova rotora kod kojih postoji opasnost dodira sa stato-
rom, itd.) €ije su vibracije izrazito Stetne ili pak daju dobru informaciju o
ukupnom vibracijskom ponaSanju konstrukcije.

Sustavi jednadzbi (2.1) i (2.4), nakon uvrstavanja jednadzbe (2.3) glase

My (t) + Py(t) + Ky(t) = Biw(1),

. (2.5)
z(t) = Ciy(t) + Coy(t) + Dw(?),

¢ine matematicki model koji se naziva LVI sustavom drugog reda. Taj se
sustav moze zapisati i kao ekvivalentan LVI sustav prvog reda. Uvodenjem
vektora stanja x(t) = ( x1 ()T xo(t)T >T, gdje je x;1(t) = y(t) vektor br-
zina, Xo(t) = y(t) vektor pomaka, te uvrstavanjem u sustav (2.5) dobiva

" Ex(t) = Ax(t) +Bw(t),

z(t) = Cx(t)+Dw(t),
gdje su matrice E, A € R™" B € R*™™ C € RP*", n = 2q odredene sa

M 0 -P —-K B,
EZ( >7 A:( )7 B:( >7 C:(Cl CQ)?
0 F F 0 0
(2.7)

a matrica udjela ulaznog u izlaznom signalu D € RP*™ ostaje nepromjenjena.

(2.6)

Mogu se i drugacije definirati matrice E i A u (2.7) sa

E:(MD), A:(O _K>. (2.8)
0 F F 0

Matematicki model (2.6) naziva se poop¢enim modelom prostora stanja (eng. ge-
neralized state-space model), a u litaraturi se Cesto susrece i naziv opisni

sustav (eng. descriptor system) ili singularan sustav (eng. singular system).
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Ukoliko vrijedi E = I, razmatrani model se naziva modelom prostora

stanja (eng. state-space model) i glasi

x(t) = Ax(t) +Bw(t), (2.9)
z(t) = Cx(t)+Dw(t).
Pretvorba iz poop¢enog modela prostora stanja u model prostora stanja je
moguca ako je matrica E, odnosno matrica M, regularna. Iako bi upotreba
modela prostora stanja (2.9) donekle pojednostavnila daljnja razmatranja, u
ovoj disertaciji ¢e se primjenjivati poopéeni model prostora stanja. Razlog
tomu je, prvenstveno, nacin zapisivanja problema optimizacije vibracija u
poglavlju 3 gdje matrica E ovisi o skupu optimizacijskih promjenjivih.
Matrica F € R%% u (2.7, 2.8) moze biti bilo koja nesingularna matrica. U
opéem slucaju, uobicajen izbor bi bio F = I, odnosno F = | M||Iili F = ||K||I
radi bolje uvjetovanosti matrica A i E. Medutim, kako matrice M, P, K ¢esto
imaju pozeljna svojstva poput simetricnosti i pozitivne (semi)definitnosti,
prikladnim izborom matrice F nastoje se postié¢i odredena svojstva matrica E
i A. Od posebnog interesa bit ¢e slucaj kada su M i P pozitivno semidefinitne
matrice, a K je pozitivno definitna matrica. Tada uz F = K za matrice

definirane s (2.7) vrijedi
E>0, A+AT<o0. (2.10)

Ako su pak M i P simetri¢ne i ako je K > 0, izborom F = —K postize se

simetricnost matrica E 1 A.

2.1.1 Problem svojstvenih vrijednosti

Od posebnog interesa, za daljnju analizu LVI sustava drugog reda (2.5), kako
u frekvencijskom tako i u vremenskom podrucju, su desni kvadratni problem

svojstvenih vrijednosti
(MM + \;P + K)yp; = 0, (2.11)
i lijevi kvadratni problem svojstvenih vrijednosti

yi (MM + AP +K) =0, (2.12)
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gdje su yp; € C41i yp; € C49 desni i lijevi svojstveni vektori, a A\; € C je
i-ta svojstvena vrijednost. Kako su matrice M, P i K realne, svojstvene

vrijednosti i svojstveni vektori imaju sljedeca svojstva [63]:

e svojstvene vrijednosti A; su ili realne ili kompleksno konjugirani parovi

()\iv 5\2)7

e ako je yp; desni svojstveni vektor svojstvene vrijednosti )\;, onda je
yn; desni svojstveni vektor svojstvene vrijednosti A; — isto vrijedi i za

lijeve svojstvene vektore yr; i ¥i;.

Ako je (uz matrice M i K koje su uvijek simetri¢ne) matrica P simetri¢na,
desni svojstveni vektor yp; svojstvene vrijednosti \; jednak je lijevom svoj-
stvenom vektoru yi,; svojstvene vrijednosti \;. Ta svojstva impliciraju da,
za realne i simetricne matrice M, P i K, za bilo koji A; vrijedi yp; = yLi,
tj. desni svojstveni vektor je jednak lijevom svojstvenom vektoru za svaki \;.

Kvadratni problemi svojstvenih vrijednosti (2.11) i (2.12) mogu se line-
arizirati na nacin ekvivalentan linearizaciji LVI sustava drugog reda (2.5) u
poopéeni model prostora stanja (2.6). Tako se linearizacijom (2.11) dobiva

desni poopceni problem svojstvenih vrijednosti

-P —-K M 0
Xpi = A XDi) (2'13)
F 0 0 F

gdje je \; svojstvena vrijednost jednaka svojstvenoj vrijednosti problema
(2.11), a xp; € C** desni svojstveni vektor. Grada matrica u (2.13) ima za

posljedicu da za svojstveni vektor xp,; vrijedi

T
XD = ( AyE gyl ) , (2.14)

gdje je yp; odreden s (2.11). Identican postupak linearizacije vrijedi za li-
jevi kvadratni problem svojstvenih vrijednosti (2.12), a veza odgovarajucih
T

svojstvenih vektora je dana s xp; = < YL Y )
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2.1.2 Analiza u vremenskom podrucju

Odziv opisanog vibracijskog sustava, za stacionarnu periodicku uzbudu, bit
¢e vazan za daljnja razmatranja. Pretpostavlja se da je vibracijska uzbuda

w € L5[0,00), odnosno da vijedi

i = ([ ||w<t>||§dt)§ <o (215)

Drugim rijecima, efektivna srednja vrijednost |wlly (eng. root mean square,
RMS) vibracijske uzbude w je kona¢na velicina. Nadalje, pretpostavlja se
da je vibracijska uzbuda w stacionarna, periodi¢na, s periodom T (tj. vrijedi
w(t) =w(t+T) zaneki T € Risvet € R), te da zadovoljava Drichletove

uvjete. Sukladno tome, w(t) se moze zapisati kao kompleksan Fourierov red

w(t)= Y epe™, (2.16)

k=—00
gdje je w = 2% osnovna kruzna frekvencija, a Fourierovi koeficijenti c; su
definirani s -
1 .
cr = T/ w(t)e ™idt, k= —o0,...,00. (2.17)
0

Analiza u vremenskom podrucju za tako definiranu uzbudu w provest ¢e
s poopéenim modelom prostora stanja (2.6), i to posebno za slucaj kada je
M > 0, te posebno za slucaj kada je M > 0. Razmatranja se temelje na
rezultatu teorije LVI sustava koji glasi: ako je ulazni signal w LVI sustava

Diracova delta funkcija, tj.

+o00 za t=0

W(t):é(t):{ > e t20 (2.18)

izlazni signal g, koji se naziva impulsnim odzivom, u potpunosti opisuje taj
sustav. Za bilo koji ulazni signal w, izlazni signal z je definiran konvolucijom
impulsnog odziva g i signala w prema

z(t) = (g*xw)(t) = /OO g(r)w(t — 7)dr. (2.19)

—00



POGLAVLJE 2. LINEARNI DINAMICKI SUSTAVI 23

Analiza u vremenskom podrucju za nesingularnu M

Ako je matrica M nesingularna, tj. M > 0, diskretan vibracijski sustav se
moze opisati modelom prostora stanja (2.9). Uvrstavanjem (2.18) u (2.9)

dobiva se impulsni odziv tog sustava

CeAB za t>0

g(t) = . 2.20
() { 0 za t<0 (2:20)
Prema (2.19), rjesenje sustava (2.9) u vremenskom podruéju, za neki w(t),

uz pocetni uvjet xo = x(0) glasi

t
z(t) = CeP'xg +/ Ce*""Bw(r)dr + Dw(t). (2.21)
0

Analiza u vremenskom podruc¢ju za singularnu M

Za M > 0, odnosno opéenito za singularnu matricu M, matrica E u (2.7)
je takoder singularna. Za taj slucaj, pretpostavlja se da je matricni par
(A,E) regularan. Tada postoje nesingularne matrice W,V € R™" koje
transformiraju matri¢ni polinom AE — A u Weierstrassovu kanonsku formu
prema (A.35). Mnozenjem prve jednadzbe iz (2.6) matricom W s lijeva i uz

koordinatnu transformaciju &(t) = Vx(t) dobiva se

(éﬁ>>::(J 0)(&@>+(Bﬂ>ww
N, (t) 0 I, &a(t) Be (2.22)
t) &1(t) |

(
Z1( . W
<z2<t>> - Cf(&(t))m )

o €1(t) . B£1 _ _
&(t) = ( £ (1) ) , Be= ( Be, ) =WB, C,=CV. (2.23)

Matrice J € R**"f i N € R"*"> gu u Jordanovoj kanonskoj formi, a N je

nilpotentna s indeksom nilpotencije v. Indeks v naziva se indeksom sustava

(2.6).
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Time je poopéeni model prostora stanja (2.6) rastavljen na dva dinamicka
sustava. Prvi sustav, odreden promjenjivima &;(¢), naziva se kona¢nim ili
sporim sustavom, dok se sustav odreden promjenjivima &,(t) naziva besko-
na¢nim ili brzim sustavom.

Kako je impulsni odziv kona¢nog dijela sustava (2.22) odreden s

gi(t) = (2.24)

CgeJthl za t Z 0
0 za t <0

rjesenje konacnog dijela sustava (2.22), uz pocetni uvjet &;o = &;(0), glasi
t
z1(t) = Cee?'E +/ Cec’ B w(r)dr + Dw(t). (2.25)
0

Rjesenje beskonacnog dijela sustava (2.22) dobiva se primjenom Lapla-
ceove transformacije (za detalje vidjeti [60]). Uz pocetni uvjet &y = &3(0)

rjesenje glasi

v—1 v—1
2(t) = = Ce8N™HEy — Y CNBeuw (1), (2.26)
=0 =0

gdje je & Diracova delta funkcija, a oznaka (i) jest i-ta distribucijska deriva-
cija. Ocito, za v > 1 prvi pribrojnik u rjesenju beskona¢nog sustava (2.26)
biti ¢e niz koji ¢ine umnosci konstantnih matrica s Diracovom delta funk-
cijom 8(t) i njezinim distribucijskim derivacijama 8@ (t). Takvo rjesenje se
naziva impulsnim rjesenjem, a sam dinamicki sustav sustavom s impulsnim
ponasanjem.
Ukoliko je indeks sustava v = 1, vrijedi N = 0 i rjesenje beskonacnog
sustava (2.26) glasi
2,(t) = ~CeBaw(t), 227)

tj. sustav nema impulsno ponasanje. Takvi sustavi imaju jedinstveno rjesenje
za sve ulazne signale w € £5[0,00) i za sve pocetne uvjete. Razmatranja ¢e se
ograniciti upravo na takav slucaj, tj. na dinamicki sustav opisan poopé¢enim
modelom prostora stanja gdje je matricni par (A, E) regularan, a sam sustav

nema impulsno ponasanje, odnosno indeks sustava je v = 1.
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Stacionarno rijeSenje u vremenskom podrucju za periodicku uzbu-

du

Ako je M singularna, stacionarno rijesenje u vremenskom podruéj,u za peri-
odicku uzbudu, dobiva se na sljede¢i nacin. Uvrstavanjem (2.16) u (2.25) i

(2.27), rjesenje konacnog sustava glasi

z1(t) = Cee &g+ > Eqe™ + D ) cpe™, (2.28)
k=—o00 k=—o00
gdje su {&g € Clk = —o0,...,00} kompleksne amplitude, dok je rjesenje

beskonacnog sustava

2(t) = —CeBey Y cre™™’, (2.29)
k=—o00
Ocito, iz (2.28), uz nulti pocetni uvjet &;(0) = &y = 0, rjeSenje konacnog
sustava je periodicno s osnovnom kruznom frekvencijom w, odnosno peri-
odom T. Isto vrijedi i za rjesenje beskonacnog sustava (2.29), neovisno o
pocetnim uvjetima. Ako se za nulti pocetni uvjet &;(0) = &g; = O rjesenja
(2.28) 1 (2.29) zapisu skupa, dobiva se

a(t) = ( z(t) > _ ( D heoo (Ekaeik“’t—i—DCkeikm) > _ i Zopc e,

z5(t) —C¢Bgy Y0 cpe™
(2.30)

gdje se kompleksne amplitude {zox|k = —o0,..., 00} dobivaju zbrajanjem

k=—00

kot Ukratko, za uzbudu w, koja se

koeficijenata uz odgovarajuce ¢lanove e
moze zapisati kao kompleksni Fourierov red (2.16), odziv z LVI dinamickog
sustava, opisanog poopc¢enim modelom prostora stanja gdje je matri¢ni par
(A, E) regularan i bez impulsnog ponasanja moze se zapisati kao red (2.30).

Taj red se moze zapisati i kao

z2(t) = ) |zor|e®en), (2.31)

k=—00

gdje su @, odgovarajuci fazni pomaci.
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Ukoliko je M nesingulrana, rjeSenje u vremenskom podrucju, za peri-
odicku uzbudu, dobiva se uvrstavanjem (2.16) u (2.21). Kao rezultat proiz-

lazi

z(t) = Ce?xq + Z xoe™t + D Z cpelft, (2.32)

k=—o00 k=—oc0
gdje su {xo; € C|k = —00,...,00} kompleksne amplitude. Uz nulti pocetni
uvjet x(0) = xo = 0, (2.32) se moze zapisati kao

[e.o]

z(t) = Z zore™", (2.33)

k=—00

gdje su {zg, € Clk = —o0, ..., 00}, odnosno pomoc¢u (2.31).

2.1.3 Analiza u frekvencijskom podrucju

Analiza u frekvencijskom podruéju provest ¢e se uz pretpostavku da za indeks
v matricnog para (A, E) vrijedi v < 1. Slucaj kada je v > 1 zahtjeva nesto

drukéiji pristup (vidjeti [60]).
Prijenosna funkcija
Laplaceovom transformacijom jednadzbi (2.6), uz nulte pocetne uvjete x(0) =
0,%x(0) = 0 te uklanjanjem promjenjive x, dobiva se
z(s) = (C(sE— A)"'B+D) w(s), (2.34)
odnosno
z(s) = G(s)w(s), (2.35)

gdje su w(s) i z(s) Laplaceovi transformati ulaznog i izlaznog signala, a

matrica

G(s)=C(E—-A)'B+D (2.36)

se naziva prijenosnom funkcijom LVI sustava. Za w(s) € C™ i z(s) € CP,
ona je matricna funkcija dimenzija G(s) € CP*™ ovisna o kompleksnoj pro-

mjenjivoj s € C.
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Ili drugacije, prijenosna funkcija se dobiva Laplaceovom transformacijom
jednadzbi (2.5), pa, uz nulte pocetne uvjete y(0) = 0,y(0) = 0,5(0) = 0 i

uklanjanjem promjenjive y, proizlazi
z(s) = ((sC1 + C2)(s°M + sP + K)'B; + D) w(s), (2.37)
tj. prijenosna funkcija je
G(s) = (sCy + Cy)(s*M + sP + K)™'B; + D. (2.38)

Istice se da su prijenosne funkcije G(s), odredene s (2.36) i (2.38), jednake.

Prijenosna funkcija (2.36), odnosno (2.38), u potpunosti odreduje dina-
micko ponasanje pripadajuceg LVI sustava (2.6), odnosno (2.5). Nadalje,
ona je jednaka Laplaceovoj transformaciji impulsnog odziva g(t) tog sustava,
t.

G(s) = U (g(t)) = / " g(t)edt = /0 Tee . (2.39)

—00

Sukladno tome, konvolucija (g*w)(¢) impulsnog odziva g(t) i ulaznog signala
w(t) u vremenskom podrucju, ekvivalentna je umnosku prijenosne funkcije
G(s) i ulaznog signala w(s) u frekvencijskom podruc¢ju — shematski je to
prikazano na slici 2.1.

Prijenosna funkcija G(s) moze se promatrati i na sljededi nacin. Za zada-
ne w(s) = ( wi(s) wa(s)--+ wWp(s) )T’ z(s) = ( z1(s) z2(s) - zp(s) )T’
gdje je s w;(s) oznacen j-ti ulaz sustava, a s z;(s) i-ti izlaz sustava, (2.35)

moze se zapisati kao

z1(s) g11(s) g12(s) 0 Bim(s) wi(s)
Z2€5) _ gmz(S) g22:(5) " gzm:(s) W2:<5) ' (2.40)
zp(s) 8p1(5) 8pa(s) - Gpm(s) Wi (S)

Ocito je da, iz (2.40), za sve i € {1,2,...p} i j € {1,2,...,m} vrijedi
7i(s) = g;;(5)w;(s), tj. veza j-tog ulaza w(j)(s) i i-tog izlaza z;(s) odredena je
skalarnom prijenosnom funkcijom g;; : € — C. Prema tome, za svaki ulazno-
izlazni par (j,i) definiran je LVI sustav s jednim ulazom w;(s) i jednim

izlazom z;(s), te prijenosnom funkcijom g;;(s).
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Slika 2.1: Veza vremenskog i frekvencijskog podrucja

Svaka skalarna prijenosna funkcija g;;, u (2.40), se moze zapisati kao

racionalna funkcija

g:(s) = bij (s) _ bz‘j,kSk + bz’j,k_lsk_l 4+ 4+ bz’j,O'
’ nii(5)  Nijns™ + 0t F g

(2.41)

Nadalje, ta racionalna funkcija je pravilna za sve ulazno-izlazne parove (j, 1),
tj. red polinoma u brojniku (2.41) nije veéi od reda polinoma u nazivniku.
Sukladno tome, kaze se da je i prijenosna funkcija G(s) pravilna.

Pravilnost G(s), odnosno pravilnost g;;(s) za sve parove (j, 1), slijedi iz
(2.36) 1 moze zapisati u obliku

1

Gls) = det(sE — A)

C (adj(sE — A))B + D. (2.42)

Nazivnik svih elemenata matrice (2.42) je polinom reda n odreden s det(sE —
A), dok se brojnici elemenata racunaju iz elemenata adj(sE — A) koji su po
definiciji polinomi reda manjeg od n.

Vazno je istaknuti da je G(s) pravilna samo za poopéene sustave prostora
stanja s v = 1 ili za poopéene sustave prostora stanja s jednim ulazom i

jednim izlazom (neovisno o indeksu v) [60].

Frekvencijski odziv

Od posebnog je interesa slucaj ako se prethodno razmatranje ograni¢i na

¢isto imaginarne vrijednosti kompleksne varijable s = iw, gdje je w € R, od-
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nosno ako se Laplaceova transformacija u (2.34 — 2.38) zamjeni Fourierovom

transformacijom. Tada (2.34) glasi
z(iw) = (C(iwE — A)7'B + D) w(iw), (2.43)
a matrica
G(iw) = C(iwE - A)"'B+D (2.44)

se naziva frekvencijskim odzivom LVI sustava. Isto tako, (2.37) tada glasi
z(iw) = ((wC; + Cy)((iw)*M + iwP + K)'B; + D) w(iw), (2.45)
a frekvencijski odziv je dan s
G(iw) = (iwC + Cy)((iw)*M + iwP + K)'B; + D. (2.46)

Frekvencijski odziv G(iw) moze se objasniti i na sljedeéi nac¢in. Ako je
ulazni signal definiran s w(t) = wge*t, gdje je wg € C™ vektor komplek-
snih amplituda, a w € R kruzna frekvencija, izlazni signal z je definiran
konvolucijom impulsnog odziva g i signala w, prema (2.19), t;.

z(t) = (g*xw)(t) = /OO g(r)woe="dr = /OO g(T)e “Twoeldr, (2.47)
NS —o0
odnosno
z(t) = G(iw)woe™" = zge'". (2.48)

Ocito je da, iz (2.48), za sve w € R, vrijedi
zo = G(iw)wy. (2.49)

Drugim rije¢ima, frekvencijski odziv G(iw) odreduje odnos kompleksne am-

plitude wq ulaza w(t) = wee“! i kompleksne amplitude z, rezultirajuceg

izlaza z(t) = zge*! LVI sustava u ovisnosti o kruznoj frekvenciji w.
Polovi i reziduali prijenosne funkcije

Iz (2.42) proizlazi da je svaka skalarna prijenosna funkcija g;;, u (2.40), pravil-

na racionalna funkcija, pa se moze rastaviti na parcijalne razlomke. Ukoliko
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su svi korijeni polinoma n;;(s), u nazivniku (2.41), jednostruki, rastav ra-

cionalne funkcije na parcijalne razlomke, za neki ulazno-izlazni par (j,1),

glasi
Tij1 T'ij.2 Tijn
(s) = Fooop 90 2.50
gl]() S—)\1+S—)\2 +5—>\n ( )
Pritom se {A\;|k = 1,2,...,n} nazivaju polovima prijenosne funkcije g;;, a
{rijulk = 1,2,...,n} se nazivaju rezidualima prijenosne funkcije g;;. Ako

prijenosna funkcija G(s), u (2.40), sadrzi prijenosnu funkciju g;;(s), pol Ag
prijenosne funkcije g;;(s) ujedno se smatra i polom prijenosne funkcije G(s).

Iz (2.42) slijedi da su polovi {A\z|k = 1,2,...,n} jednaki korijenima poli-
noma det(sE — A), i prema tome oni su jednaki svojstvenim vrijednostima
poopéenog problema svojstvenih vrijednosti (2.13). Kako je poopéeni pro-
blem svojstvenih vrijednosti (2.13) dobiven linearizacijom kvadratnog pro-
blema svojstvenih vrijednosti (2.11), polovi {\;|k = 1,2,...,n} su jednaki
korijenima polinoma det(s*M + sP + K) i prema tome oni su realni ili se po-
javljuju u kompleksno konjugiranim parovima (Ag, Ax) = (fg +iw, fix — iwy,).
Pritom se wy € R naziva svojstvenom kruznom frekvencijom k-te forme vibri-
ranja, dok je pur € R modalno prigusenje k-te forme vibriranja — detaljnije
o tim velicinama bit ¢e u nastavku.

Ako se za sve parove {(j,4)]i € {1,2,...,p},7 € {1,2,...,m}} prijenosne

funkcije g;; rastave prema (2.50), prijenosna funkcija G(s) se moze zapisati

kao R R R
G(s) = — S LS 2.51
() 3—)\1+3—)\2+ +s—)\n ( )
Matrice {Ry|k = 1,2,...,n} u (2.51) se nazivaju matricama reziduala pri-

jenosne funkcije G(s), a sam rastav (2.51) se naziva rastavom prijenosne
funkcije na polove i reziduale. Svaka matrica reziduala R, odgovara jednom
polu A;, a njezini elementi su odgovarajuci reziduali prijenosnih funkcija g;;
prema

I'ie Tk - Timk

o1k To2k - Tomik

R,=| 0 T T (2.52)

I'pik Tp2k *°° Tpmk
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Potrebno je istaknuti da matrice reziduala, koje odgovaraju kompleksno
konjugiranim parovima, takoder dolaze u konjugirano kompleksnim parovi-
ma, tj. ukoliko matrica Ry, odgovara polu )y, matrica Ry odgovara polu \y.

Tako se (2.51) moze zapisati i kao

G(s)=> (S f_{’;k + :{’;) + > SI_{’“A . (2.53)

Frekvencijski odziv i njegov rastav na polove i reziduale

Kako je to vec¢ ranije spomenuto, frekvencijski odziv G(iw) se moze objasniti
kao preslikavanje dano s (2.49), tj. kao preslikavanje kompleksne amplitude
wy ulaza w(t) = woe'*! na kompleksnu amplitudu z izlaza z(t) = zee'*! LVI
sustava. Utjecaj pojedinih polova na frekvencijski odziv sustava moguce je
ocijeniti rastavom na polove i reziduale.

Uvrstavanjem s = iw u (2.51) dobiva se rastav frekvencijskog odziva

G(iw) na polove i reziduale koji glasi

(2.54)

Nadalje, uvrstavanjem (2.54) u (2.49) dobiva se

n n

RkWO
Zy = Z W — A = ZZOka (2-55)

k=1 k=1

tj. amplituda izlaza zg jednaka je zbroju kompleksnih amplituda {zox|k =
1,...,n} od kojih svaka odgovara jednom ¢lanu pol/rezidual u rastavu (2.54).
Prema tome, k-ti pol sustava sudjeluje u ukupnom izlazu sustava s komplek-

snom amplitudom

R.wyg
= . 2.56
%ok iw — )\k ( )
Iz (2.56) slijedi
Rywy ||Rk||p2
| Zox |2 Hiw — )\k||2 > —|iw W [woll2, ( )
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odnosno
|Zokll2 _ [ Rllp2

Iwoll2 = fiw — Ael

(2.58)

Iz (2.58) je ocito da ¢e najveéi utjecaj na frekvencijski odziv sustava imati
polovi za koje je [iw—Ax| malena, a to su polovi koji se nalaze blizu imaginarne

osi, te polovi za koje je spektralna norma matrice reziduala Ry, velika.

2.1.4 Modalna analiza

Ako za matrice inercije i krutosti M, K € R4 vrijedi M > 0i K = KT,

tada postoji nesingularna matrica Q € R4 takva da vrijedi
Q'™™MQ =1, QTKQ = 0% (2.59)

Matrica Q7 je dijagonalna matrica odredena s Q* = diag( wg; w, -+ wd, ),
a vrijednosti na njezinoj dijagonali su poopcéene svojstvene vrijednosti ma-

tricnog para (K, M), odnosno svojstvene vrijednosti matrice M—'K. Vri-

jednosti {wor|k = 1,2,...,q} se nazivaju svojstvenim kruznim frekvencijama
neprigusenih vibracija. Matrica Q = (q1 q2 -+ qq ) se naziva modal-
nom matricom, a njezini stupci {q;|j = 1,2,...,q} su poopceni svojstveni

vektori matri¢nog para (K, M), odnosno svojstveni vektori matrice MK i
nazivaju se formama vibriranja (prirodnim oblicima vibriranja).
MnoZenjem sustava jednadzbi (2.1) matricom QT s lijeva i uz koordinatnu

transformaciju q(t) = Qy(¢) dobiva se
d(t) + Q'PQq(t) + Q'q(t) = Q (). (2.60)

Koordinate q(t) = ( q;(¢) qu(t) -+ q,(t) )" se nazivaju modalnim koor-
dinatama.

Matrica QTPQ, u (2.60), opcenito nije dijagonalna i sukladno tome di-
ferencijalne jednadzbe sustava su spregnute. Ako pak matrica prigusenja P

zadovoljava uvjete ortogonalnosti, zadane s

q/Pq; =0, zasve i j (2.61)
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matrica QTPQ je takoder dijagonalna, a diferencijalne jednadzbe (2.60) su
raspregnute. U tom slucaju se govori o proporcionalnom prigusenju, a da bi
uvjet (2.61) bio zadovoljen, matrice M, P i K moraju zadovoljavati barem

jedan od sljede¢ih uvjeta [64]:

KM 'P=PM 'K, MK 'P=PK'M, MP'K=KP'M.
(2.62)
Za regularnu matricu M, Caughey i O’Kelly [65] daju opéi oblik matrice
proporcionalnog prigusenja
k .
P=M) o (M 'K), (2.63)
5=0
gdje je k proizvoljno odabran broj ¢lanova niza. U tehnickoj praksi cesto se

upotrebljava Rayleighovo prigusenje
P =oaM + BK, (2.64)

sto je poseban slu¢aj proporcionalnog prigusenja (2.63) za o« = oo i p = o4.
MnoZenjem prve jednadzbe sustava (2.6) matricom QT s lijeva i uz koor-

dinatnu transformaciju q(t) = Qy(t) dobiva se

dq(t) + Q"PQq(t) + Qq(t) = Q"Byw(t),

_ (2.65)
z(t) = C1Qq(?) + C2Qq(t) + Dw(t).

Ukoliko matrica prigusenja P zadovoljava uvjete ortogonalnosti (2.61), prva

jednadzba iz (2.65) se moze zapisati kao
a(t) + 20704(1) + Q%q(1) = QTByw(1), (2.66)

pri cemu je { = (¢ G -+ (g )T vektor bezdimenczijskih modalnih pri-
gusengja. Sustav jednadzbi (2.66) je raspregnut, a svaka od modalnih koordi-

nata {q;|j =1,2,...,q} opisuje jednu formu vibriranja.
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Modalna analiza i rastav na polove i reziduale

Prema (2.65) i (2.66), utjecaj k-te forme vibriranja, na odziv sustava z(t),

odreden je s

g (1) + 2Cpwordy(t) + wirar(t) = ai Biw(1),

_ (2.67)
z(t) = Crapd,(t) + Coqrqy(t) + Dw(t),
gdje je q,(t) k-ta modalna koordinata, a qj k-ta forma vibriranja.
Homogeno rjesenje, prve jednadzbe iz (2.67), glasi
Ao (t) = 1™ + cpe™, (2.68)

gdje su Agpgo = (—Ck £/ — 1)woy korijeni karakteristicnog polinoma A? +
2Ckw0k)\+w§k = 0, a ¢y i1 cg su konstante odredene pocetnim uvjetima. Pritom
su Ag1, Ake € C polovi sustava koji odgovaraju k-toj formi vibriranja. Ovisno

(i, razlikuju se sljededi slucajevi:

1. Slabo prigusena forma vibriranja, 0 < (; < 1. Korijeni A\g; i Ag2 Cine
kompleksno konjugirani par (Ag; = Ap = g +iwg, g2 = e = i —iwg).
Pritom je p; = —(xwor modalno prigusenje k-te forme vibriranja, dok je
Wi = wokm svojstvena kruzna frekvencija k-te forme vibriranja.

Isto tako, vrijedi
O = ||
p =

vV HE +
2. Kritiéno modalno prigusenje, (; = 1. Formi vibriranja odgovara dvos-

truki realni korijen Ay = A\g1 = A2 = —wor-

3. Nadkriti¢éno prigusena forma vibriranja, ¢, > 1. Korijeni A\gj 0 =

(—Ck £ /2 — 1)woy, su realni i razliciti.

Ocito, u sva tri slucaja za (x > 0 vrijedi pug < 0.
Za slucaj Rayleighovog prigusenja (2.64), bezdimenzijsko modalno pri-

gusenje k-te forme vibriranja se moze napisati kao funkcija koeficijenata o i
B, tj.

1
G =3 (wi; n Bwk) . (2.69)
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Ocito da, iz (2.69), dio «M matrice Rayleighovog prigusenja (2.64) je odgo-
voran za priguSenje formi vibriranja na niskim frekvencijama, dok je dio K
odgovoran za prigusenje formi vibriranja na visim frekvencijama.

Nadalje, razmatrat Ce se stacionarni odziv sustava (2.67) za ulazni signal
definiran s w(t) = wge*!, gdje je wy € C™ kompleksna amplituda, a w €
R kruzna frekvencija. U tom slucaju partikularno rjesenje prve jednadzbe

sustava (2.67) glasi

(1) %5 it (2.70)
= Wope .
Lep —w? + 2Cwor - 1w + w%k o= o

odnosno, nakon rastava na parcijalne razlomke,

Ak p(t) = . B1 + a: B woet.
P 2w/ — 1(iw — A1) —2woren/ G — 1(iw — Ag2)

(2.71)
Ako se za odziv sustava uzimaju u obzir samo pomaci, tj. ako je C; = 0,
odziv sustava (2.67) za rjeSenje (2.71) glasi
R R .
z(t) = ( LIS K2 )Woe‘“’t, (2.72)

iw — >\k1 iw — )\kg

gdje su

ng = ngkqul. (273)

1 T -1
Ry = WCQQka By, W
Matrice Ry1, Rge € CP*™ su matrice reziduala koje odgovaraju polovima
Ap1 1 A\pe k-te forme vibriranja. Za slucaj slabo prigusene forme vibriranja,
tj. kada je Ay = A\g1 = A2, one &ine kompleksno konjugirani par matrica
(Ry, Ry), pa je '
Ry =Ry =Ry = mcﬁlkquL (2.74)

2.1.5 Stabilnost i pasivnost
Stabilnost prema Ljapunovu

Stabilnost rjesenja sustava diferencijalnih jednadzbi drugog reda (2.1) raz-

matrat ¢e se upotrebom ekvivalentnog lineariziranog sustava diferencijalnih
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jednadzbi
Ex(t) = Ax(t) + Bw(t), (2.75)

gdje su matrice E, A i B definirane s (2.7) ili (2.8). Rjesenje sustava (2.75)
za neke pocetne uvjete x(tp) = xo oznacit ¢e se s x(t, Xo).
Prema Ljapunovu [2, 62, 9], rjeSenje X(t) sustava (2.75) je stabilno ako je

zadovoljeno

1. sustav (2.75) ima jedinstveno rjesenje x(t,x() na intervalu ¢t € [0, 00)

za sve pocetne uvjete x(ty) = X, to > 0,

2. zabilo koji € > 01ty > 0 postoji k = k(e, ) > 0 tako da ||x(tg) —xo|| <

k implicira ||x(t) — x(t,%0)|| < € za sve t > 1.

Rjesenje x(t) je atraktivno ako za sve ty € [0,00) postoji k = k(to) takvo da
||x(to) —x0|| < k uzrokuje da je lim; . ||X(¢) —x(¢,%0)|| = 0. Ako je rjesenje
x(t) stabilno i atraktivno, kaze se da je ono asimptotski stabilno.

Od posebne je vaznosti stabilnost trivijalnog homogenog rjeSenja susta-
va (2.75) koje iznosi x(t) = 0, za sve t € [0,00). Za regularan matri¢ni
par (A, E) bez impulsnog ponasanja, to rjeSenje je stabilno ako i samo ako
se sve kona¢ne svojstvene vrijednosti od (A, E) nalaze u zatvorenoj lijevoj
polovini kompleksne ravnine i ako su sve svojstvene vrijednosti na imagi-
narnoj osi jednostavne (tj. algebarske i geometrijske kratnosti jednake 1).
Ukoliko se pak sve kona¢ne svojstvene vrijednosti matricnog para (A, E) na-
laze u otvorenoj lijevoj polovini kompleksne ravnine, trivijalno homogeno
rjesenje je asimptotski stabilno. Stabilnost (odnosno asimptotska stabilnost)
trivijalnog homogenog rjesenja uzrokuje stabilnost (asimptotsku stabilnost)
nehomogenog rjesenja sustava (2.75) za sve w € L5]0,00) [62]. Sustav sa
stabilnim, odnosno asimptotski stabilnim rjeSenjima naziva se stabilnim, od-
nosno asimptotski stabilnim.

Za poseban slucaj ako se sustav diferencijalnih jednadzbi (2.1) moze za-
pisati kao raspregnuti sustav (2.66), o stabilnosti rjeSenja sustava se moze
zakljuciti na temelju iznosa bezdimenzijskih modalnih prigusenja {(x|k =

1,...,q}. Kako je to veé pokazano, za k-tu formu vibriranja uvjet ¢y > 0
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uzrokuje py. < 0, tj. realni dijelovi polova (svojstvenih vrijednosti od (A, E))
Ak1, A2, koji odgovaraju k-toj formi vibriranja, su negativni. Ukoliko za sve
{Clk = 1,...,q} vrijedi ¢ < 0, svi polovi sustava se nalaze u otvorenoj
lijevoj polovini kompleksne ravnine i sva rjesenja sustava su asimptotski sta-
bilna. Ukoliko pak za neke od k € {1,2,...,q} vrijedi {;, = 0, pripadni polovi
sustava ¢ine ¢isto imaginaran kompleksno konjugirani par Ay = g = iwp.
Taj par polova su ujedno i svojstvene vrijednosti od (A, E) kratnosti 1, a

rjesenja sustava su stabilna.

Pasivnost

Pojam pasivan sustav oznacava sustav koji nije u stanju proizvesti energiju.
Ovdje, taj pojam ¢e se odnositi na vibracijski sustav koji se sastoji od iner-
cijskih, prigusnih i elasti¢nih elemenata i koji kao takav nije u stanju sam
proizvesti energiju, ve¢ se sva energija sustava mora dovesti izvana. Uko-
liko se vibracijski sustav opisuje LVI sustavom drugog reda (2.5), odnosno
poopéenim modelom prostora stanja (2.6) i pritom je broj izlaza sustava p
jednak broju ulaza sustava m, o pasivnosti sustava se moze zakljuciti na
temelju njegove prijenosne funkcije (2.36), odnosno (2.38) [66]. Takav LVI
sustav je pasivan ako i samo ako je njegova prijenosna funkcija G(s) € C™*™

pozitivno realna (eng. positive real), $to znaci da ona zadovoljava uvjete:

1. G(s) je analiticka za sve {s|®(s) > 0},

2. G(5) = G(s) zasve s € C,
3. G(s) + G*(s) > 0 za sve {s|R(s) > 0}.

Uvjet broj 2 je automatski zadovoljen ako su matrice sustava M, P i K,
(odnosno A i E), te B i C realne. Uvjet broj 1 implicira da G(s) nema
polove u otvorenoj desnoj polovini kompleksne ravnine, $to uz pozitivnu
definitnost funkcije pohrane ¢ini razmatrani sustav stabilnim (za definiciju

funkcije pohrane vidjeti poglavlje 3).
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2.2 Kriterij optimalnosti vibracijskog sustava

Konac¢no, postavit ¢e se kriterij za ocjenu ulazno-izlaznog ponasanja vibacij-
skog sustava opisanog LVI sustavom drugog reda (2.5), odnosno ekvivalent-
nim poopéenim modelom prostora stanja (2.6). Takav kriterij ¢e ujedno biti
i funkcija cilja u postupku optimizacije vibracijkog sustava.

Kako je to ve¢ spomenuto, razmatra se slucaj kada je matri¢ni par (A, E)
,poopéenog modela prostora stanja (2.6), regularan, a sam sustav je bez im-
pulsnog ponasanja. Za vibracijsku uzbudu w € £5[0, 00) uvedene su pret-
postavke stacionarnosti i periodi¢nosti i ona se moze zapisati kao kompleksan

Fourierov red (2.16), tj. kao zbroj harmonijskih uzbuda

o0
w(t) = Z wope! "t (2.76)
k=—0oc0
Pokazano je da se za tako definiranu uzbudu stacionarni odziv sustava,

takoder, moze zapisati kao zbroj harmonijskih funkcija (2.33)

z(t) = Z Zope ™t (2.77)

ikwt

gdje je k-ta harmonijska funkcija odziva zg,e™" posljedica samo k-te har-

ikt Nadalje, stabilnost rjesenja z(t) sustava

monijske funkcije uzbude wyge
(2.6), prema Ljapunovu, uzrokuje da je ||z]2 < oo, odnosno z € L]0, 00).
Ocito, taj uvjet je zadovoljen ako i samo ako, za sve kompleksne amplitude
zo, harmonijskih funkcija u (2.77) vrijedi ||zox||2 < oo.

U skladu s navedenim pretpostavkama, za kriterij ocjene ulazno-izlaznog
ponasanja vibracijskog sustava usvojit ¢e se najvece relativno poveéenje am-
plitude stacionarnih harmonijskih vibracija, tj. konstanta y € R tako da
vrijedi

lizol>

<v, (2.78)
[wol[2

gdje je wy kompleksna amplituda harmonijske uzbude w(t) = woe!, a zg

kompleksna amplituda harmonijskog odziva z(t) = z¢et. Pritom ¢e se raz-

matrati sve harmonijske uzbude nekog frekvencijskog podruc¢ja od interesa
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) C Riuzet ¢e se u obzir najnepovoljniji sluéaj, tj. uvjet (2.78) mora vrijediti
za sve w € Q1 za sve {wyl||wpll2 < co}. Kako je za sve w € R veza kom-
pleksnih amplituda wy i zg odredena frekvencijskim odzivom, prema (2.49),
vrijedi

1Zo]l2 = |G (iw)woll2 < |G (iw)||p2]lwol|2; (2.79)

pa uvjet (2.78) za sve w € i {wyl||[wy|2 < oo} vrijedi ako i samo ako jest
max || G(iw)[lpz < v- (2.80)

Drugim rijecima, najvece relativno povecanje amplitude u frekvencijskom
podrucju 2 omedeno je najvec¢om spektralnom normom frekvencijskog odziva
G(iw) za sve w € Q.

Ako je 2 = R, tj. ako frekvencijsko podrucje od interesa obuhvaca sve

frekvencije, onda (2.80) glasi
Gl = max [ G(w)ll2 < v, (2.8)

a ||G||eo se naziva H,, normom prijenosne funkcije G(s). Nejednakost (2.81)

u frekvencijskom podrucju ekvivalentna je nejednakosti

Iwi

2
max

< 2.82
websow) [zlls = " (2.82)

u vremenskom podrucju [59]. Prijenosna funkcija G(s), koja zadovoljava
(2.81), odnosno (2.82), se naziva omedeno realnom prijenosnom funkcijom
(eng. bounded real). Potrebno je istaknuti da ekvivalentnost nejednakosti
(2.81) i (2.82) vrijedi za sve w,z € L5]0, 00) sustava (2.6) ¢iji je matri¢ni par
(

A E) regularan, a sustav je stabilan i bez impulsnog ponasanja.



Poglavlje

Disipativnost 1 optimizacija dinamickih

sustava

Ovdje ¢e se, ukratko, izloziti teorija disipativnih sustava [3], a posebice teorija
linearnih disipativnih sustava s kvadratnom dobavom [4, 2]. Radi sazetosti,
rezultati od manjeg znacaja za ovu disertaciju, kao i strogi matematicki for-
malizam, bit ¢e izostavljeni. Rezultati, iz poglavlja 2, poput kriterija H.,
optimalnosti i pasivnosti sustava, zapisat ¢e se u skladu s teorijom disipativ-
nosti, i u tom obliku oni ¢e biti osnova algoritma za optimizaciju vibracijskog
sustava.

Konacno, formulirat ¢e se problem optimizacije vibracijskog sustava, sto
ukljucuje definiciju optimizacijskih promjenjivih, ograni¢enja za optimizacij-
ske promjenjive i kriterij optimizacije (funkciju cilja). Takoder, opisat ¢e se

algoritam za rjesavanje tako postavljenog problema optimizacije.

3.1 Osnovne definicije teorije disipativnosti

Temeljni pojmovi teorije disipativnosti dinamickih sustava definirat ¢e se za

vremenski invarijantan dinamicki sustav X opisan sustavom jednadzbi

(3.1)
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gdje su w € W ulaz sustava, z € Z izlaz sustava, x € X stanje sustava i
t € T vrijeme. Pritom se pretpostavlja da taj sustav za bilo koji pocetni
uvjet x(tg) = Xo,to € T'iza sve w € W ima jednoznacno definirana rjesenja
x(t) i z(t).

Dinamickom sustavu Y pridruzeno je preslikavanje s : W x Z — R koje
se naziva funkcijom dobave ili samo dobavom (eng. supply function, supply),
koje za sve to, t; € T isve w, z zadovoljava nejednakost j;';l Is(w(t),z(t))|dt <
0.

Dinamicki sustav ¥ opisan sustavom jednadzbi (3.1) s dobavom s je disi-
pativan ako postoji nenegativna funkcija V : X — R, takva da za sve ty < t;

i sve x, w, z koji zadovoljavaju (3.1) vrijedi nejednakost

V(x(ty)) + / Cs(w(t), 2(t))dt > V(x(h)). (3.2)

to

Nejednakost (3.2) se naziva nejednakost disipacije, a funkcija V(x(t)) se na-
ziva funkcijom pohrane ili samo pohrana (eng. storage function, storage).
Ukoliko u (3.2) vrijedi znak stroge nejednakosti, sustav se naziva strogo di-
sipativnim. Ukoliko pak umjesto znaka nejednakosti u (3.2) vrijedi znak
jednakosti, sustav se naziva konzervativnim.

Funkcija pohrane V(x) se moze promatrati kao poopéenje pojma energije
pohranjene u sustavu. Analogno, funkcija dobave s(w,z) je poopéenje poj-
ma rada koji se, posredstvom w i z, izvrsi na sustavu. Uz takvo objasnjenje,
nejednakost (3.2) formalizira ideju da promjena pohrane (energije) disipativ-
nog sustava ne moze premasiti dobavu (izvrsen rad na sustavu). Vazno je
primijetiti da definicija disipativnosti, kao kriterij, uzima samo egzistenciju
funkcije pohrane V(x) — ta funkcija za disipativne sustave nije jednozna¢no
definirana [3]. Takoder, disipativnost sustava % je definirana s obzirom na
neku funkciju dobave s — isti sustav moze biti disipativan s obzirom na neke
funkcije dobave i ne biti disipativan s obzirom na neke druge funkcije doba-
ve. Prema tome, ako se za sustav X s pripadnom funkcijom dobave s usvoji
oznaka (X,s), govori se o disipativnosti (X, s).

Ako je V(x(t)) derivabilna, za sve x € X, w € W i z€Z koji zadovolja-
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vaju (3.1) vrijedi

%V(X(t)) = Vo V(x()E(x(t), w(t)) < s(w(t),z(t)). (3.3)

Nejednakost (3.3) se naziva derivabilna nejednakost disipacije, sto znaci da
kod disipativnog sustava brzina promjene funkcije pohrane £V (x(t)) nikad

ne moze premasiti funkciju dobave sustava s(w(t), z(t)).

3.2 Linearni sustavi s kvadratnom funkcijom

dobave

Razmatrat ¢e se disipativnost LVI diskretnog vibracijskog sustava > opisanog
LVI sustavom drugog reda (2.5), odnosno ekvivalentnim poopéenim modelom

prostora stanja (2.6)

Ex(t) = Ax(t)+Bw(t),

(3.4)
z(t) = Cx(t)+ Dw(t),

gdje je x(t) € R vektor stanja, a matrice E; A € R™ B € R™™ C € RP*»

su odredene s (2.7).

Za sustav X opisan s (3.4) definira se funkcija dobave kao kvadratna

w8 [ w
gdje je matrica
Y = ( Y S ) (3.6)
ST R

realna i simetricna, tj. ¥ = Y1 e RO+P)x(+p)  Uyrstavanjem druge jed-

funkcija

nadzbe iz (3.4) u (3.5), kvadratna funkcija dobave se moze zapisati i kao

(xm) (o 1\ (Y s\[o 1)/ x
S(X(t)’w<t))_<w(t)> (C D) (sT R)(C D><w(t))'

(3.7)
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Da bi sustav ¥ opisan s (3.4) bio disipativan, nuzno mora postojati kva-

dratna funkcija pohane [4, 2] koja se naziva Ljapunovljeva funkcija
V(x(t)) = x()"Lx(t), gdjeje L=LT (3.8)

Nadalje, pozitivna definitnost matrice L implicira asimptotsku stabilnost tog

sustava [2].

3.2.1 Nejednakost disipativnosti u frekvencijskom po-
drucju
Kako je to veé¢ opisano u odjeljku 2.1.2, pretpostavlja se da je vibracijska
uzbuda w stacionarna, periodi¢na s periodom 7' i da se moze zapisati kao
kompleksan Fourierov red (2.16). Za tako definiranu uzbudu i uz pretpostav-
ku regularnosti matricnog para (A, E) i odsustva impulsnog ponasanja, sta-
cionarni odziv sustava (3.1) je stacionarna i periodi¢na funkcija s periodom T'
koje se isto tako moze zapisati kao zbroj harmonijskih funkcija (2.33). O¢ito,

u tom slucaju su i funkcija dobave s(w(t),z(t)) i funkcija pohrane V(x(t))

periodicke s periodom T, tj. za sve k € Z i za sve t € R vrijedi

s(w(t),z(t)) = s(w(t+KkT),z(t+kT)),

’ (3.9)
V(x(t)) = V(x(t+kT)).

Za izucavanje disipativnosti sustava (3.4) s funkcijom dobave (3.5), raz-

matrat ¢e se harmonijska uzbuda w(t) = wee! i rezultirajuéi odziv z(t) =

zoe! Cija je veza odredena frekvencijkim odzivom (2.48)

zpe" = G(iw)woe™". (3.10)

Pritom su wg € C™, zg € CP kompleksne amplitude, a w pripada nekom
frekvencijskom podru¢ju 2 C R. Takve harmonijske funkcije opisuju sve
¢lanove redova harmonijskih funkcija uzbude (2.16) i odziva (2.33) za w € Q,

i njihovim se uvrstavanjem u (3.5) uz (3.10) dobiva

i ) (28 () o
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Daljnjim uvrstavanjem (3.11) u nejednakost disipativnosti (3.2) dobiva se

a1 \[Y s I
V(x(to)) +/to W < (i) ) ( §T R ) ( (i) ) wodt > V(x(ty)),
(3.12)

sto za t; = to + kT za bilo koji k € Z uz (3.9) daje

(et ) (5 2) (et
kTwy wo > 0. (3.13)
G(iw) ST R G(iw)

Ocito, nejednakost (3.13) je zadovoljena za sve kT > 0 i za sve wy € C™

samo ako vrijedi

( : ) (Y S)( ! )ZO, za sve w € (. (3.14)
G(iw) ST R G(iw)

Prema tome, razmatrani LVI diskretni vibracijski sustav > sa stacionar-
nom periodickom uzbudom (2.16) je disipativan s obzirom na kvadratnu funk-

ciju dobave (3.5) ako i samo ako je zadovoljena nejednakost (3.14).

3.2.2 Kriterij optimalnosti vibracijskog sustava kao di-

sipativnost sustava

Odgovarajuéim izborom matrice (3.6) kvadratne funkcije dobave (3.5), krite-
rij optimalnosti vibracijskog sustava izveden u odjeljku 2.2, moze se objasniti

kao kriterij disipativnosti tog sustava. Odabirom

[ —yT 0
() »

za matricu (3.6) i uvrstavanjem u (3.14) dobiva se
G(iw)*G(iw) =y I <0, zasve w €, (3.16)

Sto je ekvivalentno uvjetu omedenosti spektralne norme frekvencijskog odziva
(2.80) koji glasi
max || G(iw)[lpz < v- (3.17)
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Ukoliko je © = R i izraz (3.16) se pomnozi s desna s w(iw) i slijeva s

w(iw)*, gdje je w(iw) Fourierov transformat signala w € £5[0, 00), dobiva se
(W(iw)G(iw))*G(iw)w(iw) — V?[[w(iw)|ls <0, zasve w€R. (3.18)

Kako za sve w,z € L£5[0,00) vrijedi z(iw) = G(iw)w(iw) i uz svojstvo
oc¢uvanja norme Fourierove transformacije, slijedi da je nejednakost u frekven-
cijskom podrucju (3.18) ekvivalentna nejednakosti u vremenskom podrucju
(2.82) koja glasi

max Iwll <v. (3.19)

weLz[0,00) ||z|[2 T
Drugim rijecima, uvjet optimalnosti vibracijskog sustava (2.5), odnosno
(2.6), izveden u odjeljku 2.2, zadovoljen je samo ako je taj sustav disipativan
s obzirom na kvadratnu funkciju dobave (3.5), gdje je matrica Y definirana
s (3.15).

3.2.3 Pasivnost sustava kao disipativnost sustava

Pozitivna realnost prijenosne funkcije G(s) € C™™ sustava X, odnosno

pasivnost sustava Y, takoder se moze opisati kao disipativnost sustava. Oda-

0 I
Y = ( oo )) (3.20)

za matricu (3.6) i uvrstavanjem u (3.14) uz = R dobiva se

birom

G(iw) + G(iw)* >0, zasve weR. (3.21)

Svaka strogo pravilna G(iw) koje nema polove u otvorenoj desnoj polovini
kompleksne ravnine C* ima analiticko proSirenje na otvorenu desnu polovinu
kompleksne ravnine C*, i za takvu G(iw) nejednakost (3.21) implicira G(s)+
G*(s) > 0 zasve {s|R(s) > 0} [59]. Ako sumatrice A, B, C,D i E sustava >

realne, ispunjeni su uvjeti za pozitivnu realnost G(s) (vidjeti odjeljak 2.1.5).
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3.3 Kalmanova-Jakubovi¢eva-Popovljeva lema

Kalmanova-Jakuboviceva-Popovljeva (KJP) lema je temeljni rezultat teorije
sustava koji povezuje nejednakost u frekvencijskom podruéju (3.14) s nejed-
nakosti koja uklju¢juje Ljapunovljevu funkciju i matrice A, B, C, D, E mo-
dela prostora stanje, odnosno poop¢enog modela prostora stanja sustava 3.
Sam rezultat, koji ima kljuénu ulogu u razli¢itim problemima analize i sinteze
teorije sustava, postavio je Popov 1962. godine u okviru analize stabilnosti
nelinearnih sustava s povratnom vezom, dok su Jakubovi¢ i Kalman pokaza-
li da je Popovljev uvjet u frekvencijskom podrucju ekvivalentan egzistenciji
Ljapunovljeve funkcije.

Originalno, KJP lema je izvedena za model prostora stanja, a posebni
slucajevi koje ona obuhvaca, poput pozitivne i omedene realnosti, jednostav-
no se izvode iz temeljnog rezultata [2]. Za poopéeni model prostora stanja,
rezultati slijede nesto kasnije i to ponajprije za posebne slucajeve — npr. za
pozitivnu realnost [66], omedenu realnost [67, 68]. KJP lema za opéi slucaj
disipativnosti sustava, kao i relevantne reference iz tog podrucja, dane su u
[69, 70]. Poopéenje KJP leme na konacno frekvencijsko podrucje, koje obu-

hvaca i modele prostora stanja i poopéene modele prostora stanja, dano je u
[71].

3.3.1 Nejednakosti disipativnosti za poopceni model

prostora stanja

Za linearan vremenski invarijantan sustav X opisan poopc¢enim modelom

prostora stanja (3.4), sljedeée tvrdnje su ekvivalentne [69, 70]:

1. Sustav ¥ opisan poopéenim modelom prostora stanja (3.4) je disipati-

van s obzirom na kvadratnu funkciju dobave (3.5).

2. Matricni par (A, E) je regularan, sustav je stabilan i bez impulsnog

ponasanja i za sve w € RU{oo} nejednakost u frekvencijskom podrucju
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(3.14) je zadovoljena sa strogim znakom nejednakosti, tj.

1 " I
( G (iw) ) 'Y'( (i) ) <0, zasve weRU{c0}. (3.22)

3. Postoje matrice X € R™" i W € R™*™ koje zadovoljavaju

E'X=X"E>0, E'W =0, (3.23)

H+(\>;TT><A B>+<‘]::>(X W) <o, (329

gdje je
0o 1) 0 I
HZ(CD>Y<CD>' (3.25)

Pritom je Y matrica kvadratne funckije dobave (3.5) odredena s (3.6).

Ovime je nejednakost (3.22), koja ovisi o w € RU{oo} i time ¢ini besko-
nacno dimenzionalan skup nejednakosti, zamjenjena problemom egzistencije
matrica X € R™" i W € R"™™ koje moraju zadovoljavati nejednakosti (3.23)
i (3.24).

3.3.2 Nejednakosti disipativnosti za omedenu realnost

Uvrstavanjem (3.15) u sustav nejednakosti (3.23), (3.24) i (3.25) dobiva se

E'X=X"E>0, E"W =0, (3.26)
ATX + XTA ATW + XTB Cct
WTA +B™X B"™W+W'B -yl D' | <0. (3.27)
C D —vI

Drugim rije¢ima, ako i samo ako postoje matrice X € R i W € R™™
koje zadovoljavaju sustav nejednakosti (3.26) i (3.27), matricni par (A, E)
sustava (3.4) je regularan, a sustav je stabilan, bez impulsnog ponasanja, i
za H,, normu njegove prijenosne funkcije G(s) vrijedi

|Gloc = max }llG(iW)||p2 <. (3.28)

weRU{oo
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Ukoliko vrijedi D = 0 [67, 68], prethodni uvjet regularnosti (A, E), sta-
bilnosti, odsustva impulsnog ponasanja i omedenosti H,, norme prijenosne

funkcije (3.28) je zadovoljen ako i samo ako postoji X € R**" takva da vrijedi

E'™X = X'E > 0, (3.29)

ATX +XTA X™B (T
BTX —I o0 < 0. (3.30)

C 0 —vI

3.3.3 Nejednakosti disipativnosti za pasivnost

Prijenosna funkcija G(s) € C™*™ sustava 3 opisanog poopéenim modelom
prostora stanja (3.4) s p = m je prosireno strogo pozitivno realna (eng. exen-
ded strictly positive real) ako je G(s) analiticka za sve {s € C|R(s) > 0} i
ako za sve w € RU{oo} vrijedi G(iw)+G*(iw) > 0 [72]. Matri¢ni par (A, E)
sustava (3.4) je regularan, a sustav je stabilan, bez impulsnog ponasanja, i
njegova prijenosna funkcija G(s) je prosireno strogo pozitivno realna ako i
samo ako postoje matrice X € R™" i W € R™™ koje zadovoljavaju sustav
nejednakosti [69, 70]

E'X=X"E>0, E"W =0, (3.31)
ATX + XTA AT™W + X™TB - CT
i i <0 (3.32)
WP'A +B"™X -C B™W+W'B-D - D"

Prethodni uvjet se dobiva uvrstavanjem (3.20) u sustav nejednakosti (3.23),
(3.24) i (3.25).

Dovoljan, ali u opéem slucaju ne i nuzan uvjet za pozitivnu realnost
prijenosne funkcije sustava (3.4) izveden je u [66] i glasi: prijenosna funkcija
G(s) € C™*™ sustava (3.4) je pozitivno realna ako postoji matrica X € R™*"

koja zadovoljava sustav nejednakosti
E'X =X"E >0, (3.33)
ATX +XTA X™B -C
<0. (3.34)
B'™X-C' -D-DT

Taj rezultat vrijedi i za sustave s impulsnim ponasanjem, ali ne i za w = oo.
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3.3.4 Nejednakosti disipativnosti za model prostora sta-
nja
Ukoliko je matrica M diskretnog vibracijskog sustava (2.1) regularna, on se

moze zapisati s ekvivalentnim modelom prostora stanja (2.9)

x(t) = Ax(t) +Bwl(t),

(3.35)
z(t) = Cx(t)+Dw(t),
i za takav sustav, sljedece tvrdnje su ekvivalentne [2]:

1. Sustav ¥ opisan modelom prostora stanja (3.35) je strogo disipativan

s obzirom na kvadratnu funkciju dobave (3.5).

2. Za sve w € R, nejednakost u frekvencijskom podrucju (3.14) je zado-

voljena sa strogim znakom nejednakosti, tj.

(at) (i)
. Y . <0, zasve weR. (3.36)
G(iw) G (iw)

3. Postoji matrica X = XT € R**" i koja zadovoljava
T
AT™X + XA XB 0 I 0 I
— Y <0. (3.37)
BTX 0 C D C D
Pritom je Y matrica kvadratne funckije dobave (3.5) odredena s (3.6).
Nejednakosti disipativnosti za omedenu i pozitivnu realnost sustava, opi-
sanog modelom prostora stanja (3.35), dobivaju se uvrStavanjem matrice
kvadratne funkcije dobave (3.15), odnosno (3.20), u nejednakost (3.37).

Nejednakosti disipativnosti za omedenu realnost

Sustav ¥ opisan modelom prostora stanja (3.35) je asimptotski stabilan i za

H., normu njegove prijenosne funkcije G(s) vrijedi

IGlloe = max||G(iw)llpe <v (3.38)
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ako i samo ako postoji matrica X > 0 € R**" koja zadovoljava

ATX +XA XB CT
B'™X I DT |<o. (3.39)
C D —I

Nejednakosti disipativnosti za pozitivnu realnost

Prijenosna funkcija G(s) € C™*™ sustava (3.35) s p = m je pozitivno realna

ako postoji matrica X > 0 € R**" koja zadovoljava

ATX +XTA XB-C
<0. (3.40)

BTX -C' -D-DT

3.4 Uklanjanje promjenjivih

Za daljnji izvod algoritma za optimizaciju vibracijskog sustava primijenit ¢e
se kriterij regularnosti (A, E), stabilnosti, odsustva impulsnog ponasanja i
omedenosti Hy, norme prijenosne funkcije (3.28) definiran egzistencijom ma-
trice X € R™*" koja zadovoljava sustav nejednakosti (3.29) i (3.30). Navede-
nom kriteriju je dana prednost u odnosu na kriterij definiran egzistencijom
matrica X € R i W € R™™ koje zadovoljavaju (3.26) i (3.27), i to za-
to sto se za ocjenu vibracijskog ponaSanja konstrukcije, u najveéem broju
slucajeva, moze usvojiti D = 0, a i sama formulacija kriterija optimalnosti
je nesto jednostavnija.

Nadalje, matrice (2.7) poopéenog modela prostora stanja (3.4) kojim se
razmatrani vibracijski sustav opisuje imaju odredenu gradu. Ukoliko se ma-
trica X € R™" podijeli na blok-matrice koje po dimenzijama odgovaraju
matricama M, P, K € R4 tako da je

X, X
X=| " 7% ) eRrx (3.41)
X; X,

uvrstavanjem (3.41) i (2.7) u nejednakosti (3.26) i (3.27) i nakon uklanjanja
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matrice X3 dobiva se

MTX, MTX,
>0 (3.42)
XM FTX,

—PTX; — XTP + MX, + XM -PTX, - XTK + F'X, X'B; CT

—XTP — KX, + XIF ~KX, - XTK XIB, CT 0
BTX, BT X, —yI 0 '

Cl C2 0 —”YI

(3.43)

Rjesenje X]F koje zadovoljava sustav nejednakosti (3.43) postoji ako i samo
ako vrijede nejednakosti (vidjeti dodatak A.3.1)

-PTX; - X{P+MX, +XJM X{B; C|
BTX, —vyI O <0, (3.44)
G 0 —vI

~KX, - XIK XIB, CT
BTX, —~I 0 |<o (3.45)
C, 0 —vI
Daljnje uklanjanje matrice promjenjivih X, moze se posti¢i na sljedeci
nacin. Ako vrijede (3.44) i (3.45), jedno od rjesenja X} F koje zadovoljava
(3.43) glasi

T -1
BI'X S BI'X
X}F:FTXF( 1 2) ( Y ) ( ! 1)+X§P+KX1.

C2 0 —YI Cl
(3.46)
Konacno, uvrstavanjem (3.46) u (3.42), nejednakost (3.42) glasi
MXl MX2
T 1(xT T T T >0 (3.47)
XIM ~L(XIB,BIX, + CJC)) + XJP + KX,.

Medutim, uklanjanjem X, se uvodi dodatna nelinearnost za promjenjive X;

i X5 u donjoj desnoj blok-matrici nejednakosti (3.47).
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3.5 Formulacija problema optimizacije

3.5.1 Parametrizacija matrica sustava

Ovisnost matrica inercije, krutosti i prigusenja LVI sustava drugoga reda
(2.5), odnosno poopéenog sustava prostora stanja (2.6) o optimizacijskim

promjenjivima definirat ¢e se na sljedec¢i na¢in. Neka su

my b1 kl
m . k

m=| "7 |er, p=| " |er, k=|" [er (3.8
m; P k

optimizacijske promjenjive, tj. parametri konstrukcije koji se mogu mijenja-
ti s ciljem optimizacije vibracijskog odziva. To mogu biti stvarni fizikalni
parametri dijelova konstrukcije, npr. iznosi koncentriranih masa, koeficijenti
viskoznog prigusenja i krutosti prigusivaca vibracija i sli¢no, ali i bilo koji
drugi parametri o kojima ovise matrice sustava.

Ovisnosti matrica inercije, krutosti i prigusenja o optimizacijskim pro-

mjenjivima (3.48) definirat ¢e se kao afine funkcije

M(m) = Mo+ miM;+moM; + ...+ myMj,
P(p) = Po+piPi+pPo+ ... +piPy, (3.49)
K(k) == K() + k’lKl + k2K2 + ...+ ]C]K],

gdjesu {M; e R¥™4|j=1,...,j}, {P;, e R™i =1,...,n} i {K, € R¥™|; =
1,...,1}. Pritom radi simetricnosti i pozitivne (semi)definitnosti matrica
mase i krutosti sustava, sve matrice {M;|i = 1,...,j} i {K;|i = 1,...,1}
nuzno moraju biti simetri¢ne i pozitivno (semi)definitne.

Nadalje, postavit ¢e se dodatna ogranicenja na optimizacijske promjenjive

(3.48) u vidu opéenitih ograni¢enja jednakosti i nejednakosti

h(m,p,k) = 0,

3.50
g(m,p, k) < 0, (3:50)
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gdje su h i g odgovarajuce funkcije. Na taj nacin se pri optimizaciji vibra-
cijskog ponasanja mogu obuhvatiti bilo kakva konstrukcijska, tehnoloska i
ostala ogranicenja.

Ogranicenjima (3.50) su odredeni skupovi mp = {m}, pp = {p} i
kp = {k} dozvoljenih vrijednosti varijabli (3.48) kao skupovi svih m, p
i k koji zadovoljavaju navedena ogranicenja. Time su implicitno definira-
ni i skupovi dozvoljenih vrijednosti matrica inercije, krutosti i prigusenja
Mp ={M(m)m € mp}, Ppb = {P(p)lp € pp} i Kp = {K(k)|k € kp}.

3.5.2 Defincija problema optimizacije

Uvrstavanjem (3.49) u sustav nejednakosti (3.42), (3.44) i (3.45) dobiva se
oblik kriterija optimalnosti vibracijskog sustava opisanog u odjeljku 2.2, koji,
zajedno s prethodno definiranim ogranic¢enjima, ¢ini optimizacijski problem

podesan za numericko rjesavanje. Taj optimizacijski problem glasi:

1 5l
miny, (3.51)
uz ogranicenja (3.50) i
rh o O
r=(omr ol<o (3.52)
0 0 T;j

gdje su X; = XT € R9¥4 X, = XT € R94, X, € R9¥9,

[ —M(m)X; —M(m)X,
Y\ o XIM(m)  FTX, )

_P(p)TXl — X;P(p) + M(m)X; + XEM(m) X:B; ClT
rg = B?Xl —’YI 0 y
C, 0 —yI

“K(k)X, - XTK(k) XIB, CT
C2 0 —’YI



POGLAVLJE 3. DISIPATIVNOST I OPTIMIZACIJA o4

Ocito, rije¢ je o problemu minimizacije linearne funkcije cilja (3.51) s ne-
konveksnim skupom dozvoljenih rjesenja. Razlog nekonveksnosti jest (3.52),
koji uz definicije (3.53)—(3.55) predstavlja bilinearnu matri¢nu nejednadzbu,
sto, neovisno o znacajkama ogranicenja (3.50), ¢ini razmatrani optimizacijski

problem nekonveksnim.

3.6 Dopunjena Lagrangeova metoda optimi-
zacije

Detaljan pregled algoritama primjenjivih za rjesavanje prethodno opisanog
problema optimizacije izlozen je u okviru pregleda istrazivanja u uvodnom
dijelu ove disertacije. Od navedenih pristupa, ovdje ¢e se upotrijebiti metoda
dopunjene Lagrangeove funkcije i modificirane kaznene/barijerne funkcije,
odnosno njezina primjena u obliku biblioteke PENBMI [26, 27]. Sazet pregled
navedene metode slijedi, a detaljan pregled primjene algoritma dan je u [26].
Optimizacijski problem iz prethodnog odjeljka zapisuje se u obliku
Iynelﬂg v, (3.56)
uz ogranicenja
< 0, t=1,...,m,, (3.57)
rx) < o,
gdje sux = {m, p, k, X;, X5, Xy, v} sve optimizacijske promjenjive. Za ogra-
nicenja (3.57) se odabiru kaznene funkcije @, i @y tako da za sve skalare

N>0i{n; >0t =1,...,mg} vrijedi

g;(x) <0  akoisamoako  n;Q, <gj§:‘)) <0, i=1,...,mg,
I'x) <0 akoisamoako @y (IN(x)) <O0.
(3.58)
Uz kaznene funkcije (3.58), optimizacijski problem definiran s (3.56) i (3.57)
ima isto rjesenje kao optimizacijski problem

miny, (3.59)
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uz ogranicenja

N2

niQg (gi:‘ )

oy (MNx)) < 0.

IN
=
|
=
=

e (3.60)

Lagrangeova funkcija optimizacijskog problema definiranog s (3.59) i (3.60)

glasi

Lo U ) =5+ 3w e, (200) (U 0 (M) (361)
i=1
gdje su {w;li = 1,...,m,} i U Lagrangeovi multiplikatori za ogranicenja
nejednakosti (3.57). Uz prethodne definicije, sama optimizacija provodi se
metodom koja kombinira upotrebu kaznenih i barijernih metoda s metodom
dopunjene Lagrengeove funkcije, i ¢iji su osnovni koraci prikazani algoritmom
3.1. Napominje se da su stvarna teorijska podloga i primjena navedenog
algoritma znatno kompleksnije, i one izlaze iz okvira ove disertacije, a citatelj

se upucuje na [26].

3.6.1 Racunalna slozenost

Promjenjive optimizacijskog problema definiranog s (3.51)—(3.55), osim para-
metara sustava m € R, p € R* i k € R!i funkcije cilja y € R, ¢ine i matrice
Xy, Xy, X € R4 dimenzije q jednake dimenziji matrica inercije, prigusenje
i krutosti sustava. Budué¢i da su matrice X; i X, simetricne, ukupan broj

promjenjivih iznosi

(q+1)

Il\/:q2+2q 9

Kako kod matematickih modela vibracijskih sustava najcesée vrijedi q >

+i+n+1+1. (3.62)

j,n, 1, tj. broj stupnjeva slobode sustava je puno ve¢i od broja promjenjivih
parametara sustava, smatrat ¢e se da je ny = O(q? + q).

Osim samih promjenjivih optimizacijskog problema, u proces optimizacije
opisan u prethodnom odjeljku su ukljuceni i Lagrangeovi multiplikatori U i
{w;|i =1,...,mg}. Dimenzije matrice Lagrangeovih multiplikatora U jedna-

ke su dimenzijama matrice BMN (3.52) i iznose (4q+ny,+n;,) X (4q+n,+n,),
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gdje su ny, i n, broj ulaza i izlaza sustava. Prema tome, ukupan broj pro-
mjenjivih Lagrangeovih multiplikatora koji sudjeluju u procesu optimizacije
iznosi

ng, = 16¢° 4 q(8ny + 8np,) + 0, + 20,0, + 02+ my. (3.63)

Uz pretpostavku da je q > ny,, n,, m, moze se smatrati da je ny, = O(q*+q).

Broj racunskih operacija potrebnih za optimizaciju upotrebom algoritma
opisanog u odjeljku (3.6) detaljno je analiziran u [27], i on je O(m{ + mfn? +
n}) gdje je my, dimenzija matrice U za slucaj kada su matrice sustava gusto
popunjene, odnosno O(m}ny + min? + nd) kada su matrice sustava rijetko
popunjene. Prema tome, broj racunskih operacija, a time i vrijeme izvodenja
algoritma, bit ¢e u najboljem slucaju O(q® + ¢lanovi nizeg reda).

Ocito, radi visoke racunalne slozenosti, algoritam nije primjenjiv za opti-
mizaciju vibracijskih sustava s velikim brojem stupnjeva slobode. S obzirom
na racunalne resurse dostupne autoru ove disertacije, to u praksi znaci da
q mora biti reda velicine 10!. Ukoliko je q puno veéi, §to je slucaj kada
se matematicki model vibracijskog sustava izvodi npr. metodom konacnih
elemenata, prethodno opisani algoritam mora ukljucivati neku od metoda

redukcije reda modela, $to je razmatrano u sljede¢em poglavlju.
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Algoritam 3.1 Agoritam metode dopunjene Lagrangeove funkcije i modifi-

cirane kaznene/barijerne funkcije

Ulaz: z', U, {n} >0li=1,...,my}, N' >0

1: zak =1, ..., 1 racunaj

2: 2 = min, L(x,u*, U* n* N¥)

33 zai=1,..., my racunaj

o (85

5. kraj za

6: UFt =V @y (D(2)) {izraz Vi 1+ @y ([(x)) oznacava derivaciju od
Py (['(2)) za konstantni x u smjeru U*}

7. zai=1,..., my racunaj

8: nktt < pk

9: kraj za

10:. N1 < NF

11: kraj za

Izlaz: = {lokalni minimum}




Poglavlje

Redukcija reda modela

Broj promjenjivih linearnih diferencijalnih jednadzbi drugog reda (2.1), od-
nosno reda poopéenog modela prostora stanja (2.6), ¢esto je vrlo velik. Ako
je matematicki model dobiven metodom konac¢nih elemenata, broj promje-
njivih moze biti u tisu¢ama ili milijunima. Ovisno o slozenosti algoritma,
numericka simulacija, optimizacija ili pak sinteza regulatora upotrebom tako
velikog modela postaje neizvediva ili neprakti¢na zbog ogranicenja namet-
nutih memorijskim zahtjevima i/ili vremenom izvodenja na ra¢unalu. U
takvim slu¢jevima originalni model se zamjenjuje manje slozenim modelom,
tj. modelom s manjim brojem promjenjivih i jednadzbi. Taj model, manje
slozenosti, naziva se reduciranim modelom, a aproksimacija redukcijom reda
modela (RRM), (eng. model order reduction). Reducirani model pritom mora
sadrzavati sva temeljna obiljezja originalnoga, poput dinamickog ponasanja,
stabilnosti, pasivnosti.

Ovdje ¢e se razmatrati redukcija reda modela LVI dinamickog sustava

drugoga reda

My(t) + Py(t) + Ky(t) = Brw(t),
2(t) = C1y(t) + Cay(t) + Dw(t).

gdje su M, P, K € R%4 redom matrice inercije, priguSenja i krutosti vrlo

(4.1)

velike dimenzije q. Dimenzije prostora ulaznog signala w(t) € R™ i izlaznog

signala z(t) € RP sustava (4.1) ¢esto su znatno manje od broja stupnjeva

o8
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slobode q, tj. vrijedi m,p < q. Sustav (4.1) zamjenjuje se priblizim (reduci-

ranim) sustavom

My(t ) P y(t) + Ky(t) = Baw(1),
z(t

ny (4.2)
) = Ciy(t) + Coy(t) + DE(t),

gdje su M,P,K € R™! reducirane matrice inercije, priguSenja i krutosti
znatno manje dimenzije, tj. 1 < q. Matrice B, € R>™ i C;,C, € Rp*!
nazivaju se reduciranim matricama ulaza i izlaza sustava, dok su y(t) € R!
i z(t) € RP vektori stanja i odziva reduciranog sustava. Matrica direktnog
prolaza D postupkom RRM ostaje ocuvana.

Redukcija reda modela se moze provesti i na sljedec¢i nacin. Kao sto je
opisano u poglavlju 2, sustav (4.1) se moze transformirati u poopéeni model
prostora stanja

Ex(t) = Ax(t)+ Bw(t),
z(t) = Cx(t)+Dw(t),
gdje su E;A € R B € R™™ C € RP*" odgovarajuce matrice sustava

(4.3)

i gdje vrijedi n = 2q. Sada se RRM provodi u okviru sustava prvog reda,

tj. sustav (4.3) se zamjenjuje reduciranim sustavom

Ex(t) = Ax(t)+Bwl(t),

. = (4.4)
z(t) = Cx(t)+Dw(t),

gdje su E e R***, A e R B € R**P, C e R™*r " reducirane matrice
sustava odgovarajuc¢ih dimenzija, tako da vrijedi r < n. Vektori stanja i
odziva reduciranog sutava su X(t) € R" i z(t) € RP.

Reducirani model (4.2), odnosno (4.4), zamjenjuje originalni model u nu-
merickoj simulaciji. Zato je vazno da reducirani model bude dovoljno dobra
aproksimacija originalnoga — naravno, preciznija definicija pojma ’dovoljno
dobra’ bit ¢e uvelike uvjetovana znacajkama daljnje simulacije. U svakom
slucaju, pozeljno je da reducirani model i sam postupak RRM zadovolje slje-

dece uvijete:

1. pogreska izlaznih signala reduciranog i originalnog sustava, tj. ||z — Z||

u nekoj normi || - || je malena i apriori poznata,
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2. pozeljna svojstva originalnog modela, poput stabilnosti ili pasivnosti,

ocuvana su kod reduciranog modela,

3. redukciju reda modela je moguce izvesti na numericki efikasan i stabilan

nacin.

O svojstvima pojedinih metoda RRM vec je bilo govora u uvodnom dje-
lu. Ovdje se radi o RRM sustava kod kojih su matrice sustava linearnih
diferencijalnih jednadzbi drugog reda (4.1), odnosno matrice ekvivalentnog
poopcenog modela prostora stanja (4.3) vrlo velike i rijetko popunjene. Za
RRM takvih sustava prikladne su Krilovljeve metode, prije svega, radi nji-
hove numericke efikasnosti. RRM navedenih sustava moguce bi bilo provesti
i nekom drugom numericki efikasnom metodom, npr. [55, 73], ali je ovdje
prednost dana Krilovljevim metodama zato Sto se njihova primjena temelji
na standardnim i ¢esto upotrebljavanim algoritmima.

Zbog toga slijedi pregled teorije Krilovljevih metoda RRM i nesto detalj-
niji pregled istrazivanja u tom podrucju. Pregled nije sveobuhvatan — za to
je potrebno prouciti reference [74, 75, 45, 50, 76, 48], odnosno za informacije

o posebnim detaljima literaturu navedenu u nastavku.

4.1 Krilovljevi algoritmi

Pod pojmom Krilovljevi algoritmi podrazumjeva se skup iterativnih algori-
tama utemeljenih na Krilovljevim podprostorima. Njihova vazna primjena je
u aproksimaciji svojstvenih vrijednosti matrica [77] i iterativnom rjesavanju
sustava linearnih jednadzbi [78, 44, 79]. Kod primjene u redukciji reda mode-
la LVI sustava, matrice reduciranog sustava se dobivaju projekcijom matrica
originalnog sustava na Krilovljeve podprostore. Uz odredene uvjete koje Kri-
lovljevi podprostori moraju ispunjavati, postize se tzv. slaganje momenata
originalnog i reduciranog sustava, a time i aproksimacija originalnog sustava

reduciranim.
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4.1.1 Krilovljevi podprostori

Za zadanu matricu A € R™" i vektor b € R", Krilovljev podprostor k-tog

reda Ky (A, b) je vektorski prostor razapet nizom od k vektora
Ki(A,b) = span {b, Ab,A’Db,..., A" 'b}. (4.5)

Tako definiran podprostor Kx(A,b) naziva se i desnim Krilovljevim pod-
prostorom, a b desnim pocetnim vektorom. Ako matrica A nije simetri¢na,
matrica AT i lijevi pocetni vektor ¢ € R* definiraju lijevi Krilovljev podpros-

tor k-tog reda
Ki (A", c) = span{c,A"c,(A")%c,...,(AT)*'c}. (4.6)

Dimenzija Krilovljevog podprostora (4.5) je r = dim (Kx(A,b)), i u
op¢em slucju vrijedi r < k < n. Ukoliko je matrica ( b Ab A’b --- A*'b )
punog stupc¢anog ranga, vrijedit ¢e r = dim (Cx(A, b)) = k za sve k < n.
Potpuno analogna opazanja vrijede za dimenziju Krilovljevog podprostora
definiranog s (4.6).

Ukoliko su zadane matrice A € R*", B € R™™, desni Krilovljev pod-

prostor k-tog reda Ky(A, B) razapinju stupci niza matrica
K«(A,B) = span {B,AB,A’B,..., A" 'B}. (4.7)

U slu¢aju da matrica A nije simetri¢na, za matrice AT i C € R™™ defi-
niran je lijevi Krilovljev podprostor k-tog reda Ky (AT, C) kao prostor koji

razapinju stupci niza matrica
K«(A",C) = span {C,A"C, (A")*C,..., (A" 'C}. (4.8)

Drugim rije¢ima, Krilovljev podprostor (4.7), odnosno (4.8), razapinju stupci
matrice sastavljene od blokova {A'B|i = 0,...,k—1}, odnosno {(AT)" C|i =
0,...,k—1}. Sukladno tome, Krilovljevi podprostori odredeni parovima ma-

trica nazivaju se blok Krilovljevim podprostorima. Dimenzije tih podpros-
tora su dim (Kix(A, B)) < k < n, odnosno dim (K (AT, C)) <k <n.
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4.1.2 Algoritmi za konstrukciju baza Krilovljevih pod-

prostora

Niz vektora {b, Ab, A?b,...  A¥"1b} u definiciji (4.5) vrlo brzo konvergi-
ra desnom svojstvenom vektoru koji odgovara dominantnoj svojstvenoj vri-
jednosti matrice A. Sukladno tome, taj niz ¢ini gotovo linearno ovisan
skup vektora koji nije podesan za konstrukciju baze Krilovljevog podprosto-
ra Ki (A, b). Analogno, u definiciji (4.6) niz {c, ATc, (AT)%¢c,..., (AT)"Ic}
konvergira lijevom svojstvenom vektoru koji odgovara dominantnoj svojstve-
noj vrijednosti matrice A i ¢ini gotovo linearno ovisan skup vektora.

Ista opazanja vrijede za stupce matrica u definicijama Krilovljevih pod-
prostora (4.7) i (4.8). Stupci blokova {A'B|i = 0,...,k — 1}, konvergiraju
desnom, dok stupci blokova {(AT)!C|i = 0,...,k — 1} konvergiraju lijevom
svojstvenom vektoru koji odgovara dominantnoj svojstvenoj vrijednosti ma-
trice A. Nadalje, broj tako izracunatih stupaca matrica ¢e gotovo uvijek
biti vec¢i od dimenzije pripadnog Krilovljevog podprostora, odnosno od broja
vektora potrebnog za konstrukciju njegove baze. 1z navedenih razloga, vek-
tori u definicijama (4.5) — (4.8) nisu podesni za konstrukciju baza pripadnih
Krilovljevih podprostora.

Rjesenje navedenog problema je konstrukcija vektora baze Krilovljevih

podprostora s boljim numerickim svojstvima, tj. niza linearno neovisnih i po

mogucénosti ortogonalnih vektora {vy,va, ..., vi} i {wy, wo,..., wy} tako da
vrijedi

Kk(A,b) = span{vy, va, ..., Vi}, (4.9)

ICk(ATa C) = Span{wb Wa, ... 7Wk}7 (410)

odnosno u matricnom slucaju
K«(A,B) = span{vi,va, ..., i}, (4.11)

Ki (AT, C) = span{w, ws, ..., Wi }. (4.12)

Dva su osnovna algoritma za konstrukciju baze Krilovljevih podprostora:

Arnoldijev i Lanczosov algoritam. Radi razumjevanja osnovnih nacela, ovdje
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¢e se ukratko izloziti njihove osnovne varijante i to za slu¢j kada su Krilovljevi
podprostori odredeni matricom i poc¢etnim vektorom. Konstrukcija baze blok
Krilovljevih podprostora nesto je tezi problem, i to je predment rasprave u
sljede¢em odjeljku.

Pritom ¢e se pretpostaviti da su matrice ( b Ab A’b ... AKp > i
( c ATc (AT)%c .- (AT lc ) punog stup¢anog ranga. U tom sluc¢aju
vektori baze Krilovljevih podprostora konstruirani ovdje izlozenim varijanta-
ma Arnoldijevog i Lanczosovog algoritma ¢ine linearno neovisan skup. Uko-
liko to ne bi bio slu¢aj, u navedene algoritme bilo bi potrebno ugraditi me-
hanizam za uklanjanje linearno ovisnih a time i suvisnih vektora. Takav

mehanizam naziva se saZimanjem (eng. deflation).

Arnoldijev algoritam

Algoritam 4.1, koji je 1951. predlozio Arnoldi, originalno je bio zamisljen za
redukciju matrice u Hessenbergovu formu. U svakom koraku algoritma, pret-
hodno izracunati vektor baze v; Krilovljevog podprostora mnozi se s A, i tako
dobiveni w; se ortogonalizira spram prethodno izracunatih {v;|i = 1,...,j}
primjenom Gram-Schmidtove metode (koraci 3 — 6). Nadalje, tako dobi-
ven vektor se normalizira, te se dobiva iduci vektor v, baze Krilovljevog
podprostora (koraci 7 — 8). Tako dobiven skup vektora {vy, v, ..., vi} ¢ini

ortonormalnu bazu Krilovljevog podprostora ICx (A, b), dok je matrica koefi-

cijenata
hip hip hyg -+ hixa hy k
ho1 hgp hoz -+ hox ha x
hzo hzs -+ h3p hy

Hy = ’ ‘ ) B (4.13)

he -1 heoix

hy k1 hy
gornja Hessenbergova.
Kod prakti¢ne primjene algoritma 4.1, nestabilna Gram-Schmidtova me-

toda ortogonalizacije zamjenjuje se modificiranim Gram-Schmidtovim ili Ho-
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Algoritam 4.1 Arnoldijev algoritam
Ulaz: A€ R beR" k

. b
L v = pp

2: zaj=1,2,...,k—1racunaj

33 zai=1,2,... 7 ratunaj
4 hij = (Av;)Tv;

5. kraj za

6: 1y = Av;— Y i

T hipay = gl

8 Vi1 = ﬁ

9: kraj za
Izlaz: H; € RFk V) = < vl Vg e Up ) € Rk

useholderovim algoritmom (vidjeti npr. [78], poglavlje 6).

Neovisno o nacinu ortogonalizacije, j - ti korak Arnoldijevog algoritma
moze se tumaciti i na sljede¢i nacin. Ukoliko se s V; € R™ oznac¢i matrica
¢ije stupce ¢ine ortonormalni vektori {v;|i = 1,...,j}, dok su H; € R
gornja Hessenbergova matrica koeficijenata i e; je j - ti jedini¢ni vektor, u j

- tom koraku Arnoldijevog algoritma vrijedi
AV; = V;H; + rje;. (4.14)

Vektor r; naziva se rezidualom i ortogonalan je spram stupaca matrice Vj,

pa mnozenjem (4.14) s desna matricom VJ.T proizlazi
VIAV; = H;. (4.15)

Prema (4.15), matrica Hj je ortogonalna projekcija matrice A na Krilov-
ljev podprostor K;(A,b) razapet stupcima matrice V;. Dakle, Arnoldijev
algoritam istovremeno konstruira ortonormalnu bazu Krilovljevog podpros-
tora K (A, b) i projekciju matrice A na taj isti podprostor, bez potrebe za
eksplicitnim racunanjem projekcije (4.15).

Potencijalni nedostatak Arnoldijevog algoritma, koji dolazi do izrazaja

kada je dimenzija k Krilovljevog podprostora IC;(A,b) vrlo velika, lezi u
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nacinu konstrukcije vektora vji;. OCcito je iz koraka 3 — 6 algoritma 4.1,
rezidual rj se rac¢una iz svih prethodno izracunatih vektora baze {v;|i =
1,...,j}, 8to za sobom povlaci velik broj racunskih operacija i potrebu za
smjestajem tih vektora u memoriji ra¢unala. Jedno od moguéih rjesenja tog

nedostatka je Arnoldijev algoritam s implicitnim restartom [80].

Simetricni Lanczosov algoritam

Simetri¢ni Lanczosov algoritam je pojednostavljen Arnoldijev algoritam za
konstrukciju baze Ky (A,b) kada je matrica A simetri¢cna. U tom slucaju
matrica H; odredena s (4.15) je takoder simetricna, a kako je ona prema

nacinu konstrukcije gornja Hessenbergova, vrijedi

hz’j:O, za 1<i<j—1,

| (4.16)
hjj=h; za j=12..Kk

tj. matrica Hj je tridijagonalna. Uz oznake
o = hyj, B = hyjoay,

jednostavna varijanta Lanczosovog algoritma, uz upotrebu modificirane Gram-

Schmidtove ortogonalizacije, dana je algoritmom 4.2

Algoritam 4.2 Simetri¢ni Lanczosov algoritam
Ulaz: A= AT ¢ R™" b R", k

b
1:ﬂ1:O, ’U(]:O, Ulzm

2:zaj=1,2,...,k—1racunaj

3: Tj = AUj — 6jvj—1

rTv;

4 G{j = 5 Uj
5: Tj = 7"]' — Olj’l)j
6: Bir1 = rill2

T
T Vil = 2
Jt+l Bj+1

8: kraj za
Izlaz: H; € RF* v, = < v Uy e U ) € Rnxk
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Vektori {v;|i = 1,...,k} su prema nacinu konstrukcije ortogonalni. Ipak,
u ovoj varijanti algoritma, oni uslijed pogresaka zaokruzivanja na racunalu
vrlo brzo gube ortogonalnost. Iz tog razloga se, kod prakti¢nih primjena,

uvodi neki oblik ortogonalizacije.

Asimetri¢ni Lanczosov algoritam

Za zadanu asimetricnu matricu A € R**" i vektore b,c € R", asimetricni
Lanczosov algoritam 4.3 konstruira baze Krilovljevih podprostora Ky (A, b)
i K (AT, c). Sustinska razlika tog algoritma u odnosu na Arnoldijev ili si-
metriéni Lanczosov algoritam je konstrukcija baza Vi i Wy podprostora
Ki(A,b) i K (AT, c) koje nisu ortogonalne (vrijedi VI Vi £ I,, W[IW, #£

Iy), ve¢ zadovoljavaju uvjet biortogonalnosti

WiV, =1 (4.17)

Algoritam 4.3 Asimetricni Lanczosov algoritam
Ulaz: A= R"™" b,ceR", k

1: By =+/|cTh], 7= sign(ch)ﬂl

b
2:1)0:11}0:07 UIZE’ w1 =

e
3:zaj=1,2,...,k—1racunaj

. e T .
4 oy = wj Av;

5. 1 = Avj — v — Y0521
6: ¢ = ATw; — ayw; — Bjwjy
7 B =VIrTal, e = sign(r;" ;)B4
8 Vi1 = ﬂjil
% Win = 7311
10: kraj za
Izlaz: H, € RM* V, = < vp vy e Vg ) e RY W, =
<w1 wy v Wy ) € Rk

Nadalje, u j - tom koraku asimetricnog Lanczosovog algortitma vrijedi

AV, =V;H; + ﬁj+1Vj+1ejT7 (4.18)
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AW, =W HT +v0w,0e;7 (4.19)
gdje je j - ti jedinicni vektor oznacen s e;. Matrica H; za j = 1,...,k je

tridijagonalna i nesimetri¢na, i nakon k -tog koraka ima oblik

X1 Y2
- | P . (4.21)
e Yk

B oy

Ocito je iz koraka 3 — 6 algoritma 4.3, za izracun raziduala r; i q;, iz kojih
se kasnije racunaju novi vektori baza, potrebna su po dva prethodna vektora
iz V; 1 W;. Time je broj racunskih operacija i vektora u memoriji u j -tom
koraku neovisan o kojem se koraku radi, sto je bitna prednost u odnosu na
Arnoldijev algoritam.

Asimetri¢ni Lanczosovog algoritam zahtjeva pazljiviju rac¢unalnu primje-
nu. Do otkazivanja (eng. breakdown) Lanczosovog algoritma dolazi kada je
;+1 definiran u koraku 7 jednak nuli. No, u praksi vece poteskoce uzro-
kuje pojava skorog otkazivanja (eng.near breakdown), tj. kada je B,+1 vrlo
malen, Sto rezultira akumulacijom pogresaka zaokruzivanja. RjeSenje na-
vedenog problema je tzv. look-ahead Lanczosov algoritam [81] — pregled

istrazivanja novijeg datuma vidjeti u [82].

4.1.3 Konstrukcija baza blok Krilovljevih podprostora

Konstrukcija baza blok Krilovljevih podprostora Ky (A, B), K (AT, C), gdje
su A € R B e RY™™, B € RP*", ostvaruje se primjenom blok varijanti
Arnoldijevog i Lanczosovog algoritma. Istrazivanja u tom podrucju iscrpna
su i brojna — za pregled literature vidjeti npr. [50]. Usprkos tome, blok Lan-
czosov algoritam u svojoj najopcenitijoj varijanti, tj. za slucaj asimetricne
matrice A i kada su dimenzije m i p matrica B i C razlicite, predlozen je rela-

tivno kasno [49]. Tome su prethodila istrazivanja za neke posebne slucajeve.
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Tako je npr. asimetri¢ni blok Lanczosov algoritam istrazivan u [83, 84], ali
samo za slucaj kada je p = m, a sazimanje pritom nije razmatrano. Sime-
tricni blok Lanczosov algoritam za slucaj kada je p # m predlozen je nesto
ranije [85]. Opcenito govoreéi, blok Lanczosov algoritam zahtjeva pazljivu i
relativno kompliciranu numericku primjenu. Iz tog razloga, on se ovdje nece
dalje razmatrati, a detaljnija rasprava, s dobrim pregledom literature, dana
je u [49].

Kod blok Arnoldijevog algoritma, osnovnu poteskocu predstavlja ukla-
njanje linearno ovisnih vektora. Naime, za zadani par matrica A € R"*",
B € R™™ u ¢ - tom koraku blok Arnoldijevog algoritma za konstrukciju
baze Kx(A,B) skupu prethodno konstruiranih vektora dodaje se skup vek-
tora koji razapinju isti podprostor kao i stupci matrice A‘B. Time dobiven
skup vektora nije nuzno linearno neovisan, i da bi se uklonili suvisni vektori

provodi se sazimanje.

Upotreba blok Arnoldijevog algoritma sa sazimanjem

Ovdje ¢e se opisati blok Arnoldijev algoritam 4.4 koji za zadane matrice
A € R B € R™™ konstruira ortonormalnu bazu za Krilovljev podprostor
k-tog reda K (A,B). Taj algoritam ¢e biti upotrebljen u RRM diskretnih
vibracijskih sustava.

U prvom koraku algoritma upotrebljava se QR faktorizacija s otkrivanjem
ranga da bi se dobila ortogonalna baza podprostora koji razapinju stupci
matrice B, odnosno ortogonalna baza KCo(A,B). Kako se pretpostavlja da
je numericki rang p matrice B blizak m (Sto je bio slu¢aj u svim numerickim
primjerima razmatranim tijekom istrazivanja za ovu disertaciju), primjenjen
je Chan-Fosterov algoritam [86] za QR faktorizaciju s otkrivanjem visokog
ranga, (eng. high rank revaling QR) ili skraéeno HRRQR [87, 88]. Takvom

faktorizacijom matrice B se dobiva

Rii R
B-QR-(Q Q1>< . R:>, (4.22)

gdje za gornju trokutastu matricu Ry vrijedi ||Raol|p, < tol;. Ortogonalni
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stupci matrice V = Qy € R"*P tada razapinju isti podprostor kao i stup-
ci matrice B. Slijedi glavna iteracija algoritma (koraci 3 — 23), gdje se za
Jj = 1,2,...,k — 1 ortogonalna matrica Q;—; mnozi s desna s A da bi se
dobila matrica Q; koja potencijalno sadrzi nove vektore baze za IC;(A,B)
(korak 4). Stupci Q; se ortogonaliziraju spram svih prethodno dobivenih
vektora baze, tj. stupaca od V, upotrebom modificirane Gramm-Schmidtove
ortogonalizacije s reortogonalizacijom [89] (koraci 5 — 15) sve dok za njiho-
ve reziduale vrijedi ||h||s > toly. Ispitivanjem ponasanja algoritma na vise
numerickih primjera se pokazalo da je stupce matrice Q; potrebno ortogo-
nalizirati do strojne preciznosti €, tj. potrebno je usvojiti tol, = €. Nakon
provedene HRRQR faktorizacije (koraci 161 17), stupci matrice Q; se dodaju
matrici V (koraci 18 — 22) i time se dobiva ortogonalna baza za C;(A, B).
Konaéni rezultat algoritma je matrica V' s ortogonalnim stupcima koji raza-
pinju K (A, B).

Ocito je da se u predlozenom algoritmu suvisni vektori uklanjaju u sva-
kom koraku, i po tome je on slican nekim ve¢ predlozenim varijantama blok

Arnoldijevog algoritma [48, 50].

4.2 Momenti prijenosne funkcije i RRM sla-

ganjem momenata

4.2.1 Momenti prijenosne funkcije

Kako matrica direktnog prolaza D poopéenog modela prostora stanja (4.3)
u procesu RRM ostaje ocuvana i niti na bilo koji nacin ne sudjeluje u RRM,
ona ¢e se izostaviti. Sukladno tome, razmatrat ¢e se redukcija reda modela

LVI sustava opisanog poop¢enim modelom prostora stanja

Ex(t) = Ax(t)+ Bw(t),

4.23
z(t) = Cx(t), (4.23)
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Algoritam 4.4 Blok Arnoldijev algoritam

Ulaz: A € R"™", B € R"™™, k, toly, toly
1: QoR = qr(B) {HRRQR dekompozicija, tolerancija tol; }
2: p=rg=rang(Qo), V =Qy € R"P

3:zaj=1,2,...,k—1racunaj

4. Q= AQj_ € RVt

5 zal=1,2,...,r;_; racunaj

6: {Modificirana Gram-Scmidtova ortogonalizacija: }
7 za s=1,2,...,p racunaj

8: hs =vlq

9: q = q — hgvs

10: kraj za

11: dok ||h]|s > tols racunaj

12: {Modificirana Gram-Schmidtova ortogonalizacija:}
13: (koraci 7-10)

14: kraj dok

15:  kraj za

16: QR = qr(Q;) {HRRQR dekomporzicija, tolerancija tol; }
17 r; =rang(Q;)

18:  ako r; > 0 onda

19: p=p+ry, V:<V @)eR”XF

20:  inace

21: Kraj

22:  kraj ako

23: kraj za

Izlaz:V:(U1 Vg - vp>€]R"Xp
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gdje su E, A € R™", B € R™*™, C € RP*". Prijenosna funkcija tog sustava
je
G(s)=C(sE—A)'B. (4.24)

Ovime se ne gubi na opcenitosti razmatranja — matrica D se jednostavno
moze dodati.
Uz pretpostavku da je A regularna, prijenosna funkcija (4.24) se moze

razviti u Taylorov red oko nule, t;j.

> Gi(0) .
G(s) = Z G j!(o) s’ (4.25)

gdje je s GU) oznacena j-ta derivacija prijenosne funkcije po kompleksnoj

promjenjivoj s. Takav razvoj daje

G(s)= —CA'B-C(A'E)A 'Bs—...—C(A'E)A'Bs'—..., (4.26)
odnosno ; X ,
G(s) = ny’+n's+nis2+ ... o)
Z;io n(()])sja '

gdje se koeficijent (konstantna matrica dimenzija p x m)
nY) = —C(A'EJA'B (4.28)

naziva j-tim momentom prijenosne funkcije G(s) u nuli.
Ukoliko se prijenosna funkcija (4.24) za neki kompleksni broj o € C| det(cE—
A) # 0 napise u obliku

G(s)=C((s — 0)E — (A — oE))"' B, (4.29)
te se uvede varijabla s = s — 0, razvojem
G(3)=C(SE—(A—-oE))'B (4.30)
oko § = 0 dobiva se razvoj G(s) oko tocke o. Takav razvoj sada glasi

G(s) = nd+n(s—0)+nP(s—0)2+...

e , (4.31)
Zj:o ngj)(s — o),
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a koeficijent odreden s
1Y) = —C ((A — oE)"'E)’ (A — 0E)"'B (4.32)

se naziva j-tim momentom prijenosne funkcije G(s) u o. Ovdje je vazno
napomenuti da uvjet det(ocE — A) # 0 dozvoljava da matrice E i/ili A budu
singularne, Sto nije slucaj kod razvoja prijenosne funkcije oko nule gdje se
trazi da je A regularna.

Za slucaj kada 0 — oo, uvrstavanjem o = % u prijenosnu funkciju (4.24)

i razvojem oko ¢ = 0 dobiva se

G(s) =CE 'Bs '+ C(E'A)E 'Bs >+ C(E'A)’E"'Bs?+..., (4.33)

odnosno
G(s) = N9 4 nls 4 nPs 24 (4.34)
Z;'io ﬂg])S_j- .
gdje se koeficijent odreden s
n? = C(E"'AYE'B (4.35)

naziva j-tim momentom prijenosne funkcije u beskonacnosti ili j-tem Markov-
ljevim parametrom prijenosne funkcije. Po svojoj vrijednosti j-ti Markovljev
parametar je jednak j-toj derivaciji impulsnog odziva sustava u trenutku

¢t = 0. Tako je, npr. 2 = CE~'B impulsni odziv sutava (4.23) za t = 0.

4.2.2 Redukcija reda modela slaganjem momenata

Nakon §to su definirani momenti prijenosne funkcije, moze se formulirati pro-
blem redukcije reda modela putem slaganja momenata, i on glasi: za zadani
LVI dinamicki sustav ¥, opisan poopéenim modelom prostora stanja (4.23),
s pripadnom prijenosnom funkcijom (4.24) potrebno je pronaéi reducirani

sustav ¥ opisan poopéenim modelom prostora stanja

Bx(1) = Ax(1)+Bw(1), (4.36)
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gdje su E € R, A € R, B € R™*P, C € R™*" takve da vrijedi r < n.
Prijenosna funkcije sustava (4.36) je

- S N

G(s)=C (sE - A) B, (4.37)
¢iji razvoj u red potencija oko o € C daje

G(s) = AP +al(c—s)+nP(oc—s)2+...

o (i , (4.38)
= Zj:O n(()'J)(G - 8)]7
i pritom mora biti zadovoljen uvjet
AY =q¥.  j=0,1,2,... Kk (4.39)

gdje su {ngj)|j =0,1,2,...,k} neki momenti prijenosne funkcije (4.24) za-
danog sustava .

Drugim rije¢ima, za zadani LVI dinamicki sustav 3 s prijenosnom funk-
cijom G(s) potrebno je pronaéi reducirani sustav 3 s prijenosnom funkeijom
G(s), i to tako da su neki od momenata tih prijenosnih funkcija jednaki.
Pritom c¢e, upravo radi navedene ”sli¢nosti” tih dviju prijenosnih funkci-
ja uvjetovane jednakosti momenata, reducirani sustav do odredene mjere
aproksimirati originalni sustav. Kako se momenti dviju prijenosnih funkcija
poklapaju u o € C, za ocekivati je da ¢e aproksimacija prijenosne funkcije
biti najbolja u okolini o, a time i aproksimacija onog dijela dinamickog po-
nasanja sustava koje je odredeno okolinom o — o ovome ¢e detaljnije jos biti
rijeci.

Strogo gledajudi, originalan sustav nije nuzan za konstrukciju reduciranog
sustava — za to je potrebna samo informacija o skupu momenata u nekoj
tocki 0. Tako se navedeni problem moze smatrati i problemom racionalne
interpolacije: za zadani skup momenata {ngj)\j = 0,...,k} u nekoj tocki
o € C potrebno je pronadi racionalnu matri¢nu funkciju (4.37) koja zado-
voljava interpolacijske uvjete (4.39). Tocnije, rije¢ je o problemu racionalne
interpolacije u jednoj tocki o, koja se naziva interpolacijska tocka.

Za 0 — oo odgovarajuéi problem slaganja momenata poznat je pod ime-
nom problem parcijalne realizacije (eng. partial realization). Kako Markov-

ljevi parametri odreduju impulsni odziv sustava, od reduciranog sustava se
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moze ocekivati dobra aproksimacija impulsnog odziva, odnosno tranzijentnog
odziva u okolini t = 0. Problem parcijalne realizacije za model prostora sta-
nja, tj. kada je E = I, detaljno je obraden u [90]. U istom radu se moze naéi
i rasprava o vezi parcijalne realizacije i Krilovljevih metoda. Za poopceni
model prostora stanja, dobar pregled teorije, nekih numerickih algoritama i
primjene parcijalne realizacije je dan u [91].

Ukoliko se za interpolacijsku tocku odabere o = 0, odgovaraju¢i reducira-
ni model dobiven slaganjem momentata se naziva Padéovom aproksimacijom,
dok se neku proizvoljnu ¢ # 0 u literaturi susreée i termin Padéovom aprok-
simacijom s pomakom (eng. shifted Padé).

Ako se uvjet jednakosti momenata prijenosnih funkcija (4.24) i (4.37)
postavi u vise razlicitih interpolacijkih tocaka, tj. da za sve {o; € C|i =
1,...,1} vrijedi

A9 =0y, j=012... Kk, (4.40)

0; )

govori se o racionalnoj interpolaciji u vise tocaka. Takvom strategijom se
moze posti¢i bolja aproksimacija prijenosne funkcije originalnog sustava na
vise mjesta u kompleksnoj ravnini, a time i bolja aproksimacija dinamickog
sustava. Takoder, pazljivim odabirom interpolacijskih tocaka moze se pos-
ti¢i vrlo dobra aproksimacija originalnog sustava u zeljenom frekvencijskom

podrucju.

4.3 Slaganje momenata projekcijom na Kri-

lovljeve podprostore

Explicitno racunanje momenata originalnog sustava, te konstrukcija redu-
ciranog modela na temelju te informacije, znacajka je niza metoda RRM
razvijenih sedamdesetih godina proslog stolje¢a. Dobar pregled tih ”ekspli-
citnih” metoda dan je u [92]. Nazalost, kako je istaknuto u [93, 75], sve te
metode karakterizira numericka nestabilnost, koja naroc¢ito dolazi do izrazaja

s povecanjem dimenzija reduciranog modela.
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Do spoznaje da se RRM, putem slaganja momenata, moze ostvariti pri-
mjenom Krilovljevih iterativnih metod dolazi ranih 1980-tih. U [90] poka-
zano je kako se parcijalna realizacija ostvaruje putem Lanczosove metode.
Matematicka veza Padéove aproksimacije i Lanczosove metode, ustanovljena
nesto ranije [94], imala je velik odjek u metodama RRM. Tu svakako valja
istaknuti primjenu u redukciji reda modela u elektrotehnici, motiviranu in-
tenzivnim razvojem na podruc¢ju mikroprocesora i kompleksnih elektronickih
krugova. Vrlo dobar pregled RRM, putem Krilovljevih metoda, u tom polju
dan je u [75], a od vaznijih pristupa tu se istice Padé via Lanczos (PVL)
metoda [93]. Lanczosova metoda za Padéovu aproksimaciju primjenjivana je
i u mehanici, vidjeti npr. [95, 83, 84]. Ovdje treba istaknuti da je Lanczosov
algoritam primjenjivan u RRM u mehanici i prije saznanja o matematickoj
vezi sa slaganjem momentima prijenosne funkcije, vidjeti npr. [96].

Daljnji razvoj se odvijao na podrucju racionalne interpolacije u vise tocaka,
putem projekcije, koju je prvi obradio Skelton [97]. Grimme je u svojoj dok-
torskoj disertaciji [47] pokazao kako dobiti trazenu projekciju na numericki
efikasan nacin primjenom Ruheove racionalne Krilovljeve metode [46]. Ra-
cionalna interpolacija u vise tocaka pruza slobodu u izboru interpolacijskih
tocaka, i to ¢e se primijeniti za konstrukciju takvih reduciranih modela vi-
bracijskog sustava koji ¢e dobro aproksimirati originalne sustave u frekven-

cijskom podrucju od interesa.

4.3.1 Projekcijske matrice i uvjeti interpolacije

Redukcija reda modela sustava (4.3) ostvarit ¢e se transformacijom matrica
sustava AJE € R™™" B € R™™ C € RP*" tako da matrice reduciranog

sustava (4.4) zadovoljavaju

E=W'EV, A=WTAV, B=W'B, C=CV, D=D, (441)
gdje se realne matrice W,V € R**" nazivaju projekcijskim matricama, a sam
postupak redukcijom reda modela putem projekcije. Da bi se ostvarili uvjeti

racionalne interpolacije u skupu tocaka {o; € Cli = 1,...,1}, projekcijske
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matrice moraju ispunjavati sljedece.

Za svaku interpolacijku tocku o;, gdje je i = 1,2,...,1 odreden je blok
Krilovljev podprostor Ky, (A — o;E)'E, (A — 0;E)"'B). Red tog Krilov-
ljevog prostora je b; i on je odreden matricama (A —o;E)"'Ei (A—0;E)"'B.
Isto tako je za svaku interpolacijsku tocku o; odreden blok Krilovljev pod-
prostor K, ((A — o;E)""ET, (A — 0;E)"TC") reda ¢;. Pritom za svaku o;
matrica (A — o;E) mora biti regularna. Napominje se da b; i ¢; mogu bi-
ti razliciti, kako medusobno, tako i za razlicite o;. Uz za tako definirane

Krilovljeve podprostore, ako vrijedi

JKs, (A= 0E)'E, (A - 0,E)'B) C span{V}, (4.42)
UK. (A-oB)"E", (A - ;E)""C") C span{W}, (4.43)

tada za momente prijenosne funkcije G(s) sustava (4.3) i momente prijenosne

funkcije G(s) sustava (4.4) vrijedi

(A~ Giﬁ:)—lﬁz)”' (A—o,E)"'B

—~C((A - o,E)'E)" (A—0,E)"'B,
(4.44)

) a sve i = 1,...;1izasve 5, = 0,1,...,k;, gdje je

odnosno ﬁgi) = nSﬁ
k; = b; + c;.

Drugim rijecima, ako stupci projekcijske matrice V razapinju prostor koji
sadrzi uniju Krilovljevih podprostora {Ky, (A — 0;E)'E, (A — o;E)™'B) i =
1,...,1}, te ako stupci projekcijske matrice W razapinju prostor koji sadrzi
uniju Krilovljevih podprostora {K,, ((A — o;E)"TE", (A — o;E)"TC") |i =
1,...,1}, tada su u svakoj od interpolacijskih tocaka {o; € Cli = 1,...,1}
prvih k; = ¢; + b; momenata prijenosnih funkcija G(s) i G(s) jednaki.

Prethodno navedeni uvjeti se odnose samo na prostore koje stupci pro-
jekcijskih matrica V i W moraju razapinjati da bi se ostvarila racionalna
interpolacija u vise tocaka. Osim toga, pozeljno je da projekcijske matri-
ce imaju dobra numericka svojstva, poput ortogonalnosti, biortogonalnosti
i slicno, Sto se ostvaruje algoritmom za konstrukciju baza navedenih unija

Krilovljevih podprostora.
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4.3.2 Algoritam za konstrukciju projekcijskih matrica

Ovdje se predlaze algoritam 4.5 za konstrukciju projekcijskih matrica V, W &€
R™*" ¢ijom se primjenom ostvaruje racionalna interpolacija u skupu tocaka
{0; € Cli =1,...,1}. Kao ulazni podaci algoritma, osim samih matrica sus-
tava A, E € R™" B € R™™ C € RP*" i skupa interpolacijkih tocaka, zada-
ni su i redovi b; i ¢; Krilovljevih podprostora Ky, (A — o;E)'E, (A — 0;E)™'B)
i Ke; (A —0;E)"TET, (A — ;E)"TCT") za pojedine interpolacijske tocke.
Kako su algoritmi za konstrukciju matrica V i W vrlo sli¢ni, krenut e se s
opisom jednog od njih, i to algoritma za konstrukciju ortogonalne matrice V
koja ispunjava uvjet (4.42).

Algoritam ima onoliko glavnih iteracija koliko je interpolacijskih tocaka,
i u svakoj se iteraciji odabire po jedna interpolacijska tocka o;. Za kons-
trukciju baze Krilovljevog podprostora Ky, ((A — o;E)'E, (A — 0;E)"'B)
u odabranoj interpolacijskoj tocki nuzno je izracunati matrice (A — o;E)™'E
i (A —0;E)"'B, odnosno odrediti rjesenja X i Y sustava linearnih jednadzbi
(A-—gEX =Ei(A—-0E)Y = B gdje su matrice (A — g;E) i E (a
ponekad i B) rijetko popunjene. Ocito, ta dva sustava imaju istu matricu
A — 0,E s lijeve strane znaka jednakosti, te da bi se oni uc¢inkovito rijesili,
upotrebljava se LU faktorizacija matrice A — o;E. Prije same faktorizacije,
racuna se matrica permutacije stupaca P. matrice A — o;E (korak 9 algorit-
ma 4.5), i to tako da su faktori L i U matrice (A — 0;E)P. rjede popunjeni
od faktora L i U matrice A — 0;E. Za rac¢unanje matrice P. upotrebljava se
COLAMD (eng. column approximate minimum degree ordering) algoritam
autora Tima Davisa [98, 99]. Ovdje je vazno primijetiti da za bilo koje dvije
razlicite interpolacijske tocke o; i 0; pripadne matrice (A —o;E) i (A — 0,E)
imaju identi¢nu gradu, ali razlicite numericke vrijednosti. Sukladno tome,
matrica permutacije stupaca P, je jednaka za sve interpolacijske tocke i ona
se racuna samo jednom (za prvu interpolacijsku tocku), ¢ime se ostvaruje
usteda u broju racunskih operacija.

Slijedi LU faktorizacija LU = P,(A — o;E)P., gdje je P, matrica per-
mutacije redova, upotrebom programske biblioteke SuperLU [100] (korak
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11). Kada su poznati faktori L i U, racunaju se X = (A — o;E)"'E i
Y = (A—0;E)"'B koji iznose X = P .U Y(L'P,E)i Y = P.U }{(L"'P,B)
(koraci 121 13). Naravno, pritom se ne racunaju eksplicitni inverzi L= i U™,
ve¢ se upotrebljava supstitucija unaprijed i unatrag.

Nadalje, racuna se baza Q Krilovljevog podprostora Ky, (X,Y) primje-
nom algoritma 4.4 (korak 14). Ukoliko je rije¢ o prvoj iteraciji algoritma,
tj. ukoliko je matrica Q izracunata za prvu interpolacijsku tocku, vrijedi
V = Q. U protivnom, stupci matrice Q se ortogonaliziraju, spram do tada
izracunate matrice V, primjenom modificirane Gramm-Schmidtove ortogo-
nalizacije s reortogonalizacijom [89] (korak 18) na identi¢an nacin kao u kora-
cima 5 — 15 algoritma 4.4. Uz pretpostavku da je numericki rang matrice Q
blizak broju njezinih stupaca, racuna se ortogonalna baza podprostora koju
ti stupci razapinju (korak 19). Za to se koristi QR faktorizacija s otkrivanjem
visokog ranga [86, 87, 88]. Tako izracunata baza podprostora koju razapinju
stupci od Q dodaje se matrici V (korak 22).

Isto se ponavlja za konstrukciju matrice W, s time da se umjesto matrice
(A — 0;E) upotrebljava matrica (A — o;E)T, umjesto matrice E matrica ET,
a umjesto matrice B matrica CT.

Rezultat algoritma su matrice V, W € R**" s ortonormalnim stupcima,
tj. VIV =11 WTW =1, koje zadovoljavaju uvjete (4.42) i (4.43).

4.3.3 Izbor interpolacijskih tocaka

Kod RRM putem racionalne interpolacije u vise tocaka odabire se skup in-
terpolacijskih tocaka {o; € C|i = 1,...,1}, te broj momenata k; prijenosnih
funkcija G(s) i G(s) koji se poklapaju u pojedinoj interpolacijskoj tocki,
odnosno redovi Krilovljevih podprostora b; i ¢; u (4.42) i (4.43). Tocnost i
dimenzija reduciranog modela ovisit ¢e o tim izborima.

Veéi broj momenata u veéem broju interpolacijskih tocaka potencijalno
rezultira to¢nijim reduciranim modelom, ali to ovisi i o izboru interpolacijskih
tocaka, tj. o njihovoj raspodjeli u kompleksnoj ravnini. Takva strategija ima

za posljedicu povecanje dimenzija reduciranog modela, a time i povecanje
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Algoritam 4.5 Algoritam za racionalnu interpolaciju u vise tocaka

Ulaz: Ac R BEeR™" CecR" EcR™ occC,beN, ceN

1: zai=1,2,...,]1racunaj

2:  zat=1,2racunaj

3 ako t = 1 onda

4 F,F=A—o0FE, H=B, K=FE, d=b

5: inace

6 FF=A-o0E)Y, H=0T K=FE' d=c

7 kraj ako

8 ako i = 1 onda

9 P. = colamd(F;) {matrica permutacija stupaca od F}

10: kraj ako

11: (L;, U, P,,, P.) = lu(F;, P.) {LU faktorizacija P, F;P. = L;U;}
12: X, =P.U Y L;'P.K)

13: Y, = PU ' (L;'P.H)

14: Qi = blkarn(X;,Y;,d;) € R"*% {racunanje baze Ky, (X;,Y;) primje-

nom algoritma 4.4}

15: ako i = 1 onda

16: r=q, Zi=0Q;€R"™"

17: inace

18: Q; = mgs(Z;, Q;) {Modificirana Gram-Schmidtova ortogonaliza-

cija s reortogonalizacijom}

19: Q;R = qr(Q;) {HRRQR dekomporzicija}
20: g = rang(Q;)
21: ako ¢; > 0 onda
22: r=r+gq, Zt:<Zt Qi)eR””
23: kraj ako
24: kraj ako
25:  kraj za
26: kraj za

2. V=21, W =12
Izlaz: V,IWW € R™*"
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broja rac¢unskih operacija pri daljnjem radu (optimizaciji, simulaciji i sl.)
s reduciranim modelom. Takoder, broj racunskih operacija potrebnih za
konstrukciju projekcijskih matrica Vi W upotrebom algortima 4.5 raste s
povecanjem broja momenata koji se poklapaju u interpolacijskim tockama,
a narocito s povecenjem broja interpolacijskih tocaka. Za svaku interpolacij-
sku tocku o;, ako su redovi b; i ¢; Krilovljevih podprostora razliciti od nule,
potrebno je izracunati dvije LU faktorizacije i ukupno osam supstitucija una-
prijed. Kako glavninu racunskih operacija u algoritmu 4.5 ¢ine navedene LU
faktorizacije i supstitucije, pozeljno je da broj interpolacijskih toc¢aka bude
Sto manji.

Slicna opazanja vrijede i za povecanje broja momenata u interpolacij-
skim tockama — porast broja racunskih operacija potrebnih za konstrukciju
projekcijskih matrica je nesto umjereniji, ali postoji opasnost da reducirani
model postane nepotrebno velik.

Nazalost, ne postoji rezultat koji bi povezao pogresku reduciranog spram
originalnog sustava ||G(s) — G(s)|| u nekoj normi || - || s izborom interpolacij-
skih tocaka i broja momenata u tim tocakama. Sukladno tome, na temelju
izbora interpolacijskih tocaka i broja momenata nije moguce dati a-priori
informaciju o rezultirajuéem reduciranom sustavu (osim dimenzije, narav-
no), veé¢ se ona mora dobiti naknadnom usporedbom reduciranog momenta

s originalnim (npr. usporedbom frekvencijskih odziva, ra¢unanjem norme

IG(s) — G(s)|| i slicno).

Kako je to ve¢ naglaseno, jedan od uvjeta koji RRM mora zadovoljiti
je mala pogreska izlaznih signala originalnog i reduciranog sustava ||z — z||
u nekoj normi || - ||. Izlazni signal (odziv) vibracijskog sustava cija se op-
timizacija i RRM ovdje razmatra je zbroj harmonijskih funkcija (2.33), i
posljedica je vibracijske uzbude koja se takoder zapisuje kako suma har-
monijskih funkcija (2.16). Veza kompleksnih amplituda uzbude i odziva
odredena je frekvencijskim odzivom (2.49), pa uz harmonijsku vibracijku

uzbudu w(t) = woe!, za razliku amplituda harmonijskih vibracijkih odziva
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originalnog sustava z(t) = zge*! i reduciranog sustava z(t) = zge“! vrijedi
120 — 2ol = |G (iw)wo — G(iw)wollpe < [|[G(iw) — G(iw)|lpellwollo. (4.45)

Iz (4.45) je ocito da Ce ||zg — Zol|2 biti mala ako je malena razlika frekven-
cijskih odziva originalnoga i reduciranog sustava |G (iw) — G (iw)||y2. Prema
tome, odabir ¢isto imaginarnih interpolacijskih tocaka {o; = iw;|i = 1,...,1}
gdje su wy,...,w; € 2 C R bi predstavljao prirodan izbor ukoliko se nastoji
smanjiti razlika u frekvencijskim odzivima G(iw) i G(iw) u nekom frekven-
cijskom podrucju 2. Dodatno, interpolacijske toc¢ke se mogu izabrati tako da
se one nalaze blizu polova koji u najve¢oj mjeri utjecu na frekvencijski odziv
sustava, a to su, prema rezultatima iz poglavlja 2, oni polovi sustava koji
se nalaze blizu imaginarne osi i ¢ija je spektralna norma matrice reziduala
velika.

Medutim, prema nekim istrazivanjima (vidjeti npr. [47], poglavlje 6), oda-
bir ¢isto imaginarnih interpolacijskih tocaka, osim vrlo dobre lokalne aprok-
simacije frekvencijskog odziva, ima za posljedicu losiju aproksimaciju u frek-
vencijskom podruc¢ju udaljenom od odabranih interpolacijskih tocaka. Isti
autor predlaze izbor realnih interpolacijskih tocaka i time bolju aproksima-
ciju u Sirem frekvencijskom podrucju.

Utjecaj strategije odabira interpolacijskih tocaka na kvalitetu reducira-
nog modela analizirat ¢e se na numerickim primjerima u poglavlju 5. Osim
raspodjele interpolacijskih toc¢aka (broja, polozaja u kompleksnoj ravnini,
raspodjele duz imaginarne osi, itd.) ocijenit ¢e se utjecaj dimenzija Krilov-
ljevih podprostora u pojedinim tockama da bi se dobio Sto manji reducirani
model na temelju kojeg je moguce provesti optimizacija parametara vibra-

cijskog sustava.
Konstrukcija realnih projekcijskih matrica za kompleksne interpo-
lacijske tocke

Za kompleksnu interpolacijsku tocku o;, upotreba algoritma 4.5 rezultira

kompleksnim matricama V i W, a time i kompleksnim matricama (4.50)
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reduciranog sustava (4.4). Ukoliko se uz odabranu o; € C uvede dodatna
interpolacijska tocka 6; € C, za takav kompleksno konjugirani par (o;, 0;)
moguce je konstruirati realne projekcijske matrice [101].

Iz definicije (4.7) blok-Krilovljevog podprostora za neki o; (npr. Ky, ((A —
o;E)'E, (A — 0;E)"'B)) slijedi da za svaki novi blok vektora Q;;; vrijedi

Qir1 = (A - 0,E)'EQ;, (4.46)

gdje je Q; baza blok-Krilovljevog podprostora iz prethodne iteracije. Kako
za sve realne A E, Q; i kompleksni o; vrijedi

R ((A—oE)'EQ) = % ((A-—oE)"'+(A-GE) ) EQ;), (447

3 ((A - 0,E) 'EQ,) = % (A—oE)" — (A—6E))EQ), (448)

slijedi da realna matrica

Qi = ( R(A-0E)'EQ) S((A-0E)'EQ) ) (4.49)

daje novi blok vektora za Krilovljeve podprostore Ky, ((A — o;E)7'E, (A —
oE)'B) i Ky,((A — 6;E)'E, (A — 5;E)"'B). U sustini, rade se dvije
iteracije — jedna s realnim dijelom i druga s kompleksnim dijelom matrice
(A — 0;E), a tako izracunati vektori odgovaraju vektorima baza Krilovljevih
podprostora za kompleksno konjugirani par interpolacijskih tocaka (o;, ;).
Prema tome, ukoliko je neka od interpolacijskih tocka o; kompleksna, pri-
padna iteracija algoritma 4.5 se provodi na sljede¢i nac¢in. Korake 1-13 po-
trebno je provesti u kompleksnoj aritmetici. U koraku 14 se za racunanje baze
Kr, (X, Y,:), gdje su X;, Y, kompleksni, umjesto algoritma 4.4 upotrebljava
algoritam 4.6. Kako je to ve¢ spomenuto, ovime se u skup interpolacijskih

tocaka automatski uvrstava i o;.

4.3.4 Redukcija reda modela vibracijskog sustava uz

ocuvanje grade matrica sustava

Ako se redukcija reda modela provede transformacijom parametriziranih ma-
trica sustava A(p,k), E(m) € R™" B € R™™ C € RP*" tako da matrice
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Algoritam 4.6 Blok Arnoldijev algoritam za kompleksne matrice

Ulaz: A e C"" B € C"™ k, toly, tols
A =R(A), A=S(4), B =%R(B), By=%(B)

2: zat = 1,2 racunaj

32 QoR = qr(B:) {HRRQR dekomporzicija, tolerancija tol; }
4 pr=ro=rang(Qo), Vi= Q€ RV

5. zaj=1,2,...,k—1racunaj

6: Q; =A@ € R

7 zal=1,2,...,r;_; raCunaj

8: {Modificirana Gram-Scmidtova ortogonalizacija:}

9: za s=1,2,...,p, racunaj

10: he = vlq

11: Q@ = q — hsvs

12: kraj za

13: dok ||h||c > toly raunaj

14: {Modificirana Gram-Schmidtova ortogonalizacija:}
15: (koraci 7-10)

16: kraj dok

17: kraj za

18: Q,;R = qr(Q;) {HRRQR dekompozicija, tolerancija tol; }
19: r; =rang(Q;)

20: ako r; > 0 onda

21: Pt = Dt + 15, V£=<Vt Qj>eR"XPt

22: inace

23: Kraj iteracije

24: kraj ako

25:  kraj za

26: kraj za

Izlaz: V = < Vi > c R*(p1+p2)
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reduciranog sustava zadovoljavaju

E(m)=WT'E(m)V, A(p,k)=WTA(p,k)V, B=W'B, C=CV,

(4.50)
gdje su realne matrice W,V € R™*" projekcijske matrice konstruirane algo-
ritmom 4.5, grada matrica sustava ne¢e imati posebnu gradu, a uklanjanje
promjenjivih opisano u odjeljku 3.4 nije moguée provesti. Iz tog razloga,
projekcijske matrice W,V € R™™" se moraju izmjeniti na nacin da grada

parametriziranih matrica sustava koje glase

E(m) = ( M(m) 0 ) . A(p,k) = ( _I;(p) —IZ(k) ) . (451)

B:<]§;>, (::(c1 cg), (4.52)

gdje su matrice M(m), P(p), K(k) € R%*4 definirane sa (3.49), ostane ocuvana.

Nakon konstrukcije matrica W,V € R**" primjenom algoritma 4.5, one

W A%
W = Y erle v b e R2xr, (4.53)
W2 V2

a nove projekcijske matrice glase

W, = Wi 0 ERMT  V,= Vie' 0 € R,
0 W20 0 V2o

se djele na

(4.54)
gdje se Wy, Wy,, Vi, Vy, € RY" dobivaju ortogonalizacijom stupaca ma-
trica W1, Wy, Vi i V. Uvrstavanjem projekcijkih matrica (4.54) u (4.50)
uz definiciju parametriziranih matrica sustava (4.51), dobivaju se reducirane

matrice sustava

M(m) = WEM(m)Vy,, P(p)=WLP((p)Vy,, Kk)=WEK(K)V,,,
(4.55)
B, =W!.B,, C, =C/Vy, C,=Cy)Vy,. (4.56)
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Kako su matrica inercije, krutosti i prigusenja prema (3.49) afine funkci-
je optimizacijskih promjenjivih, uvrstavanjem (3.49) se dobivaju reducirane

parametrizirane matrice sustava

m) = WlToMono —+ m1W?OM1V10 + ...+ ij?Oijloa
(P) = WLPWVi,+p WP Vi, + ... +p, W[ P, Vy, (4.57)
(k) — erI‘oK()VQO + k1W1FOK1V20 + N —|— le?OKlVQO-

X Mok gz

Kako u opéem slucaju vrijedi Wy, # Vi, i Wy, # Vo, matrice (4.57)
nisu vise simetri¢ne i pozitivno (semi)definitne. Prema rezultatima iz poglav-
lja 2, takav sustav nije nuzno pasivan i stabilan, te je prije upotrebe matrica
(4.57) za optimizaciju opisanu u odjeljku 3.5.2 nuzno provjeriti pasivnost
dobivenog sustava. Isto tako, matrice varijabli X; i X, u definicijama op-
timizacijskog problema (3.51)—(3.55) nisu viSe simetricne, §to za posljedicu

ima povecanje broja promjenjivih.



Poglavlje

Numericki primjeri

Na temelju teorijskih rezultata izlozenih u prethodnim poglavljima, razvije-
ni su programski paketi za redukciju reda modela i optimizaciju diskretnih
vibracijkih sustava s obzirom na stacionarni odziv, a njihova ucinkovitost je
ispitana na numerickim primjerima.

Modeliranje vibracijskog sustava provedeno je programskim paketom za
analizu metodom konacnih elemenata ABAQUS® (ver. 6.7-1, http://www.
simulia.com), i pritom se definira pocetna varijanta konstrukcije koju tre-
ba optimirati. Nakon konstrukcije globalnih matrica inercije, krutosti i pri-
gusenja, one se pretvaraju u neki od standardnih formata za razmjenu rijetko
popunjenih matrica, poimenice Harwell-Boeing, MatrizMarket ili Matlab® (ASCII)
format. Za komunikaciju s programskim paketom za MKE i pretvorbu ma-
trica primijenjen je interpreterski programski jezik Python [102], a dio koda
pisan je u programskom jeziku C++ [103].

Nakon odabira optimizacijskih varijabli i definicije matrica ulaza i izlaza,
matrice sustava se ucitavaju u programski paket MATLAB® (v2008a, Mat-
hWorks, Natick, Massashusetts, SAD, http://www.mathworks. com), gdje se
konstruira poopéeni model prostora stanja razmatranog diskretnog vibracij-
skog sustava. Ukoliko postoji potreba za RRM takvog matematickog modela,
ona se provodi racionalnom interpolacijom u vise toc¢aka. Za to se primjenju-

ju algoritmi opisani u poglavlju 4, odnosno njihove inacice u programskom

86
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jeziku paketa MATLAB® i programskom jeziku C [104].

Konac¢no, pristupa se optimizaciji sustava. Za formulaciju problema opti-
mizacije upotrebljen je programski paket Yalmip [105], a za njegovo rjesenje
dopunjena Lagrangeova metoda iz programske biblioteke PENBMI [26, 27].
Na temelju rezultata postupka optimizacije, vrSe se izmjene modela kons-
trukcije u programskom paketu ABAQUS®, i njezino vibracijsko ponasanje
se usporeduje s vibracijskim ponaSanjem pocetne varijante konstrukcije pu-

tom odgovarajuce numericke simulacije.

5.1 Optimizacija sustava za dinamicko pri-
gusSenje stacionarnih prisilnih vibracija kva-
dratne ploce

Dinamicki prigusivac vibracija (DPV) (eng. tuned mass damper) je jednos-
tavan, efikasan i cesto koristen za smanjenje vibracija konstrukcije. Sastoji
se od sustava masa pri¢vrséenih na kostrukciju pomocu sustava elasticih i
prigusnih elemenata. Prva teorijska istrazivanja DPV povezuju se s Den
Hartogom i s 1928. godinom, kada je on postavio eksplicitne jednadzbe za
optimalne parametre DPV s jednim stupnjem slobode pri¢vrséenog na vibra-
cijski sustav s jednim stupnjem slobode. Od tada, optimizacija parametara
DPV je ostalo aktivno podrucje istrazivanja, a napori istrazivaca su bili us-
mjereni k optimizaciji parametara vise prigusivaca i/ili prigusivaca s vise
stupnjeva slobode pri¢vrséenih na vibracijski sustav s, takoder, vise stupnje-
va slobode. Novija istrazivanja ukljuc¢uju [106], [107], [108], uz dobar prikaz
literature.

Optimizacija parametara vise dinamickih prigusivaca vibracija, koja osim
optimizacije krutosti i koeficijenata viskoznog prigusenja pojedina¢nih DPV
ukljucuje i optimizaciju raspodjele ukupne mase prigusivaca pokazat ¢e se na

sljede¢em numerickom primjeru.
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Slika 5.1: Shematski prikaz ploce

5.1.1 Opis i matematicko modeliranje vibracijskog sus-

tava

Vibracijski sustav se sastoji od kvadratne celicne plo¢e dimenzija stranica
1000 mm i debljine 4 mm zglobno oslonjene u kutovima A, B, C'i D. She-
matski prikaz ploc¢e dan je na slici 5.1.

Na ploc¢u djeluju dvije stacionarne harmonijske uzbude, i to uzbudna
sila f1(t) = fiosinw;t na mjestu 1 okomito na ravninu ploce i uzbudna sila
fa(t) = fao sinwot na mjestu 4, takoder okomito na ravninu plo¢e. Amplitude
uzbudnih sila iznose f1g = foo = 10 N. Za ocjenu vibracijskog ponasanja ploce
uzete su u obzir amplitude stacionarnih prisilnih vibracija z19 i 299 okomito
na ravninu plo¢e na mjestima djelovanja uzbudnih sila 1 i 4.

Matematicki model plo¢e formiran je u programskom paketu AQAQUS®,
i pritom je upotrebljena mreza od 20x20 plocastih kona¢nih elementa za
modeliranje tankih i debelih ploca s reduciranom integracijom (element S4R).
Rubni uvjeti su: u kutu A su sprijecene translacije u x, y i z smjeru, u kutu
B su sprijecene translacije u y i z smjeru, u kutu C' su sprijecene translacije
u z smjeru, dok su u kutu D sprijecene translacije u x i z smjeru. Takav
diskretizirani model ploce ima 2638 stupnjeva slobode.

Svojstva materijala ploce su: modul elasti¢nosti £ = 210 GPa, Poissonov

koeficijent v = 0, 3, gustoca p = 7850 %. Ukupna masa ploce je 31,4 kg.
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Forma ¢ 1 2 3 4 ) 6

Wy, %1 44,6482 | 98,8945 | 98,8945 | 123,0479 | 2427626 | 278,8662
G 0,0203 0,0193 0,0193 0,0211 0,0339 0,0382

Forma i 7 8 9 10 11 12

Wi, %1 318,9378 | 318,9378 | 437,6084 | 509,4386 | 509,4386 | 589,8437
G 0,0430 0,0430 0,0577 0,0667 0,0667 0,0769

Tablica 5.1: Svojstvene kruzne frekvencije i bezdimenzijska modalna pri-

gusenja za prvih 12 formi vibriranja ploce

Vibracijski sustav je slabo prigusen, a usvojeno je Rayleighovo prigusenje s
parametrima o = 1,2979 1 § = 2,5693 - 1072,

Za diskretizirani model ploce izracunate su svojstvene kruzne frekvencije i
forme vibriranja ploce. Iznosi svojstvenih kruzih frekvencija za prvih 12 formi
vibriranja ploce, zajedno s iznosima bezdimenzijskih modalnih prigusenja,
dani su u tablici 5.1, dok je prikaz prvih 6 formi dan na slici 5.2.

Nakon definicije matrice ulaza i izlaza, konstruirani su LVI sustav drugoga
reda, odnosno ekvivalentni poopéeni model prostora stanja. Prikaz 6 parova
polova i nula tog sustava koji su najblizi imaginarnoj osi dan je na slici 5.3.
Prema tom prikazu, najveéi utjacaj na stacionarni odziv sustava se moze
ocekivati kod pola s kruznom frekvencijom 44,6 % koji odgovara 1. formi
vibriranja. Na kruznoj frekvenciji iznosa 98,9 % (2.1 3. forma) se nalazi
dvostruki pol i jedna nula sustava, i nakon krac¢enja jednog pola s nulom
sustava preostali pol utjece na odziv sustava. Ostali polovi koji mogu imati
utjecaja na vibracijski odziv se nalaze na kruzim frekvencijama iznosa 123
2d (4. forma) i 279 24 (6. forma), dok kod ostalih prikazanih polova dolazi
do krac¢enja nula i polova.

Spektri amplituda pomaka vibracijskih odziva, prikazani isprekidanom
plavom crtom na slici 5.4, potvrduju te teze. Najve¢a amplituda stacionarog
vibracijskog odziva na mjestu 1 iznosi 6,63 mm za kruznu frekvenciju iznosa

44,6 %1 i posljedica je vibracijske uzbude na istome mjestu. Amplituda
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3. forma

5. forma 6. forma

Slika 5.2: Prvih 6 formi vibriranja ploce

90
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Slika 5.3: Polovi i nule LVI sustava ploce

stacionarnog vibracijskog odziva na mjestu 4 uslijed vibracijske uzbude na
mjestu 4 za kruznu frekvenciju iznosa 98, 9 % iznosi 4, 65 mm dok amplituda

na mjestu 1 uslijed uzbude na mjestu 4 i amplituda na mjestu 4 uslijed uzbude

rad

*% iznose 4,56 mm.

na mjestu 1 za kruznu frekvenciju 44, 6

S ciljem smanjenja stacionarnih prisilnih vibracija, na plocu je pri¢vrséeno
5 dinami¢ih prigusivaca vibracija, i to na mjestima 1, 2, 3, 4 i 5. Svaki
prigusivac se sastoji od jedne mase koja je jednim elasticim elementom i
viskoznim prigusiva¢em vezana za nepomicnu okolinu, drugim elasti¢im ele-
mentom i viskoznim prigusiva¢om masa je vezana za plocu (vidjeti sliku 5.5).

Iznos mase i-tog dinamickog prigusivaca je m;, konstante krutosti elasti¢ih
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Slika 5.4: Spektri amplituda pomaka vibracijskih odziva plo¢e bez pri-

gusivaca, s poCetnim prigucivacima i s optimalnim prigusivacima

elemenata su k;, a koeficijenti viskoznog prigusenja prigusivaca su p;.
Pocetni parametri prigusivaca ploc¢e su dani u tablici 5.2, a odabrani su
tako da DPV na mjestu 1 ima svojstvenu frekvenciju jednaku 1. svojstvenoj
frekvenciji vibriranja ploce, a DPV na mjestima 2, 3, 4 i 5 imaju svojstve-
ne frakvencije jednake 2. svojstvenoj frekvenciji ploce. Pocetne mase svakog

prigucivaca iznose 0,5 % ukupne mase ploce, a kriticna modalna prigusenja
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Slika 5.5: Dinamicki prigusivac¢ vibracija ploce

Prigusivac ¢ 1 2 3 4 )
m;, kg 0,157 | 0,157 | 0,157 | 0,157 | 0,157
ki, % 163,0 | 799,7 | 799,7 | 799,7 | 799,7

pi 5 14 | 32 | 32 | 32 | 32

Tablica 5.2: Pocetne vrijednosti parametara dinamickih prigusivaca ploce

prigusivaca iznose ¢ = 0,2. Za ploc¢u s pri¢vrséenim prigusivacima pocetnih
parametara, spektri amplituda pomaka vibracijskih odziva su prikazani pu-
nim plavim krivuljama na slici 5.4. Najvec¢a amplituda stacionarog vibracij-
skog odziva na mjestu 1 sada iznosi 6,29 mm za kruznu frekvenciju iznosa
51,0 %1 i posljedica je uzbude na istome mjestu. Amplituda stacionarnog vi-

bracijskog odziva na mjestu 4, uslijed uzbude na mjestu 4, sada je pomaknuta

rad

na kruznu frekvenciju 51,0 =

iiznosi 1,82 mm, dok amplituda na mjestu
1, uslijed uzbude na mjestu 4, i amplituda na mjestu 4, uslijed uzbude na

mjestu 1, za kruznu frekvenciju 51,0 % iznose 3,37 mm.

5.1.2 Redukcija reda modela

Radi ocjene utjecaja strategije odabira interpolacijskih tocaka i pripadnih re-

dova Krilovljevih podprostora na znacajke reduciranog modela konstrukcije,
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Interpolacijske  tocke | Redovi Krilovljevih
g; podprostora (b, ¢;)
Reducirani sustav 1 —56,03 (8, 8)
o 0,0+ 56, 031 (4,4)
Reducirani sustav 2
0,0 — 56, 031 (4,4)
0,0+ 56, 031 (2,2)
o 0,0 — 56, 031 (2,2)
Reducirani sustav 3 .
0,0 + 157, 51 (2,2)
0,0 — 157,51 (2,2)

Tablica 5.3: Odabir interpolacijskih tocaka i redova pripadnih Krilovljevih

podprostora

konstruirano je vise reduciranih modela ploc¢e s dinamickim prigusivacima
vibracija. Pritom su za parametre prigusivaca usvojeni pocetni parametri iz
tablice 5.2.

Ponajprije, konstruiran je reducirani model pomoc¢u dijagonalizacije sus-
tava i odbacivanjem svih formi vibracija visih od forme 32. Smatra se da
tako dobiven reducirani sustav vrlo to¢no opisuje dinamicko ponasanje kons-
trukcije, pa je primijenjen kao referentni sustav za ocjenu ostalih reduciranih
modela.

Osim referentnog sustava, konstruirana su tri reducirana sustava dobivena
racionalnom interpolacijom u vise tocaka, i to za interpolacijske tocke i redo-
ve pripadnih Krilovljevih podprostora dane u tablici 5.3. Za prvi reducirani
sustav odabrana je negativna realna interpolacijska tocka, po iznosu blizu
prvoj svojstvenoj frekvenciji sustava, a za drugi reducirani sustav je odabran
jedan kompleksno konjugirani par Cisto imaginarnih interpolacijskih tocaka
istog iznosa. Za treci interpolacijski sustav odabrana su dva kompleksno ko-
njugirana para cisto imaginarnih interpolacijskih toc¢aka, od kojih je prvi po
iznosu blizu prvoj svojstvenoj frekvenciji sustava, a drugi po iznosu blizu
ostalim svojstvenim frekvencijama sustava od utjecaja na vibracijski odziv.

Redovi Krilovljevih podprostora u interpolacijskim tockama su odabrani tako
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da su rezultirajuce reducirane matrice mase, krutosti i prigusenja dimenzija
16 x 16. Ovdje je vazno napomenuti da se optimizacija uz primjenu susta-
va s veéim brojem stupnjeva slobode nije mogla provesti zbog ogranic¢enih
racunalnih resursa i vrlo spore konvergencije rjesenja.

Usporedba Bodeovih dijagrama pojacanja, tj. funkcija pojacanja vibra-
cijskog sustava, u decibelima, za reducirane sustave 1-3 i referentni sustav
dana je na slici 5.6. Ocito, reducirani sustav br. 1 najbolje aproksimira
frekvencijski odziv referentnog sustava, dok frekvencijski odzivi reduciranih
sustava br. 2 i 3 znacajnije odstupaju od frekvencijskog odziva referentnog
sustava. Vece odstupanje reduciranog sustava br. 1 i referentnog sustava pri-
sutno je tek na visim frekvencijama, i to u podrucju koje nije presudno za
optimizaciju sustava. Time je originalan vibracijski sustav aproksimiran sus-
tavom vrlo niskog reda koji, jos uvijek, dobro opisuje dinamicko ponasanje

u frekvencijskom podrucju interesantnom za optimizaciju.

5.1.3 Optimizacija parametara dinamickih prigusivaca

S 1. reduciranim sustavom provedena je optimizacija parametara dinamickih

prigusivaca vibracija, i to sa sljede¢im ograni¢enjima parametara:

0,0785 < m; <0,314 ke, i=1,...,5,
80,5 < k <3260 X

399,9 < k; <1599,5 I i=2,...,5, (5.1)
0,715< p1 <2,861 X

1,585 < p; <6,339 = i=2,...,5,

Drugim rije¢ima, parametri dinamickih prigusivaca se smiju mijenjati u ras-
ponu od 50 % do 200 % svojih pocetnih vrijednosti. Osim toga, ukupna masa

svih prigusivaca ogranicena je na 4 % mase ploce, t].
ma —|—m2 —|—m3—|—m4—|—m5 S 1,256 kg (52)

Nakon provedene optimizacije, ocjenjena je uc¢inkovitost prigucivaca s op-

timalnim parametrima spram prigusivaca s poc¢etnim parametrima. Spektri
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Slika 5.6: Bodeovi dijagrami pojacanja za reducirane sustave 1-3 i referentni

sustav

amplituda pomaka vibracijskih odziva sustava s optimalnim prigusivacima su
prikazani crvenim krivuljama na slici 5.4. Najve¢a amplituda stacionarnih

vibracija je smanjena na 3,07 mm i nalazi se na mjestu 1 za kruznu frek-

rad

venciju iznosa 51,0 =

, a posljedica je vibracijske uzbude na istome mjestu.
Amplituda stacionarnog vibracijskog odziva na mjestu 4, uslijed vibracijske
uzbude na mjestu 4, sada je pomaknuta na kruznu frekvenciju 138,0 % i

povecana je na 2,39 mm, a amplituda na mjestu 1, uslijed uzbude na mjestu
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Prigusivac ¢ 1 2 3 4 )
Miopt [kg] | 0,0785 | 0,2355 | 0,314 | 0,314 | 0,314
kiopt [X] | 83,87 | 399,9 |399,9 | 399,9 | 399,9
Piopt 52 | 0,72 | 6,33 | 1,58 | 1,58 | 1,58
Wiopt [N2] | 44,34 | 44,12 | 49,96 | 49,96 | 49,96
Ciopt [22] 0,28 | 0,65 | 0,14 | 0,14 | 0,14

Tablica 5.4: Optimalne vrijednosti parametara dinamickih prigusivaca ploce

4, 1 amplituda na mjestu 4, uslijed uzbude na mjestu 1, za kruznu frekvenciju
51,0 %ﬂ iznose 1,64 mm.

Optimalni parametri dinamickih prigusivaca vibracija, zajedno s njiho-
vim svojstvenim kruznim frekvencijama prigusenih vibracija i bezdimenzij-
skim prigusenjima dani su u tablici 5.4. Zbroj optimalnih masa prigusivaca
iznosi 1,256 kg i to je najveca ukupna dozvoljena masa prigusivaca. Osta-
li optimalni parametri prigusivaca konvergirali su k vrijednostima za koje
svojstvene kruzne frekvencije prigusivaca teze prvoj svojstvenoj frekvenciji
ploce. Parametri prigusivaca 3, 4 i 5 su na svojim grani¢im vrijednostima, a
njihove svojstvene kruze frekvencije su se priblizile prvoj svojstvenoj frekven-
ciji ploce koliko to ogranicenja (5.1) dopustaju. Ovakvi rezultati optimizacije
mogu se sagledati i sa stanovista kriterija optimalnosti primjenjenog u izvodu
algoritma za optimizaciju, a to je smanjenje najveceg relativnog povec¢anja
amplitude harmonijske uzbude — ocito, prva forma vibracija dominira tim
povecanjem.

Takoder, zanimljiva je simetrija raspodjele optimalnih parametara pri-
gusivaca s obzirom na os koja prolazi sredistem ploce i paralelna je s osi vy,
te njihova nesimetrija s obzirom na os koja prolazi sredistem ploce i paralel-
na je s osi x. To je posljedica iste takve simetrije i nesimetrije geometrije i

raspodjele mjesta uzbuda i odziva vibracijskog sustava.
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5.1.4 Zakljucak

Provedena je optimizacija parametara dinamicih prigusivaca vibracija s ci-
ljem prigusenja stacionarnih prisilnih vibracija kvadratne ploce. Radi velikog
broja stupnjeva slobode diskretiziranog modela ploce, nuzno je bilo provesti
redukciju reda modela, i to na nacin da se dobije reducirani model mini-
malnih dimenzija koji jos uvijek dobro aproksimira originalnu konstrukeiju u
podru¢ju od interesa. Tu se racionalna interoplacija u vise tocaka pokazala
ucinkovitom u usporedbi s dijagonalizacijom sustava i odbacivanjem visih for-
mi vibracija, jer se time izbjegava ukljuc¢ivanje formi vibracija ¢iji je utjecaj
na vibracijski odziv malen. Pritom se kao optimalan pokazao odabir jedne
realne interpolacijske tocke reda velicine prve svojstvene frekvencije susta-
va s pripadnim redovima Krilovljevih podprostora dovoljno visokim da se
dobije dobra aproksimacija dinamickog ponasanja originalnog sustava u kri-
ticnom frekvencijskom podrucju. Takav rezultat se objasnjava ¢injenicom da
je frekvencijsko podrucje od interesa relativno usko, tj. ono obuhvaca nekoli-
ko bliskih formi vibriranja, te nije potrebno ukljuciti dodatne interpolacijske
tocke u visem frekvencijskom podrucju.

Jos jednom treba naglasiti da provedena optimizacija daje lokalno opti-
malno rjesenje, koje ¢e svakako ovisiti o pocetnim vrijednostima optimizacij-
skih varijabli (parametara dinamickih prigusivaca) i njihovim ogranic¢enjima.
Kako za razmatranu konstrukciju pocetni parametri prigusivaca proizlaze
iz analize vibracijskog ponasanja same ploce, a njihove vrijednosti se mo-
gu mijenjati u nekom ograni¢enom rasponu, takva lokalna optimizacija vrlo

vjerojatno daje gobalni optimum.



Poglavlje

Zakljucak

U ovoj disertaciji razvijena je metodologija optimizacije parametara kons-
trukcije s obzirom na vibracijski odziv. Pristup problemu optimizacije teme-
lji se na rezultatima teorije disipativnosti linearnih vremenski invarijantnih
(LVI) dinamickih sustava, i to posebno teorije disipativnosti LVI sustava
opisanih poopéenim modelom prostora stanja (vidjeti poglavlje 3). Osno-
va algoritma za optimizaciju sustava je kriterij H,, optimalnosti sustava, a
pri izvodu algoritma uzete su u obzir posebnosti vibracijskog sustava poput
simetri¢nosti, pozitivne (semi)definitnosti i grade matrica sustava (vidjeti
odjeljak 3.4). Takav pristup u konaénici rezultira formulacijom problema op-
timizacije kao problema minimizacije linearne funkcije cilja uz ogranicenja u
obliku sustava bilinearnih matri¢nih nejednadzbi. Isto tako, uzeta su u ob-
zir dodatna ogranicenja parametara konstrukcije koja mogu biti nametnuta
tehnoloskim, konstrukcijskim, financijskim ili drugim zahtjevima.

Moguc¢a primjena razvijenih algoritama je Siroka, ukljucuje optimiza-
ciju svakog sustava s promjenjivim parametrima koji se moze opisati po-
op¢enim modelom prostora stanja. Dakako, postoje ogranic¢enja: indeks sus-
tava (vidjeti odjeljak 2.1.2) mora biti manji ili jednak jedan, Sto predlozene
metode ¢ini nepodesnima za optimizaciju kompleksnih sustava s vise tijela
(eng. multi-body systems). Racunalna slozenost algoritma optimizacije je vi-

soka, s§to ga ¢ini neprikladnim za optimizaciju sustava s vrlo velikim brojem

99
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stupnjeva slobode.

Nedostatak koji proizlazi iz racunalne slozenosti uspjesno je rijeSen upo-
trebom, odnosno integracijom algoritma za redukciju reda modela (RRM) u
proces optimizacije, pa optimizacija vrlo velikih sustava postaje moguca. Pri
RRM se vodilo racuna o siroko raspolozivim suvremenim alatima za nume-
ricku simulaciju i analizu — posebno se to odnosi na na metodu konac¢nih
elemenata s kojom je moguce dobiti LVI model konstrukcije posebnih svoj-
stava. To prije svega ukljucuje velike dimenzije i rijetku popunjenost matrica
sustava, pa je razvoj metode RRM bio usmjeren prema Krilovljevim meto-
dama, koje su se pokazale narocito podesnima za takve probleme. Isto tako,
vodilo se racuna o posebnostima vibracijkog ponasanja mehanicih konstrukci-
ja, i to o Cinjenici da je kriticno ponasanja konstrukcije najcesée ograniceno
na usko, ponajvise (relativno) niskofrekvencijsko podruéje. U tom smislu,
izuCavana je primjena iterativnog Krilovljevog algoritma za RRM temeljnog
na racionalnoj interpolaciji u vise tocaka prijenosne funkcije sustava.

Nakon teorijskog razvoja algoritama, oni su uklju¢eni u programski pa-
ket upotrebom suvremenih programskih alata i optimiziranih biblioteka za
numericku matematiku. Razvijen je sustav za razmjenu s komercijalnim
paketom za analizu metodom konac¢nih elemenata, sto razvijeni programski
paket ¢ini upotrebljivim za optimizaciju strojarskih konstrukcija, pa tako i
izravnu primjenu u industriji.

Originalni znanstveni doprinosi disertacije su:

e Optimizacijski problem izveden je izravno iz nejednakosti disipativnosti
poopéenog modela prostora stanja vibracijskog sustava, za razliku od
postojecih rezultata gdje se problemu optimizacije parametara kons-
tukcije pristupa kao problemu sinteze regulatora. Tako su izbjegnute
transformacije kojima se sustav rasclanjuje na konstantni sustav i pro-
mjenjivi sustav (sustav koji se optimira, regulator). PredloZeni pris-
tup omogucava da se pri formulaciji optimizacijskog problema uzmu u
obzir posebnosti grade matrica poopéenog modela prostora stanja vi-

bracijskog sustava, kao i pozitivna (semi)definitnost matrica inercije i
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krutosti, ¢ime se ostvaruje uklanjanje dijela promjenjivih i do odredene

mjere smanjuje racunalna slozenost algoritma (vidjeti odjeljak 3.4).

e Spram rezultata dostupnih u literaturi, gdje se mahom pretpostavlja
regularna i konstantna matrica inercije konstrukcije, predlozeni algori-
tam ne postavlja ograni¢enje regularnosti matrice inercije, niti se ma-
trica inercije smatra konstantnom. Tako je, za razliku od postojecih
algoritama kojima se optimiraju samo matrice priguSenja i krutosti,
omogucena parametrizacija i optimizacija i matrice inercije. Pritom
je jedino ogranicenje regularnost para matrica inercije i krutosti, te

odsustvo impulsnog ponasanja.

e Integracijom algoritma za RRM u proces optimizacije postignuta je pri-
mjenjivost predlozenog algoritma za optimizaciju sustava s vrlo velikim
brojem stupnjeva slobode. Za RRM putem racionalne interpolacije u
viSe tocaka, razvijen je algoritam za konstrukciju projekcijskih matri-
ca utemeljen na blok Arnoldijevom algoritmu s sazimanjem u svakom
koraku (vidjeti odjeljak 4.3.2). Grada dobivenih projekcijskih matrica
je takva da omogucava ocuvanje strukture matrica reduciranog sus-
tava, pa tako i uklanjanje dijela promjenjivih i smanjenje racunalne
slozenosti algoritma. Nazalost, metoda ne jamci ocuvanje pasivnosti

reduciranog sustava (vidjeti odjeljak 4.3.4).

e Razjasnjen je utjecaj odabira interpolacijskih tocaka i redova pripadnih
Krilovljevih podprosotora kod primjene RRM putem racionalne inter-
polacije u vise tocaka u procesu optimizacije (vidjeti poglavlje 5). Poka-
zano je da optimalan odabir ¢ini jedna negativna realna interpolacijska
tocka reda velic¢ine prve rezonancijske frekvencije vibracijskog sustava,
s pripadnim redovima Krilovljevih podprostora, dovoljno visokim da se
dobije dobra aproksimacija dinamickog ponasanja originalnog sustava

u kritiénom (rezonancijskom) frekvencijskom podrucju.

Na kraju, spomenut ¢e se najznacajniji potencijalni smjerovi daljnjih is-

trazivanja. Svakako valja izdvojiti problem oc¢uvanja pasivnosti sustava kod
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racionalne interpolacije u vise tocaka koji, usprkos naporima brojnih znans-
tvenika, jos uvijek ostaje nerjesen. Drugi znacajni problem, koji predstavlja
trenutno vrlo aktivno podruéje istrazivanja (i potencijalni daljnji smjer is-
trazivanja) jest konstrukcija niza konveksnih optimizacijskih problema ¢ija
rjeSenja konvergiraju k rjeSenju originalnog nekonveksnog optimizacijskog
problema. Specificnosti vezane uz mehanicke vibracijske sustave poput veze
funkcije pohrane i energije sustava pritom dodatno olaksavaju rjesavanje tog

problema.



Dodatak

Matematicke definicije

U ovom dodatku se navode neke definicije iz podruc¢ja linearne algebre, funk-
cionalne analize, konveksne analize, kao i detaljnije pojasnjavaju neke oznake
primjenjene u ovoj disertaciji. Kako se radi o materijalu koji se moze naci
u mnogim udzbenicima iz tih podrucja, izlaze se dosta sazeto — za detalje
¢itatelja se upucuje na literaturu [44, 109, 63, 1, 110, 59, 58, 111, 2].

A.1 Linearna algebra

A.1.1 Linearni podprostor, linearna nezavisnost i baza

Pod pojmom vektorskog prostora, odnosno linearnog prostora, podrazumje-
vat ¢e se neki vektorski prostor V nad poljem F koje ¢e biti polje realnih
brojeva R ili polje kompleksnih brojeva C. Podskup ) od V koji je takoder
vektorski prostor nad istim poljem F naziva se vektorskim podprostorom, li-
nearnim podprostorom ili samo podprostorom od V), sto se oznacavas ) C V.

Za zadani skup vektora {vy,va,...,v,} nekog vektorskog prostora V i

skup skalara {o, g, ..., &, } pripadnog polja F, jednakost

Z XV = X1V] + XoVy + ...+ X, Vy (Al)
=1

se naziva linearnom kombinacijom tog skupa vektora. Skup vektora {vy,va, ...
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se naziva linearno neovisnim ako vrijedi
X1 V] + XoVe + ...+ vy = 0, (AQ)

gdje su {a; € Fli = 1,...,n} skalari, samoza oty = g = ... =, =0. U

protivnom, taj skup vektora je linearno ovisan. Skup
Y =span{vy,va,..., vy} (A.3)
definiran je svim vektorima y koji se mogu izraziti kao linearna kombinacija
Y =1V + XaVa + ...+ 0V, (A.4)

gdje su {o; € F|i = 1,...,n}. Drugim rije¢ima, vektori {vy,va,..., vy}
razapinju skup ). Nadalje, tako definiran ) je uvijek podprostor od V.
Dimenzija konacno dimenzionalnog vektorskog prostora V' oznacava se

s dim(V) i jednaka je najmanjem cijelom broju n za koji postoje vektori

{v1,va,..., vy} takvom da vrijedi
span{vy, vy, ..., vy} = V. (A.5)
U tom slucaju, skup {vi,va,..., vy} se naziva bazom vektorskog prostora V.

Ocito, skup vektora baze vektorskog prostora je linearno neovisan.

A.1.2 Linearni operatori

Preslikavanje F : V — Z, gdje su V i Z kona¢no dimenzionalni prostori, je

linearni operator ako vrijedi:
1. Flu+v)=F(u)+ F(v) zasve u,v € V (aditivnost),
2. F(av) = aF(v) za sve v € V i sve skalare o« (homogenost).
Nul-prostor ili jezgra operatora F oznacava se s N'(F) i definirana je kao
N(F)={v e V|F(v) = 0}. (A.6)

Dimenvzija jezgre se naziva defekt operatora F.
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Slika ili podrucje vrijednosti operatora F oznacava se s R(F) i definirana

je kao

R(F) ={F(v)|lv eV} (A.7)

Dimenzija slike se naziva rang operatora F.

A.1.3 Normirani vektorski prostori

Norma || - ||y definirana na vektorskom prostoru V je preslikavanje || - ||y :

YV — R koje za sve v € V zadovoljava:

L. ||v|ly > 0 (nenegatvnost),

2. ||[v|ly = 0 ako i samo ako v = 0 (definitnost),

3. [Jav]ly = |«| - ||v|ly za sve skalare & (homogenost),

4. [[lu+vlly < JJully + [|[v]|y za sve u,v € V (nejednakost trokuta).

Vektorski prostor V s normom || - ||y naziva se normiranim vektorskim
prostorom i oznacava se s (V, [ - ||v).

Vektorske norme na C*

Za x € C" vektorska p-norma definirana je s

1xllp = (Z I:ci|p> , 1<p<oo (A.8)
=1

U upotrebi su najces¢e p-norme:

1. vektorska 1-norma, “ Manhattan” ili “ taxi-cab” norma

n

Iy =) lail, (A.9)

i=1

2. vektorska 2-norma, Euklidova norma

(A.10)

1x[l2 =
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3. vektorska oo-norma

1% 00 = _Erllax |;]. (A.11)

et A

Prethodne definicije vrijede i za x € R".

Matri¢éne norme

Ako se matrica A € C™*" promatra kao vektor s m x n redaka, direktnom
primjenom (A.8) za vektorske p-norme slijede definicije za odgovarajuce ma-
tricne norme. Tako definirane norme oznacavaju se 1, i najcesée su u upo-

trebi:

1. matri¢na l; norma

AL =D ) lagl, (A.12)

i=1 j=1
2. matricna ly norma, Frobeniusova, Hilbert-Schmidtova ili Schurova nor-

ma

[A[L, = [[A]lp = (tr (A"A)) (A.13)

3. matri¢na l, norma

[Al = mas ag|. (A1)

Matrica A € C™" se moze promatrati i kao operator preslikavanja
A C* — C™, tj. kao operator preslikavanja n-dimenzijskog kompleksnog
vektorskog prostora na m-dimenzijski kompleksni vektorski prostor. Tada
se matri¢na norma moze definirati kao operatorska norma, odnosno norma

inducirana vektorskim p-normama na prostorima C" i C™ prema

[Ax]lp

Il

A, = sup (A.15)

Kao direktna posljedica definicije (A.15) slijedi

|Ax], < [AllIx], zasve xeC (A.16)



DODATAK A. MATEMATICKE DEFINICLIE 107

Uvrstavanjem (A.9)—(A.11) za vektorske p-norme u (A.15) dobivaju se

sljede¢e matricne norme:

1. matricna p; norma, stupcana norma
m
Al = max Y ayl, (A.17)
]_17"'7n ..
1=1

2. matri¢na p, norma, spektralna norma

[Allp, = vV Amaa(A*A) = Traa(A), (A.18)

gdje je s Anmax 0znacena najveca svojstvena vrijednost a s ,,q, najveca

singularna vrijednost,

3. matricna p,, norma, retcana norma
n
1Al = max > ], (A.19)
1=1,...,m <
j=i

Isto kao i kod vektorskih p-normi, prethodne definicije vrijede i za A € R™*".

A.1.4 Adjungirane kvadratne matrice

Minor elementa a;; kvadratne matrice A € C*** je skalar definiran s det A;;,
gdje je s A;; oznacena podmatrica matrice A nastala iskljucivanjem i-tog
retka i j-tog stupca.

Algebarski komplement ili kofaktor elementa a;; kvadratne matrice A €
C™™ definiran je s oy; = (—1)"7 det Aj;, tj. on se razlikuje od minora ele-
menta a;; za faktor (—1)"J.

Adjungirana kvadratna matrica A € C**" je matrica

X117 - Xip
adj(A)=| : . i |, (A.20)

Xn1 Xnn

¢iji su elementi o; algebarski komplementi elemenata a,;; matrice A.
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Za adjungiranu kvadratnu matricu A € C™*" vrijedi
Aadj(A) = adj(A)A = det(A)L,, (A.21)

iz cega za nesingularnu matricu A slijedi

-1 _ adj(A)
A= det(A)’

(A.22)

A.1.5 Neke posebne matrice
Simetri¢ne 1 hermitske matrice

Realna kvadratna matrica A € R™® je simetricna ako vrijedi A = AT.
Matrica A je antisimetri¢na ako vrijedi AT = —A.

Kompleksna kvadratna matrica A € C"** je hermitska ako vrijedi A =
A*. Matrica A je antihermitska ako vrijedi A* = —A.

Skup svih n x n realnih simetri¢nih matrica oznacit ¢e se s S*, dok ¢e se

skup svih n x n Hermitskih matrica oznaciti s H".

Pozitivno (semi)definitne matrice
Simetricna matrica A € S" je pozitivno definitna ako za svaki x € R vrijedi
xTAx > 0. (A.23)

Svojstvo pozitivne definitnosti matice A se oznacava s A > 0.

Simetricna matrica A € S" je pozitivno semidefinitna ako za svaki x € R*

vrijedi
x"Ax >0, (A.24)
a njezina pozitivna semidefinitnosti se oznacava s A > 0.

Matrica A € S" je negativno definitna ako vrijedi —A > 0, i to svojstvo
se oznacava s A < 0. Isto tako, matrica A € S" je negativno semidefinitna
ako vrijedi —A > 0, i to svojstvo se oznacava s A < 0.

Prethodne definicije vrijede i za hermitsku matricu A € H", ali uz zamje-
nu x"Ax u definicijama (A.23) i (A.24) s x*Ax, gdje je x € C" kompleksni

vektor.
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Nilpotentne matrice

Nilpotentna matrica N € C™*® je takva matrica za koju vrijedi N* = 0 za
sve cijele brojeve i« > v € N. Najmanji cijeli broj v € N za koji vrijedi
NY = 0 naziva se indeksom nilpotencije matrice N. Matrica je nilpotentna

ako i samo ako su sve njezine svojstvene vrijednosti jednake O.

A.1.6 Poopceni problem svojstvenih vrijednosti

Za matrice A, B € R™*" definiran je matri¢ni polinom 1. reda (eng. matriz
pencil) AB — A, gdje je A € C neki kompleksni skalar. Matriéni polinom
AB — A je regularan ako je m = n i det(AB — A) # 0 za neki A € C, i u tom
slucaju se kaze da je matricni par (A, B) regularan. Matri¢ni par (A, B) je
singularan ako nije regularan, tj. ako je det(AB — A) = 0 za sve A € C.

Za regularan matricni par (A, B), gdje su A, B € R™*", definiran je desni

poopcéeni problem svojstvenih vrijednosti

Ax; = \;\Bx;, (A.25)
i lijevi poopc¢eni problem svojstvenih vrijednosti

yiA = \y!B, (A.26)

gdje je \; € C svojstvena vrijednost, a x; 20 € C"iy; # 0 € C" su desni i
lijevi svojstveni vektor svojstvene vrijednosti );. Svojstvene vrijednosti koje
zadovoljavaju (A.25) i (A.26) su oni \; € C za koje vrijedi det(\,B — A) =
0, odnosno A; su nultocke karakteristicog polinoma od (A, B) odredenog s
det(AB — A). Broj poopéenih svojstvenih vrijednosti, a time i broj lijevih i
desnih svojstvenih vektora iznosi n.

Spektar matricnog para (A,B) oznacava se s A(A,B) i definira se kao
skup svih svojstvenih vrijednosti od (A, B), tj.

A(A,B) = {\] det(\,B — A) = 0}. (A.27)
Ako je matrica B singularna, A(A,B) sadrzi beskona¢ne svojstvene vrijed-

nosti \; = oo. Beskonac¢ne svojstvene vrijednosti \; odgovaraju onim svoj-

stvenim vektorima x; matricog para (A, B) za koje vrijedi Bx; = 0, tj. onim
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svojstvenim vektorima x; matrice B koji odgovaraju svojstvenim vrijednos-
tima 0.

Algebarska visestrukost svojstvene vrijednosti A; je njena visestrukost kao
nultocke karakteristicnog polinoma det(AB — A). Geometrijska visestrukost
svojstvene vrijednosti \; jednaka je defektu matrice ;B — A, tj. dimenziji
podprostora koji razapinje skup svojstvenih vektora {x;} svojstvene vrijed-

nosti \;.

Simultana dijagonalizacija matriénog para (A, B)

Ako je matrica B nesingularna, i ako skupovi lijevih svojstvenih vektora
{X1,X3,...,Xy} 1 desnih vlastitih vektora {yi,y2,...,¥n} problema (A.25)
i (A.26) cine linearno neovisne skupove s n vektora, postoje nesingularne
matrice X, Y € C"** takve da vrijedi

Y'AX=A, Y'BX=L,. (A.28)

Pritom su X = < X; Xo - Xy ) 1Y = < Yi Y2 °* ¥n ) matrice Ciji
su stupci desni odnosno lijevi svojstveni vektori problema (A.25) i (A.26),
a A = diag ( Al Ay e\ > je dijagonalna matrica gdje su A; pripadne
svojstvene vrijednosti.

Skupovi {x1,Xs,...,Xn} 1 {y1,¥2,.-.,¥n} Cine linearno neovisne skupo-
ve ako i samo ako je, za svaku svojstvenu vrijednost, njezina algebarska
visestrukost jednaka njezinoj geometrijskoj visestrukosti. Poseban slucaj ka-

da je taj uvjet zadovoljen jest kada su sve \; medusobno razlicite.

A.1.7 Kvadratni problem svojstvenih vrijednosti

Jednakost Q(\) = A?A+AB+C, gdje su A,B,C € R™" a )\ € C bilo koji
kompleksni broj, naziva se matri¢nim polinomom. Matri¢ni polinom Q(\)
je regularan ako je m = n i det Q(\) # 0 za neki A € C. Matriéni polinom

Q()) je singularan ako nije regularan.
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Za regularan matricni polinom Q(\), gdje su A, B, C € R**" definiran

je desni kvadratni problem svojstvenih vrijednosti

(MA +\B + C)x; =0, (A.29)
i lijevi kvadratni problem svojstvenih vrijednosti

Y/ (M A+ AB+C)=0, (A.30)

gdje je \; € C svojstvena vrijednost, a x; #0 € C*iy; # 0 € C" su njezin
desni i lijevi svojstveni vektor. Svojstvene vrijednosti koje zadovoljavaju
(A.29) 1 (A.30) su one vrijednosti \; € C za koje vrijedi det Q(\;) = 0.
Spektar od Q(A) oznacava se s A (Q(\)) i definiran je s

A (Q(A) = {Ail det Q(A;) = 0}, (A.31)

odnosno A (Q(X)) je skup svih \; koji zadovoljavaju (A.29) i (A.30).
Spektar A (Q()\)) sadrzava 2n konac¢nih svojstvenih vrijednosti, a ako
je matrica A singularna, spektar A (Q()\)) sadrzi i beskonacne svojstvene
vrijednosti. Broj desnih i lijevih svojstvenih vektora x; Z#0 € C*iy; #0 €
C" moze biti do 2n — naravno, u sluc¢aju da je taj broj veéi od n, oni ne ¢ine
linearno neovisni skup vektora.
Ovisno o matricama A, B i C, svojstvene vrijednosti \; i desni i lijevi

svojstveni vektori x; i y; imaju sljedec¢a svojstva:

e Ako su matrice A, B i C realne, svojstvene vrijednosti su realne ili
dolaze u konjugirano kompleksnim parovima (), );), te konjugirano
kompleksnim parovima svojstvenih vrijednosti ();, \;) odgovaraju ko-

njugirano kompleksni parovi svojstvenih vektora x; i Xx;.

e Ako su matrice A, B i C simetricne, desni svojstveni vektor x; koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti \; je ujedno i lijevi svojstveni vektor

koji odgovara svojstvenoj vrijednosti \;.

e Ako je A simetri¢na pozitivno definitna matrica, a B i/ili C su si-

metricne pozitivno semidefinitne matrice, za sve \; vrijedi f(\;) < 0,
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tj. sve svojstvene vrijednosti su smjestene ili u lijevoj polovici komplek-

sne ravnine ili na imaginarnoj osi.

e Akosu A >0,B>01iC >0, zasve \; vrijedi R(\;) < 0, tj. sve svoj-
stvene vrijednosti su smjestene u otvorenoj lijevoj polovici kompleksne

ravnine.

Prethodno navedena svojstva imaju za posljedicu da, ukoliko su matrice A,
B i C realne i simetricne, lijevi i desni svojstveni vektor svojstvene vrijednosti

A; su identiéni.

A.1.8 Jordanova kanonska forma matrice

Za svaku kvadratnu matricu A € C**" s p razlicitih svojstvenih vrijednosti

A1, A2, ..., Ap postoji nesingularna matrica S € C*** takva da vrijedi

J(A1)
SIAS = 1) ) (A.32)
I(\).

Matrice J(A;) € C**™ za ¢ =1,...,p u (A.32) se nazivaju Jordanovim blo-
kovima. Svakom Jordanovom bloku J(;) pridruzena je svojstvena vrijednost
A; algebarske kratnosti n;, te pritom vrijedi n; +ns + ---n, = n.

Svaki Jordanov blok J()\;) € C**™ je blok-dijagonalna matrica
Ji(Ai)

I\ = ‘ ’ (A.33)
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gdjesuJ;(\;) € Cki*Kiza j = 1,2,...,1 elementarni Jordanovi blokovi oblika

J(\) = , (A.34)

i pritom vrijedi ky + ko + -+ - + k, = n;.

A.1.9 Weierstrassova kanonska forma matriénog poli-

noma

Ako je za neke matrice A, B € R™™" matri¢ni polinom AB — A regularan,

postoje nesingularne matrice W,V € R™" tako da vrijedi

I, 0 J o
WABV — WAV = ) - . (A.35)
0 N 0 I,

Matrice J € R**™ i N € R">*"> gu u Jordanovoj kanonskoj formi, a N je
nilpotentna s indeksom nilpotencije v, koji se naziva i indeksom matri¢nog
para (A, B). Svojstvene vrijednosti matrice J jednake su konaénim svojstve-

nim vrijednostima matri¢nog para (A, B).

A.2 Neke definicije iz konveksne analize

A.2.1 Konveksnost skupa i funkcije
Konveksan i nekonveksan skup

Skup X je konveksan ako i samo ako za sve x1,Xxs € X i realni skalar 0 <
o < 1 vrijedi ax; + (1 — a)x9 € X. Ta definicija ima i svoju geometrijsku
reprezentaciju prikazanu na slici A.1: skup X je konveksan ako sve tocke na
pravcu koji spaja xi,Xs € X pripadaju skupu &X. U protivnom, kaze se da

je skup nekonveksan.
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Slika A.1: Konveksan i nekonveksan skup

f f

P —

:
I 1
axy + (1 —a)xs
: :
| 1

X1 X2 X1 X2 X1 X2

Slika A.2: Konveksna, konkavna, i niti konveksna niti konkavna funkcija

Konveksnost funkcije

Funkcija f : X — R” je konveksna ako za sve x;,x9 € X i realni ska-
lar 0 < oo < 1 vrijedi f(ox; + (1 — a)x2) < flox;y) + f((1 — a)xz). Ako
pak za sve x1,Xp € X i skalar 0 < « < 1 vrijedi f(ax; + (1 — &)x3) >
flaxy) + f((1 — )x2), kaze se da je f konkavna. Ocito, ako je —f konveksna,
f je konkavna. Ako pak prethodne definicije vrijede sa znakovima strogih
nejednakosti, govori se o strogoj konveksnosti, odnosno strogoj konkavnosti
funkcija. Geometrijska interpretacija konveksnosti, konkavnosti i niti konvek-

snosti niti konkavnosti dana je na slici A.2 za slucaj f : R — R.

A.2.2 Optimizacija
Globalni i lokalni minimum

Neka je za funkciju f : X — R definiran problema optimizacije kao problem

minimizacije f(x) uz ogranicenje x € S. Bilo koji x € S se naziva dozvoljenim
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rjeSenjem (eng. feasible solution) tog problema, a skup S se naziva skupom
dozvoljenih rjesenja.

Ako za neki x € S vrijedi f(x) < f(x) za sve x € S, tada je x globalni
minimum (globalno optimalno rjesenje, globalni optimum) navedenog opti-
mizacijskog problema. Ako pak prethodni uvjet vrijedi sa strogim znakom
nejednakosti, X je strogi globalni minimum.

Ako za neki skalar € > 01 za neki X € S vrijedi f(X) < f(x) za sve
{x € S|||lx—x|| < €}, tada je x lokalni minimum (lokalno optimalno rjesenje,
lokalni optimum). Ako se uvjet f(X) < f(x) zamjeni sa strogim znakom
nejednakosti, tj. ako vrijedi f(x) < f(x) za sve {x € S|||x — x| < €}, kaze se

da je x strogi lokalni minimum.

Konveksan i nekonveksan optimizacijski problem

Neka su zadani konveksni skup & € R" i konveksna funkcija f : S — R.
Takoder, zadan je optimizacijski problem kao problem minimizacije f(x) uz
ogranicenje x € S. Ako je X lokalni minimum tako definiranog problema

optimizacije, vrijedi sljedece:
1. lokalni minimum X je ujedno i globalni minimum,

2. ako je ili x strogi lokalni minimum ili je funkcija f strogo konveksna,

tada je X jedinstveni globalni minimum.

Optimizacijski problem koji zadovoljava prethodne uvjete naziva se konvek-
snim optimizacijskim problemom.

U protivnom, govori se o nekonveksnom optimizacijskom problemu ¢iji lo-
kalni minimum nije nuzno i globalni minimum. Time se implicira moguc¢nost

postojanja vise lokalnih minimuma nekonveksnih optimizacijskih problema.
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A.3 Linearne i bilinearne matri¢cne nejednadzbe

A.3.1 Linearne matri¢cne nejednadzbe

Neka je F : R" — S™ afino preslikavanje s n-dimenzijskog realnog vektorskog

prostora na prostor realnih simetricnih matrica S™ definirano s
F(x)=Fo+zF1+.. +2,Fn=F+ ) oF;, (A.36)
i=1

gdje su {z;|i = 1,...,n} realne promjenjive, a {F;|i = 0,...,n} realne si-
metricne matrice. Tada je linearna matri¢na nejednadzba (LMN) definirana

S

F(x) <0 (A.37)

odnosno

F(x) <0, (A.38)

ve¢ ovisno o tome zahtjeva li se negativna definitnost ili negativna semidefi-
nitnost matrice F(x). Ili drugacije, u definicijama (A.37) i (A.38) se mogu
primijeniti i F(x) > 0 1 F(x) > 0 (pozitivna definitnosti i pozitivna se-
midefinitnost matrice F(x)). Navedene definicije vrijede i u slucaju kada
je F : R — H™ affino preslikavanje s n-dimenzijskog realnog vektorskog
prostora na prostor Hermitskih matrica H™.

Nejednakost A < B, gdje su A, B € S™ uzrokuje A — B < 0, a ostale
nejednakosti koje uklju¢uju LMN i simetri¢ne (Hermitske) matrice A i B

vrlo se lako izvode.

Konveksnost skupa definiranog pomoéu LMN

Vazno svojstvo LMN glasi: skup definiran s {x|F(x) < 0} je konveksan. Da

bi se to pokazalo, razmatraju se vektori x i y za koje vrijedi F(x) < 0 i



DODATAK A. MATEMATICKE DEFINICLIE 117

F(y) < 0. Tada za bilo koji skalar A € (0,1) vrijedi

FOox+(1-XNy) = Fo+>.  ,(Ox+(1-\y)F;
= Mo+ (1= NFo+ 2> xF;
+(1 =) >, v
= M)+ (1-MNF(y) <0,

(A.39)

iz cega slijedi da je skup {x|F(x) < 0} konveksan.

Schurov komplement

Za affino preslikavanje F : R — S™ definirano s

o FH(X) F12(X)
F(x) = ( Fur(x) Fao(x0). > (A.40)

gdje je Fq1(x) kvadratna matrica, nejednakost F(x) < 0 vrijedi ako i samo

ako vrijedi

Fi1(x)
Fo(x) — Fa1 (%) (F11(x)) ' Fra(x)

odnosno ako i samo ako vrijedi

< 0
’ (A.41)
< 0

)

Fo(x)

< 0 (A.42)
FH(X)—F12<X)(F22(X>>_1F21(l’) < 0

Jednadzba Fag(x) — Fa (x)(F11(x)) ' Fi2(x) se naziva Schurovim kom-
plementom od Fy;(x) matrice F(x), dok je Fia(x)(Faa(x)) 'Fa;(x) Schurov

komplement od Fyy(x) matrice F(x).
Uklanjanje promjenjivih
Matrica X koja zadovoljava LMN

Fll(X) Flz(X) + XT Flg(X)
For(x) + X Fa(x) Fu(x) | <0 (A.43)
F(x) Fp(x)  Fas(x)
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postoji ako i samo ako su zadovoljene sljede¢e LMN:

( Fii(x) Fiz(x) ) <o, (A.44)
F31(X> F33(X)

( Fs(x) Fa(x) ) <0 (A.45)
Fas(x) Fa3(x)

Iz Schurov komplementa od F33(x) slijedi da je LMN (A.43) ekvivalentna
sustavu LMN koji glasi

F33(x) <0, (A.46)
Fll(X) Flg(X) + XT Flg(X) _1
( Fu(x) + X Fyn(x) >—< Fon(x) ) Fyy (%) ( F31(x) Fi(x) ) <0
(A.4T7)
Ako je matrica X odredena s
X = Fip(x)(Fa3(x)) " Fa1(x) — Fa(x), (A.48)
njenim uvrstavanjem u (A.47) se dobiva
( Fi1(x) — Fi3(x)(Fa3(x)) ' Fai(x) 0 ) <0
0 Foz(x) — Fa3(x) (Fa3(x)) "' Faa(x) 7
(A.49)

gdje su blok-matrice na dijagonali jednaki Schurovim komplementima od
F33(x) u matricama (A.44) i (A.45). Prema tome, matrica X definirana s
(A.48) je jedno od rjesenja LMN (A.43).

A.3.2 Bilinearne matri¢ne nejednadzbe
Bilinearna matri¢na nejednadzba (BMN) je definirana s
n P n p
F(x,y)=Fo+ ) =F;+ Y 5G+ > Y ayH; <0 (A.50)
i=1 j=1 i=1 j=1

gdjesu{z;|i =1,...,n}i{y;|7 =1,...,p} realne promjenjive, a {Fo, F;, G;, H;;|i =

1,...,n,7 = 1,...,p} realne simetri¢cne matrice. Kao i kod definicije LMN,
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ta definicija vrijedi i ukoliko su navedene matrice Hermitske. Ocito, presli-
kavanje F(x,y) je linearno u x, i za neki konstantni y prelazi u LMN. Isto
tako, za neki konstantni x, (A.50) prelazi u LMN gdje je promjenjiva y.
Skup {(x,y)|F(x,y) < 0} je konveksan samo za promjenjivu x uz kons-
tantni y i za promjenjivu y uz konstantni x ali nije konveksan istovremeno

zaxiy.

A.4 Linearna analiza

A.4.1 Normirani prostori signala

Signal u definirat ¢e se kao funkcija u : R — C", gdje domena funkcije
predstavlja vrijeme, a kodomena je kompleksni vektorski prostor amplituda
signala dimenzije n. Sa u(t) oznacit ¢e se vrijednost funkcije u u vremenu
te R

Prostor signala dimenzije n oznaciti ¢e se s Y* = {uju : R — C"}.
Ukoliko je dimenzija n u oznaci U™ jasno vidljiva ili nebitna, ona ¢e se izos-
taviti. Zbog skracenja, pripadnost signala n-dimenzijskom prostoru signala
U™ ponekad ¢e se skra¢eno oznacavati kao pripadnost u(t) kompleksnom vek-
torskom prostoru dimenzije n. Dakle, izraz u(t) € C" ée biti ekvivalentan
izrazu u € U™, U™ = {uju: R — C"}.

Definicije analogne prethodnima, uz zamjenu C" s R", vrijede i u slucaju
kada amplitude signala pripadaju realnom vektorskom prostoru, tj. kada je
u definiran kao u: R — R™.

Norma definirana na prostoru signala U oznacavat ée se s || - ||y, a time
odreden normirani vektorski prostor s (U, | - |l). Ukoliko je jasno o ko-
jem je prostoru rije¢, oznaka prostora bit ¢e izostavljena iz oznake norme,
i oznacavat ¢e se || - ||, a pripadni normirani vektorski prostor s (U, || - ||).
Za normirane prostore signala koji su od posebnog znacaja bit ¢e uvedena

posebne oznake.
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Na prostoru svih signala & = {uju : R — C"} za koje vrijedi

/ la()|Pdt < 0o, za 1< p < oo, (A51)
gdje je || - || vektorska p-norma, definirana je norma signala
-~ 1
P
fally = (/ utogar)” (452
Tako odreden normirani vektorski prostor signala (U, || - ||,) oznacit ¢e se s

L5 (—00, 00) ili, ukoliko dimenzija n nije bitna ili je jasno vidljiva, s £,(—00, 00).
Da bi £,(—00,00) bio kompletan, na prostoru svih & = {uju: R — C"} za

koje vrijedi

[u(t)||loo < 00, za teER, (A.53)
gdje je || - ||oo vektorska co-norma, definirana je norma signala
[uljoc = sup [[u(t)]|o, (A.54)
teR
a time i normirani vektorski prostor signala (U, || - ||~ ) oznacen s L2 (—00, 00),

odnosno L (—00,00).
Na prostoru svih signala & = {ulu: R — C"} za koje vrijedi u(t) = 0 za

t < 0 definirat ¢e se normirani vektorski prostor signala
L,[0,00) ={u € L,(—00,00) :u(t) =0 zasve t<O0}. (A.55)

Ocito, £,[0,00) je normirani podprostor od L,(—00, 00).
Signali (funkcije) ¢ija je vrijednost 0 za t < 0 nazivaju se kauzalnim
signalima (funkcijama), dok se signali ¢ije je vrijednost razlicita od 0 za sve

t € R nazivaju nekauzalnim signalima.

A.4.2 Operatori i operatorske norme

Preslikavanje F : i/ — V s prostora signala f na prostor signala V naziva se

linearnim, omedenim operatorom ako vrijedi:
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1. Linearnost. F(oyu; + aous) = oqF(uy) + aoF(uy) za sve uj,uy € U i

skalare o, xs.

2. Omedenost. Za sve u € U postoji skalar k > 0 tako da vrijedi

|Fully < - [julfy. (A.56)

Prostor svih linearnih, omedenih operatora koji preslikavaju & na V oz-
nacit ¢e se s F(U,V). Na tako odredenom prostoru operatora definirana je

norma inducirana normama || - ||y i || - ||y prema

Fu
[Plyy = sup LEaly (A57)

ueld,u#0 ||11||u '

Inducirana operatorska norma je najmanji k za koji vrijedi (A.56). Ako je
jasno o kojim je prostorima signala rije¢, njihove oznake Ce se izostaviti iz

oznake za normu operatora i ona ¢e se oznaciti s ||F||.

A.4.3 Konvolucija

Za zadane funkcije f : R — C" i g : R — C" konvolucija f * g je definirana

integralom

(F  g)(t) = / T f()glt — 7)dr (A.58)

—00

Operacija konvolucije je komutativna, tj. vrijedi f x g = g * f.

A.4.4 Laplaceova transformacija

Za funkciju u € £5[0, 00) Laplaceova transformacija je odredena s

U(s) = ¥{u(t)} = /000 u(t)e *dt. (A.59)

Rije¢ je o preslikavanju s £5[0, 00) na prostor funkcija {U|U : C — C"}, gdje
se varijabla s = 0 4+ iw € C naziva se kompleksnom frekvencijom, a sama

transformacija oznacit ¢e se s U = Yu.
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Transformacija (A.59) se naziva jednostranom Laplaceovom transforma-
cijom, no kako se pod pojmom Laplaceova transformacija podrazumjeva jed-
nostrana Laplaceova transformacija, rije¢ ”jednostrana” se najcesce izostav-

lja. Osim toga, postoji i dvostrana Laplaceova transformacija odredena s

U(s) = V{u(t)} = /OO u(t)e *dt, (A.60)

gdje je donja granica integracije zamjenjena s —oo. Za kauzalne funkcije,
tj. za one u gdje je u(t) = 0 za t < 0, ocito nije bitno primjenjuje li se izraz
(A.59) ili (A.60).

Inverzna Laplaceova transformacija, ozna¢ena s u = WU, definirana je

integralom

a(t) = U{U(s)} = — / T Us)etds. (A61)

27

Integracija se ovdje vrsi duz okomitog pravca u kompleksnoj ravnini odredenog
konstantom y € R tako da je y vece od realnih djelova singularnosti od U(s).

Neka vaznija svojstva Laplaceove transformacije su sljedeca:
e Linearnost. Za a,b € Ciu,v € £5]0,00) vrijedi

U {au(t) +bv(t)} = aU(s) + bV (s). (A.62)

e Ocuvanje norme. Za u € L5[0, 00) vrijedi

lull, = [[ull, = U,

(A.63)
U, = [T, = [lull,.

e Derivacija. Ako je u(t) kontinuirana do k — 1 derivacije na domeni
t € [0,00), a s u(t) je oznacena k - ta derivacija funkcije u(t) po

varijabli ¢, tada vrijedi

T{uM(t)} = 5T {ut)}—s*tu(0)—s2u’'(0)—...—u*D(0). (A.64)

e Konvolucija. Za funkcije u, v € £5]0, 00) vrijedi

U{(ux*xv)(t)} =U(s)V(s). (A.65)
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A.4.5 Fourierova transformacija

Za funkciju u € £5[0, 00) Fourierova transformacija je odredena s

U(iw) = ®{u(t)} = / T a(t)e . (A.66)

Ocito, Fourierova transformacija je ekvivalentna dvostranoj Laplaceovoj tran-
sformaciji (A.60) gdje kompleksna varijabla s poprima ¢isto imaginarne vri-
jednosti s = iw|w € R. Sukladno tome, svojstva Laplaceove transformacije
navedena u prethodnom odjeljku, uz uvrstavanje s = iw, vrijede i za Fouri-
erovu transformaciju.

Osim dvostrane Fourierove transformacije (A.66) koja se podrazumje-
va pod pojmom Fourierova transformacija, postoji i jednostrana Fourierova
transformacija, gdje je donja granica transformacije —oo zamjenjena s 0, sto
daje .

Uliw) = d{u(t)} = / a(t)e-#tdt. (A.67)
0

Ocito, za kauzalne funkcije nije bitno primjenjuje li se dvostrana ili jednos-
trana Fourierova transformacija.

Inverzna Fourierova transformacija, oznacena s u = ®1U, definirana je
integralom

u(t) = o HU(iw)} = % /00 U(iw)e™'ds. (A.68)

A.5 Ostale matematicke definicije

A.5.1 Rastav racionalne funkcije na parcijalne razlom-

ke
Za zadane polinome b(s) i n(s) redova deg(b(s)) = k i deg(n(s)) = 1, defini-
rana je racionalna funkcija

b(s)  bys® + by 18+ 4+ bys+ by
n(s)  ms' +mn_yst s+

g(s) = (A.69)
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Ako vrijedi k < 1, tj. ako red polinoma u brojniku (A.69) nije veéi od reda
polinoma u nazivniku, kaze se da je g(s) pravilna (eng. proper). Ako pak
vrijedi k < 1, kaze se da je g(s) strogo pravilna (eng. strictly proper).

Ako su svi korijeni polinoma n(s) jednostruki, (A.69) se moze zapisati

kao
b(s)

8 = A6 ) W)
gdje su {\;|i = 1,...,1} korijeni (nul-tocke) polinoma n(s). Nadalje, ako je

(A.70)

g(s) pravilna, (A.70) se moze zapisati kao

Iy Iy I

8(s) s—)\1+s—)\2+ +s—/\17 (A.71)
gdje su koeficijenti {r;|i = 1,...,1} definirani s
r; = lim (s — \;)g(s). (A.72)

S—>>\i

Rastav racionalne funkcije g(s) definiran s (A.74) naziva se rastavom na
parcijalne razlomke.
Ako je korijen A; polinoma n(s) visestrukosti m, (A.69) se moze zapisati

kao
b(s)

g(s) = (5= M) =) (5= A)™ (5 — Nmr1)

Ako je g(s) pravilna, rastav na parcijalne razlomke za slucaj visestrukog A,

(A.73)

glasi
— rl e r]’o rjal . rj,m—l . rl—m-‘,—l
g<$) s — )\1+ +(5 - )‘j>m (3 — )\j)m_1+ _'_S — )\j+ +5_ /\l—m+1’
(A.74)

gdje su koeficijenti r; koji odgovaraju jednostrukim korijenima polinoma n(s)
odredeni s (A.72), dok su koeficijenti {r;,|p =0, ..., m — 1} koji odgovaraju

visestrukom korijenu A; odredeni s

1 d?

g = 5 Im =—((s = A;)"g(s)) . (A.75)

——
p' s—Aj dsp
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