Konstrukcija i upravljanje sfernog mobilnog robota

Matisi¢, Marko

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2020

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Mechanical Engineering and Naval Architecture / SveuciliSte u Zagrebu,
Fakultet strojarstva i brodogradnje

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urm:nbn:hr:235:398852

Rights / Prava: In copyright/Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-10

Repository / Repozitorij:

Repository of Faculty of Mechanical Engineering
and Naval Architecture University of Zagreb

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:235:398852
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.fsb.unizg.hr
https://repozitorij.fsb.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/fsb:6242
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/fsb:6242
https://dabar.srce.hr/islandora/object/fsb:6242

SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET STROJARSTVA | BRODOGRADNJE

ZAVRSNI RAD

Marko MatiSi¢

Zagreb, 2020.



SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET STROJARSTVA | BRODOGRADNJE

ZAVRSNI RAD

Mentor: Student:

Izv. prof. dr. sc. Andrej Joki¢, dipl. ing. Marko Matisi¢

Zagreb, 2020



Izjavljujem da sam ovaj rad izradio samostalno koristec¢i znanja stecena tijekom studija i

navedenu literaturu.

Zahvaljujem se svom mentoru, izv. prof. dr. sc. Andreju Jokicu koji mi je svojim vodenjem,

znanjem, korisnim savjetima i diskusijama pomogao pri izradi zavrSnog rada.

Posebno se zahvaljujem roditeljima te djevojci Andrei na strpljenju te cjelokupnoj podrsci

tijekom preddiplomskog studija.

Marko Matisié¢



SVEUCILISTE U ZAGREBU
\ 5@ FAKULTET STROJARSTVA I BRODOGRADNJE

Sredisnje povjerenstvo za zavr$ne i diplomske ispite
Povjerenstvo za zavrine ispite studija strojarstva za smjerove:
proizvodno inzenjerstvo, raunalno inZenjerstvo, industrijsko inZenjerstvo i menadZment, inZenjerstvo
materijala i mehatronika i robotika

Sveugilidte u Zagrebu
Fakultet strojarstva i brodogradnje

Datum Prilog

Klasa:

Ur.broj:

ZAVRSNI ZADATAK

Student: Marko Matisi¢ Mat. br.: 0035209219
Naslov rada na

hrvatskom jeziku: Konstrukeija i upravljanje sfernog mobilnog robota

Naslov rada na

engleskom jeziku: Design and control of a spherical mobile robot

Opis zadatka:

U danasnje vrijeme mobilni roboti su sve ¢e§¢e primijenjeni u praksi, primjerice u industrijskim postrojenjima,
u lancima opskrbe (npr. posluzivanje u skladistima), vojnoj industriji, spasiladkim misijama i svemirskim
istrazivanima. Ovime se stavlja i sve ve¢i naglasak na istraZivanja i edukaciju u ovom podru¢ju.

Cilj ovog rada je razvoj edukacijskog sfernog mobilnog robota, od idejnog rjesenja i konstrukcije do
upravljanja. Osnovna karakteristika sfernog mobilnog robota je da je njegov vanjski oblik sfera. Cjelokupni
mehanizam za pokretanje, sustav za napajanje i upravljanje nalaze se unutar ove sfere, a samo kretanje robota
ostvaruje se kotrljanjem.

U ovom radu potrebno je ostvariti sljedece:

1. Predstaviti idejno rjesenje sfernog robota.

2. Razraditi mehanizam pokretanja robota i predstaviti nacrt odabranog rjeSenja (sklopni nacrt).
3. lzvesti matematic¢ki model dinamike robota.
4

. Sintetizirati regulator za upravljanje motorima robota s ciljem stabilnog gibanja i pratenja referentnih
trajektorija.

5. Prikazati rezultate prikladno osmisljenih simulacija upravljanog robota.

Zadatak zadan: Datum predaje rada: Predvideni datumi obrane:
1. rok: 21. veljace 2020. 1. rok: 24.2. — 28.2.2020.
28. studenog 2019. 2. rok (izvanredni): 1. srpnja 2020. 2. rok (izvanredni): 3.7.2020.
3. rok: 17. rujna 2020. 3. rok: 21.9. - 25.9.2020.
Zadatak zadao:

| < Predsjednik Povjerenstva:
N m V /? —2 o
)J { //,24«»7/ /j‘z =

[zv. prof. dr. sc. Andrej Jokic¢ Prof. dr. sc. Branko Bauer



Marko Matisié¢ Zavrsni rad

SADRZAJ
SADRZA ..ottt |
O DT I 1 TR 1!
POPIS TABLICA ..ottt bttt be st e n et s v
POPIS TEHNICKE DOKUMENTACIIE .......oocuiiieitiieeeeteeeeeeseeesesess s sesesess s senesesse s senees V
POPIS OZINAKA ettt et e e et e e e b e e e st e e e et e e e arae e e snbeeenraeeenes VI
SAZETAK ..ottt VIII
SUMMOARY .ottt bttt s bbb et et e Rt e b et e s e e b et et n et st e neenentens IX
(N U V@ |5 SRS 1
2 IDEJNO RIESENJE SFERNOG ROBOTA .....oiiiieieeeeeeeeeeeeeee et eenes s 6
2.1  Prvi koncept — koncept s linearno pomicnom mMasOm ............cceeeeerrereereenreneesenesiennes 6
2.2 Drugi koncept — koncept s pogonskim KotaCem ............cooervririiieiiencnencnescsesees 7
2.3 Odabir koncepta za razradbu.............ccoveiieiiiieiice e s 7
3  MATEMATICKI MODEL DINAMIKE SFERNOG ROBOTA ........ccccovovrieeirersienninas 9
3.1 Euler — Lagrangeova MEtOda .........ccevieiiiieiieiie et 10
3.2 KINBMALTKA ...ttt bbbttt bbbt 11
3.3 Kineticke i potencijalne eNergije.........cuuivirieririiiiieiisiesi e 11
3.3.1 Kineticka i potencijalna energija sfere i tijela robota ..........cccccvvviiiiiiiiciinnnn 12
3.4 Rayleighova disipacijska funKCija..........c.cccevviiiiieiii i 12
3.5 DinamiCki MOdel SUSLAVA .......cccviiiiiiiiiiiieiiii e 13
3.6 LiINearizaCija MOGEIA ........ccuiiiiiieieie e 15
A - L1 g ol O T 0 TSRS 17
3.8  Numericke vrijednosti MAtTICA . .....cuviiririeiiiiieiiiiesiee e 18
3.10 Odziv nelinearnog i linearnog modela u otvorenom Krugu ..........cccceeevveveiiiesinennnnn, 20
4 SINTEZA REGULATORA . ...ttt et e s e e snaa e e nnaee e 22
O o I (T U] - o SO SSRSPSRN 22
4.2  Linearni kvadrati€ni regulator..........ccccoiiiiiiiiiiiiiieii e 23
4.3 KalMaNOV TN ....ooeiiieice e et 26
4.3.1  Struktura diskretnog Kalmanovog filtera............cccccoovveviiiiieeie i 27

Fakultet strojarstva i brodogradnje I



Marko Matisié¢ Zavrsni rad

4.3.2  Pregled JednadZbi.........ccccoiiieiiiiiiic e 29
4.3.3 Jednadzbe Kalmanovog filtra u kontinuiranom VIemenu............cccoeveveervesnennns 29

5 REZULTATISIMULACIIA. ..ottt e 31
5.1 Odziv sustava PD regUIBLOTa.........cccoviieiiriiinieieie e 31
5.2 Odziv sustava LQ regUIALOra..........ccoceieiiiiiiiiiiceese e 35

B ZAKLIUCAK ..ottt 39
1 I 1 TS 43
1 I 1 1 I U 51

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1



Marko Matisié¢ Zavrsni rad

POPIS SLIKA
Slika 1.1. Sferni robot — A. Halme et al. [2].....cccoviiiiieieeceee e 2
Slika 1.2.  STerni robot — BICCH [2] ... vcveieierieie et 2
Slika 1.3. Sferni robot s klizaju¢im masama [2].........cccceererieneerieniennienie e 3
Slika 1.4. Sferni roboti temeljeni na njihalima [2] ..o 3
Slika 1.5. LaRC Wedge (lijevo) i LaRC Dandelion (desno)[4] .....ccccoereriemrreresiieieeiesaennens 4
Slika 1.6.  Deformabilni STerni robot [2] ........ccooeiiiiiiiiiiee e 4
Slika 1.7. GroundBot (lijevo) i BB8 igracka (desno)[5,0] .....cccevererremiieniinninie e e 5
Slika 2.1.  Prvi koncept Sfernog robOta............ccovviiiiii e 6
Slika 2.2.  Drugi koncept Sfern0g robDOta..........cccveiviiieiieeie e 7
Slika 3.1.  Shematski prikaz robota ..........cccooeriiiiiiiiieece s 9
Slika 3.2. Robot s upravljaCkom SILOM ..........cceiiiiiiiiiieiccse e 14
Slika 3.3.  Odziv otvorenog kruga linearnog i nelinearnog modelaza fs................cc.......... 20
Slika 3.4. Odziv otvorenog kruga linearnog i nelinearnog modela za 0t ...............c...cc....... 21
Slika 4.1. Shema zatvorenog kruga s PD regulatorom ..........cccccocveveiieie e 22
Slika 4.2.  SUCeLje PID TUNETA........ccuiiiieieieite sttt sttt 23
Slika 4.3. Polovi i nule sustava s LQ regulatorom ..........ccccooeiirininininieeese e 26
Slika 5.1. Odziv nelinearnog sustava s PD regulatorom s ciljem stabilizacije...................... 32
Slika 5.2.  Odziv nelinearnog sustava s PD regulatorom pri pozicioniranju.................c........ 32
Slika 5.3.  Usporedba linearnog i nelinarnog modela kod pozicioniranja PD regulatorom... 33
Slika 5.4. Odziv nelinearnog modela s PD regulatorom kod praéenja sinusne referentne

AT T3 13 TSRS PRR 34
Slika 5.5. Usporedba linearnog i nelinearnog modela s PD regulatorom za sinusnu referencu

............................................................................................................................... 34
Slika 5.6. Odziv nelinearnog sustava s LQ regulatorom s ciljem stabilizacije...................... 35
Slika 5.7.  ZaSumljeni mjereni signal izlaza sustava y, pri simulaciji pozicioniranja............ 36
Slika 5.8. Odziv nelinearnog sustava s LQ regulatorom pri pozicioniraju i usporedba pravih

1 ESTIMITANTN STANJA. .. .eeveeiieiee et 36
Slika 5.9. Usporedba linearnog i nelinearnog modela s LQ regulatorom .............cccccceveenienns 37
Slika 5.10. Odziv nelinearnog modela s LQR kod prac¢enja sinusne referentne velicine........ 38

Fakultet strojarstva i brodogradnje Il



Marko Matisié¢ Zavrsni rad
POPIS TABLICA

TabliCa 1 Parametri SUSTAVA.......ccicveieeiiieriieeeiiie e s setreeesssisteressssbaesessebseeesssbeesessssbensessasreneesans 18
Fakultet strojarstva i brodogradnje v



Marko Matisié¢ Zavrsni rad

POPIS TEHNICKE DOKUMENTACIJE

2020-001 SFERNI ROBOT
2020-001-01 TIJELO ROBOTA

Fakultet strojarstva i brodogradnje \Y



Marko Matisi¢

Zavrsni rad

POPIS OZNAKA
Oznaka Jedinica
X5 Vs m
X, Yt m
0, rad
0, rad
Ry m
Rg, m

om m

m

mg kg
m; kg
Js kgm?
Je kgm?
g m/s?
T Nm
K J
P J
R J/s
qi rad, m
q, rad/s, m/s
T; Nm
) rad/s
g’ m/s?
p m
dy, d, Nms/rad
q
T
T Nm
T Nm
H

Opis
Polozaj centra sfere
Polozaj centra mase tijela robota

Zakret sfere

Zakret tijela u odnosu na referentu os sfere

Polumjer unutarnje stijenke sfere

Polumjer vanjske stijenke sfere

Udaljenost centra mase tijela robota do centra sfere

Polumjer kotaca

Masa sfere

Masa tijela

Moment inercije sfere
Moment inercije tijela
Ubrzanje sile teze

Upravljacki moment motora
Kineticka energija sustava
Potencijalna energija sustava
Rayleighova disipacijska funkcija
I-ta upravljana koordinata
Brzina i-te upravljane koordinate
Moment i-te koordinate

Kutna brzina tijela

Vektor gravitacijskog ubrzanja
Vektor polozaja

Faktor prigusenja

Vektor upravljanih koordinata
Vektor upravljackih momenata
Upravljacki moment sfere
Upravljacki moment tijela

Matrica inercija

Fakultet strojarstva i brodogradnje

VI



Marko Matisi¢ Zavrsni rad
C Matrica Coriolisovih i centrifugalnih sila
G Vektor gravitacijskog djelovanja
x Vektor varijabli stanja
u Vektor ulaza sustava
y Vektor izlaza sustava
A Matrica stanja sustava u prostoru stanja
B Matrica ulaza sustava u prostoru stanja
C Matrica izlaza sustava u prostoru stanja
D Matrica preslikavanja sustava u prostoru stanja
K Vektor pojacanja linearnog kvadrati¢nog regulatora
Q Matrica tezina stanja linearnog kvadrati¢nog regulatora
R Matrica tezina ulaza linearnog kvadrati¢nog regulatora
05 rad Zakret kotaca
0 rad Zakret tijela u odnosu na'y os
Di Polovi sustava
Piigr Polovi sustava s LQ regulatorom
K, Proporcionalno pojacanje PD regulatora
K, Derivacijsko pojacanje PD regulatora
X Vektor varijabli stanja u trenutku k
F, Matrica sustava
z, Vektor izlaznih varijabli
u; Vektor ulaznih varijabli
Wy Procesni Sum
v, Sum mjerenja
G, Ulazna matrica
Qx Matrica kovarijanci perturbacija u varijablama stanja
Ry Matrica kovarijanci perturbacija Suma mjerenja
| S A-priori matrica kovarijanci pogreSke procjene stanja
Xicr1|k A-priori procjena varijabli stanja
?kﬂ“{ﬂ A-posteriori procjena varijabli stanja
| Sy A-posteriori matrica kovarijanci pogreSke procjene stanja
K1 Matrica pojacanja Kalmanovog filtra

Fakultet strojarstva i brodogradnje

VII



Marko Matisié¢ Zavrsni rad

SAZETAK

Nakon uvodnih razmatranja, predstavljena su dva razmatrana koncepta sfernog robota te odabir
jednog za danju razradbu. Zatim se Euler — Lagrangeovom metodom izveo matematicki model
dinamike robota. Kako bi se sustav mogao regulirati linearnim regulatorima potrebno je bilo
linearizirati model. Linearizirani model zajedno s definiranim ulazima i izlazima iz sustava
zapisan je u obliku prostora stanja. Simuliranjem linearnog i nelinarnog modela analizirano je
ponasanje sustava bez regulatora, te promatrajué¢i polove sustava, pokazuje se da je sustav na
granici stabilnosti. Kako bi sustav mogao pratiti Zeljene referentne vrijednosti (postavne
veli¢ine) sintetizirani su PD i linearni kvadrati¢ni regulator (LQR). Takoder, zbog potrebe
estimacije varijabli stanja i uklanjanja Suma mjerenog signala sintetiziran je Kalmanov filtar.
Simulacije, provedene u MATLAB-u i Simulinku, pokazuju uspjesno reguliranje PD i LQ
regulatorima u slucaju stabilizacije u nultom poloZzaju te pozicioniranja, dakako uz razlicita
vremena odziva i karakteristike krivulje. Ipak, PD regulator ne uspijeva pratiti sinusnu
referentnu veli¢inu, za razliku od LQ regulatora, ali 1 s njim u tom slucaju postoji regulacijska

greska.

Kljuéne rijeci: sferni mobilni robot, Euler — Lagrangeova metoda, modeliranje dinamickog

sustava, PD regulator, LQR, Kalmanov filtar, estimacija stanja.
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SUMMARY

After introductory considerations, two concepts of a spherical mobile robot are considered, and
one is chosen for further elaboration. A mathematical model of robot dynamics was derived by
the Lagrangian method. In order for the system to be regulated by linear regulators, it was
necessary to linearize the model. The linearized model together with the defined inputs and
outputs of the system is written in the state space form. By simulating the linear and nonlinear
models and observing the poles, the response of a marginally stable system is shown. In order
for the system to be able to follow the desired reference values (setpoints), PD and a linear
quadratic controllers (LQR) were synthesized. To estimate the state variables and remove the
noise of the measured signal, a Kalman filter was synthesized. Simulations, performed in
MATLAB and Simulink, show successful control with PD and LQ regulators in the case of
stabilization in zero position and positioning, of course with different response times and curve
characteristics. However, the PD controller fails to follow the sinusoidal reference value, unlike

the LQ controller, which shows a control error.

Key words: spherical mobile robot, Euler - Lagrange method, dynamic system modeling, PD

controller, LQR, Kalman filter, state estimation.
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1 UVOD

Mobilni roboti predstavljaju granu robotike kod koje se roboti mogu samostalno kretati u
prostoru za razliku od tradicionalne robotike, gdje je radni protor robota ograni¢en. Ta osnovna
znacajka mobilnih robota omogucava im mnostvo razli¢itih podru¢ja primjene, primjerice u
lancima opskrbe, industriji zabave, vojnoj industriji, spasilackim misijama, istrazivanju naseg
planeta, ali i svemirskim istraZivanjima.

Gibanje mobilnih robota moZze se ostvariti na vise nacina. Neki od najuobicajenijih su hodanje,
poskakivanje, klizanje te kotrljanje. Izmedu razli¢itih tipova mobilnih robota, sferni roboti
postaju sve atraktivniji kao alternativa kota¢ima pokretanim mobilnim robotima. Sferne robote
karakterizira vanjska sferna ljuska koja sadrzi unutarnji pogonski sustav koja omogucava
kretanje robota prenose¢i mehanicku snagu na ljusku. Odlikuje ih vrlo dobra manevarska
pokretljivost zbog moguénosti da se zakrenu gotovo u mjestu. Gibanje kotrljanjem ostvaruje
se i klasi¢nim kota¢ima, ali za razliku od njih, sferni roboti, zbog svoje strukture imaju dodatni
niz prednosti. Ukoliko se prevrnu, klasicni roboti s kotacima ili humanoidni roboti su
neupotrebljivi, za razliku od sfernih koji nemaju takvih problema. Sfera, gibajuci se, prirodno
prati put najmanjeg otpora[1]. Ne pojavljuju se problemi poput padanja, zapinjanja za predmete
i sl. zbog toga jer je pogonski mehanizam sa senzorima zatvoren vanjskom ljuskom.
Mehanicki, energetski i upravljacki dijelovi robota zasti¢eni su od vanjskih utjecaja Sto robot
¢ini prikladnim za rad u najtezim uvjetima poput onih u vodi, izlozenih radijaciji, jako
praSnjavih itd.. Kontaktom u jednoj tocki eliminirana je potreba prilagodavanja neravnom

terenu te se potencijalno pojednostavljuje upravljanje robotom.

U literaturi se mogu pronaci razne klasifikacije sfernih robota. U [2], podjela je napravljena

prema mehanickoj konfiguraciji robota:

1. Temeljeni na kota¢ima

Kod ovakvih izvedbi, mase su spojene na kotace koji su pokretani na unutarnjoj povrsini ljuske
robota.
Prvi sferni robot razvijen je od A. Halme et. al. 1996. godine [3], a njegov pogon bazirao se na

jednom kotacu u kontaktu s donjim dijelom sfere kao $to je pokazano na slici 1.1.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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777
Slika 1.1. Sferni robot — A. Halme et al. [2]

Iznad kotaca nalazi se unutarnja pogonska jedinica s napajanjem i komunikacijom. S gornje
strane sfere nalazi se drugi kota¢ pritisnut oprugom o sferu koji sprjecava da se pogonski
mehanizam prevrne i kota¢ izgubi kontakt sa sferom. Upravljajuéi pogonskim kotacem sfera
ima mogucnost skretanja.

A.Bicci, 1997. godine, je predloZio izvedbu sfernog robota s malenim autom unutar sfere gdje

se robot kretao upravljaju¢i zakretom kotaca auta.

Slika 1.2. Sferni robot - Bicci [2]

2. Klizaju¢e mase

Ideja iza ovakve izvedbe sfernog robota je konstantno izmjestanje masa robota na to¢no

odredeni nacin kako bi se postiglo kretanje u bilo kojem smjeru.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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Slika 1.3. Sferni robot s klizaju¢im masama [2]

3. Temeljene na njihalima

Kod ovakve izvedbe sfernog robota, njihalo, smjeSteno unutar sfere, rotira pomo¢u motora.
Promjenom poloZaja njihala mijenja se centar mase robota te stvara moment u ovisnosti o
udaljenosti od centra rotacije robota. Postoje izvedbe s viSe njihala kako bi se utjecalo na

rotaciju oko viSe osi ili olakSalo manevriranje.

Slika 1.4. Sferni roboti temeljeni na njihalima [2]

Osim navedene podjele postoje i drugi nacini kretanja sfernih robota. Mnoge druge
konfiguracije sfernih robota temelje se na zakonu ocuvanja kutne koli¢ine gibanja. Tipicno,
ovi roboti su pokretani zamasnjacima unutar sfere. Pogonski moment na zamasnjaku uzrokuje

reakcijski moment na vanjsku ljusku preko zakona o o¢uvanju kutne koli¢ine gibanja.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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Zanimljivi primjeri su pasivni, vjetrom pokretanih sferni roboti. Vecina ovakvih robota
razvijena je od strane NASA-e u svrhu istraZzivanja Marsa. NASA Langley Reasearch Center

(LaRC) Wedge i Dandelion neki su od primjera.

Slika 1.5. LaRC Wedge (lijevo) i LaRC Dandelion (desno)[4]

Takoder postoje 1 izvedbe sfernih robota s deformabilnim oblikom, gdje se robot krece

deformirajué¢i segmente svoje sfere u odredenom nizu.

Slika 1.6. Deformabilni sferni robot [2]

Siroj populaciji najpoznatiji mobilni sferni robot zasigurno je BB8 iz znanstveno — fantasti¢nog
serijala Ratovi zvijezda (engl. Star Wars) koji se danas proizvodi u industriji zabave i edukacije
u obliku igracki. Groundbot je primjer nadzornog sfernog robota koji se moze kretati po raznim

terenima.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4
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Slika 1.7. GroundBot (lijevo) i BB8 igracka (desno)[5,6]

Fakultet strojarstva i brodogradnje 5
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2 IDEJNO RJESENJE SFERNOG ROBOTA

U sklopu rada razmatrana su dva razlicita koncepta sfernog robota. Oba koncepta pokrecu se

na temelju promjene centra mase robota, ali se ta promjena ostvaruje na razli¢ite nacine.

2.1 Prvi koncept — koncept s linearno pomi¢nom masom

Prvi koncept, gibanje u jednom smjeru ostvaruje zakretom vratila koji je ¢vrsto vezan za sferu
te pogonjen istosmjernim motorom preko para stoznickih zupéanika. Skretanje se ostvaruje
pomicanjem mase na linearnoj vodilici koje pogoni servomotor preko sustava remena i

remenica, ¢ime se mijenja poloZaj centar mase i stvara moment oko centra sfere robota.

Arduino Uno

sfera

Baterija

Vratilo

Servomotor

Reme

Remenica

Pomi&na masg DC moteor

Slika 2.1. Prvi koncept sfernog robota

Fakultet strojarstva i brodogradnje 6
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2.2 Drugi koncept — koncept s pogonskim kotacem

Drugi koncept gibanje ostvaruje pomocu unutarnjeg mehanizma s kotac¢ima. Kotac¢i pogonjeni
istosmjernim motorima 'penju’ se po unutarnjem promjeru sfere te se mijenja poloZaj centra
mase robota. Uslijed ekscentra centra mase u odnosu na centar sfere stvara se moment na sferi
robota koja uzrokuje gibanje. Ovaj robot skretanje ostvaruje rotacijom kotaca razli¢itim

brzinama, ¢ime se stvara zakretni moment.

Omni kota& [engl. omni-wheel] : ’ ) Sfera robota

Arduino Uno

Slika 2.2. Drugi koncept sfernog robota

2.3 Odabir koncepta za razradbu

Oba koncepta, osim motora, zup¢anika, remenica, nosaca i ostalih mehanickih i energetskih
komponenti, sadrze potrebne senzore poput Zziroskopa, akcelerometra i enkodera uz

upravljacke komponente, kako bi se mogla omoguciti regulacija robota.

Nakon razmatranja kompleksnosti izvodenja matematickog modela, drugi model se pokazao

kao jednostavniji te, zbog relativno jednostavne konfiguracije s dva paralelno postavljena
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motora, fizicka realizacija robota bi bila jednostavnija. Takoder, drugi model sastavljen je s

manje komponenti te bi izrada i montaZza dijelova bila jednostavnija.

Zbog tih razloga za daljnu razradbu i1 izradu matemati¢kog modela dinamike robota izabran je

drugi model, tj. model s kota¢ima.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 8
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3 MATEMATICKI MODEL DINAMIKE SFERNOG ROBOTA

Na slici 3.1. shematski je prikazan model sfernog robota s njegovim geometrijskim
karakteristikama. Oznaka x, y, predstavlja polozaj centra sfere C; u odnosu na nepomicni
koordinatni sustav Oxy vezan za tlo. x;, y; je polozZaj centra mase tijela tobota C,,, u odnosu na
nepomicni koordinatni sustav. 85 zakret je referentne osi na sferi (dalje u tekstu - zakret sfere)
u odnosu na y os, a 8; je zakret tijela (mehanizma) u odnosu na zakret sfere. Ry, i Ry, SU
unutarnji i vanjski polumjeri sfere, R.,, je udaljenost centra mase tijela robota od centra sfere,
ar je polumjer kotaca. Mase sfere i tijela i njihovi momenti tromosti oznaceni su s mg, /g, mg, J;.
Konstanta ubrzanja sile teze djeluje vertikalno prema dolje 1 oznacena je s g. Upravljacki

moment djeluje na kotacu i oznacen je S 7.

N 0 NN

Slika 3.1. Shematski prikaz robota
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Kako bi se sustav mogao upravljati potrebno je izvesti matemati¢ki model dinamike sustava
koji podrazumijeva opisivanje kinematike i dinamike robota. Nakon definiranja kinematike,
definiraju se kineticke i potencijalne energije koje se koriste u Euler-Lagrangeovoj metodi za
definiranje diferencijalnih jednadzbi koje opisuju dinamiku sustava.
U izvodu centar mase tijela robota pisat ¢e se skracenije kao tijelo robota.
Takoder, za izvod se uvode sljedece pretpostavke:

1. Kotac robota kotrlja bez proklizavanja na unutarnjem promjeru sfere

2. Sfera se giba pravocrtno bez proklizavanja

3. Zanemaruje se masa kotaca

3.1 Euler - Lagrangeova metoda

Matematic¢ki model sustava, tj. diferencijalne jednadzbe koje opisuju sustav moguce je dobiti
na viSe nacina, a naj¢eSce se koriste Newton-Eulerova ili Euler-Lagrangeova metoda. Euler-
Lagrangeova metoda, koristena u ovom radu, energetska je metoda te se temelji na zakonu
oCuvanja energije. Implementacija metode kod mehanickih sustava temelji se na poznavanju:
kineti¢kih 1 potencijalnih energija svih tijela u sustavu koje nastaju zbog gibanja i relativne
razlike u visine tijela, disipacijske energije uslijed disipacije topline uzrokovane trenjem u
sustavu te nekonzervativnih sila koje djeluju na sustav.

Definira se Euler-Lagrangeova jednadzba s disipacijskom funkcijom:
d(aK) <6K>+(8P>+(6R)_T 3.1)
dt aCil aCIi aCIi aCil v .

K — ukupna kineticka energija sustava

gdje je:

P — ukupna potencijalna energija sustava
R — Rayleighova disipacijska funkcija

q; — i-ta upravljana koordinata

d, — brzina i-te upravljane koordinate

T; —sila ili moment i-te koordinate

U sljede¢im potpoglavljima raspisat ¢e se potrebni izrazi za rjeSavanje Euler — Lagrangeove

jednadZbe.
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3.2 Kinematika

Kinematika robota raspisuje se uz referencirajuci se na Sliku 3.1.
Koordinate poloZaja centra sfere i tijela robota mogu se zapisati kao (indeks s oznacava veli¢ine

vezane za sferu, a t za tijelo) :

xs = —O0,Rg, (3.2)

Ys = Rey (3.3)

Xt = Xg + R sin(6 + 6;) (3.4)
Ye = Vs — Rey cos(6; + 6,) (3.5)

Minus u jednadZbi za x4 dolazi zbog toga Sto se za pozitivno definirani zakret 6, sfera giba u
negativhom smjeru osi x.

Deriviranjem koordinata poloZaja po vremenu dobivaju se brzine sfere i tijela robota.

Xs = —6 Ry, (3.6)
ys =0 (3.7)
X¢ = X5 + Rem (65 + 6;) cos(8s + 6,) (3.8)
Yt = Rem (65 + 6,) sin(8s + 6,) (3.9)
Deriviranjem jednadzbi (3.6)-(3.9) dobivaju se ubrzanja sfere i tijela robota.
X = —05 Ry (3.10)
Vs =0 (3.11)
% = %5 — Rem (65 + 6,)° sin(Bs + 0,) + Rem (6 + 6,) cos(8, + 6;) (3.11)
Ve = Rem (65 + 6,)" cos(8s + 8,) + Rem (65 + 6,) sin(6s + 6,) (3.12)

Treba primijetiti da se u jednadZbama Cesto pojavljuje izraz 6, + 6;, Sto predstavlja zakret tijela

robota u odnosu na vertikalnu y os.

3.3 Kineticke i potencijalne energije
Najprije ¢e se predstaviti opCeniti izrazi za kineticku i potencijalnu energiju:

Kineticka energija krutog tijela definirana je jednadzbom[7]:
1
K= _f v2dm (3.13)

Uz pretpostavku da je gustoca tijela p = konst. izraz (3.13) postaje:

1
K = Emvz, (3.14)
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Odnosno za rotacijsko gibanje:
1
K= ijz, (3.15)

gdje je m masa, v brzina, ] moment tromosti, w kutna brzina krutog tijela.
Potencijalna energija krutog tijela definira se kao:

P =-mgTp, (3.16)
gdje je g7 vektor gravitacijskog ubrzanja, a p vektor poloZaja centra mase tijela u odnosu na

nepokretni koordinatni sustav.

3.3.1 Kineticka i potencijalna energija sfere i tijela robota

Za sferu, kineticka energija je:

1 ., 1 .2
Ky =5 ms Xs + 5 Jsbs (3.17)

Prvi pribrojnik odgovara energiji uslijed translacije, a drugi uslijed rotacije sfere.
Potencijalna energija sfere:

Ps = —msgRs, (3.18)
Za tijelo robota kineticka energija je:

1 ) 1 . N2
Kt = Emtxtz + E]t(es + Ht) (319)
Potencijalna energija tijela:

P, = —mygy; = —mg (Rsy — Rem cos(6s + 6,) ), (3.20)
Zbrajanjem izraza (3.17) i (3.19) te (3.18) i (3.20) dobivamo ukupnu kineticku i potencijalnu

energiju sustava.
1 . . 1 .2 . L2
K =5 (my %+ mee?) + (Js6," +1.(6; + 6.)°) (3.21)
P = —(msgRsy + megy:) (3.22)

3.4 Rayleighova disipacijska funkcija

Za to¢niju reprezentaciju modela 1 trenja koje se javlja u sustavu uvodi se Rayleighova
disipacijska funkcija. Rayleighova disipacijska funkcija elegantan je nacin za uvodenje linearno
ovisnih disipacijskih sila u sustav te dovoljno dobra aproksimacija trenja u modelu za ovaj
sustav ukoliko se zanemari nelinearnost modela trenja.

Rayleighova disipacijska funkcija definira se kao[8]:

n
1
R= Ez diq,>, (3.23)
i=1

Fakultet strojarstva i brodogradnje 12



Marko Matisié¢ Zavrsni rad

gdje je d; faktor prigusenja, a n broj koordinata po kojima uvodimo trenje.

Za modelirani sferni robot uvodi se trenje po n = 2 koordinate, 6, i 6, pa je:

1 . 2 . 2
R= E(dles + d,6, ) (3.24)

3.5 Dinamic¢ki model sustava
Za rjeSavanje Euler-Lagrangeove jednadzbe potrebno je definirati vektor upravljanih
koordinata:

q =g q.1", (3.25)

gdjeje q; = 65,92 = 6.
Takoder, definira se i vektor upravljackih momenata.

T =T, T,]", (3.26)
gdje Je T1 = Ts, T2 = Tt'

Posto aktivni moment t djeluje na kotac robota potrebno je taj moment reducirati na moment
koji djeluje na tijelo robota.

Na mjestu kontakta kotaca i unutarnjeg promjera sfere uslijed aktivnog momenta 7 javlja se
kontaktna sila tangencijalno na unutarnji promjer sfere (Slika 3.2). Mnozenjem kontaktne sile
s krakom do centra rotacije tijela — centra sfere, dobiva se aktivni moment reduciran na tijelo

robota, tj. na odgovaraju¢u koordinatu 6;:

T, =T, = ——Rgy, (3.27)

T, =T, =0 (3.28)
Stoga slijedi:

r=[0 - ;Rsu] (3.29)
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Slika 3.2. Robot s upravljackom silom

Nakon dobivenih svih potrebnih izraza definiraju se Euler-Lagrangeove jednadzbe sustava:

d(&K) (6K)+(6P)+<8R)_T (3.30)
dt \dq, 0q, 0q, dq, ! .

AR NI
dt \dq, 94 09, 2G> 2 '

Uvrstavanjem izraza za kineticku, potencijalnu i disipacijsku energiju sustava te upravljacki

moment dobiva se sustav dvije diferencijalne jednadzbe drugog reda koje predstavljaju
nelinearni matemati¢ki model dinamike robota.

Jednadzba za q; = 6,

0 = (meR%, — 2m,RemRsycos(qy + qz) + (me + mIRE, + Jo + O
+ (m¢Rey, — M¢R,Remcos(qy + q2) + J¢ )4z + Remmegsin(gq, + q2)
+ RemReymesin(@s + @)(@1 +d2" )+ 2RemReyme sin(qy + 42) 14
+ d1G1

Jednadzba za q, = 6,
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T . .
_;Rsu = (mthm - mtRszcmCOS((h + QZ) + Je g + (mthm + J1)4>
+ Remmegsin(qy + qz) + daq;,

Sustav se moZe matri¢no zapisati kao:

H@q+C(§.4)+6@ =T, (3.32)
gdje je H matrica inercija, C matrica Coriolisovih i centrifugalnih sila i trenja, G vektor
gravitacijskog djelovanja.

Elementi matrica su:

Hy, H C G T
N e e R
H21 H22 621 GZl T2

Hyy = mRg, — 2mecos(qy + q2)RemRsy + (me + moRZ, + J¢ +
Hy; = Hy = mthm - mtRszcmcos(q1 + qz) +

2
Hy, = MRy, + ],

Ci1 = RcmRsvmtSin(‘h + QZ)qlz + RcmRsvmtSin(‘h + QZ)qzz
+ 2RcmRsyme sin(qy + q2) G1G2 + d1dqy
(1 = dyq,

G11=Gp1 = Rcmmtgsin(ql + qz)

T, =0

T, = —LIR
2 — 7/,su

1z jednadzbe (3.32), c? se moze zapisati kao:

G=H(T-G-0) (3.33)

3.6 Linearizacija modela

Sustav dobiven Euler — Lagrangeovom metodom je nelinearan. U svrhu stabilnog pracenja
referentnih trajektorija potrebno je sintetizirati regulator koji ¢e upravljati gibanjem robota.
Nelinearni regulatori znatno su slozZeniji od linearnih, dok u praksi linearni regulatori ¢esto
dovoljno dobro upravljaju procesom oko neke radne tocke. Zbog toga, kako bi se odredili
parametri linearnih PD odnosno LQR regulatora potrebno je model linearizirati.

Linearizaciju je moguce provesti na vise nacina, ali krajnji rezultati bi trebali biti jednaki.
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Ovdje Ce se koristiti Jacobijeva linearizacija.
Najprije je potrebno uvesti vektor varijabli stanja:
x = [x1 x3 X3 x4]T = [q1 92 g1 sz]T
Nelinearan sustav moguce je zapisati u obliku prostora stanja:
= f(x,u),
gdje je
f1(x,u)
| AGew

B JECAD]
f4(x,u)

u=rt
Elementi vektora x su:
filx,u) = x3
f2(x,u) = x4

f3(xu) = _(ZSin(xl + %2 )(Rey TREp, x§ mg + 2Ry, TRy X3X4 m?
+ Rsv ngm xé% m? + ]t Rsv chm xsgmt + ZJtRsercm X3X4My

+ ]tRsercmemt )

+ 2cos(x; + x5 )(RemRsyuRsymeT — R%,Re,mT + RomRspdaxamer)

+ 2J;RenT — 2JiRs,T + 2R3, myt — 2R%,Reym,T + 2J.d X357

— 2Jedyx,r + 2R%,dixsmer — 2RZ,dyxam,r

+ Rngsvgm?rsin(le + sz))/r(zls]t + ZREmRszv m? + ZJSRgmmt
+ 2J; R2, my + 2J;R3,m; + RZ, R34, m? (cos(2x; + 2x,)+ 1)
_|_

2R%Z, R:Zmsm, — 4R3,R,,m?cos(x; + x,)
- 4‘]tRcmRsvth05(x1 + xz))

falx,u) = 2sin(x; + x,)(TRE,Rsp x2m? + 2rR3, R,y x3x,m? + TR3,Rs,x2m?

2 2 2 2
- gchmRsvmt - gmschmRsvmt + ]tchmRsvamt

+ 2JiTRemRspX3xymy + JirRonRspxime — JsgrRemme) + 2JsRemT

+ 2JiRemT — 2JsRey Tt — 2J¢RsyT + 2R mM:T + ZRcmRS,,mS

— 2R%,Rg, m;t + 2R.nR%,m;Tt — 2Ry, R3,mst — 2R, RZ,mT
— 2Jsdyxar + 2JidixsT — 2Jpdyxar + 2RZ,dixsmer — 2R%,dyx,mr
— 2R%,dyx,msr — 2RZ,dyxymyr — 4R%,Reym,tcos(x; + X3)

R%,R2,x2m?rsin(2x; + 2x;) + R%,R2,x2m?rsin(2x; + 2x,)

+
+ 3R%,Rs,gm?rsin(2x; + 2x;) + 4R mRsyReymitcos(x, + x3)

+ 2RZ%,R%,x3x,m?rsin(2x, + 2x;) + 2R pmRspdixsmercos(x; + x3)
+

_I_

4'RcmRsvdZ x4mtrcos(x1 + xz))/(r(zls]t + 3Rngsant
2]sR2mmt + 2]tR2vms + ZJtRszv mg + 2RcmRsvmsmt
— 4R3, Ro,m?cos(x; + x3) + RE,RE,micos(2x; + 2x3)

— 4RemRgymicos(xy + x3)))
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Ravnotezni polozaj robot ostvaruje kada su x; + x, = 0 (tijelo robota je u vertikalnom
poloZaju) te za x; = x, = 0 (kutne brzine su nula).
Linearni model sustava moze se zapisati kao x = Ax + Bu gdje su Ai B konstantne,

Jacobijeve matrice evaluirane oko te radne tocke: x; + x, = x3 = x, = 0, a dobivaju se kao:

oh oA
0x, ~ 0x,
A= : : (3.34)

Ofh O

axl ax4 |x1+xZ=X3=X4=0
oh
Jt

B=|: (3.35)
ofa

aT I X1 +x2=X3=x4=0

3.7 MatriceCiD

Osim matrice koeficijenata - A i matrice ulaza sustava - B, kako bi se sustav zapisao u obliku
prostora stanja potrebno je definirati matricu izlaza sustava - € i matricu direktnog preslikavanja
izlazanaulaz - D
Oblik prostora stanja:
x =Ax+ Bu
y =Cx+ Du
Zakret kotac¢a 8, moguce je mjeriti enkoderom postavljenog na motor. Takoder moguce je
mijeriti apsolutni zakret 8 = 6, + 6, tijela robota od vertikale s inercijskim mjernim senzorom
poput MPUG6050 (engl. Inertial Measurement Unit (IMU)). Posto niti jedna od ove dvije
veli¢ine nije varijabla stanja sustava, potrebno je odrediti njihovu vezu.
Razlikujemo dva utjecaja na ukupan put kotaca:
1. Sfera se iz jednog ravnoteZznog poloZaja pomaknula u drugi ravnotezni poloZaj. Ovaj
slu¢aj je ostvaren jedino za slucaj da je 6, = —6, zbog toga jer jetada 8 = 65, + 6, = 0
i tijelo se nalazi u vertikalnom poloZaju.
Za taj slucaj vrijedi:
70 = Rgy,0s
2. Dok se sfera giba, tijelo se u op¢enitom slu¢aju ne nalazi u ravnoteznom poloZaju, a put
kotaca dan je kao:

T@k = RsuG
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Ova dva utjecaja daju ukupan put kotaca s obzirom na zakret sfere i zakret tijela robota.
Ta veza dana je izrazom:

r8;, = Rg,05 + R, 0
Iz toga je zakret kotaca 6:

_ Rsy + Rgy n Rsy

Ako definiramo vektor izlaza kao:

_ [0k
y - [0 ]1
Imamo:
Ry, + Rsy R T
B sv su  Ttsu 0 0] Xy
y= r r X3 |
1 1 0 0 X,
Tako je matrica C:
RS‘U + Rsu Rsu
c=—5 5 0 0] (3.36)
1 1 0 0
Nema direktnog preslikavanja izlaza na ulaz pa je:
_ 0
b= [0]

3.8 Numericke vrijednosti matrica

Kako bi se dobile numericke vrijednosti matrica 4, B i C, u izraze (3.34)-(3.36) treba uvrstiti
vrijednosti parametara koji su dobiveni iz CAD modela.

Vrijednosti parametara:

Tablical Parametri sustava

Parametar Vrijednost Jedinica
mg 1,13 kg
m; 2,5 kg
Js 0,012 kg m?
It 0,015 kg m?
R, 0,125 m
Ry, 0,120 m

Rom 0,05 m
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r 0,05
g 9,81 m
52
dq 0,01
d, 0,01
0 0 1 0
A= 0 0 0 1
~ |—-18,5036 -—18,5036 —0,2052 0,0543
—-25,5967 -25,5967 0,3561 —0,5649
0
0
B = 7,6052
—79,0795
149 24 0 O
C‘[1 1 0 0
_ 10
D_[o]
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3.10 Odziv nelinearnog i linearnog modela u otvorenom krugu

Nakon definiranja nelinearnog i linearnog modela poZeljno je prikazati ponaSanje sustava u

otvorenom krugu (engl. open-loop), tj. bez upravljackog djelovanja, kako bi se stekao dojam o

ponasanju sustava.
Nelinearni i linearni model sustava su simulirani za pocetne uvjete:
6, = 10° = 0,174 rad, 0, =60, =6, =0,

te uz t = 0 tijekom cijele simulacije.

Odziv otvorenog kruga linearnog i nelinearnog modela

za
s
D T T T T T T T

e ] = i1
s

—_ = f_-nelin.
5

Zakret HS [°]

_9 1 1 1 | 1 | 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

ts]

Slika 3.3. Odziv otvorenog kruga linearnog i nelinearnog modela za 6
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Odziv otvorenog kruga linearnog i nelinearnog modela

zZa Ht
10 T T T T T T T

— i, - lin.

- - .F}t - nelin.

Zakret Fﬂt [*]

_2 1 1 1 | 1 | 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t [s]

Slika 3.4. Odziv otvorenog kruga linearnog i nelinearnog modela za 6,

Ocekivano, za zadane pocetne uvjete, tijelo i sfera osciliraju sve dok se uslijed trenja u sustavu
ne smire u ravnoteznom polozaju. U ovom slu¢aju, za zadane pocetne uvjete, ravnotezni polozaj
je 6, = —=5° 1 6, = 5°. Razmatrajuéi polove sustava, zakljuCuje se da je sustav na granici
stabilnosti zbog pola p; = 0, dok su ostali ostali polovi stabilni. Fizikalno, pol p; = 0 znacio
bi da mozemo imati ravnotezni polozaj bilo gdje na prostornoj koordinati x, tj. bilo koji zakret
. Tako bi za neki drugi pocetni uvjet, npr. 8, = 20°, ravnotezni polozaj bio za 8, = —10° i
0, = 10°.

p1 = —0.1163 + 6.6376i

p, = —0.1163 — 6.6376i

p3=0

ps = —0.537

Vidljivo je kako se krivulje linearnog i nelinearnog modela relativno dobro poklapaju te time

mozemo zakljuciti kako je linearizacija zadovoljavajuca.
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4 SINTEZA REGULATORA

Kako bi sustav mogao pratiti referentne vrijednosti na zeljeni nacin potrebno je sintetizirati

regulator koji ¢e to omoguciti. U ovom poglavlju napravljen je pregled sintetiziranih regulatora.

4.1 PD regulator

Proporcionalno — derivacijski (PD) regulator, kao specijalan slu¢aj PID regulatora kod kojeg je
izostavljeno integracijsko djelovanje, jedan je od naj¢esce koristenih tipova regulatora u praksi.
Znacajnu ulogu imao je u eri prije digitalnih mikroprocesora, zbog svoje jednostavne strukture
i implementacije [9]. PD regulatori se vrlo ¢esto primjenjuju i danas.

PD regulator kontinuirano izraCunava pogreSku regulacije e(t), odnosno razliku izmedu
Zeljenog (referentnog) iznosa regulirane velicine i stvarnog iznosa regulirane veli¢ine. Stvarni
iznos regulirane veli¢ine dobiva se mjerenjem ili indirektnim izraGunavanjem te Se U povratnoj
petlji vrac¢a nazad u regulator za usporedbu s referentnom veli¢inom §to tvori zatvorenu petlju.
Na temelju regulacijske pogreske, regulator nastoji djelovati na upravljacke veli¢ine u objektu
regulacije, minimizirajuéi pogresku regulacije preko sljedece jednadzbe:

de(t)
dt
gdje je u(t) ulazni signal sustava, e(t) = r(t) — y(t) je pogreska regulacije za referentni iznos

u(t) = Kye(t) + K,

(4.1)

reguliranje veli¢ine - r(t) i izlazni signal sustava y(t). K, je pojaCanje proporcionalne
komponente regulatora, a K; pojacanje derivacijske komponente regulatora. Proporcionalno
djelovanje utjece na trenutne vrijednosti pogreske, a derivacijsko na brzinu promjene pogreske,

tj. buducu regulacijsku pogresku.

r i PD(s) u [y

PD REGULATOR

SFERNI ROBOT

Slika 4.1. Shema zatvorenog kruga s PD regulatorom

Pojacanja regulatora moguce je odrediti na razliCite nacine. Ziegler — Nicholsova, Chien-

Hrones-Reswickova, Cohen-Coon i ICM metoda samo su neke. Medutim, u sluéaju kada
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imamo matematicki model sustava zapisan u MATLAB-u najjednostavije se posluziti alatima
implementiranima u MATLAB-u. Stoga se u ovom radu za odredivanje poja¢anja regulatora
koristio MATLAB-ov PID algoritam za podeSavanje parametara, PID Tuner, koji podeSava
parametre regulatora na temelju zadane brzine i robusnosti sustava. Moguce je odabrati razlicite

strukture PID regulatora, tako i ovdje koristeni PD regulator bez | djelovanja.

4\ PID Tuner (Sfemi_lin_PD_lin/PID Controller?) - Step Plot: Reference tracking = O *
Plant Type: POF Damain + . 1.933 - S E
Plant = Form: Standard Time - % Slower Response Time (seconds) Faster 2 hd =
@ op = - - G lo72 & RESULTS
4, Inspect ptions k) Add Piot = Aggressive Transient Behavior Rabust Reset Show
Design  Paramelers
BLANT CONTROLLER BESIGN TUNMNG TOOLS X -
‘g Step Plot: Reference tracking
& -
I Step Plot: Reference tracking

Tuned response
= == :Block response

0.8

0.6

Amplitude

0.4

0.2

0 5 0 15 20 25 30 a5 40 45 o0
Time (seconds)
Controller Parameters: P = 0.004947, D = 6.982, N = 1.325

Slika 4.2. Suéelje PID Tunera

Tako definirani parametri PD regulatora su K,, = 0,005 i K; = 0,003.
Nakon Sto se definiraju parametri regulatora podeSavanjem odziva linearnog sustava, regulator

se potvrduje na punom nelinearnom modelu.

4.2 Linearni kvadrati¢ni regulator

Linearno kvadrati¢no optimalno upravljanje jedna je od najceS¢e primjenjivanih tehnika
optimalnog upravljanja. Jedan dio teorije optimalnog upravljanja bavi se trazenjem optimalnog
vektora upravljanja koji je funkcija vektora stanja, drugim rije¢ima, na¢inom kako dobiti
optimalno upravljanje s povratnom vezom, tj. optimalni regulator [10]. Linearni kvadrati¢ni

regulator (LQR) je regulator po varijablama stanja s optimalnim pojacanjima.
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Za sintezu linearnog kvadrati¢nog regulatora potrebno je zadovoljiti nekoliko pretpostavki, a
dvije najvaznije su:
1. Matematicki model objekta upravljanja je u potpunosti poznat

2. Vektor varijabli stanja je mjerljiv ili se moZe rekonstruirati estimatorom

Za sintezu LQ regulatora linearni,vremensko invarijatni sustav mora biti zadan u obliku
prostora stanja:

x =Ax+ Bu

y =Cx+ Du

Optimalna pojacanja dobivaju se minimiziranjem linearne kvadrati¢ne funkcije cilja J[11]:
] = f (x(O7Qx(®) + u(®)TRu(®))dt 4.2)
0

gdje je x(t) vektor stanja, Q je pozitivna semidefinitna simetricna tezinska matrica koja
penalizira varijable stanja, u(t) je vektor upravljanja i R je pozitivno-definitna simetri¢na
tezinska matrica koja penalizira upravljacke varijable. Vektor upravljanja koji minimizira
funkciju cilja (4.2) ima jednostavan oblik:

u(t) = —-Kx (4.3)
Matrica pojacanja K odreduje se iz jednadzbe:

K=R'B'pP (4.4)
gdje je P realna, simetri¢na, pozitivno definitna matrica koja zadovoljava algebarsku
Riccatijevu jednadzbu:

PA+ATP—PBRBTP+(Q =0 (4.5)
Optimalno upravljanje (4.3) primjenjeno na sustav opisan u prostoru stanja dovodi do modela
optimalnog sustava opisanog u prostoru stanja s matricama:

[(A—- BK),B,C, D]

Dinamika zatvorenog regulacijskog kruga se kod linearnog kvadrati¢nog regulatora posljedica
je odabira tezinskih koeficijenata u matricama Q i R. Matricom Q oblikujemo prijelazni proces
vektora stanja x, gdje veéim elementima matrice odgovara manja pogreska regulacije
odgovarajuce varijable stanja jer se dobivaju ve¢i iznosi pojacanja K koji pomicu polove
sustava ulijevo[12]. Matricom R se utjece na iznos energije upravljanja gdje ve¢im elementima
matrice odgovara manje forsiranje upravljacke varijable te manja energija upravljanja jer su

1znosi pojac¢anja manji.
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Odabir koeficijenata u matricama Q i R odreduje se iterativno. Ukoliko se matrica Q odabere
kao jedini¢na matrica onda je svakoj varijabli stanja dana ista tezina odnosno isti utjecaj na
dinami¢ko ponaSanje sustava u uvjetima zatvorenog regulacijskog kruga. Veci iznos pojacanja
u vektoru K imat ¢e one varijable stanja na ¢iju je promjenu sustav manje osjetljiv, tj. iznosi
pojacanja i osjetljivost sustava odnose se obrnuto proporcionalno.

Jo§ jedan od kriterija odredivanja koeficijenata matrica Q i R je Brysonovo pravilo gdje se
dijagonalni elementi matrica Q i R odreduju kao kvadrati reciprocnih vrijednosti maksimalno

dozvoljenih odstupanja varijabli stanja i ulaza[13], tj.:

Qi) = () (i=1,..4)
1
=max(u)2
Odabrane matrice Q i R su:
10 0 0 O
N
0O 0 0 1

Vektor pojacanja K u MATLAB-u se dobiva naredbom: K = Igr(A,B,Q,R). Tako dobiveni
vektor pojacanja LQ regulatora je:
K =[-24092 -6.8814 0.9710 —0.9840]

Za tako definirani vektor pojacanja, LQ regulator pomice polove sustava vise u lijevu polovicu
kompleksne ravnine, te su oni:

P1igr = —79,1150

P2igr = —1,1842 + 5,1181i

P3igr = —1,1842 — 5,1181i

Paigr = —3.1673
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Slika 4.3. Polovi i nule sustava s LQ regulatorom

4.3 Kalmanov filtar

Kako bi se implementirao linearni kvadrati¢ni regulator potrebno je znati sve varijable stanja
sustava, tj. puni vektor varijabli stanja (engl. full-state). Medutim, u poglavlju 3.7 definiran je
vektor izlaza kao y = [8, 8]". Niti zakret kotada 6, ,niti zakret tijela od vertikale 8 nisu
definirane varijable stanja. Takoder, mjerenje senzora uvijek sadrzi odredenu razinu Suma u
sebi te sami model sustava nije idealan te se ta nesigurnost modela moze modelirati bijelim
Sumom. Kako bi se estimirao puni vektor varijabli stanja sustava na temelju zaSumljenog
mjerenja i ulaza u sustav moguce je koristiti Kalmanov filtar koji se koristi u sprezi s LQ
regulatorom.

Kalmanov filtar estimator je tzv. linearnog kvadratiénog problema, §to je problem estimacije
trenutacnog stanja linearnog dinamickog sustava perturbiranog bijelim Sumom koristeci
mjerenja koja su linearno vezana sa stanjem sustava te takoder zasumljena bijelim Sumom[14].
Ukoliko je zadovoljen uvjet osmotrivosti (observabilnosti) sustava, moguée je sintetizirati

Kalmanov filtar.
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4.3.1 Struktura diskretnog Kalmanovog filtera

Motivacija iza ovog i sljede¢eg poglavlja je pokazati osnovne izraze potrebne za razumijevanje
algoritma Kalmanovog filtera. Dani su najbitniji izrazi te je objaSnjena osnovna ideja algoritma,
no nije se i§lo u dublju matemati¢ku pozadinu potrebnu za potpuni izvod algoritma. Za dublje
razumijevanje algoritma Citatelj se upucuje na [15].
Diskretni Kalmanov filtar jednostavniji je za analizu te ¢e se ovdje pokazati njegov model, a za
model u kontinuiranom vremenu iznesene su samo konac¢ne formule.
Pretpostavimo da je vremensko-diskretni sustav zapisan u obliku:
Xis1 = Frxp + Gouy + wy, (4.6)
z, = Hyx) + vy, (4.7)
gdje je x; vektor varijabli stanja u vremenskom trenutku k, u; vektor ulaznih varijabli, w,
procesni Sum, G, ulazna matrica, F; matrica sustava, z, vektor izlaznih varijabli u trenutku k,
H, izlazna matrica, a v, vektor Suma mjerenja.
Pritom se uzimaju sljedece pretpostavke:
e Procesni Sum i Sum mjerenja, wy | v, imaju svojstva bijelog Suma s ocekivanjima
(srednjim vrijednostima) jednakim nuli, medusobno su neovisni te su im poznate

matrice kovarijanci.

Elw,wl] = {on ];:ll (4.8)
E[v,vl] = {I:)k ]IE: ll (4.9)
Ew,vI1=0Vk.l (4.10)

gdje su Q 1 Ry simetricne pozitivno definitne matrice kovarijanci stohastickih
perturbacija u varijablama stanja i Suma mjerenja (ne predstavljaju vie tezinske matrice
LQ regulatora).

e Pocetni vektor varijabli stanja x, je vektor sa slu¢ajnim vrijednostima, medusobno
nezavisan sa sustavom i mjerenjem te mu je poznata srednja vrijednost te matrica
kovarijanci pogreske procjene stanja:

520|0 = E[x,]
Py = E[(55\0|0 - xo)(:‘f\om - xo)T]

S danim setom mjerenja zy,..., z;4+1, Zadatak estimatora u k + 1 vremenskom trenutku je
odrediti optimalnu estimaciju vektora varijabli stanja x;.,, koju zapisujemo kao X, koja

minimizira o¢ekivanje srednje kvadratne pogreske.
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E |01 = Riceal| '] = ELutr = Riean)” R — Bieas)] (4.11)
Definiramo a-priori procjenu varijabli stanja X, kao estimaciju vektora varijabli stanja
temeljenoj na mjerenjima do vremenskog trenutka k - z, ..., z;,. Ovu estimaciju zovemo jos i
predikcija. Rjesenje minimizacije jednadzbe (4.6) je ocekivanje stanja u vremenskom trenutku
k + 1 na osnovi mjerenja do vremena k:
Xtk = Elxs1l21, o) 2i] = E[%Xp11|1Z¥] (4.12)
UvrsStavanjem (4.6) u (4.12) i uz navedene pretpostavke (4.8)-(4.10) dobivamo izraz za a-priori
procjenu varijabli stanja:
X1k = FiXppe + Gy (4.13)
A-priori matrica kovarijanci pogreske procjene stanja Py, je ocekivanje srednje kvadratne
pogreske za procjenu stanja Xj.41k-
Uz navedene pretpostavke i uvrstavanjem (4.13) u (4.11) dobiva se:
Pii1jk = FiPrpcFr, + Qx
Ako pretpostavimo da je estimacija Xy.qx+1(a-posteriori procjena stanja) linearna otezana
suma predikcije i novog mjerenja z; ., mMozemo zapisati:
Xir1fkr1 = Kiep1Xperajie + Kir1Zr41
gdje su K, i K4 teZinske matrice (razli¢itih veli¢ina).
Dalje se moze pokazati da vrijedi (detaljnije pogledati u literaturi):
K1 =1— Ky Hpyq
1z toga slijedi:
Rier1jier1 = sk + Kiwr (Zierr — Hieor Riaajic) (4.14)
gdje je K matrica pojac¢anja Kalmanovog filtra.
Jednadzba (4.14) moze se protumaciti da je a-posteriori procjena stanja jednaka sumi predikcije
(a-priori procjene stanja) i razlike izmedu stvarnog i procijenjenog mjerenja pomnozene S
tezinskom matricom.
A-posteriori matrica kovarijanci pogreSke procjene stanja sada se moze dobiti na isti na¢in kao
i a-priori matrica kovarijanci pogreske procjene stanja:
Piiijksr = U = KirHiy D Pryr e — Kier 1 Hyy )™ + Kjep 1 Ry 1 Koy

Jos je preostalo definirati matricu poja¢anja Kalmanovog filtra.

-1
K., = Pk+1|kH£+1(Hk+1Pk+1|kH£+1 + Riy1) (4.15)
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4.3.2 Pregled jednadzbi

Estimacija Kalmanovim filtrom sastoji se od dva dijela i pripadnih jednadZbi:
e Predikcija
Predvida se a-priori vektor varijabli stanja i a-priori matrica kovarijanci za vremenski

trenutak k + 1na temelju mjerenja u trenutku k.

Xis1jk = FieXipe + Gruy
Py = FiPyFr, + Q.
e Korekcija
Dolazi do korekcije a-priori vektora varijabli stanja i a-priori matrice kovarijanci
pogreSke procjene stanja na temelju z,.,, mjerenja. Definira se a-posteriori vektor

varijabli stanja i matrice kovarijanci pogreSke procjene mjerenja uz poznavanje matrice

pojacanja Kalmanovog filtera.

Xicrijk+1 = Xir1jk + Kies1(Zierr — Hiep1 Xk110)

Piijerr = U = KraHyy D Pryr e — Ky 1 Hy )™ + Kjea Ry 1 Koy

Kiv1 = PisjcHps1(Hisa PrvacH 11 + Rk+1)_1 (4.15)
Zajedno s pocetnim uvjetima ovime je definiran diskretni, sekvencijalni, rekurzivni algoritam
za odredivanje optimalnog (u smislu minimuma kovarijance pogreske procjene vektora
varijabli stanja) estimatora stanja, tj. Kalmanov filtar[16,17].
Kod definiranja Kalmanovog filtra, osim matrica prostora stanja, bitno je pravilno odabrati
matrice kovarijanci Q i Ry, koje se mogu zapisati kao Q i R ukoliko su vremenski neovisne.
Osnovni nacin njihova odabira moze se objasniti ako ih se promatra kao matrice tezina izmedu
estimacije stanja i mjerenog signala. Iz izraza za pojacanje Kalmanovog filtra (4.15) mozemo
zakljuciti o njthovom omjeru. Odabir veée vrijednosti za Q ekvivalentan je ocekivanju velike
nesigurnosti modela sustava Kalmanovog filtra, $to znaci da filtar treba stanja korigirati vise na
temelju mjerenja. Odabir vecée vrijednosti za R, ekvivalentan je o¢ekivanju velike nesigurnosti

(Suma) mjerenog signala, $to znaci da filtar treba stanja korigirati manje na temelju mjerenja.

4.3.3 JednadzZbe Kalmanovog filtra u kontinuiranom vremenu

Kalmanov filtar moguce je formulirati i u kontinuiranom vremenu, no izvod postaje puno

kompliciraniji. Ovdje su ovdje dane gotove jednadzZbe, a izvod je mogucée naci u [18].
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Za sustav:
x = F(t)x(t) + w(t)
z(t) = Ht)x(t) + v(t)
gdje procesni Sum ima matricu kovarijanci Q(t), a Sum mjerenja R(t).

Uz pocetne uvjete:

E[x(0)] = %(0), E[(x(0) — (0))(x(0) — %(0))'] = P(0)
Estimacija varijabli stanja dana je s:
x(t) = F(OZ(®) + K©)[z(t) — HOR(D))
Derivacija pogreske procjene varijabli stanja:
P(t) = FO)Pt) + P(O)FT(t) + Q(t) — K{)R()KT(¢t)
Gornja jednadzba je matri¢na Riccatijeva jednadzba, te postoji njeno analiti¢ko rjeSenje[18].
Matrica pojacanja Kalmanovog filtra dana je s:

K@) =P@®)HT(t)R™(t)
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5 REZULTATI SIMULACIJA

Nakon $to su sintetizirani regulatori pokazat ¢e se rezultati napravljenih simulacija. Najprije ¢e
se pokazati odzivi sustava s PD regulatorom, a zatim s LQ regulatorom na temelju stanja
estimiranih Kalmanovim filtrom. Simulink modeli koristeni kod simuliranja te MATLAB kod

dani su u prilogu.

5.1 Odziv sustava PD regulatora

Najprije je napravljena simulacija odziva nelinearnog sustava s PD regulatorom sa sljede¢im

pocetnim uvjetima:

95 _200
Ot 10°

=16 o (5.1)
o, 0

te s ciljem stabilizacije kuteva u poloZaju 0.

Referentna veli¢ina u simulacijama s PD regulatorom je zakret O, f, @ kako bi se iz mjerenog
izlaza sustava y = [0, 8] dobio trazeni zakret 6, koristena je linearna transformacija preko
izraza:

r9k - Rsue

9. =
y RSU
Model u Simulinku prikazan je u Prilogu IlI.

Iz grafa dolje vidljivo je kako PD regulator dovodi sustav u stabilan polozaj, ali je sustav

izrazito oscilatoran te je vrijeme smirivanja oko 20 s.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 31



Marko Matisié¢ Zavrsni rad

04 Odziv nelinearnog sustava reguliranog PD regulatorom

i
s

0.3 il | 0, 1
L]
Iy — — — - referenca

Zakret [rad]

—0.4 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t[s]
Slika 5.1. Odziv nelinearnog sustava s PD regulatorom s ciljem stabilizacije

Zatim se promatra pozicioniranje sustava u odredenoj tocki u nepomi¢nom koordinatnom

sustavu. Kao §to je i prije reCeno, ravnoteza u toj tocki ostvarena je jedino ukoliko vrijedi

95 = _Ht .
Odziv nelinearnog sustava reguliran
PD regulatorom
1 5 T T T T T T T T T
=)
g
;— - rJS referenca
= 0 |
= AN
o
K
N -05F 4
\\\
‘\.\H
-1+ “Hq_______ e e E—
_1 5 1 1 1 1 1 1 1 1 1

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]

Slika 5.2. Odziv nelinearnog sustava s PD regulatorom pri pozicioniranju
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PD regulator, ocekivano, dovodi upravljanu veli¢inu ka Zeljenoj referenci, no radi to relativno

sporo s vremenom porasta oko 5.5 s, prebacajem od 15% te vremenom smirivanja od oko 14 s.

Na donjem grafu pokazana je usporedba linearnog i nelinearnog modela s PD regulatorom pri

pozicioniranju. U ovom sluc¢aju linije se poklapaju, pokazuju¢i kako je, za ovaj slucaj, ¢ak 1 za

relativno velik zakret od 1 rad, tj. = 57,3°, sustav dobro opisan linearnim modelom.

Zakreti [rad]

Slika 5.3.

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Usporedba linearnog i nelinearnog modela
s PD regulatorom

#_-linearni
5

/ - — -US - nelinearni

/ — — — -referenca

4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]

Usporedba linearnog i nelinarnog modela kod pozicioniranja PD regulatorom

Zatim je napravljena simulacija pra¢enja sinusne referentne veliine:

0 = sin (t)

Sref
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Odziv nelinearnog sustava reguliranog
PD regulatorom
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Slika 5.4. Odziv nelinearnog modela s PD regulatorom kod praéenja sinusne referentne veli¢ine

Vidljivo je kako PD regulator ne uspijeva pratiti zadanu referencu.

Linearni i nelinearni model i u ovom sluc¢aju se dobro poklapaju.

Usporedba linearnog i nelinearnog modela s

PD regulatorom
T rA) T T

T T T

#_ - linearni
s

— — —-f_ - nelinearni
s i

— — — -referenca

Zakret [rad]

-0.2

-04

-0.6

-0.8

0 2 4 6 8 10
t[s]

Slika 5.5. Usporedba linearnog i nelinearnog modela s PD regulatorom za sinusnu referencu
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5.2 Odziv sustava LQ regulatora

Za iste poCetne uvjete (5.1) napravljena je simulacija nelinearnog sustava s LQ regulatorom.

Odziv nelinearnog sustava reguliranog LQ regulatorom

0.2 ——
o \ P
5
o,
0.1 — — — - referenca | |
/"l‘{'\ .
— - =

Zakret [rad]
=)

021 .

03/ 1

—0,4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

t[s]
Slika 5.6. Odziv nelinearnog sustava s LQ regulatorom s ciljem stabilizacije

LQR stabilizira sustav puno brze od PD regulatora, tj. vrijeme smirivanja je oko 2 s te takoder

nemamo izrazene oscilacije sustava.

Do sada se Sum mjerenja i Sum u procesu nije razmatrao. Sada ¢e se i njihov utjecaj dodati u
model te ¢e se na temelju mjerenog izlaza y varijable stanja estimirati Kalmanovim filterom
pokazanim u poglavlju 4.3 te dalje dovoditi LQ regulatoru s pojac¢anjima pokazanim u poglavlju
4.2 s ciljem stabilnog praéenja referentnih vrijednosti. Najprije se pokazuju rezultati simulacije
pozicioniranja.

Takoder, kako bi se pokazalo koliko se estimirano stanje Kalmanovog filtra poklapa s pravim
stanjem sustava, tj. punim vektorom varijabli stanja bez mjernog Suma, iscrtane su estimirane

kao i prave varijable stanja.
Kao $to je definirano u poglavlju 3.7, mjeren je izlaz sustava y = [8, 8]7, takav zaSumljeni

izlaz sustava, uz ulaz u sustav u , ulazi su u Kalmanov filtar na temelju kojeg se prema algoritmu

Kalmanovog filtra estimiraju varijable stanja sustava.
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Slika 5.7. ZaSumljeni mjereni signal izlaza sustava y, pri simulaciji pozicioniranja

Odziv nelinearnog sustava sa Sumom reguliranog

LQ regulatorom i usporedba pravog i estimiranog stanja
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Slika 5.8. Odziv nelinearnog sustava s LQ regulatorom pri pozicioniraju i usporedba pravih i

estimiranih stanja
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1z odziva se vidi kako je LQ regulator doveo sustav u Zeljenu poziciju u vrlo kratkom vremenu
u usporedbi s PD regulatorom, s vremenom porasta oko 0.7 s te smirivanja oko 2 s. Takoder
vidljivo je kako se pravo i estimirano stanje odlicno poklapaju te da je Kalmanov filtar uspio

ukloniti Sum iz mjerenog signala.

Takoder na slici dolje vidljivo je kako se linearni i nelinearni model dobro poklapaju.

Usporedba linearnog i nelinearnog modela s
LQ regulatorom

12 T T T T T T
1 === N L . 5 i
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I
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Slika 5.9. Usporedba linearnog i nelinearnog modela s LQ regulatorom
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Slika 5.10. Odziv nelinearnog modela s LQR kod praéenja sinusne referentne veli¢ine

Sustav reguliran LQ regulatorom relativno dobro prati sinusnu referentnu veli¢inu u usporedbi

s PD regulatorom unatoc¢ regulacijskoj greski koja je prisutna.
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6 ZAKLJUCAK

Nakon izvedenog matematickog modela dinamike sfernog robota i sinteze PD 1 LQ regulatora
te implementacije istih u MATLAB-u provedene su simulacije sustava na temelju kojih se

mogu donesti odredeni zakljucci.

PD regulator uspijeva stabilizirati sustav u nultom polozaju za proizvoljno dane pocetne uvjete,
te takoder pokazuje zadovoljavajuce rezultate pri pozicioniraju sustava gdje sustav dovodi u
referentnu vrijednost te stabilizira sustav. Nedostatak PD regulatora pokazao se u nesto
sporijem odzivu, tj.vremenu smirivanja u obje prethodno navedene simulacije kao i
oscilatornijem ponasanju sustava. Takoder, sustav reguliran PD regulatorom ne uspijeva pratiti

sinusnu referencu.

Pri razmatranju LQ regulacije u sustav su dodani Sum mjerenja te Sum u procesu unutar modela,
koje se u realnom sustavu ne bi moglo zanemariti. Na temelju estimiranih stanja dobivenih
sintetiziranim Kalmanovim filtrom, LQ regulator uspjesno stabilizira sustav u nultom poloZaju
za zadane pocetne uvjete te dovodi varijable stanja u njihove referentne vrijednosti pri
simulaciji pozicioniranja. Vrijeme smirivanja, u ovom sluc¢aju, kao i vrijeme porasta bitno su
manji u usporedbi s PD regulacijom. Pokazano je kako sintetizirani Kalmanov filtar vrlo dobro
estimira varijable stanja te uklanja Sum mjernog signala. Takoder, sustav reguliran LQ
regulatorom na temelju estimiranih stanja prati sinusnu referencu, iako je prisutna regulacijska
pogreska.

Usporedbom odziva linearnog i nelinearnog sustava pokazano je kako linearni model vrlo
dobro opisuje nelinearnu dinamiku sustava te zbog toga su sintetizirani linearni regulatori

uspjesni kod regulacije pravog, nelinearnog modela.
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PRILOG II.

MATLAB kod

%% DOBIVANJE MATEMATICKOG MODELA DINAMIKE ROBOTA
clc;

close all;

clear all;

%% Dobivanje jednadzbi Euler-Lagrange

symss RsvRsurRcml sl tmtmsg tau dl d2

syms theta_s(t) theta t(t) dtheta_s(t) dtheta t(t) ddtheta s(t)
ddtheta_t(t) ql(t) q2(t)

syms qlj q2j dglj dg2j d2ql d2g2

% Kinematika

X_s = -theta_s*R _sv; %polozaj centra sfere po x osi
dx_s= -dtheta _s*R_sv; %brzina centra sfere u smjeru X osi

X_t=x_s+R_cm*sin(theta_t+theta_s); %polozaj centra mase tijela po x osi
y t=R _sv - R _cm*cos(theta_ t+theta s); %polozaj centra mase tijela po y
osi

dx_t=dx_s+R_cm*cos(theta_ t+theta s)*(dtheta_s+dtheta t); %brzina centra
mase tijela po x osi

dy t=R _cm*sin(theta_s+theta t)*(dtheta_s+dtheta t); %brzina centra mase
tijela po y osi

% Kinetieka 1 potencijalna energija sfere

1/2*m_s*dx_s”™2 + 1_s/2*dtheta_s”"2;

K_s
P_s m_s*g*R_sv;

% Kineticka i potencijalna energija tijela

K t= m_t/2*(dx_t"2+dy_t"2)+1_t/2*(dtheta_t+dtheta_s)”"2;
P_t= m_t*g*y_t;

% Suma energija i racunanje Lagrangiana

S+HK_t;
+P_t;

K=K_;
P=P_;
L -

K
p
K

S
P

% Rayleighova disipacijska funkcija (uvodi trenje u sustav)
D=1/2*(d1*dtheta_s”2 + d2*dtheta_t"2);

% Deriviranje po theta_s (ql)

dLddql = functionalDerivative(L, dtheta s);
dDddql = functionalDerivative(D, dtheta_s);
ddLdtdql = diff(dLddgl,t);

dLdql = functionalDerivative(L, theta s);

soll = simplify(ddLdtdql-dLdgl+dDddql);
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soll = simplify(subs(soll, [dtheta s(t), dtheta t(t)],[diff(theta_s(t), t),
diff(theta_t(t), tY)1));

soll = subs(soll, [theta_s, theta_t],[ql,92]);

soll = collect(soll, [diff(ql(t), t, t),diff(q2(t), t, t), diff(ql(L),
N2, diff(g2(t), ©H)"2]); %grupirani izraz

% Deriviranje po theta_t (q2)

dLddg2 = functionalDerivative(L, dtheta_t);
dDddg2 = functionalDerivative(D, dtheta t);
ddLdtdg2 = diff(dLddg2,t);

dLdg2 =FfunctionalDerivative(L, theta t);

sol2 = simplify(ddLdtdg2-dLdg2+dDddqg2) ;

sol2 = simplify(subs(sol2, [dtheta s(t), dtheta t(t)],[diff(theta s(t), t),
diff(theta_t(t), t)]));

sol2 = subs(sol2, [theta s, theta_t],[ql,92]);

sol2 = collect(sol2, [diff(ql(t), t, ©v),diff(q2(t), t, t), diff(ql(v),
2, diff(g2(t), ©H2]D); %grupirani izraz

% Jednadzbe zapisane u obliku M*ddg+h(q,dq)=gg*u
M=[(l_s + I_t + R_cm™2*m_t + R_sv™"2*m_s + R_sv"2*m_t -
2*R_cm*R_sv*m_t*cos(gql(t) + g2(t))), (m_t*R_cm™2 - R_sv*m_t*cos(ql(t) +
q2(t))*R_cm + 1_t);

(m_t*R_cm”2 + R_sv*m_t*cos(ql(t) + g2(t))*R_cm + I_t),(m_t*R_cm™2 +
1_O1;

h=[R_cm*R_sv*m_t*sin(ql(t) + g2(t))*diff(ql(t), )2 +
R_cm*R_sv*m_t*sin(ql(t) + q2(t))*diff(q2(t), )2 +
2*R_cm*R_sv*m_t*sin(ql(t) + g2())*diff(g2(t), t)*diff(ql(t), t) +
R_cm*g*m_t*sin(ql(t) + g2(t))+di*diff(ql(t), t);
R_cm*g*m_t*sin(ql(t) + q2(t))+d2*diff(q2(t), t)];

gg=[0; -(R_su-R_cm)/r];

%% Linearizacija matricno. Dobivanje xdot=Ax+Bu jednadzbi
acc=M\(gg*tau-h); %jednadzbe ubrzanja
ddtheta_s=simplify(acc(l), "Steps”,500);
ddtheta_t=simplify(acc(2), "Steps”,500);

ddtheta_s=subs(ddtheta_s, [diff(ql(t), t),diff(q2(t), t), ql(v),
q2(t)]1.[dglj, da2j.qlj, 92jl);
ddtheta_t=subs(ddtheta_t, [diff(gql(t), t),diff(g2(t), t), ql(v),
q2(t)]1.[dglj, dg2j.qly, az2jl);

f:[dq}j;ngj;dgthetg_s;ddtheta_t];
x=[q1j;92j;dqlj;dqg2j];

A=jacobian(f,x);
B=jacobian(f,tau);

A_linear=subs(A, [(qlj+g2j),dqlj,dqg2j],[0,0,01);
A_linear=simplify(A_linear, "Steps”,500);
B_linear=subs(B, [(q1J+92j), dqlj, dg2j],[0,0,0]);

%% 1ZRAZ1 POTREBNI ZA SIMULACIJE
clc

clear all

close all
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%% Parametri
m_s=1.13;
m_t=2.5;
1_t=0.015;
R_sv=0.125;
R_cm=0.05;
R_su=0.120;
r= 0.05;
g= 9.81;
I_s= 2/3*m_s*R_sv/2;
d1=0.01;
d2=0.01;
%% A,B,C,D matrice prostora stanja
%s trenjem na diff(ql(t), t) i1 diff(g2(t), t)
A=[0,0,1,0;
0,0,0,1;

-(R_cm™2*R_sv*g*m_t"2)/(R_sv2*(2*R_cm™2*m_t"2 + m_s*R_cm™2*m_t +
I_ t*m t + I_t*m_s) - R_sv*(2*R_cm"3*m_t"2 + 2*I_t*R_cm*m_t) + |I_s*1_t +

I_s*R_cm™2*m_t),

-(R_cm™2*R_sv*g*m_t"2)/(R_sv"2*(2*R_cm™2*m_t"2 + m_s*R_cm™"2*m_t + 1_t*m_t +
I_t*m_s) - R_sv*(2*R_cm™3*m_t"2 + 2*I_t*R_cm*m_t) + I_s*I_t +

I_s*R_cm™2*m_t), -(d1*(m_t*R_cm™2 +

I_t))/(R_sv"2*(2*R_cm™"2*m_t"2 + m_s*R_cm™2*m_t + 1_t*m_t + I_t*m_s) -
R_sv*(2*R_cm™3*m_t"2 + 2*1_t*R_cm*m_t) + 1_s*I_t + I_s*R_cm™2*m_t),
(1_t*d2 - d2*m_t*(- R_cm™2 + R_sv*R_cm))/ (- 2*R_cm"3*R_sv*m_t"2 +
2*R_cm™2*R_sv™2*m_tN2 + m_s*R_cm™2*R_sv™2*m_t + |I_s*R_cm™2*m_t -
2*1_t*R_cm*R_sv*m_t + I_t*R_sv™"2*m_t + |_t*m_s*R sv*2 + |_s*1_t);
-(R_cm*g*m_t*(I_s + R_sv™2*m_s + R_sv™2*m_t - 3*R_cm*R_sv*m_t))/(-
2*R_cmN3*R_sv*m_t"2 + 2*R_cm™M2*R_sv2*m_t"2 + m_S*R_cm™2*R_sv2*m_t +
I_s*R_cm™"2*m_t - 2*1_t*R_cm*R_sv*m_t + I_t*R_sv™2*m_t + 1_t*m_s*R_sv~2 +

I_s*I_t), -(R_cm*g*m_t*(l_s + R_sv™2*m_s + R_sv™2*m_t -

3*R_cm*R_sv*m_t))/ (- 2*R_cm"3*R_sv*m_t"2 + 2*R_cm™2*R_sv/2*m_t"2 +
m_s*R_cm™2*R_sv™2*m_t + |I_s*R_cm™2*m_t - 2*1_t*R_cm*R_sv*m_t +
I_t*R_sv™2*m_t + |I_t*m_s*R sv™2 + |_s*I_t), (1_t*dl + d1*m_t*(R_cm™2 +

R_sv*R_cm))/(- 2*R_cm"3*R_sv*m_t"2 + 2*R_cm™2*R_sv/2*m_t"2 +

m_s*R_cm™2*R_sv/™2*m_t + |I_s*R_cm™2*m_t - 2*1_t*R_cm*R_sv*m_t +
I_t*R_sv™"2*m_t + 1_t*m_s*R_sv”2 + I_s*1_t), -(d2*(m_s*R_sv™2 + I_s + 1_t) +
d2*m_t*(R_cm™2 - 2*R_cm*R_sv + R _sv”2))/(- 2*R_cm"3*R_sv*m _t"2 +
2*R_cm"2*R_sv/2*m_t"2 + m_S*R_cm™2*R_sv/2*m_t + I_s*R_cm™2*m_t -
2*1_t*R_cm*R_sv*m_t + I_t*R_sv™"2*m_t + I_t*m_s*R_sv"2 + 1_s*I_t)]

B=[0;
0-

-(2*R_cm”"3*m_t + 2*I1_t*R_cm - 2*1_t*R_su - 2*R_cm™2*R_su*m_t -
2*R_cm™2*R_sv*m_t + 2*R_cm*R_su*R_sv*m_t)/(r*(- 4*R_cm"3*R_sv*m_t"2 +
4*R_CcmN2*R_sSv2*m_t"2 + 2*m_s*R_cmM2*R_sv/2*m_t + 2*I_s*R_cm™2*m_t -
4*1_t*R_cm*R_sv*m_t + 2*I_t*R_sv™2*m_t + 2*1_t*m_s*R_sv/2 + 2*1_s*1_t));

(2*R_cm™"3*m_t + 2*1_s*R_cm + 2*1_t*R_cm - 2*1_s*R_su
2*R_cm*R_sv™2*m_s - 2*R_cm™2*R_su*m_t + 2*R_cm*R_sv/™2*m_t
4*R_cmN2*R_sv*m_t - 2*R_sSu*R_sv”2*m_s - 2*R_su*R_sv/™2*m_t

4*R_cm*R_su*R_sv*m_t)/(r*(- 4*R_cm"3*R_sv*m_t"2 + 4*R_cm"2*R_sv2*m_t"2 +

+

2*1_t*R_su +

2*m_s*R_cm™2*R_sv/™2*m_t + 2*1_s*R_cm™2*m_t - 4*1_t*R_cm*R_sv*m_t +

2%1_t*R_svA2*m_t + 2*1_t*m_s*R_sv~2 + 2*1_s*1_t))]

C=[(R_sv+R_su)/r R_su/r 0 0;1 1 O 0O];
D=[0;0];

%% LQR

Q=diag([10 10 1 1]);

R=1;

K=1qr(A,B,Q,R)
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%% Pocetni uvjeti i1 referenca
y0=[0;0;0;0]*pi/180; % pocetni uvjeti

y T ref=[1;0;0;0]; % referenca u [x;theta;dx;dtheta] k.s.
T=[-R_.sv 0 0 0;1 1 00;00 -R_sv0;0011]; % matrica transformacije iz
[x;theta;dx;dtheta] u [theta_s;theta t;dtheta s;dtheta_t]

yref=inv(T)*y_T ref; % referenca u [theta_s;theta t;dtheta_s;dtheta_ t]
k.s.
yref=[1 -1 0 0]

%% Kalmanov filtar i varijable za poremecaj u sustavu i Sum mjerenja

%Za matricu kovarijanci procesa
Q=0.02;

%Za matricu kovarijanci mjerenja
R=0.01;

%Vrijeme uzrokovanja

Ts=0.01;

%% PLOTANJE REZULTATA 1Z SIMULINKA
clc; close all

%%%%%% Open loop simulacije %%%%%%

%theta_ s

figure(l)

plot(olsim(:,9), olsim(:,1),"b",0lsim(:,9),0lsim(:,5), " --r", "Linewidth",2)
title({"0dziv otvorenog kruga linearnog i nelinearnog modela®, "za
\theta_s"})

legend("\theta s - lin.","\theta s - nelin.")

xlabel ("t [s]7)

ylabel ("Zakret \theta_ s [°] )

grid on

hold on

%theta t

figure(2)

plot(olsim(:,9), olsim(:,2),"b",olsim(:,9),0lsim(:,6), " --r", "Linewidth",2)

title({"0dziv otvorenog kruga linearnog i1 nelinearnog modela®, "za
\theta_t"})

legend("\theta_t - lin.","\theta t - nelin.")

xlabel ("t [s]")

ylabel (" Zakret \theta t [°] )

grid on

hold on

%% %%%%%% PID %%%%%%

close all; clc

%%%%%% pozicioniranje %%%%%%

%%%%%% Iinearni %%%%%%

figure(l)

plot(pdlinpoz(:,6), pdlinpoz(:,1), "b", pdlinpoz(:,6), pdlinpoz(:,2),"r")
hold on

plot(pdlinpoz(:,6), pdlinpoz(:,5),"--k")

title({"0dziv linearnog sustava reguliran ", "PD regulatorom®})
legend("\theta _s","\theta_t","\theta_s referenca®)

xlabel ("t [s]7)

ylabel ("Zakreti \theta_s i \theta_t [rad] ")
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grid on

%%%%%% nelinearni %%%%%%

figure(2)

plot(pdnelinpoz(:,6), pdnelinpoz(:,1), "b", pdnelinpoz(:,6),
pdnelinpoz(:,2),"r")

hold on

plot(pdnelinpoz(:,6), pdnelinpoz(:,5),"--k")

title({"0dziv nelinearnog sustava reguliran ", "PD regulatorom®})
legend("\theta_s", "\theta_t~","\theta_s referenca”, "Location”, "best")
xlabel ("t [s]7)

ylabel ("Zakreti \theta_s i \theta_t [rad] ")

grid on

hold on

%%%%%% usporedba %%%%%%

figure(3)

plot(pdlinpoz(:,6), pdlinpoz(:,1), "b", pdnelinpoz(:,6), pdnelinpoz(:,1),"-
_r')

hold on

plot(pdnelinpoz(:,6), pdnelinpoz(:,5),"--k")

title({"Usporedba linearnog i1 nelinearnog modela *, "s PD regulatorom®})
legend("\theta s - linearni®,"\theta s -

nelinearni”, "referenca”, "Location®, "best")

xlabel ("t [s]")

ylabel (" Zakreti [rad] °)

grid on

hold on

%%%%%% pracenje sinusne trajektorije %%%%%%

%%%%%% Binearni %%%%%%

figure(4)

plot(pdlinsin(:,6), pdlinsin(:,1), "b")

hold on

plot(pdlinsin(:,6), pdlinsin(:,5),"--k")

title({"0dziv linearnog sustava reguliranog ", "PD regulatorom®})
legend("\theta s", "referenca”)

xlabel ("t [s]7)

ylabel (" Zakret \theta_s [rad] °)

grid on

%%%%%% nelinearni %%%%%%

figure(b)

plot(pdnelinsin(:,6), pdnelinsin(:,1), "b")

hold on

plot(pdnelinsin(:,6), pdnelinsin(:,5),"--k")
title({"0dziv nelinearnog sustava reguliranog ", "PD regulatorom®})
%legend("\theta_s", "\theta _t~","\theta_s referenca”)
legend("\theta s, "referenca”)

xlabel ("t [s]")

ylabel ("Zakret \theta_ s [rad] ")

grid on

%%%%%% usporedba blin i nelin %%%%%%

figure(l)

plot(pdlinsin(:,6), pdlinsin(:,1),"b",pdnelinsin(:,6), pdnelinsin(:,1), "--
re)

hold on

plot(pdnelinsin(:,6), pdnelinsin(:,5),"--k")
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title({"Usporedba linearnog i nelinearnog modela s ", "PD regulatorom®})
legend("\theta s - linearni”,"\theta_s - nelinearni”, "referenca"®)

xlabel ("t [s]7)

% ylabel ("Zakreti \theta_s i \theta_t [rad] -)

ylabel ("Zakret [rad] *)

grid on

%%

%%%%%% uklanjanje poremecaja %%%%%%

figure(6)
plot(pdnelindist(:,6),pdnelindist(:,1),pdnelindist(:,6),pdnelindist(:,2))
hold on

plot(pdnelindist(:,6),pdnelindist(:,5), " --k")

title({"0dziv nelinearnog sustava reguliranog PD regulatorom®})
legend("\theta s","\theta t"," referenca")

xlabel ("t [s]7)

ylabel ("Zakret [rad] )

grid on

%% Polovi otvorenog sustava i s LQR regulatorom
%otvoreni sustav
figure(l)
sysol=ss(A,B,C,D);
polesl=eig(A)
pzmap(sysol)

%zatvoreni sustav
figure(2)
syscl=ss([A-B*K],B,C,D);
poles2=eig([A-B*K])
pzmap(syscl)

grid on

%% LQG
close all; clc
%pozicioniranje

%%%%%% Binearni %%%%%%

figure(1l) %usporedba full-state i1 estimiranog stanja KF-a
plot(lqglinpozfs(:,9), lqglinpozfs(:,1),"b",lqglinpozlqg(:,9),
Iqglinpozlqg(:,1),"r")

hold on

plot(lqglinpozfs(:,9), lqglinpozfs(:,5),"--k")

title({"0dziv linearnog sustava sa 3umom reguliranog”, "LQ regulatorom i
usporedba pravog 1 estimiranog stanja“})

legend("\theta_s - pravo stanje®, "\theta_s - estimirano stanje-",”
referenca®)

xlabel ("t [s]7)

ylabel (" Zakret \theta_s [rad] °)

grid on

figure(2) %sva stanja estimirana

plot(lqglinpozlqg(:,9), lqglinpozlqg(:,1)," r",Iqglinpozlqgg(:,9),
Igglinpozlqg(:,2),"b",Iqglinpozlqg(:,9),

Iqglinpozlqg(:,3),"g", lqglinpozlqg(:,9), lqglinpozlqg(:,4).,"y")

hold on

plot(lqglinpozfs(:,9), lgglinpozfs(:,5),"--k",Iqglinpozfs(:,9),
Iqglinpozfs(:,6),"--k")

title({"0dziv linearnog sustava sa Sumom reguliranog®, "LQ regulatorom®})
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hi=legend("${\theta} {s}$", "${\theta} {t}$", "$\dot{\theta} {s}$", "$\dot{\th
eta} {t}%$"," referenca®)

xlabel ("t [s]7)

ylabel("0Odziv [rad] 1 [rad/s] ")

grid on

set(hl, "“Interpreter®, "latex”);

%%%%%% nelinearni %%%%%%

Ffigure(3) %usporedba full-state i1 estimiranog stanja KF-a
plot(lqgnelinpozlqg(1:500,9),
lIggnelinpozlqg(1:500,1),"r",lqgnelinpozlgg(1:500,9),
Iqgnelinpozlqg(1:500,2),"b")

hold on

plot(lqgnelinpozfs(1:500,9), Iqgnelinpozfs(1:500,1), -
g",lqgnelinpozfs(1:500,9), lggnelinpozfs(1:500,2),"--y")

hold on

plot(lqgnelinpozfs(1:500,9), Iqgnelinpozfs(1:500,5),"—-
k®,lggnelinpozfs(1:500,9), lggnelinpozfs(1:500,6)," --k")

title({"0dziv nelinearnog sustava sa Sumom reguliranog®, "LQ regulatorom i
usporedba pravog i1 estimiranog stanja“})

legend("\theta_s - estimacija®,"\theta t - estimacija”,"\theta_s - pravo
stanje®, "\theta_t - pravo stanje" ,"referenca”, "Location”, "best")

xlabel ("t [s]7)

ylabel ("Zakret[rad] "),

grid on

figure(4) %sva stanja estimirana

plot(lqgnelinpozlqg(:,9), lqgnelinpozlqg(:,1),"r",lIqgnelinpozlqg(:,9),
lIggnelinpozlqgg(:,2),"b",lqgnelinpozlqgg(:,9),
Iqgnelinpozlqg(:,3),"g",Iqgnelinpozlqg(:,9), Iqgnelinpozlqg(:,4),"y")

hold on

plot(lqgnelinpozfs(:,9), lggnelinpozfs(:,5),"--k",Iqgnelinpozfs(:,9),
Iqgnelinpozfs(:,6), " --k")

title({"0dziv nelinearnog sustava sa Sumom reguliranog®, "LQ regulatorom®})
hl=legend("${\theta} {s}3$", "${\theta} {t}$", "$\dot{\theta} {s}$", "$\dot{\th
eta} {t}$"," referenca”)

xlabel ("t [s]7)

ylabel("0Odziv [rad] i1 [rad/s] °)

grid on

set(hl, “Interpreter”, "latex");

%%%%%% usporedba blin i nelin %%%%%%

figure(l)

plot(lqglinpozlqg(1:500,9),

Igglinpozlqg(1:500,1), "b",Iqgnelinpozlqg(1:500,9),
Iqgnelinpozlqg(1:500,1),"--r")

hold on

plot(lqgnelinpozfs(1:500,9), Iqgnelinpozfs(1:500,5), " --k")
title({"Usporedba linearnog i nelinearnog modela s", "LQ regulatorom®})
legend("\theta_s - linearni®,"\theta_s -

nelinearni”, "referenca”, "Location”, "best")

xlabel ("t [s]7)

ylabel ("Zakret[rad] °),

grid on

%%%%%% pracenje sinusne trajektorije %%%%%%

%%%%%% nelinearni %%%%%%

Fakultet strojarstva i brodogradnje 49



Marko Matisié¢ Zavrsni rad

figure(b)

plot(lqgnelinsinlqg(:,9), lqgnelinsinlqg(:,1),"r",Iqgnelinsinfs(:,9),
Iggnelinsinfs(:,1),"--g")

hold on

plot(lqgnelinsinfs(:,9), Iqgnelinsinfs(:,5),"--k")

title({"0dziv nelinearnog sustava sa Sumom reguliranog®, "LQ regulatorom i
usporedba pravog i1 estimiranog stanja“})

legend("\theta_s - pravo stanje®,"\theta s - estimirano stanje®,”
referenca®)

xlabel ("t [s]")

ylabel ("Zakret \theta_s [rad] ")

grid on

%%%%%%% uklanjanje poremecaja %%%%%%

figure(6)

plot(lqgnelindist(1:500,9), Iqgnelindist(1:500,1), Iqgnelindist(1:500,9), Iqgn
elindist(1:500,2))

hold on

plot(lqgnelindist(1:500,9), Iggnelindist(1:500,8),"--k")
title({"0dziv nelinearnog sustava reguliranog LQ regulatorom®})
legend("\theta_s", "\theta_t"," referenca"”)

xlabel ("t [s]")

ylabel (" Zakret [rad] *)

grid on

%%%%%%% zasumljeni ulaz %%%%%%

figure(1)

plot(lqglin(:,9), meas(:,1),lqglin(:,9), meas(:,2))
title("Zasumljeni mjereni signal y - ulaz u Kalmanov filtar"®)
ylabel("\theta k , \theta - mjereno [rad]")

xlabel ("t [s]7)

legend("\theta k", "\theta")

grid on
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PRILOG IlI.

1. Simulacija otvorenog kruga

V=
Pu
x
Linearizirani
model sfernog robota
theta_s >
theta_t >
B tau
dtheta_s >
dtheta_t

Nelinearni sustav s trenjem

2. Linearni model s PD regulatorom

theta_s referenca

e

=

Linearizirani
maodel sfernog robota

3. Nelinearni model s PD regulatorom

theta_s referenca

<1
o

4

R

Nelingarni sustav_s trenjem
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4. Linearni model s LQR i Kalmanovim filterom

@—L%—W E

LQG - estimirana

? Full-state( LQ )

Linearizirani
madel sfernog robota

N Iaglin

@—-

5. Nelinearni model s LQR i Kalmanovim filterom

=
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-
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¥
Nelineami sustav_s trenjem
LOG - estimirana Full-state( L )
Kalman fiter
xnat
varijable stanja
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Iggnelin

Sum mjerenja
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