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PREDGOVOR

Istrazivanje nestacionarnog strujanja u cijevinggavnim mrezama \Weima duzu tradiciju na
Fakultetu strojarstva i brodogradnje S#ésta u Zagrebu. 1z tog podéja napisano je niz
znanstvenih radova, te diebroj magistarskih radova i doktorskih disertacild ovom
trenutku u tijeku su projekti koji obuh&@ju istraZzivanja nestacionarnog strujanja u krvnim

zilama [1], [2] kao i model hidrawkog tutka i s njim povezan hidradki udar [3].

Potreba da se istraze i kvalitetnije rijeSe problegenja prilikom hidraukkog udara prisutna
je u svim institucijama koje istrazuju hidraildi udar ili pulzirajite strujanje, pa je tako &e

duZe prisutna i na ovom Fakultetu.

Kvazi-2D modeli predstavljaju nagtoije modele koji se prakiki koriste za simulaciju

hidraulickog udara. Zbog slozenosti, tage se koriste za verifikaciju jednostavnijih (1D)
modela. Kao p&etak istrazivanja trenja, ovdje se predlaze noazikv2D model. Predlozena
metoda rjeSavanja trebala bi spadati u red &@ijib metoda. No istovremeno brzina

rieSavanja trebala bi biti toliko velika da metaalusta u jednu od najbrzih.

Daljnja istrazivanja mogla bi zatimtiiu dva smjera. Prvi smjer vezan je uz potrebu za
kvalitetnim jednostavnim (1D) modelom, pa bi presioa metoda mogla posluziti u
istrazivanju koje bi konmo rezultiralo s takvim jednim modelom, kao i zaeggvu

verifikaciju.

Drugi smjer vezan je uz nestabilnost koja j&ama u nestacionarnom strujanju. Zbog te
nestabilnosti modeli koji se danas koriste ne diljuoljno t&na rjeSenja u svim potrebnim
rezimima strujanja. Temeljito istrazivanje uzroki& fpogreSaka tek predstoji. U cilju
iznalazenja ténijih modela i temeljitog razumijevanja fizike gmdraulickom udaru, morate

se sve vis€imbenika uzimati u obzir, a sve manje njih zanewsri U tom smisluce se u
buduim istrazivanjima mozdaak morati odustati i od pretpostavke osne simestijgjanja u

cijevi.



SAZETAK

U prora&unima nestacionarnog strujanja u cijevi $ege je potrebno precizno odiiganje
trenja fluida, Sto uvjetuje da se uz 1D modelejatya koriste i toniji kvazi-2D modeli. Za
prora&un hidraultkog udara n&g&e se koriste 2D modeli Vardy i Hwang (koji jetgi i
pouzdaniji) i Pezzinga (koji zahtijeva manje&unaanja). Ovdje je predloZen novi kvazi-2D
model koji posjeduje tmost metode Vardy i Hwang i brzinuc¢tmanja metode Pezzinga.
Ujedno je pondena i originalna numetka metoda koja je u osnovi metoda karakteristika, a

ima i neke elemente metode konién volumena.

Najprije se daje pregled postéije modela za proraun hidraultkog udara od slozenijih
prema jednostavnijima uz postupno denje pretpostavki. Zatim je sustavno izloZzena nmeetod
karakteristika za viSedimenzijske situacije. Kaistse karakteristinim jednadzbama,
detaljnom analitikom usporedbom predlozene metode i metode Vardyarg pokazuje se
da obje metode moraju davati iste rezultate poetam da se koristi potpuno implicitna
shema interpolacije za radijalnu brzinu. Na krajuezultati predloZzene metode uspitme s
eksperimentalnim rezultatima za & laminarnog i turbulentnog strujanja, kao i s
rezultatima proréuna pomoéu metode Vardy i Hwang za te iste strujne situatijesvim tim

usporedbama predloZzena metoda pokazuje izvrsnepakje rezultata.

SUMMARY

Pipe flow transient calculations demand increagipgeécise friction models. Therefore, more
accurate quasi-2D flow models are used in additonsimpler 1D models. The most
commonly used quasi-2D models for water hammerutations are those of Vardy and
Hwang (more accurate and reliable) and Pezzingamddds less calculation steps). Here a
new quasi-2D model is proposed that combines tearacy of Vardy and Hwang method
and the calculation speed of Pezzinga’s methodh&more, an original numerical method is
offered. The method essentially relies on the nekibfocharacteristics, but it also comprises

some finite volume method features.



First an overview of existing models is given, tgaes from complex models towards simpler
ones, and introduces assumptions progressivelyn @héetailed description is given of the
method of characteristics for multidimensional aftons. Applying characteristic equations, a
detailed analytical comparison of the proposedthedvardy and Hwang method shows that
both methods must give the same results, proviadidat fully implicit interpolation scheme is

used for radial velocities. Finally the proposedthond results are compared to the
experimental ones for situations of laminar andbuient flow, as well as to the Vardy and
Hwang method results for the same flow situatidResults of the proposed method show

excellent agreement in all these comparisons.

KLJU CNE RIJECI

Hidrauli¢ki udar; Nestacionarno strujanje; Strujanje u djj®vodimenzijski model; Trenje;

Prora&unske metode.

KEYWORDS

Water hammer; Transients; Pipe flow; Two-dimensiomadels; Friction; Computational

methods.



POPIS OZNAKA

koeficijent teZinske funkcijgV,s®*

& komponenta vektora brzine kretanja vala u smjgegavog prostiranja; koeficijent 3-
dijagonalnog sustava jednadzbi, m/s

ajc  koeficijenti PDJ

ijk koeficijenti PDJ zapisanih za svojstvene varijakle

B koeficijent teZinske funkcijgV,s*
b debljina graninog sloja dvoslojnog modela turbulencije, m
b; koeficijent 3-dijagonalnog sustava jednadzbi

Ca koeficijent 5-zonskog modela turbulenci{ea£0,19)

Cs koeficijent 5-zonskog modela turbulencif@s€0,011)

Cc  koeficijent 5-zonskog modela turbulencije (3505:<0,07)
Cm  koeficijent 5-zonskog modela turbulenci{&£0,077)

c brzina zvuka, m/s

G koeficijent 3-dijagonalnog sustava jednadzbi

D promjer cijevi, m

d; slobodni¢lanovi 3-dijagonalnog sustava jednadzbi

E istagni ¢vor (i,j+1,n) iz kojeg se pomiu MK racunaju nove vrijednosti funkcija
E Youngov modul elasinosti cijevi, Pa

= volumenski modul elasinosti fluida, Pa

e?,  jediniéni (bazni) vektor u smjeru koordinatne &SI

f speciftna masena sila, N/kg

f karakteristtna frekvencija vala, Hz

g konstanta gravitacije, nf/s

H piezometarska visina, m

[ imaginarna jedinica/-1

i Cartesijev indeks; indeks radijalnog koraka

] Cartesijev indeks; indeks aksijalnog koraka

K matrica za odi@vanje svojstvenih vektora sustava PDJ u smjerdorak;

K koeficijent 5-zonskog modela turbulencife=0,41)

k Cartesijev indeks; koeficijent doprinosa trenjljed akceleracije fluida



K ekvivalentna visina hrapavosti, m

ky broj PDJ

LY matrica komponenti svojstvenih vektora
L duljina cijevi, m

l; komponenta svojstvenog vektora

Ma  Machov broj

N, broj podjela po ogi

Ny  broj podjela po ost

n indeks vremenskog koraka
n; komponenta gradijenta na karaktetisti hiper povrSing(¢&)
P ¢vor (i,j,n+1) u kojem se ponmtol MK racunaju nove vrijednosti funkcija

P tlak (1D polje tlakeP = P(t,x)), Pa
Po konstantni tlak u spremniku, Pa

p tlak (polje tlakgp = p(t,%) ), Pa

o] koeficijenti za izrdunavanje 3-dijagonalnog sustava jednadzbi

Q volumenski protok fluida kroz cijev, s

q kvocijent geometrijskog niza

o] izvorskiclanovi PDJ; protok kroz povrsimu=consti-tog elementa po; koeficijenti za

izratunavanje 3-dijagonalnog sustava jednadzbi
G izvorskiclanovi PDJ zapisanih za svojstvene varijakile
R polumijer cijevi, m
Re  Reynoldsov broj
Rey  Reynoldsov broj u stacionarnom strujanju
R bezdimenzijski polumjer cijeviR = Ru/v)
r radijalna koordinata, m
S popreni presjek cijevi, r
Sx,1)=5&) karakteristina hiper povrSina
S kompleksna varijabla
Y, proSireni izvorskelan prikladan za metodu karakteristika
Ty karakteristino vrijeme difuzije u radijalnom smjerilid= R?/v), s
t vrijeme, s
U srednja proténa brzina, m/s

Uo srednja proténa brzina u stacionarnom strujanju, m/s



aksijalna komponenta brzine, m/s
brzina u jezgri dvoslojnog modela turbulencijesm/
nepoznate funkcije (rjeSenja) PDJ

amplitude rjeSenja PDJ

karakteristina brzina turbulentnog gr. sloja — brzina trenjé m

brzina, m/s
radijalna komponenta brzine, m/s

dvojna korelacija turbulentnih pulsacija brziné/sh

matrica svojstvenih varijabli; zapad#ior (i,j—1,n) iz kojeg se pom&u MK racunaju

nove vrijednosti funkcija

tezinska funkcija

Laplaceov transformat tezinske funkcije
cirkularna komponenta brzine, m/s
svojstvene varijable

aksijalna koordinata, m

koordinata Cartesijevog sustava, m
udaljenost od stjenkg € R—1), m

bezdimenzijska udaljenost od stjeneX yu/v)

koordinatatija je os usmjerena vertikalno uvis (suprotno cavgacije), m

koeficijent dvoslojnog modela turbulencije;!m
bezdimenzijska zri@ajka utjecaja trenja u hidratkom udaru
gubitak tlaka pri strujanju u cijevi, Pa

radijalni korak, m

povrsina jednog elementa pri= const v

vremenski korak, s

aksijalni korak, m

debljina stjenke cijevi, m

Kroneckerov simbol

faktor za odabir eksplicitne odn. implicitne sherae (0<e<1)
bezdimenzijsko vrijeme simulacijet{mulaciidL)
supstitucijska varijabla za anatitu integraciju profila brzine

polarna koordinata



0 faktor za odabir eksplicitne odn. implicitne sherael (0<6<1)

K koeficijent tezinske funkcijgv

Ki komponenta vektora valnog broja tj. gradijentarpime S(x,t=cons}, m™*

A dijagonalna matrica svojstvenih vrijednosti

A Darcyjev koeficijent stacionarnog trenja pri sémiju u cijevi; svojstvena vrijednost
Aut  Vvrijednost koeficijenta trenjaproraunata koristenjem modela turbulencije
U dinamtki koeficijent viskoznosti fluida, Pas

et dinamtki koeficijent efektivne viskoznostifs = u + ut), Pas

Ut dinamiki koeficijent turbulentne viskoznosti, Pas

Ly koeficijent volumenske viskoznosti, Pas

11, 12, 13 proizvoljne konstante svojstvenih vektora (odabrasru,=u3=1)

v kinematiki koeficijent viskoznosti fluida, Ats

Ve vef NA rubu grarnog sloja dvoslojnog modela turbulencije’/sn

Def kinemattki koeficijent efektivne viskoznosti, s

Dw vef Na stjenci u dvoslojnom modelu turbulencijé/sn

Ek nezavisne varijable PDJ

p gust@a fluida, kg/nf

X dio tenzora naprezanja (blizak devijatorskom djjelPa

G tenzor naprezanja, Pa

o koeficijent dvoslojnog modela turbulencije

T tangencijalno naprezanje; bezdimenzijsko vrijeméezinsku funkcijlw, Pa

c tangencijalno naprezanje na rubu géang sloja dvoslojnog modela turbulencije, Pa

Tw tangencijalno naprezanje na stjenci, Pa

Tw Laplaceov transformat tangencijalnog naprezaajatjenci

Tws  tangencijalno naprezanje na stjenci u stacionarstonjanju, Pa
wwu  Nhestacionarni doprinos tangencijalnom naprezaajstjenci, Pa

) karakteristtna kruzna frekvencija, Hz
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1. UvOD

Potreba da se razumije nestacionarno strujanjddljavila se u pradavno vrijeme s pojavom
prvih sustava za navodnjavanje i opskrbu vodomdwle, ozbiljan napredak sustavnog
razumijevanja zakonitosti strujanja fluida dogodse tek u dvadesetom std@lje kao
posljedica snaznog razvoja matertlatig aparata, a kasnije razvoja digitalniugala. Prva
ozbiljnija istrazivanja nestacionarnog strujanjazama su uz probleme koji su se pojavili u

cjevovodima i vodnim turbinama hidroelektrana, ast@m se model neviskoznog fluida.

U danaSnje vrijeme, zbog razvitka tehnologije peofl nestacionarnog strujanja fluida
postaju sve zr@jniji u Sirokom podrtju primjene, od cjevovoda za transport i opskrbu
fluida do ubrizgavanja goriva u automobilske motptg Pri tome je na@ese potrebno
obraunati i gubitke energije, tj. uzeti u obzir trenf@sim trenja, uzima se prema potrebi u
obzir i elasttnost materijala cijevi i/ili pojava kavitacije (keopar@ito utjece pri zagdivanju
pitke vode [5], [6]), a posebnu kategoriju probledwnosi simulacija dinartkog ponasanja
cijevnin mreza (npr. za detekciju puldau cijevi [7]). lako se naglo zatvaranje ventila
izbjegava, a hidraudki udar koji time nastaje se ne dopusSta i dizga@e iznimno, ipak
prowavanje prigusenja oscilacija pri takvom udaru imakpcni znaaj. Naime, saznanja o
takvom priguSenju mogu biti od koristi i u druginscdatornim strujanjima. Utjecaj trenja
bitan je npr. prilikom simulacije cijevnih mrezaawtacije, dugotrajnijih simulacija, zatim
ako su bitni amplituda i oblik valova (kao u zeh&kim tunelima [8]), ili kad je potrebno
odrediti maksimalno srmno naprezanje (kao u analizi kvalitete pitke vode).

Donedavno nestacionarno trenje nije bilo dovolgtoaZeno, pa se nije uzimalo u obzir ili se
koristio kvazi-stacionarni model (Darcy-Weisbaclairazac). Danas se za simulaciju pojava
izazvanih hidraukim udarom pretezno koriste 1D ili kvazi-2D modelestacionarnog
strujanja. U okviru 1D modela koriste se modelnjaena bazi trenutne brzine i akceleracije
ili slozeniji modeli s integralom konvolucije (sziaskom funkcijom). U kvazi-2D modelima
pretpostavlja se 1D polje tlaka i 2D polje brziReomjena brzine u popfigom smjeru réuna

se prvenstveno za odiiganje trenja. Za turbulentno strujanje koristeugéavnom algebarski

kvazi-stacionarni modeli turbulencije.

Pri odabiru modela hidragkog udara zn&jnu ulogu ima kriterij ekonorémosti prorguna,

odn. nastojanje da se proua obavi u Sto kieem vremenu i uz koriStenje Sto manje
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racunalnih resursa, pa se modele u pravilu nastojism@dno pojednostaviti. Kmiji (2D)
modeli cesto se koriste za verifikaciju novih 1D modelaziéi bolje razumijevanje fizikalne
pozadine pojave, a ge za komercijalnu simulaciju. Od potreba zadatka, @ parametara
ispitivane pojave zavisi dade rezultati dobiveni pongo ovih modela biti zadovoljavauili

ne.

U ovom radu se za hidratki udar primjenjuje originalni kvazi-2D model koge rjeSava
pomciu takaier originalne varijante numeéke metode karakteristika. Num&a metoda
nastala je integracijom karakteristih jednadzbi po popéeoj povrsSini elementa, pa ima i
neka svojstva metode kammah volumena. Korak mreze u uzduznom smjeru odateréako
da se egzaktno zadovoljava kriterij Lewy-Courasta, zn&i da je metoda na samoj granici
stabilnosti. Zbog stabilnosti se za interpolacijizitee koristi ¢ista implicitna shema. U
prakticnom smislu proréun je jednostavan i vrlo brz; zasebno se uvijekaya samo sustav
jednadzbi za jedan pogir@ presjek. Sustav tih jednadzbi je 3-dijagonafitg omogdava

primjenu brzog Thomasovog algoritma (TDMA).

Predlozeni model anakiki je usporden s jednim od najtmijih suvremenih modela,
modelom Vardy i Hwang [9]. Pokazuje se da se ptaiio model dobiva analitkom
manipulacijom modela Vardy i Hwang, a tdko i algebarskom manipulacijom tog modela
zapisanog u diskretiziranoj formi, ali uz uvjet da koristi potpuno implicitna shema za
radijalnu brzinu. Méutim u okviru predlozenog modela nije potrebnoajegti jednadzbe za

radijalnu brzinugime se potreban brojdanskih operacija prepolavlja.

U okviru rada izrden je kompjuterski program za rjeSavanje ovakondt@inog modela.
To¢nost metode testirana je usporedbom rezultata gredé metode s eksperimentalnim
rezultatima za laminarni i turbulentni 8k strujanja. Takder je izvrSena usporedba s
rezultatima metode Vardy i Hwang. Zbog ove posljedisporedbe, koriSten je u okviru ovog
istrazivanja isti algebarski model turbulencijeet pona kakav se primjenjuje u toj metodi.
Poklapanje rezultata predlozene metode s ekspetainen i pror&unskim rezultatima

pokazalo se izuzetno dobro u svim situacijama.
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CILJ | HIPOTEZA RADA

CILJ RADA

Cilj rada je stvaranje novog kvazi-dvodimenzijskagodela i metode za pratan

nestacionarnog strujanja u cijevi. Mod&d imati dvodimenzijsku jednadzbu za aksijalnu
brzinu i integralnu (jednodimenzijsku) jednadZbu tiak, zbogcega se gubi potreba za
odretivanjem radijalne komponente brzine. Met@g@ase bazirati na metodi karakteristika uz

uvadenje elemenata metode kéndn volumena.
HIPOTEZA RADA

NovopredloZzeni model i numeékia metoda, kojte se temeljiti na metodi karakteristikae
davati t@nije rezultate i/ili imati krée vrijeme proré&una nestacionarnog strujanja od
postoj€ih dvodimenzijskin modela. Predlozena met@@abiti dovoljno brza da se moze
koristiti u prakténoj primjeni umjesto jednostavnijih i nétajih jednodimenzijskih modela.
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2. PREGLED POSTOJECIH MODELA | METODA

Ovdje su rezimirani aktualni modeli i metode zé&uraanje hidrautikog udara slabo sttarog
fluida. Pri tome je posebna pozornost pésve n&inu uzimanja u obzir utjecaja trenja u
fluidu. Nisu uzeti u obzir kavitacija i odvajanjaupca fluida, niti révanja i sloZenije cijevne
geometrije (cijevnih mreza). Oni modeli koji su ldtevecu popularnost i zastupljenost

detaljno su objasnjeni.

Modeli i njihove osnovne mateméite jednadzbe najprije su po kategorijama navedeni
redoslijedom od slozenijih prema jednostavnijimakd bi se mogao pratiti i sagledati
redoslijed uvdenja pretpostavki i ografenja. U nastavku, redoslijedom od jednostavnijih
prema slozenijima, ti modeli su rademi detaljnije. Prihvéena je sljed&a osnovna podjela

aktualnih modela

a) Jednodimenzijski (1D) modeli

idealni modeli (bez trenja)

kvazi-stacionarni model trenja

modeli s korekcijom na bazi trenutne akceleracije

modeli s analittkom korekcijom

b) Dvodimenzijski (2D) i kvazi dvodimenzijski modeli

2.1 Modeli hidrauli ¢kog udara — osnovne jednadzbe i pretpostavke

Osnovne jednadzbe strujanja Newtonovskog fluida su

- jednadZba kontinuiteta

ov.
Do, % g 2.1)

Dt axj
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- jednadzba kodine gibanja

0 GZ
__pf p 2 (2.2)
X;
2 av 0 ov,  ov,
=| Su-p, o, —« ) 2.3
(3’” /'[vj i ox, ax {'U(OX, ax] PV;'V, } (2.3)

Tenzor turbulentnih naprezani@sto se modelira pordo turbulentne viskoznosgir, (v.

odjeljak o modelima turbulencije) tj. putem izraza

aV ov.
V'V = L, 2.4
pvY u{ ~ anJ (2.4)

Hef = p + pt (2.5)

2.1.1. 2D kvazi-2D modeli

Prijelazom na cilindarski koordinatni sustav (kaaedne osi, r, 7, komponente brzine, v,

w) i zanemarujti ¢lanoveciji utjecaj nije zng&ajan odn. uvéenjem sljedéh pretpostavki:

° ,Uv:O ’

0 (2 ov,
. __/'Ia‘i_kJ:O;
ax,.(s " ox,

» aksijalna simetrija obzirom na &5{% =0);

*  Vy=w=0;
osnovne jednadZbe poprimaju sljédéormu:

— jednadzba kontinuiteta

l(a_p+ua_p+va_pj+%+im:o , (26)
p\ ot ox dr) ox r or

— x-komponenta jednadzbe kahe gibanja

ou , ou 6u f_l@_FlaZXXJria(rer)

——4u—+

ot  ox ar * pox p ox rp or

, 2.7)
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— r-komponenta jednadzbe k&ihe gibanja

%+U%+V%: fr _1@ +lazxr +ia(rz”) - Z’” , (2.8)

ot ox or por p ox rp or r

pri ¢emu

I 2;1@— pu'y’, (2.9)
0X

Ty =2, =u(@+@j—pu'_v', (2.10)

or  0x

ov —

., =2U——pVvV, (2.11)
or

S, = 20 — PWW, (2.12)
r

odn. ukoliko se koristi model turbulentne viskozimos

s =24 M (2.13)

0X
ou ov

S == gl —+— |, 2.14

rx Xr :uef(ar axj ( )
ov

2 =24, — 2.15

rr ef ar ( )
\'

g9 = 2oy (2.16)

Uvode se daljnje relacije i pretpostavke odn. pogsdavljenja:

o o= Zq= =0, Z=0r« (tangencijalno naprezanje — komponenta tenzoreemapja);

0 ov
_ _ :O’
or (”axj

* 1D model tlaka — tlalP nije funkcija odr-koordinate, tj.P=P(t,x), pa viSe nije potrebno
rjeSavati r-komponentu jednadzbe kdhe gibanja, ovom pretpostavkom 2D model

postaje kvazi-2D model;
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brzina napredovanja tlaog poreméaja (brzina zvuka)

c= 9P (2.17)
do

dakle _p_i@ (napomena: u 1D modelima koristi secewpitiji izraz za brzinu

Dt c¢* Dt
napredovanja ttanog poreméaja, v. nize);

f, :—g?, tj. masena gravitacijska sila se tretira jednaahimjski, z=x; je geodetska
X

visina,

piezometarska visina

P 4z (2.18)
Pod

gdje jepo=constpatetna gustéa fluida; nadalje
1Dﬂ=pog(DH %j_gﬂ _9,9
oDt pc?\ Dt ox

H =

c? Dt 02 ox’

u? =0, tj. ovdje se unutar jednadzbe kontinuiteta zamajealio (v. [10]) konvektivhe
X

promjene gusiie; ina&e se ohino u toj jednadzbi zanemaruje kompletna konvektivha

DH o0H
promjena gusige, odn. uzima Ser = o

ot ’

i dobivaju se sljed® jednadzbe koje s&esto koriste kao polazne jednadzbe za kvazi-2D

modele

jednadzba kontinuiteta

g(aH aH j Lou 10(rv) (2.19)
2 ot ox) ox r or '
x-komponenta jednadzbe kgihe gibanja
_+u@+vau _qoH  10(0o,) | (2.20)
ox or 6x ro or
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pri ¢emu

0, =HS - v, (2.21)

ili uz koristenje modela turbulentne viskoznosti

ou
T = (2.22)

Ghidaoui et al. [4] pokazali su usporedbom redacived pojedinihé¢lanova da je u stiaju

Ma<<1 opravdano zanemariti konvektivélanove ovih jednadzbi, tj.:

. ua—H=O, u@=0, v@=0;
1) 1) or

kvazi-2D model se tada pojednostavljuje i dobiv@senati model Vardy i Hwang [9]:

- jednadZba kontinuiteta

%G_HJ,@J,EM:() , (2.23)
ccot oOx r or

— x-komponenta jednadzbe kahe gibanja

du, ,OH _10(0g,) (2.24)

at gax rpo or

Manipulacijom i/ili pojednostavljivanjem ovih jeddabi mogue je izvesti daljnje popularne

modele hidraufikog udara.

Integracijom jednadzbe kontinuiteta po povrSini@dpog presjeka cijeve

» protok kroz cijevQ(x,t) = judS;
S

19(rv)

dS=0 zbog osne simetrije;
r or

S
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dobiva se pojednostavljeni kvazi-2D model koji yeea Pezzinga [11]:

— jednadZba kontinuiteta

2
H, cRQ_, (2.25)
ot gSox
— x-komponenta jednadzbe kathe gibanja
6u+ oH _ 10(ro,) _ (2.26)

at ax_r,o or

Ovakvo uklanjanje radijalnih brzina iz modela u imeksituacijama uzrokuje nefizikalne

oscilacije.

Silva-Araya i Chaudry [12] Ohmi et al. [13] tal@& su integrirali kvazi-2D jednadzbu
kolicine gibanja, ali samo za odreanje korekcije nestacionarnog smog naprezanjay, U

okviru modela koji se dalje svodi na 1D model.

Wood i Funk [14] takder su numetki integrirali kvazi-2D jednadzbu kdine gibanja i na

taj n&in odredivali profile brzina.

2.1.2. 1D modeli

Za laminarno strujanje vrijedi:
ou

e O, =MU—,u=const
or

pa se u tom sliaju x-komponenta jednadzbe kiithe gibanja moze zapisati u formi

2
ou,lou_pou_10P_1y4 (2.27)
or ror puot uox p

Ovdje su prisutne derivacije brzimesamo po koordinati i vremenut, pa je integraciju ove
jednadzbe modwe provesti u svakom presjeku nezavisno od kooréiraZielke [15] je

izvrSio takvu analitiku integracijugime je dobiven popularni 1D anadiki model.

Vardy et al. [16] su na analognida s&inili model prikladan za nestacionarno turbulentno
strujanje u glatkim cijevima pri niskim Reynoldsovibrojevima. Vardy i Brown [17] su
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kasnije taj model prosirili i na stajeve turbulentnog strujanja u glatkim cijevima yigokim

Reynoldsovim brojevima, te [18] na turbulentno jstnje u potpuno hrapavim cijevima.

Cisti 1D model dobiva se udenjem srednje brzine:

. U(x,t):éjuds.
S

Uzimaji osim toga u obzir da vrijedi

1d(ro,) __1,_00, __41, (2.28)

ror "D o D’
2

gdje 7, ozn&ava smino naprezanje na stjenci cijevi, dobivaju se ,Kiasf jednadzbe

hidraulickog udara:

— jednadzba kontinuiteta

2
OH ,c'oU _, , (2.29)
ot g ox

— x-komponenta jednadzbe kaéhe gibanja

U gH Ay (2.30)
ot ox oD

Isti izrazi mogu se dobiti odn. vrijede i kad sepdsti promjena presjeka cijevi S uslijed
elasttne deformacije cijevi (v. npr. [10]). Metim, tada se brzina napredovanjatiiag

poreméaja definira sljed@m opcenitijim izrazom:

1
c?

(2.31)

=1
Q.|Q.
oiwm

+£ :£+
S E,

m
Uw‘b

pri ¢emu SUE Youngov modul elasthosti cijevi, Es volumenski modul elastnosti fluida, a

je debljina stjenke cijevi.
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Kad se u gornjem modelu zanemari trenje, dobivatradicionalni Allievijev model

hidraulickog udara:

— jednadZba kontinuiteta

2
OH  coU _, , (2.32)
ot g ox

— x-komponenta jednadzbe kaéhe gibanja

U oH
L 233
a I ox (2.33)

Integracijom Allijevijevih jednadzbi po poknom kontrolnom volumenu, koji obuhtea
frontu hidraultkog udara po cijelom popteom presjeku cijevi i uz koriStenje Leibnizovog

pravila moze se dobiti izraz Zukovskog za visinuogr tlasnog udara

aH =-Y (2.34)
g

2.2 Modeli trenja za klasi¢ni 1D model hidrauli¢kog udara

Posetkom dvadesetog stofi@ Zukovski je postavio najpoznatiju jednadzbu resternog

strujanja koja se ponekad naziva osnovnom jednad#bdraultkog udara.

AH =—% . (2.35)

Dobivena je uz pretpostavku neviskoznog fluidariezaarivo male brzine strujanja u odnosu

na brzinu zvuka.

Otprilike u isto vrijeme Allievi je pokazao da j@pm@vdano zanemariti konvektivid&anove u

jednadzbama i postavio é@pteoriju hidraukkog udara. Allievijev idealni model obuhiaa

— jednadzbu kontinuiteta

2
OH ,c'oU _, , (2.36)
ot g ox
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— x-komponentu jednadzbe kéine gibanja

LSRN (2.37)

ot 0X
Nakon Sto je joS uzeto u obzir i trenje na stjecigevi, polovicom dvadesetog stalpg
opcenito su prihvéene sljedée klaséne jednadzbe jednodimenzijskog (1D) modela

hidraulickog udara:

— jednadzba kontinuiteta

2
OH ,c'oU _, , (2.38)
ot g ox
— x-komponenta jednadzbe kahe gibanja

U, OH 41, _o (2.39)

Te jednadzbe vrijede za jednodimenzijsko strujag&sijalno simettino strujanje uz
dominantnu komponentu brzine u smjeru osi)ésttay fluida u elastinoj cijevi uz relativno

malu vrijednost Machovog broja.

Prema [4] utjecaj smihog naprezanja na stjenci cijew, pove&ava se S povanjem
vrijednosti bezdimenzijske ztajke

- Lo T
I ={Mai 5 +d Lo’ (2.40)

gdje je sal ozna&eno bezdimenzijsko vrijeme simulacije (omjer vremesimulacije i
vremenal/c c¢etvrtine ciklusa),. je koeficijent stacionarnog viskoznog trenja uewij a
Ta = R/v je karakteristino vrijeme difuzije u radijalnom smjeru. Prema tootecaj trenja
zn&ajan je u sliajevima kad vrijeme simulacije znatno premasujeopler ciklusa (velik?),

ili je cijev relativno velike duljind. odn. malog promjerB, ili je koeficijent trenjal relativho
velik, ili kad je karakteristino vrijeme radijalne difuzijély vete od vremend./c putovanja
poreméaja u jednom smjeru. Poznato je da se kod relatkmatkog vremena simulacije
(mali {) zadovoljavajdi rezultat dobiva uz koriStenje bilo kojeg modetanja. Praktini
zadaci kod kojih je modeliranje trenja od bitnogagaa ukljuiuju analizu i sintezu
cjevovodnih mreza i regulacije nestacionarnog atijaj; simulaciju opskrbe pitke vode s

cilem izbjegavanja zadanja; izradu programa za obradu mjernih podatakaviu
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kalibracije parametara, dijagnostike i otkrivanjeogustanja; modeliranje kavitacije i

odvajanja stupca kapljevine.

2.2.1. Kvazi-stacionarni model

U stacionarnom strujanju pad tlaka uslijed trenjacijevi rauna se prema Darcy-

Weisbachovom obrascu

2
AP:)I%,OU7 . (2.41)

Iz uvjeta ravnoteze sila na element fluida u stamioom strujanja slijedi izraz za Mo
naprezanje na stjenci cijevi
2
AP
4

_ _ Ul
WE L P

(2.42)

U kvazi-stacionarnom modelu pretpostavlja se danjgazrraz u svakomcasu vrijedi i za
slucaj nestacionarnog strujanja, pé&emu je U trenutna srednja brzina strujanja. Ta

pretpostavka daje zadovoljavégurezultate jedino u staju vrlo sporih nestacionarnosti.

Kod hidraultkog udara vremenske promjene su brze, a srednjaabsirujanja nakon npr.
trenutnog zatvaranja ventila jednaka je nuli.dMm, potpuno suprotno rezultatu koji daje
stacionarni model trenja, stmio naprezanje je maksimalno upravo odmah nakoragkal
fronte vala. Naime pri prolasku tiae fronte brzina fluida smanjuje se u svintkima
presjeka otprilike za isti iznos. Zato se upravdaligini stjenke javljaju najvée brzine (u tom
podriEju mijenja se i smjer brzine), Sto zajedno s uvjetgepljenja rezultira maksimalnim

gradijentom brzine u blizini stjenke.
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Sl. 2.1 Profili brzine pri hidrautkom udaru [4]

Zato se izraz za sKMo naprezanje na stjenci cijevi zapisuje kao zBk@zi-stacionarnog

naprezanjaysi nestacionarnog doprinosa naprezamju
T,(t) = T () + 7, (1) . (2.43)

Za razliku od ovog modela, preostali 1D modeli jmemzimaju u obzir ovu korekciji,y, a

razlikuju se upravo po modelu tog doprinosa.

2.2.2. lzrazi za korekciju kvazi-stacionarnog modela kejibaziraju na trenutnoj

akceleraciji

Eksperiment [19] pokazao je day poprima pozitivnu vrijednost pri ubrzanju strugnhp

negativnu vrijednost pri usporenju strujanja. Daityal. [19] predlozili su relaciju

_keD oU

T 2.44
w4 ot (2.44)

Koeficijent k opéenito zavisi od pozicij& i vremena, pa se priguSivanje oscilacija koje daje
ovaj model relativno loSe poklapa s eksperimentorsi 2.2.

Brunone et al. [20] predlazu sljedemodifikaciju

Twuzka(au _Cauj_
4 \ ot 0Xx

(2.45)
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Ovaj poznati model jednostavan je za koriStenjelobiva se zadovoljavajae prigusenje
oscilacija nakon hidrawlkog udara (v. Sl. 2.2). Zato se od svih modelajdarara bazi
akceleracije ovaj model n@g<e koristi. Potrebno je odabrati adekvatnu vrijednesmo
jednog parametra — koeficijenta Bergant et al. [21] dobili su najbolje rezultape
vrijednostimak izmeiu 0,033 i 0,085. Brunone et al. [20] koristili sujednostk=0,04.

Eksperiment ( Bergant et al. 2001)

80 [~ — — — Formula Darcy-Weisbach
- —_———— Daily etal. (1956) 4=0.02
70 - - e R Brunone etal. (1995) 4=0.02
3 7 Iﬁ l’h i i
o fl
e 60 'V\ il
i F |
£ L f
2 50 l
5 B
: F |
E 40 [
3] = |
EL L LA
§ so0F 1 & '% I\i '?L |
& - ' '
20
10 J
n I
- |
E N ] nﬁ it
= | . |I~J I | il
0 0.5
Vrijeme, s

Sl. 2.2 Tijek piezometarske visine pri hidr&bm udaru, eksperiment i modeli [4]

Takader su sugerirali da deodabere prema izrazu

3 1

i Hi—lzm , (246)

pri ¢emu suH; i Hi.; maksimalne vrijednosti piezometarske visine u kimasekutivna titraja.

Nekoliko autora predlozilo je manje modifikacijeagvmodela, kao npr. Pezzinga [22]

Twu :@ a_U—S|gr{U a_UjCa_U , (247)
4 | ot ox ) ox
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i Bergant et al. [21]

wu 4 A Slgn(U )C

_koD(dU
ot

U
&D . (2.48)

Osim spomenute modifikacije, Pezzinga [22] je ottredijednost koeficijenték za vlastiti
model i za model Brunone et al. [20] na bazi re#talslozenijeg kvazi-2D modela Pezzinga
[11]. Dimenzijskom analizom dobio je i varirao slge tri bezdimenzijske ziajke o kojima
ovisi vrijednost koeficijentd: patetni Reynoldsov brojRey=UqD/v), relativhu ekvivalentnu
hrapavosk:/D i karakteristéni parametar cjevovoda

_ LU, _ ALz,
cU, D2 pDcUy, ’

(2.49)

pri cemuH; ozn&ava linijski gubitak, a,s SMENO naprezanje na stjenci; oboje wemom
stacionarnom strujanju. Pokazalo se da se vrijgdha@a oba modela ne razlikuju. Kaim,

1D model rjeSavao se poihw dvije numerike metode, metodom karakteristika (MK) i
metodom konénih diferencija (MKD), a rezultat (dobiverk) je zavisio od primijenjene
numertke metode. Rezultat je taker zavisio i od vremena simulacije (broja oscilatior
ciklusa). Prema tome, mo¢gl je da koeficijenk zavisi od odabranog vremena promatranja
pojave, ali s druge strane potrebna je temeljgkaperimentalna verifikacija kako 1D tako i

kvazi-2D modela.

Vardy i Brown [23] ponudili su teorijski izraz zadwdivanje koeficijentak. Pri tome se
pretpostavlja da se koeficijent turbulentne vislastn ne mijenja s vremenom i da ima

raspodjelu istu kao kod stacionarnog strujanjao f&pouzdanost takvog modela upitna.

2.2.3. Analiticki izrazi za korekciju kvazi-stacionarnog modela

Ovi modeli ¢esto se nazivaju modelima s tezinskom funkcijomridtenje te funkcije
(integral konvolucije), zahtijeva da se uzmu u opondaci od péetka pojave pa sve do danog

trenutka.

Modeli iz ove kategorije baziraju se na an&ktm rjeSenju Zielke [15] paralelnog osno-
simetrinog strujanja. Integrirafii uzduznu X) komponentnu jednadzbe kiihe gibanja
62u+1@_p6u_ 10P 1

= P == =2 (@), 2.50
or> ror uot uox p ® (2:30)
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po podréju popre&nog presjeka cijevi pondéa Laplaceove transformacije, dobije se z&alu
laminarnog strujanja u cijevil£64Re=64/DU) sljedei izraz za korekciju sninog
naprezanja na stjenci cijevi koji sadrzi integrahi«olucije

o | oU
r,,0)=—— |W(t-9)—(F) dJ . 2.51
w® =5 WE=9)7356) (2.51)
TeZinska funkcija W za sliaj =0,02 glasi

W(t) — e—5,135627r + e—8,41724”‘r + e—11,6198$r + e—14,7959§r + e—17,9598’2r (2.52)

dok za sldaj 7<0,02 ta funkcija glasi

W(t) = (0,282095r_y2 ~1,250000+ 105785512 +

; (2.53)
+0,937500r + O,396696r4 - 0,351563r2j :
pri ¢emur predstavlja bezdimenzijski vremenski koeficijeefidiran izrazom
r= %t . (2.54)

Numeriko izra&unavanje integrala konvolucije zahtijeva memorieanjzine u svim t&kama

I u svim vremenskim trenucima (u svintkama prostorno-vremenske mreze). Trikha [24] je
pojednostavio ovaj numeki postupak tako da je tezinsku funkciju aproksanipomau tri
eksponencijalne funkcije. Eksponencijalne funkcogenoguwtavaju jednostavno KkoriStenje
rekurzivnih formula, pa je dovoljno memorirati piStanja u obliku skupnih parametara

samo iz prethodnog koraka.

Suzuki et al. [25] za vrileme<0,02 tezinsku funkciju fanaju prema originalnom
Zielkeovom izrazu, a u vrement0,02 rekurzivno poput Trikhe [24], jer sélanovi tezinske

funkcije u tom razdoblju ionako imaju oblik ekspargalnih funkcija.

Trikha [24], Bergant et al. [21], Bergant i Simpsf@6], Vardy et al. [16] ustanovili su da
model Zielke [15] daje prihvatljive rezultate i zmrbulentno strujanje pri niskom

Reynoldsovom broju, makar je model izveden za lamma strujanje.

Vardy et al. [16] su na analognidia kao Sto je za laminarno strujanjecimo Zielke [15],
izveli model prikladan za nestacionarno turbulengtrojanje u glatkim cijevima pri niskim

Reynoldsovim brojevima. Vardy i Brown [17] su kgeniaj model proSirili i na skajeve
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turbulentnog strujanja u glatkim cijevima pri visok Reynoldsovim brojevima, te [18] na
turbulentno strujanje u potpuno hrapavim cijeviiRadi se dakle o modelima koji pokrivaju

sve sliajeve strujanja u glatkim cijevima — od laminarmmgrazvijenog turbulentnog.

Model Vardy i Brown [17] dobiva se integracijom dojnog (jezgra i gragni sloj) modela
paralelnog osno-simetnog turbulentnog strujanja po podju popre&nog presjeka cijevi.
Primijenjeni dvoslojni model (SI. 2.3) primjeren jeprilagaien stacionarnom strujanju u
cijevi. Pretpostavlja se da je u jezgri cijevi Im&istacionarnog strujanja konstantmai,, a

efektivna viskoznosic.sbeskonano velika.

Sl. 2.3 Stacionarni profil brzine i efektivne vighmsti [17]

Uz pretpostavku da je srednja brzina u ghaom sloju jednakai/2, poma@u jednadzbe

kontinuiteta za stacionarno strujanje dobiva sedsdj izraz za srednju brzinu strujarjh

2
Yo Dl—%+% , (2.55)
u

c

gdje b ozna&ava debljinu gragnog sloja, aR polumjer cijevi R=D/2). U sli&aju relativho

velikih Reynoldsovih brojeva (nptRe;>400) moze se staviti~uc.

Primjereno stacionarnom strujanju, u geaeim sloju pretpostavlja se linearni profil efekivn

viskoznosti

Uy =0, L+ ay), (2.56)
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pri ¢emu sw,, vViskoznost na stjencb{=v), ay je popré&€na koordinata (gratini sloj se tretira
kao ravninski uz koriStenje Cartesijevog koordiogtrsustava). Da se izbjegne koriStenje

koeficijenta smjera, uvodi se oznaka

v

O'EU—W: L+ ab) , (2.57)

pri ¢emu jeo. efektivna viskoznost na rubu grénog sloja ¢c=ves pri y=b).

UzduzZna komponentna jednadzba &oke gibanja za gradmi sloj glasi

0 Ju) ou _10P 0z
—\v,— |-——=——+g—=1(t) , 2.58
ay( efay] ot pox 9 O (2.59)

a za jezgru cijevi

10P 0z 2r
=——+ +

_ 9y, g% c | (2.59)
ot pox ox p(R-Db)

gdjez. ozna&ava tangencijalno naprezanje na rubu jezgre cijevi.

Integracijom ovih jednadzbi za s$hj stacionarnog strujanja i uz pretpostavku da za
stacionarno strujanje vrijede slj@étl&razi za efektivnu viskoznost na rubu gragnog sloja
[27]:

Yo —007:u = |m== [ 02, (2.60)
u.R P 8

i za koeficijent trenja u glatkim cijevima (Nikurse))

L o logRe,A)- 08 | (2.61)

Nyl

dobiju se za stacionarno strujanje sli@derazi za odrdivanjeci b

o =0,0124Re,)(2logo + 302) = 0,0366ARe,) ™2 , (2.62)

b_ 16 u o-1
R JReg, U, Ing ’

(2.63)

koji se koriste kao vazeza sl&aj nestacionarnog strujanja, a tdko se dobije i sljede

izraz za stacionarni dio stimog naprezanja na stjenci cijevi
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1_1j
o-1 Inoc o-1) 1
Ino R+b(a+1— 2 j b

T = PUM, (2.64)

-1 Ino

Jednadzbe kaline gibanja za nestacionarno strujanje u grasm sloju i jezgri se nakon toga
podvrgavaju Laplaceovoj transformaciji. Jednadzbgranéni sloj se poméu supstitucije

/Ui L+ay) (2.65)

(s je kompleksna varijabla) prevodi u Besselovu jetihha nultog reda kakvu je dobio i

,7:

QN

Zielke [15], pa se zatim integrira. Uzevsi u obeziransformat jednadzbe za jezgru, kao
konani rezultat dobije se Laplaceov transformat&@mg naprezanja uz stjenku cijeyi od
kojeg se zatim oduzima transformat stacionarnoglalif,s, pa na taj nan preostaje
transformat nestacionarnog doprinosa &g naprezanja uz stjenkwd,,. Inverznom

transformacijom dobiva se izraz
40p | ou
r,,t)=— |[W(t-9)—(F) dJ , 2.66
w(®) D!( )55 @ (2.66)

koji sadrzi tezinsku funkcijWMt), a po obliku je identan s Zielkeovim [15] izrazom. Radi
pojednostavljenja, transformat tezZinske funkcié(s) se najprije zamjenjuje pribliznim
izrazomW;'(S), ¢ijom inverznom transformacijom se dobije tezinskakcija u sljedéem
obliku

W(t) = AexpEBt) /7t (2.67)
D
A=— 2.68
" (2.68)
B= 0540, (2.69)
D
143
K= Iog(—RegOSj . (2.70)

Sli¢no kao Sto je Trikha [24] uveo aproksimaciju tekafunkcije za model Zielke [15] i time
izbjegao potrebu da se memoriraju sve vrijednagink od pdetnogéasa, tako su i Ghidaoui
i Mansour [28] predlozili aproksimativni izraz zezinsku funkciju modela Vardy i Brown
[17]. Ako se koristi taj izraz, potrebno je mematirsamo vrijednosti brzina iz prethodnog
vremenskog koraka.
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Pokazuje se da za 8hj konstantne akceleracije u modelu Vardy i Broda] [nestacionarni
dio smEnog naprezanja,, dolazi u zasienje (maksimum), ako konstantna akceleracija traje
dulije od minimalnog vremen&,=3,32%. Tadar,, zavisi uglavhom od vrijednosti te
akceleracije, tako da tada ovaj model i izrazi lsgibaziraju na trenutnoj akceleraciji npr.
[20] daju podjednake vrijednosti,. Vrijemetmi, skratuje se povéanjem Reynoldsovog broja
(tezinska funkcijaN tada ima znatne vrijednosti samo u blizini vremerty, pa izrazi koji se
baziraju na trenutnoj akceleraciji daju najboljeuléate kada se pri visokim Reynoldsovim

brojevima akceleracija mijenja polako (neko vrijefagriblizno konstantna).

2.3 Modeli trenja za kvazi-2D model — modeli turbulencje

U kvazi-2D modelima trenje u laminarnom strujanpinua se u obzir pondo odgovarajteg
¢lana Navier-Stokesove jednadzbe (odn. katistslewtonov zakon viskoznosti). Za

turbulentno strujanje koristi se nekoliko modelebtuencije.

Iskustvo pokazuje da se &#@omdau vrlo jednostavnih profila brzine turbulentnoguginja
dobivaju zadovoljavajti rezultati u pogledu osnovnih karakteristika negtaarnog strujanja.
S druge strane profili brzine ne nalikuju profilinsacionarnog strujanja, a razlikovanje
laminarnog i turbulentnog rezima otezana@igenicom da se turbulencija javlja samo u fazi

usporavanja strujanja, dok prilikom ubrzavanja dotk relaminarizacije.

Za Reynoldsova naprezanja uglavnom su se koragkbarski modeli, npr. Vardy i Hwang
[9], Pezzinga [11], Silva-Araya i Chaudry [12]\M&-Araya i Chaudry [29], Ohmi et al. [13]
dok su se sofisticiraniji modeli poput-¢ modela koristili rj@e. Rezultati dobivenk-¢

modelom i algebarskim modelima nisu se bitnijeikaxiali.

Metoda koju su razvili Vardy i Hwang [9] koristi s&zonskim algebarskim modelom
turbulencije koji su za nestacionarno strujanjevitaXita et al. [30]. Zone su sljede:
laminarni podsloj, dvije prijelazne zone, zona ldiganskog zakona i jezgra. Upotreba ovog
modela za skaj nestacionarnog strujanja ponekad stvara poteSler u nestacionarnom
strujanju turbulencija ne zavisi samo od &moig naprezanja na stjenci cijexy, kao Sto

predvida ovaj model turbulencije.

Metoda koju je razvio Pezzinga [11] koristi algediéa model turbulencije s dvije zone To su

laminarni podsloj i turbulentna zona u kojoj seikbrPrandtlova hipoteza puta mijeSanja.
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lako ta hipoteza uzima u obzir i profil brzine, kogenti i izraz za put mijeSanja baziraju se

na stacionarnom strujanju.

Ghidaoui et al. [31] ustanovili su da ova dva mad#sju priblizno jednake rezultate zacslu
nestacionarnog strujanja u cijevi, kao i da pieziams&a visinaH ne zavisi od raspodjele

turbulentne viskoznosti u jezgri cijevi.

Valjanost Reynoldsovih jednadzbi za &y nestacionarnog strujanja je upitna jer, za
pouzdano vremensko osrednjavanje, karakténigtvrijeme za turbulenciju mora biti znatno
krace od karakteristnog vremena nestacionarne pojave, a to nije uvijeguce. Mozdace

se zato u budunosti u véoj mjeri koristiti metoda simulacije velikih vrtlag

2.4 Stabilnost strujanja

Suprotno tadasSnjimdekivanjima, eksperimenti koje je izvrSio Shuy [3#jkazali su da se
sSmikno naprezanje uz stjenku pdéaga pri usporavanju strujanja i smanjuje pri ubazgu.

Shuy pretpostavlja da pri ubrzavanju turbulentriogj@nja dolazi do relaminarizacije.

Eksperimenti koje su proveli Das i Arakeri [33] akli su da nestacionarno strujanje postaje
nestabilno kad se prie kriticna vrijednost Reynoldsovog broja i karaktetistig vremena.
Nestabilnosti u eksperimentu pokusSali su objaskiristei kvazi-stacionarnu analizu
stabilnosti linearnih sustava. Sa smanjenjem peotakka infleksije u profilima brzine koji
imaju recirkulaciju udaljava se od stjenkene se smanjuje stabilnost strujanja. Istovremeno
Reynoldsov broj se smanjuje, pdéagajlti time stabilnost strujanja. Pojava nestabilnosti
zavisit ¢e o tome koji od ova dva suprotna utjecaja previddestabilnost se dituje u

nastanku spiralnih vrtloga koji se naglo raspadsajurbulenciju.

Brunone et al. [34] snimali su profile brzine u taegonarnom turbulentnom strujanju u cijevi
i ustanovili da se nakon prolaska fronte&tlag udara natrazno strujanja javlja naizmjaoi
odn. periodiki u gornjem i u donjem dijelu cijevi¢ime se znatno naruSava aksijalna

simetrija.

Kvazi-stacionarna linearna analiza koju s«iniéi Ghidaoui i Kolyshkin [35], tako da su
nestacionarne profile brzina s recirkulacijom pafivtrodimenzionalnim perturbacijama,

pokazuje da, zavisno od Reynoldsovog broja i beedkijskog vremena, nestacionarno
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strujanje u cijevi moze biti unutar stabilne ilist@bilne domene. Dobili su krivulje neutralne
ravnoteze na granici tih dviju domena. To su kijgrula kojima se porenaji ne povéavaju
nitt smanjuju. Krivulje neutralne ravnoteze predfgu parove Kkrittnih vrijednosti
Reynoldsovog broja i vremena. Tdlew se pokazalo da je najnestabilniji asindeirmodus
uz azimutni valni broj jednak jedinici. Eksperimiekbje je izvrSio Shuy [32] bili su prvi
eksperimenti izvrSeni unutar nestabilne domenelj&te se stabilizira ako se u okolictke
infleksije profila brzine gradijent brzine s vrenoem smanjuje. Taj gradijent posesva se npr.
znatnim smanjivanjem protoka. Taley, destabilizirajte djeluje i udaljavanje tke
infleksije od stjenke cijevi. Nestabilnost se pdjae relativno brzo, a izm# ostalog
narusava aksijalnu simetriju profila brzine, mignsgtrukturu i intenzitet turbulencije.
Suvremeni 2D modeli nestacionarnog strujanja nisstamju simulirati takvu nestabilnost

strujanja.

Ghidaoui et al. [31] provjeravali su rezultate ghaznata kvazi-2D modela. Pokazalo se da se
u podriju u kojem se &ekuje nestabilnost i spiralni vrtlozi rezultati dedni tim modelima
do 100% razlikuju od eksperimentalnih rezultata.

2.5 Pretpostavka 'zamrznute' i kvazi-stacionarne turbukencije

U modelima snminog naprezanja koji se baziraju na andtdim rjeSenju pomau integrala
konvolucije, Vardy et al. [16], Vardy i Brown [1Pretpostavili su da raspodjela turbulentne
viskoznosti stacionarnog strujanja ostaje istamemski nepromjenljiva (‘zamrznuta’), za
vrijeme nestacionarnog strujanja. U svojim 2D modalVardy i Hwang [9], Pezzinga [11],
Silva-Araya i Chaudry [12] pretpostavljaju da u taegonarnom strujanju vrijede izrazi za
turbulentnu viskoznost stacionarnog strujanja (wstavka kvazi-stacionarne turbulentne
viskoznosti). Predlozena metoda koristi kvazi-staarni model turbulencije po uzoru na

metodu Vardy i Hwang.

Ghidaoui et al. [31], Greenblatt i Moss [36], Héaickson [37] izvjeStavaju da nakon prolaska
fronte vala dolazi do kasnjenja promjene turbulen@azvane tim valom. Jednoliki pomak
cijelog profila brzine prilikom prolaska vala ima posljedicu nepromjenljivost gradijenta
brzine neposredno nakon prolaska vala. Tada segedijenja gradijent uz stjenku cijevi Sto
dovodi do nastanka vrtlozne povrSine u tom p&druS vremenom, nakon prolaska fronte, ti

vrtlozi se difuzijom prenose prema jezgri cijeva p sve véoj mjeri utjgéu na gradijent
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brzine, intenzitet i strukturu turbulencije u plgenoj zoni graninog sloja. He i Jackson [37]

predlozili su nain za procjenu ovog kasnjenja.

Ghidaoui et al. [31] kao kriterij opravdanosti estavke kvazi-stacionarne turbulentnosti
predlazu omjere karakterigtih vremena radijalne difuzije i vremena propagacipla.
Prihvatljivim su oznaili situacije u kojima je jedno od vremena znatresesod drugog, dok

je pretpostavka upitna u situacijama gdje su tenere istog reda velne.

U ovom radu primjenjuje se pretpostavka 'zamrzriutbulencije.

2.6 Numeri¢ko rjeSavanje 1D modela, numeike sheme

Metoda karakteristika (MK) najprikladnija je i ®age koriStena numetka metoda za
rjeSavanje 1D modela nestacionarnog strujanjaaviaia. Osim ove metode, u manjoj mjeri
joS su se koristile metoda kamah diferencija (MKD), metoda koiaih volumena (MKV) i
valna metoda. Metoda kofrdh elemenata za sada nije koriStena u komeraialni

programima.

U MK najceke se koristi fiksna reSetka. U cjevovodnim sustaviona zahtijeva istovjetan
vremenski korak za sve dionice. Obzirom da diocjegovoda imaju razite duljine, a neki

puta i razléite brzine zvuka, uz istovjetan vremenski korakring@pu nije mogde potpuno

zadovoljiti Courantov kriterij. Ovaj problem rjesage interpolacijom, ptiemu se koristi niz

interpolacijskih tehnika odn. shema.

Wiggert i Sundquist [38] koristili su interpolad{js shemu u kojoj kombiniraju prostornu
linearnu interpolaciju i implicitnu shemu. Goldberd/ylie [39] razvili su shemu eksplicitnog
diferenciranja u kojoj su koristili rjeSenja izéegy broja ranijih vremenskih koraka. Lai [40] je
u svojoj vise-modusnoj shemi kombinirao eksplicishemu i interpolaciju ili ekstrapolaciju
po prostoru s klashom linearnom interpolacijom u prostoru i vremegdayvisno od veliine
vremenskog i prostornog koraka, kao i od brojadtenih prethodnih vremenskih koraka, ova
shema moze funkcionirati kao jedna ili druga ilbigoljna kombinacija obje sheme. Time se
korisniku pruza potpuna fleksibilnost. Yang i H3ll] takaier koriste eksplicithu shemu u
kojoj koriste podatke iz &g broja ranijih vremenskih koraka. Zatim koristetodu Holly-
Preissmann za interpolaciju u prostoru ili u vremeS8ibertheros et al. [42] uspjeSno su

primijenili spline metodu u jednostavnim problemimajevovodima, dok se u slozenijim
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situacijama javlja problem definiranja rubnih ugeta spline. Radi ubrzanja préuaa i
smanjenja koriStenja ¢anala Karney i Ghidaoui [43] razvili su slozeni @igam Kkoji se
moze koristiti za inicijalni proraun. Njihov “hibridni” pristup koristi interpolacijuduz

karakteristike, interpolaciju iz najblizede i “metodu prilagodbe putanje vala®“.

Valna metoda koju su primijenili Wood et al. [444likuje MK, ali poreméajne funkcije
moraju po odsjcima biti konstantne. To povlada se radi o shemi prvog red&rmosti u
prostoru i vremenu. Taker i trenje se mora aproksimirati funkcijama konstan po
odsje&cima. To u rjeSenju izaziva nefizikalne oscilacijale amplitude. Problem predstavlja i
¢injenica da nije rijeSen g na koji bi se u shemu ukljio integral konvolucije (teZinska

funkcija).

PokuSaj da se pordo MKD i implicitne sheme centralnih diferencija na&un stabilnosti

implicitnih shema omodie veti vremenski koracéesto ne daje zadovoljavépirezultate, jer
implicitne sheme iskrivljuju propagaciju vala i nisposebno pogodne za c¢umanje

propagacije valova. Takder, implicitha metoda zahtijeva rjeSavanje relatiwelikih sustava
jednadzbi. Zato se za num#ko rjeSavanje hiperba@kih jednadzbi pretezno koriste
eksplicitne sheme. Chaudhry i Hussaini [45] primijesu tri eksplicithe MKD-sheme drugog
reda t@nosti po prostoru i vremenu (sheme MacCormak, Lamb@Gabutt) za jednadzbe
hidraulickog udara. Pokazalo se da ove metode daju boljdta¢éz nego MK sa shemom

prvog reda tonosti, ali se u profilu vala pojavljuju sumnjiveadacije.

MKV se nijecesto koristila za rjeSavanje problema hidr&udp udara. Guinot [46], Hwang i
Chung [47] rjeSavali su model hidratdog udara bez difuzije (bez trenja). Oni rjeSavaju
Riemannov problem i koriste Godunove sheme. GU#tjtkoristei Godunovu shemu prvog
reda t@nosti dobiva metodu nalik MK s prostornom linearnamerpolacijom. Hwang i
Chung [47] koriste metodu drugog reda&rosti. Pri tome su kao nepoznanicu umjesto
piezometarske visine odabrali gugipsto zahtjeva da se definira veza piezometarisieevi

gustde, te izaziva probleme pri definiranju rubnih ugjet
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2.7 Numeri¢ko rjeSavanje kvazi-2D modela, numetke sheme

Osnovne jednadzbe kvazi-2D modela

— jednadzba kontinuiteta

%(0_H+UG_HJ+@ L1ov) , (2.71)
c°\ ot 0Xx oXx r or

— x-komponenta jednadzbe kaéhe gibanja

ou, Oou, ou_ oOH  194d(rg,)
— +u—+ =- + = “xZ

el halll , 2.72
ot 0x Var gax ro or ( )

predstavljaju sustav hiperbdhih-parabolékin parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Uz
zanemarivanje konvektivniblanova, Vardy i Hwang [9] ovaj model rjeSavaju nariani
natin — hiperboléni dio poma@u MK, a parabotini dio pom@u MKD. Taj n&in je u suglasju
s fizikalnom pozadinom hidragkog udara, jer se MK koristi za préwm valnog dijela
jednadzbi, a centralne diferencije za difuzijslo.dlakaier, iako su radijalni maseni protoci
relativno mali, njihovo ukljgenje u jednadzbu kontinuiteta ima opravdanje &ndeti,
stabilnosti i fizikalnoj korektnosti. KoriStenje MKpéenito omoguava istrazivéima da

koriste analize, metode, interpolacijske shemkussra razkitin 1D MK modela.

Karakteristéni oblik ovih jednadzbi je

dH cdu__c®10(rv) Lc10(a,)

—t—— = + (2.73)
dt g dt gr or grp or

duz karakteristika

dx

—=%C. 2.74
ot (2.74)

Diskretizacijom ovog sustava Vardy i Hwang [9] doku 5-dijagonalni sustavNg,x2N,;
jednadzbi, gdje j&, broj podjela u radijalnom smjeru. Za rjeSavang sastava potrebno je
vrijeme centralnog procesora reda sieke N,>. Zhao i Ghidaoui [48] taj sustav su sveli na
dva 3-dijagonalna sustawy XN, jednadZbicime se vrijeme centralnog procesora svelo na

red veltine N,;,.
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Pezzinga [11] odrje tlak rjeSavanjem jednadzbe kontinuiteta kotiseksplicitnu MKD
shemu. Nakon toga odhgje profile brzine rjeSavanjem jednadzbe &oke gibanja, prcemu
koristi implicitnu MKD shemu. Na kraju se ukupniogpok rauna integracijom brzine po
povrSini presjeka cijevi. Protan je brz jer su jednadzbe kontinuiteta i Kwmle gibanja
razdvojene pa se rjeSavaju zasebno, a radijalnaetizacija jednadzbe keine gibanja
dovodi do 3-dijagonalne matrice. Nazalosturganje protoka integracijom brzine neki puta
uzrokuje nefizikalne oscilacije prananatog tlaka. Da bi se oscilacije izbjegle, poteelpm

fina diskretizacija u radijalnom smijeru.

Ohmi et al. [13] rjeSavanjem 1D modela atine tlak i srednju brzinu. U nastavku, dobiveni
gradijent tlaka koristi se u kvazi-2D jednadzbiikimle gibanja za oddevanje profila brzine.
Profil brzine se nakon toga koristi za&waanje tangencijalnog naprezanja na stjenci cijevi

potrebnog u 1D modelu.

Slicna je i metoda koju koriste Silva-Araya i Chaudftg], [29]. Nakon Sto se izéana
profil brzine, on se koristi za ¢gananje protoka i disipacije energije. Iz te disigadobije se
omjer disipacija, na temelju kojeg se atire korekcijac¢lana s trenjem u 1D jednadzbi.
Korigirani 1D model rjeSava se za tlak i protoktidase korigira gradijent tlaka i prafan se
ponavlja sve dok se dovoljno ne smanji razlika gkatdobivenog integracijom profila brzine

i onog dobivenog 1D modelom.
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3. PREDLOZENI MODEL | METODA RIJESAVANJA

3.1 Metoda karakteristika

Primjena metode karakteristika za situacije 2D iejanja fluida opisana je u Hirsch [49],
[50], a primjer uspjeSne realizacije na katedridehaniku fluida FSB-a Zagreb dan je u
Savar [51], Savar et al. [52], [53], [54]. Metodar&kteristika primjenjuje se za parcijalne
diferencijalne jednadzbe (PDJ) kojima se opisujgay® dominantno konvektivnog odn.
valnog karaktera, tj. za PDJ prvog reda hipetfolj tipa. Za primjenu metode karakteristika,
fizikalni model treba prikazati u obliku sustava Pprvog reda (viSe derivacije u principu se

obratunavaju putem izvorskagjana).

U odlomku 3.1 daje se 6pprikaz metode karakteristika prikladan za 2D i Biaddele (tj.
prikladan i za daljnji rad). Metodée se primijeniti na primjer potpunog 2D modela,n
slitaj aksijalne simetrije strujanja slabo siheg fluida. Kasnijece se potpuni 2D model

reducirati na kvazi-2D model kakav se razmatra enovadu.

3.1.1. Opcenito

Sustav PDJ zapisuje se kao sustagjednadzbii(= 1k,) oblika

ou,
=g 3.1
a11k afk q| ( )

u ky nepoznatih funkcijay (daklej = 1ky). & ozn&ava nezavisnu varijablik € 1 k+1, ks je

broj prostornih koordinata,), aji je koeficijent, &g je izvorskiclan.

Homogeni dio gornjeg sustava ima valno rjeSenje&abl

— 1 ané)
u; =ue , (3.2)

pri ¢emu Gj ozn&ava amplitudui=+/ -1, n; je komponenta vektora.ddo je da je rieSenjeg,

konstantno kada je skalarni produk konstantan.
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Za nestacionarne sustave u@apeno je posebno izraziti vremensku koordinatwremenske

promjene. Tada j€=x;, (i = 1Kq; k« je broj prostornih koordinata); ¢, ,, =t, pa se sustav

(3.1) zapisuje u obliku

au, ou, .
— L —4=q, (i, =1k, k=1k), 3.3
oM O (i = 1k ) (3.3)

gdje je koeficijent; element Jacobijeve matrice.
RjeSenje homogenog sustava (3.2Xnbise zapisuje u obliku
= A (Kix-at)
u, =0, (3.4)

pri ¢emu jew karakteristtna kruzna frekvencija valanE2xf, f je karakteristina frekvencija

vala), ax; je vektor valnog brojéija apsolutna vrijednost je

2n
== 3.5
; (3.5)
gdje jel valna duljina. Takder vrijedi relacija
aK =w, (3.6)

pri ¢emua; ozna&ava vektor brzine kretanja vala u smjeru njegovagsiranja, pa u stiaju

kolinearnosti vektora, i x; vrijedi

a=% (3.7)
K
i
— a}(i

Nadalje, akd(&)=Sx;,t)=constozna&ava svojstvenu hiper povrsinu odn. povrSinu frosatia,

tada za hiper prostor (koji ukljuje vrijemet kao jednu od dimenzij@) vrijedi

grad,,, S(&) =%§)% =n, (3.9)

tj. gradijent-vektom; normalan je na hiper povrSirK;), dok za fizéki prostor vrijedi

0S(%.t) . _ o 4
ox €x; =K, (t=cons) (3.10)

grad,, S(x,t) =
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tj. gradijent-vektowr; normalan je na pod-povrSinu koja nastaje pregijeraS(x;,t) ravninom

t=const CXito je da vrijedi relacija

0S(x.t) _ - __
o T (3.11)

pri ¢emun; ozna&ava komponentu vektora u smjeru koordinatne osi kao i da se rjeSenje

(3.2) alternativno moze zapisati u obliku

A NG — A AKXe—a) — A Xt
u, =u,e™r =u,et Nt =ue : (3.12)
Pri tomece vrijednosty; biti konstantna u smjeru okomitom ng(tj. kad je unutrasnji produkt
n=0), a to zn& tangencijalno na povrsing(&)=constorijentiranu gradijentonm;. Gornji
izraz je rjeSenje homogenog sustava PDJ

ou auj .
—_ 1 4+ 9. _:O' , :1’ ’kzl,k , 3.13

pa se njegovim uvrstenjem u taj sustav, nakonjdijgl si e “*« ) dobiva

- 0S 0S .
(—ao; + Ky U, :(Ed] +Kaijk juj =0. (3.14)

Ovaj sustav jednadzbi moze imati rjeSenja t#aliod trivijalnog rjeéenjalIj =0) jedino u

slicaju kad je determinanta sustava jednaka nuli

de*— o +Kka1'jk‘ =de+§5_. + 95

9 a4 l=0. 3.15
at ij an a11k ( )

Iz tog uvjeta odréuje se karakteristha kruzna frekvencija. Za svaki odabrani smjet,
jednadzbace imati ke ne-trivijalnih riesenjan®, (", i=1k,). Vidljivo je da ona zapravo
predstavljaju svojstvene (eigen) vrijednosti matriga;x. Ako se jednadzba podijeli B,
dobiva se jednadzba za odireanje karakteristine brzine prostiranja valu smjeru normale

na svojstvenu povrsin§x;, t)=const odn. u smjeru gradijenta na tu povrsinu.

de{—ﬁ)dﬂ +oleg|=de = 0. (3.16)

K

K
—ao; +—<ay
K

Za proizvoljni smjer x° = ki/x svojstvene povrdine postojk, svojstvenih vrijednosti
A0 =a0 = O @9, i=1 k).
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Anvelopa svih svojstvenim povrSina (orijentiraniins smjerovimax;) tvori Machov konus.
Obzirom na toku vrha konusa, Machov konus u proslosti doje zonu ovisnosti, a u
budutnosti zonu utjecaja te ¢ke. Svojstvena povrSina dodiruje Machov konus piji lkoja

se naziva karakteristika (bikarakteristika — u smpeektorab;). Machov konus, te svojstvena
povrsina i karakteristika za odabrani smjér prikazani su na sl. 3.1 Ako se u jednadZbu
svojstvene povrSingx, —wt = 0 odabere=1, usporedbom s definicijom brziree dobiva se
Xi=3a;.

=

X2

=3

L

X1
Sl. 3.1 Machov konus i svojstvena ravnina za 2Desiiju

[zrazom

K
(m) k — (m)y (m)

7 (3.17)

(ne sumira se po indeksu u zagradi, tj. u ovontaglupom) definiran je lijevi svojstveni
(eigen) vektot™; koji odgovara svojstvenoj vrijednositi™.

Ako se sve svojstvene vrijednosti zapiSu u oblikagbnalne matrice

A=[A,]=Ams, ), (3.18)
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i uvede oznaka za matricu
K

K = [Kij]z[%k _k}, (3.19)
K

mogLee je izraz za jedan svojstveni vektor (3.17) ntatrsizapisati za sve svojstvene vektore

LK = ALY, (3.20)

gdje ;™ svojstveni vektor predstavlje-ti redak matriceL ™. Dijagonalizacija matric&k
provodi se tako da se gornja jednadzba pomnozicoatiL s lijeve strane, pa se dobije

K=LI[AIL™. (3.21)
Ako se osnovni sustav PDJ pomnozZi svojstvenim vektos lijeve strane

m au' m 6U- m
1 )a_t""li( )aijka_xizli( g, (3.22)

dobiva se jednadzba kompatibilnosti. Zapisom odegelzbe za sve svojstvene vektore

aup

,-pa=[r1]imqm, (3.23)

[L_l im % + [L_l] im amnk[l- ] nj [L_l]

omogutava se prijelaz na svojstvene varijable

ow - ow,  _
a_tl+aijk — =0, (3.24)

pri ¢emu su uvedene oznake

aijk = lL_lJ im amnk[L]nj , (3.25)
G =L} 0, (3.26)
ow =10, (3.27)

a simbolJ ozn&ava odgovarajtu (vremensku ili prostornu) promjenu. Treba naglata
dobivene karakteristne varijablew; zavise od odabranog smjera propagagije

Ukoliko se odabere vektatr u smjeru koordinatne 0%,

ri=ed), (3.28)

pri cemu jeeY; jedini¢ni (bazni) vektor u smjeru koordinatne ogi jednadzba svojstvene

povrsSine kroz ishodistex; —wt = 0 daje jednadzbu karakteristike za taj smjer
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xg = o™t =a™, (3.29)
pri ¢emu indeksm ozna&ava razne svojstvene vrijednosti za taj smjer. \D@mjem ove
jednadzZbe po vremenu t dobiva se dajani zapis dane karakteristike

dx .
X0 - gm (3.30)
dt

Duz ove karakteristike moze se jednadzba (3.24zemma pom&u svojstvenih varijabli

zapisati u obliku

W™ _ ow™ |, ow™ Xy _ 0w, W _ (3.31)
dt ot  ax, dt ot 2 |

pri ¢emu su preostadilanovi jednadzbe prebani u novi izvorskislan s¥;.

3.1.2. Primjena MK na aksijalno simetian model strujanja
Osnovne jednadzbe aksijalno sim&tng modela za slabo stiai fluid

Brzina napredovanja ttaog poreméaja (brzina zvuka)

- |dp
c—\/;, (3.32)

dak|e% :iz% :
Dt c¢° Dt

Pretpostavlja se da vrijedi Boussinesqova hipotgz&eynoldsova naprezanja izrazavaju se
pomcaiu koeficijenta turbulentne viskoznogt, a ukupna naprezanja modeliraju se péumno

koeficijenta efektivne (ukupne) viskoznogtt = p+ur.

Osnovne jednadzbe strujanja za aksijalno sikretrisituaciju zapisane u cilindarskom

koordinathom sustavu (koordinatne ®gsi komponente brzine, v):

— jednadzba kontinuiteta

2
9,y Py U ) (3.33)

ot 1) or ()4 r or
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— x-komponenta jednadzbe kashe gibanja

%+u@+va_u = fx _1@+21(Uef a_uj +Ei Uefr(@-'-%j , (334)
ot ox or pOX  0X ox) ror or 0Xx

— r-komponenta jednadzbe k&ihe gibanja

20V
%+u%+v@:f —1@+ 9 {uef(av+auﬂ+zi(uefravj— ef , (3.35)

ot ox o ' por ox ax or)| ror ar r?

Model zapisan u karakteristiom obliku

Za dvodimenzijski Kx=2) model definiran jednadzbama (3.33)—(3.35) wvekiezavisnih

varijabli glasi
X
[Xk]=m , (3.36)
pa se model sukladno jednadzbi (3.3) moze zapisathiiku
ou. Ju, ou.
4 49 1 =n ) 3.37

pri ¢emu su (uz,j = 1Kk,; k,=3)

[U,-]= uj, (3.38)
\/
u pc? 0]

[&,-1]= Yp u O0Of, (3.39)
0 0 u
v 0 pc?]

[aijz]: 0 v 0], (3.40)
Yo 0 v |
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2

oo,

r
[qi ] = fx + 2i(uef %j + Ei Uefr(@ + %j . (341)
0X OX) ror or 0x

d v ou)| 29 ov) 204V
fr T Vet ot || P o | YT o | ™
i oX ox or ror or r2 |

Kad se uvede oznakdi=ri/x za jedinéni vektor normale, svojstvene vrijednostéuaaju se

iz uvjeta
detK - A1) =detla, k°-13,)=0, (3.42)
pri ¢emu
uk? +vk? =A™ oC°K? o’k
K=-Al = Ky/p Uk + VK =A™ 0 , (3.43)
K°/p 0 UKy +vk? — A™

gdje su uvaZeni smjerovi koordinatnih askx,; x,=«;. Odabire se normala=«’% (tj. xk=1) u

smjeru koordinatne osi u smjeru osi cijev(1,0) tj.x=1; k=0, tako da gornji izraz postaje

u-A"  pc? 0
K-Al=| Yp u-A" 0 , (3.44)
0 0 u-A™

pa svojstvene vrijednost(m) moraju zadovoljavati uvjet
detK - Al) = (u=-A™)|u-Am)2-¢c?|=0, (3.45)

koji ima sljedéa 3 rjeSenja

A1) =u+c, (3.46)
A(2) =u—, (3.47)
A3) =u. (3.48)

Linije karakteristika (bikarakteristike) dobivaje & uvjeta
x0x —A(Mt =0, (3.49)

pa se uvrstenjem gornjih svojstvenih vrijedna$t dobiva

X(1) = (u+o)t, (3.50)
x(2) = U=t (3.51)
x(3) =ut. (3.52)

49



Svojstveni vektorl™; odreiuju se rjeSavanjem singularnog sustava jednadzbi

1K = A1), =1 (a, 42 - A™3, )=0, (3.53)
u-A"™  pc? 0

[ e e yp o u-am o |=o. (3.54)
0 0 u-A™

Uvrstavanjem svake od 3 svojstvene vrijedndSt (m=1,3) dobivaju se odgovaraja 3

svojstvena vektora

1(1) = (1, pc, 0), (3.55)
I(Z)I :ﬂz(l, —-C, 0)’ (356)
|(3)I :/u3(01 O! 1)1 (357)

gdje w1, u2, u3, 0zn&avaju proizvoljine konstante za koje se odabires@npstu;=u,=us=1.

Ovi vektori tvore matricu

1 poc O
L—l: 1 _m O , (358)
0O 0 1
s determinantom
det(L-1) = —2c, (3.59)
i inverznom matricom
i 1 5
2 2
L=|-X -1 o (3.60)
20C 20c
0 0 1
Odgovarajde svojstvene varijable odheju se prema izrazu
1 poc Ol
IW=L"U={1 -pc Of|dl, (3.61)
0 0 1|l
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i glase

d+ pca
N =| - pcdu |.
&

Transformirane Jacobijeve matrice su

11

1 o O]lu p® 0 % 21

a, =L" L=1 - 0 u of— -—
u+c O O
a,=| 0 u-c O
0 0O u

11

1 o, 0|l v 0 gpcf % 21

3,=L" L=|1 -pc O[]0 v O |— -—

82 = L[] Jos TR
v 0 poc°
8,=| 0 v p

1 1

- = v
L2p 2p |

Transformirani izvorskélanovi glase

1 poc 0Oflq
G]=L"[a]=|1 -2 o||q,|,
0 0 1fq
O + pC,
[6]=| a-rcq |-

Qs
Zapis modela pomiwl karakteristinih varijabli

%+~ %:a
ot ajkaxk .
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(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)



u raspisanom obliku glasi
- du? karakteristik€": X = ct vrijedi

dw, _dp p _op
—x =t u+c)——+(u+c
at o P Turag )pc Vor

- duZ karakteristik€™: X = —ct vrijedi

dw,, _dp @ B ou ap
at ot Za (u ) -(u- C)pc Vot

- duZ karakteristika® = ut vrijedi

dw,, ov  ov _
—_— = 4y—=

lop ov
u -———-V
dt ot 0x

L or or

ou , OV
—voc— — pc? — +q, + . (3.70
pcar oo o q, +cd,, (3.70)

ou , 0V
— —4q, - . (371
pcar Jou o ¢, -, (3.71)
(3.72)

Posljednja jednadzba idetria jer-komponenti jednadzbe koéine gibanja.

Zapis kvazi-2D modela u karakteristom obliku

Kao Sto je dinjeno u prethodnom poglavlju, na trazeni kvazi12Ddel prelazi se tako da se u

potpunom 2D modelu zanemare svi konvektigfainovi, ¢clanovi dijela tenzora deformacije

(¢lanovi transponiranog tenzora gradijenta brzidgnovi masenih sila. Na kraju uvodi se |

pretpostavkg=P(x,t) kojom se prelazi na kvazi-2D model i gubi potretaarjeSavanjem-

komponente jednadzbe kaihe gibanja. Jednadzbe kvazi-2D modela (kakvogskernpr.

Vardy i Hwang [9]) glase

- jednadzba kontinuiteta

0P ,0u_ _ et a(rv)
at ox ror

- x-komponenta jednadzbe kathe gibanja

du  oP 16( @j
'Oat ax rorl Fergr

Od punog aksijalno simetnog modela u karakterigtioj

(3.73)

(3.74)

formi zanemarivanjem

odgovarajdih ¢lanova, zapis kvazi-2D modela u karakteéistim obliku postaje
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- duZ karakteristik€": XV = ct vrijedi

dw, _oP ou 0P ,du , 0V  pc’v pca( auj
— X = +oc—+Cc—+pC°'—=—pCc°—— +——|rU;— |, 3.75
at o Pa Cax PaxT P ar v Trarl Zar (3.75)
- du? karakteristik€™: X = —t vrijedi
dw,, 0P ou 0P ,du ,0v e’V pca( auj
— X = —pC—+C——pC —=—pC —— —— T, —|. 3.76
a ot Pa Sax Fax Fa 1 ral Zar (3.76)
t
T
,
b* b
< /x

Sl. 3.2 Machov konus i karakteristike za kvazi-2bdal

3.2 Postoj&ti kvazi-2D modeli

PredloZeni kvazi-2D model i metoda rjeSavanja hililitkog udara ima sihosti s dva
najpopularnija postofa kvazi-2D modela (Vardy i Hwang [9] i Pezzingal])l Za metodu
Vardy i Hwangcesto se istie da je najténija i najpouzdanija. Za metodu Pezzinga jgen®
da je znatno brza jer zahtijeva manjéuraanja, ali zaostaje kako u pogledurtosti, tako i u

stabilnosti i robustnosti. PredloZzena metoda teebaimati jednaku t@nost i pouzdanost kao

53



metoda Vardy i Hwang, a u ko&ini raunanja i brzini trebala bi biti podjednaka s

Pezzinginom metodom.

Nije teSko ustanoviti da predloZzena metoda i metédazinga zaista zahtijevaju podjednaku
kolicinu ratunanja. Za usporedbu rezultata koje daju predlozeesda i metoda Vardy i
Hwang najprijece se obje metode temeljito opisati, kako bi sénekti i razlike sagledale s
analitckog stanoviSta. Nakon tog® se u sljedem poglavlju usporediti rezultati dobiveni
pomau obje metode.

3.2.1. Matematiki modeli

Ovdje se ponovo navode jednadzbe kvazi-2D modetdwiaHwang [9] | Pezzinga [11] radi
kasnije usporedbe s predlozenim modelom. Nakon de¢mjnoce se izloziti metoda Vardy i

Hwang. Jednadzbe modela Vardy i Hwang su

- jednadzba kontinuiteta

2
6P+m2@:_£a(rv)’

— 3.77
ot 0x roor ( )
- x-komponenta jednadzbe kaéhe gibanja

ou OoP _10 ou

2= = 1. 3.78
Par " ox rar(r e arj (3.78)

Numeriko rjeSenje ovog sustava [9] svodi se u svakomjgkequ svakom koraku po 0x)

na rjeSavanje 5-dijagonalnog sustavd, 22 N, jednadzbi, gdje jeN, broj podjela u
radijalnom smjeru. Za rjeSavanje tog sustava patrgb vrijeme centralnog procesora reda
veligcine N 3. Algebarskom manipulacijom Zhao i Ghidaoui [48]tajisustav sveli na dva 3-
dijagonalna sustavBl,xN, jednadzbi,cime se vrijeme centralnog procesora svelo na red

veligine N.

Integrirajuti navedenu jednadzbu kontinuiteta po presjeku gijPezzinga [11] je gornji
model sveo na sljede dvije jednadzbe
- jednadzba kontinuiteta

P LU _
+ -

hall =0, 3.79
a P ax (3.79)

54



- x-komponenta jednadzbe kaéhe gibanja

%#;_z:%%(r ’ %). (3.80)
Na taj n&in u jednadzbama se izgubila radijalna brzinga se gubi i potreba za njenim
ratunanjem. Jednadzba kontinuiteta je dana u integmalobliku, pa sad samo jednadzbu
kolicine gibanja (njenx-komponentu) treba diskretizirati po presjeku dijéezzinga [11]
odreiuje tlak rjeSavanjem jednadzbe kontinuiteta péumanetode kondnih diferencija
(MKD) i koriste¢i eksplicitnu shemu. Nakon toga oduvge profile brzine rjeSavanjem
jednadzbe kotine gibanja, takdéer pom@éu MKD, ali pri tome koristi implicitnu shemu. Na
kraju se ukupni protok &aina integracijom brzine po povrSini presjeka cij&org&un je brz
jer su jednadzbe kontinuiteta i kibhe gibanja razdvojene pa se rjeSavaju zasebradiglna
diskretizacija jednadzbe koine gibanja dovodi do 3-dijagonalnog sustava jedhad
Raunanje protoka numekom integracijom brzine po presjeku neki puta umjek
nefizikalne oscilacije protainatog tlaka.

Vardy i Hwang [9] koristili su metodu karakterissikMK) za rjeSavanje svog modela. Bddu
da model sadrzi samo dvije jednadzbe, karaktémistijednadZbe mogu se oformiti na
uobicajeni jednostavni ran. Ako se uvedu oznakéw; = JdP+pciu, ow, =JP—pciu za
karakteristtne varijablew; i w,, mnozenjem jednadzbe kéthe gibanja s brzinom zvukai
njenim pribrajanjem jednadzbi kontinuiteta dobiwa karakteristina jednadzba koja vrijedi

duz karakteristike C x=ct

dw, _oP  aP ou 2@200( auj_ﬁa(rv) (3.81)

Bk AR A NI St il =
at ot Cax P TP o roarl e )T Tar

Njenim oduzimanjem od jednadZbe kontinuiteta dolseakarakteristha jednadzba koja

vrijedi duz karakteristike T x=—ct

2
dw, _9P _ 0P _ 6u+ 2au__ca[r auj_ﬁm. (3.82)

at ot ox 'OCE 'Ocax ror\ "or) r or

3.2.2. Diskretizacija

Dobiveni model u karakteristiom obliku diskretizira se prelaskom na kéma razlike u
smjeru karakteristika. JednadZbe se mnoZe odgaexarajvremenskim korakomat.

Vrijednosti nepoznatih funkcijaP( u) u novom vremenskom trenutkuc¢teaju se u ki P
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(SI. 3.3), a raunaju se iz njihovih vrijednosti u prethodnom vrersleom trenutku, ali u
tockama koje leze na karakteristikama koje prolaze kodku P (na obje karakteristike). Te
dvije tatke suW (West, na karakteristicC*) i E (East, na karakteristic€”). Na ovaj nain

dobivaju se dvije diskretizirane jednadzbe modetanakterisitnom obliku.

At

(ij-1,n) Ax (ij,n) (ij+1,n

A
Y

X
X1 X Xj+1

Sl. 3.3 ReSetka diskretizacije za predloZzenu metodetodu Vardy i Hwang, uz=const

Ovdje ¢e se prikazati diskretizacija modela Vardy i Hwdapunaprijeiena modifikacijom
Zhao i Ghidaoui [48]. Téka P je u novom 1f+1) vremenskom koraku, pa njena mrezna
oznaka glasii(j,n+1), gdjei ozn&ava korak pa-osi, aj korak pox-osi. U aksijalnom smjeru
podrije integracije (cijev) je podijeljeno na jednakerdke 4x. Obzirom da se zanemario
utjecaj konvekcije pa je brzina Sirenja poréaja upravo jednaka brzini zvukavremenski
korak je odabran tako da se egzaktno zadovoljaterikiewy-Couranta, tj.

At = % , (3.83)

pa se toka W poklapa s ttkom mrezei(j—1n), a ta&ka E s ta&ckom mrezei(+1,n). Ovakva
interpolacijska shema je najtuja, ali se nalazi na samoj granici stabilnosbod stabilnosti

je zato sigurnije birati (u Sto ¥ej mjeri) implicitnu shemu diskretizacije derivaeij

Prelaskom na kortae razlike, karakterisihe jednadzbe poprimaju sljgdeformu

cAt 0 ou\|’ 2pta(rv) |
P — Ry +oc(Up —Uy) = |:Ta_r[r:uef EH ‘{WT%} ' (3.84)
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cAt 0
P =P —oc(Up —Ug) = {TE(

oul| | pc
r —_ - 7
Het or ﬂ { roooar

2At 3(rv)

|

(3.85)

pri ¢emu (gornji) indeksi + i — izvorskiblanova ozn&avaju da izvorskélan treba uzeti duz

odgovarajge C odn. C karakteristike. lzvorski¢lanovi ra&unaju se prema sljedien

izrazima

[cAt 9 " Jento du [cAt 9 ou|

oAt +-g) BLof,, ou 3.86

E am j B 14, 2 ﬂ a-0)° ar(ruefarj_ (3.86)

[ cAt 9 ~_ JeAta ou [cat @ ou |

oAt -4 r-g)| Lo, ou 3.87

LT ar[ j { r ar(”‘*a ﬂp T af(%afj oo
peintory) | _ I pcat ()| b 1) LA (3.88)

o ror | ror |, Lrooor |, |

o) | [t | g et om) | (3.89)

roor | | r oo | L |

u kojima se pojavljuju faktod i & (0<6<1, 0<e<1). Vrijednosti za te faktore mogu se odabrati
od O (potpuno eksplicitna shema) do 1 (potpuno iciiph shema). Oduzimanjem
diskretiziranih karakteristnih jednadzbi dobiva se sljeflesustav jednadzbi za brzinu

U, — Ei(rlu %j :E U. +u +PW_PE +
Polpar U ar ), 2™ R
10 ou 10 ou
+1-0)—|—— — | t—=——|rU,— | |-
a-0) p{ ar(ﬂEf arjw re ar(”ef aer
cht(l— )(1a(rv)j _(Ea(rv)j 0
2 ro ), \r or )c
Sukladno modifikaciji Zhao i Ghidaoui [48], ovdje ¢lefiniran nezavisni 3-dijagonalni sustav

jednadzbi za brzinu. Zbrajanjem diskretiziranih karakterigtih jednadzbi dobiva se sljetle

(3.90)

sustav jednadzbi za odiieanje tlakaP i polja brzinev

16(rv)] 1
=—|R, +P- + oc(u, —u-)|+
r ar o 2[ W E m( W E)]

10 ou 10 ou
+(1-0)—| ——|ru, —| ———|ru,—| |-
4-6) 2 {rwa ('UEf arjw re ar['uef arjj

L. )pczAtK1a(rv)j {gmj }
2 roor ), \r or )g
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Ovaj sustav jednadzbi (pxi=const, t=const modificira se prema Zhao i Ghidaoui [48] tako
da se prva jednadzba ne mijenja, druga se forraka tla se od nje oduzme prva jednadzba
od tr&e se oduzima druga itd. Na tajcimatlak se kao nepoznanica pojavljuje samo u jednoj
jednadzbi i sustav diskretizacijskih jednadzbi @rakiiskretizacije derivacije brzing postaje
3-dijagonalan. Za zapis tako definiranog sustawmgeZzbi potrebno je pri¢e na mrezne

oznake i j, n) &vorova (nprup= u;"™, uw= u;1"), kako slijedi

19(rv) 1o\ | _ o, ; ; "
'OCZAtHr or ji,j (F or ji—l,j _7[(ui’j_l_ui_]"j_l)_(Ui'jﬂ_Ui_]"j+l)]+
At 19 au)" 19 ou )"
+0-60)—| ——| ru, — ———— | Ty — -
( ) 2 _ri ar( luef or jivi—l ri_l ar[ luef or ji_lyj_l:l
_(1_g)£ li[r,u

wl )
2 _ri ar i,j+1 r ef ar i-1,j+1

_(1_£)pczAt{(la(rv)j (16(rv)j (16(rv)j _(;mj“ }
2 roor BEEN i-1j-1 r SERRNY or i-1j+1

Pomicanjem pa-osi ¢vorova za brzinw u sredinu elementa postignut je uz korisStenje ghem

(3.92)

centralne diferencije drugi redduosti pri diskretizaciji derivacije brzinei druge derivacije
brzineu. Tim pomicanjem ujedno je izbjegnuto razdvajanjstava jednadzbi za brzinuu
dva naizmjenina i melusobno slabo povezana sustava, jer se prva dgavatina pomou
vrijednosti u dva susjednavora. Sukladno metodi karakteristika, sve gornjenglzbe
zapisane su za mreZuorova brzineu bez obzira da li su tivorovi nekamo pomaknuti ili

nisu, a definicija elemenata&wvorova brzinev utjete jedino na shemu diferencije.

3.3 Predlozeni matemattki model i metoda rjeSavanja

3.3.1. Predlozeni matematki model

Predlozeni matema&ki model vrlo je blizak modelu Pezzinga [11]. &&im, nakon
diskretizacije postaje ekvivalentan modelu VardyHwang [9] uz uvjete=1 (potpuno
implicitna shema za brzing, tako da mora davati idetitie rezultate. Ografenje da shema
mora biti potpuno implicitna je od malog utjecanaime, Vardy i Hwang [9] napominju da
treba koristiti upravo potpuno implicitnu shemu &akihova metoda ne bi postala nestabilna,

pa su i oni u radu koristili tu shemu.
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Model Pezzinga [11] koristi 2D jednadzbu Kole gibanja za oddévanje polja brzineui 1D
jednadzbu kontinuiteta zadananje tlakaP, a te jednadzbe rjeSava patnanetode konaih
diferencija (MKD). Predlozena metoda koristi metokarakteristika (MK), pa su zbog

svojstava te metode potrebni kompletni 2D i 1D nlipétako slijedi.

- 2D jednadzba kontinuiteta

oP ou 2 a(rv
pcz_:_ﬁ ( ),

(3.93)
ot ox roor
- 2D x-komponenta jednadzbe kaéhe gibanja
ou OP _10 ou
A M = 3.94
ot ax ror (Wef arj (3.94)

Integracijom ovih jednadzbi po povrsSini presjekaijeljenjem s tom povrSinom dobivaju se

izrazi
1 %9 au
pre Eanr 2 27:rdr- d(rv), (3.95)
0
1 %o 1 §
msz—z dr +—; &2 dr—mzjd(Zn,uef j (3.96)
0 0

pa nakon zamjene redoslijeda integracijer paderivacije pot odn.x, i vode&i racuna da je
srednja proténa brzinaU=Q/S, te da jev=0 na osi simetrijerE0) i na stjenci cijevirER),
kao i da jedu/or=0 u osi simetrije, a tangencijalno naprezanje tfenal Cijevi 7= ueulor,
dobiva se trazeni odgovargju.D model u obliku

- 1D jednadZba kontinuiteta

oP , 0U
- 3.97
a7 ox (3.97)
- 1D x-komponenta jednadzbe kahe gibanja
ouU aP 2r,,
— =, 3.98
Par ot ax R ( )

JednadZbe predloZzenog modela u ovoj formi nisu vieze i ima ih dva puta previSe
(potrebna je kao u modelu Pezzinga [11] jednaj@dbadzba za brzinu i jedna 1D jednadzba
za tlak). U ovoj fazi nije se joS mogao napisatidelou ¢istoj formi. Od gornje 4 jednadzbe
dobit ¢e se 4 karakterisine jednadzbe kojée se tek u diskretiziranoj formi rhesobno
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zbrojiti/oduzeti i na taj nan svesti na potrebne dvije jednadzbe. Za didenje polja brzine
u, od 2D jednadzbe kdiine gibanjace se najprije oduzeti, a kasnije dodati 2D jednadzb
kontinuiteta. Zato se moze kazati da se polje eramreuje okvirno iz 2D jednadzbe
kolicine gibanja, stino kao i u modelu Pezzinga [11]. Za ailivanje tlakaP ¢e se od 1D
jednadzbe kontinuiteta najprije oduzeti, a kasdgeati 1D jednadZba kdlne gibanja. Zato
se moze kazati da se tlak odluge okvirno iz 1D jednadzbe kontinuiteta,éslb kao i u
modelu Pezzinga [11].

Jednako kao i u modelu Pezzinga [11], integrgmjgresjeku donosi bitno pojednostavljenje

time Sto se u jednadzbi kontinuiteta galain s radijalnom brzinom.

3.3.2. Jednadzba za brzinu

Nakon uvdenja oznaka za karakterisie varijablew; i w, koje su definirane izrazima
ow; = oP+pcou, ow, = oP—pciu, karakterisitne jednadzbe dobivaju se jednako kao i za
metodu Vardy i Hwang [9]. 2D jednadzba Katie gibanja pomnozi se s brzinom zvukaa

se doda i oduzme 2D jednadZzbi kontinuiteta. Takda@va karakteristha jednadzba koja

vrijedi duz karakteristike € x=ct

dw, _0P . 9P ou ,0uU_C0 ou) pc”a(rv)

R A el )kl B\ 3.99
dt ot Cax o TP rar [r e arj rooor (3.99)

i ona koja vrijedi duz karakteristike Cx=—ct

dw, 0P 0P ou ,0u_ Cc0 ou) pc”a(rv)

—t=—-CcC—-pc—+ — = — |- 3.100
at ot Cox Pa P ax ror [r e arj rooor ( )

Diskretizacija jednadzbe za brzinu

Diskretizacija se provodi na istoj mrezi (Sl. 3i3pa isti n&in (egzaktno zadovoljavanje
kriterija Lewy-Courant) kao za metodu Vardy i Hwarigpbivene diskretizirane jednadzbe

glase

cAt 0 o[ [ pc?at a(rv)
P.—P +oo(u, —u. ) =| LLI [, U} _| pAto() | 3.101
» — Ry + oc(us —uy) { Cor (rluef or ﬂ { ; or . ( )
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cAt 0 ou\| | pc®At a(rv)
P —P - pe(u, —u)=— LLI [, 04 | pALOV) | 3.102
» — P —oc(u, —ug) { " ar( Hes or ﬂ { ] or . ( )
[cAt @ ou\]" _ Jcat @ ou [cAt @ ou) ]
=y = =60 ——| ry., — +1-0) ——| ry.,. — 3.103
I r ar( :Uef ar j_ r ar( luef ar jj|P ( )_ r ar( luef ar j_w ( )
[cAt 9 aul| cAt 0 du [cAt 0 ou) ]|
Qatof, My _gtor, Ul Lq_g Lo, M) 3.104
roor [wef or j_ { roor [ry&f or ﬂp ( )_ r 6r(r’uEf or j_E ( )

Za sada jedina razlika u odnosu na metodu Vardyvamd) [9] lezi u tome Sto jélan s
radijalnim brzinama uzet u &ki P, dakle implicitno. Méutim, sadace se ove dvije
karakteristtne jednadzbe samo oduzeti kako bi se dobila jedr@ada brzinw. Nete se
izvrSiti njihovo zbrajanje u jednadzbu za adlvanje tlakaP i brzinev. Na taj néin ¢e se od

dvije jednadzbe oformiti jedna, a izgubé se jedna prekobrojna jednadzba.

u_eAt{la SRLCAL I L e A W
P N F& efE _E E
p ) Pa ) [: (3.105)
At 1 u 1 u
+Q-60)—| ——|rly— | +——| rly—
( )Zp{rw ar(”ef 6rjw re ar(”ef aer

Ova jednadzbadito je identtna jednadzbi modela Vardy i Hwang [9] za ativanje brzine
u, uz uvjete=1. Ovaj uvjet zasluzan je za naredno bitno pojsthwljenje — naime sada se
viSe ni u ovoj jednadzbi ne pojavljuje radijalnainav. Dakle odgovarajtim matemaitkim
manipulacijama uspjelo se u potpunosti odvojittaugednadzbi za oddevanje brzinev od
sustava za oddévanje tlakaP i brzineu. Zbog toga je brzina kao nepotrebna mogla biti

uklonjena iz modela.

3.3.3. Jednadzba za tlak

Nakon uvdenja oznaka za karakteriste varijableW; i W, koje su definirane izrazima
oW, =oP+pcoU, oW, = oP—pcoU, karakterisine jednadzbe dobivaju se tako da se 1D
jednadzba kodine gibanja pomnozi s brzinom zvukapa se doda i oduzme 1D jednadzbi
kontinuiteta. Tako se dobiva karaktegsth jednadzba koja vrijedi duz karakteristike &ct

aw _ P,
dt ot

Ca_P+I[x;a_U+m
()4 ot

20U _ 2cr,,
oX R

(3.106)
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i ona koja vrijedi duz karakteristike Cx=—ct

dw, _oP odP ouU ,0U 2cr
_or __or _ + =—w 3.107
dt ot Cax P ot P 1) R ( )

Diskretizacija jednadzbe za tlak

Diskretizacija se provodi na istoj mreZi i na is&in kao za jednadzbu za brzinu. Dobivene

diskretizirane jednadzbe glase

P,-R, +oc(U,-U )-@[Qr +1-0)7,], (3.108)

PP = polUp ~Ug) =22 [or,. + - O] (3.109)

Zbrajanjem ove dvije jednadzbe dobiva se sljadednadzba za tlak. Koristi se dakle samo

jedna 1D jednadZba, pa se tako gubi jedina preoptakobrojna jednadzba.

P, :%[PW +P. + pcU,, - E)]+— A=) (T —Tue) - (3.110)

3.3.4. Usporedba s metodom Vardy i Hwang

Pokazatte se da je predloZzena metoda i u diskretiziranmpif@kvivalentna metodi Vardy i
Hwang [9] uz uvjet=1, te da prema tome rezultati obje metode mordjudenti¢ni. To se
ve¢ pokazalo za jednadzbu za otlk@nje brzineu, pa preostaje da se joS pokaze i za
jednadzbu za tlaR.

Prostorna reSetka &orovima brzineu smjeStenima u sredinu elementa, koja se Koristi u

metodi Vardy i Hwang definirana je na Sl. 3.4.
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Sl. 3.4 Prostorna reSetka za metodu Vardy i Hwang

Jednadzba za tlaR i radijalnu brzinw uz pretpostavka=1 (tj. potpuno implicitna shema za
brzinu v) u metodi Vardy i Hwang glasi

19(rv)
P, + oc?At| =
PR (r or

cAt] 1 @ ou 10 ou) |
+(1-0)—| =—Z|ryu, — | =y —
a-9) 2 {rw ar(”ef arjw re ar(”ef arjj

Svaka od jednadzbi ovog sustava najprije se mnaigevarajdom povrSinom popkaog

j :%[PW + P+ oc(uy _UE)]+
g (3.111)

presjeka
AS =27 Ar, (3.112)
kao ponderom. Pri tome je

F = ri+1+ri

= (3.113)

Zatim se sumiraju sve jednadzbeied doi=N 4. Tlak je u svakom presjeku konstantan, tako

da u svakom presjeku vrijedi

NAr NAr

> PAS =P> AS =PS. (3.114)
i=1 i=1

Takvo ponderirano sumiranje brzine daje volumepsitok Q odn. srednju brzinl na bazi
protoka
NAr

D uAS =Q=US. (3.115)

i=1
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Prilikom sumacije sljed#h izraza za derivacije brzina(1) odn.u (2) iskoristit¢ce se shema

diferencije koju koriste Vardy i Hwang.

1) Kad se pri sumaciji derivacija radijalnih brzimaizme u obzitinjenica da se zbog sheme
diferencije isticlanovi unutar mreze sumiranjem dwsobno poniStavaju, preostaju samo

rubni¢lanovi. Za te rubnélanove vrijediv=0 u osi simetrije i na stjenci cijevi, pa slijedi

ZAtNZN:(la(rV)jIZmAr— p2atS 27(1v), ., - (V)] = 26 BH(1V), o - (), o] = 0. (3.116)

i=1

2) Pri sumaciji derivacija aksijalnih brzinadolazi do sknog poniStavanj&lanova, pa uz
uvaodenje oznake,, za sSméno naprezanje na stjenci cijevi i uvazi¥gijenicu da u osi

cijevi vrijedi ou/or=0, slijedi

cAt & 1 0 ou CAL W& ou ou
1-6)—Y = 25 A = (1-6) =~ L) I TR
a-5%3 ar[ruefaj = - S {(ruef arjm [ruef arM

i= i i=1

. (3.117)

= (1-6)cht [r,uef@j —[r,uef%j = (@1-6)/Rcr At
or ) i—r or Ji=

UzevsSi sve ovo u obzir, jednadZzba za tlak nakorvgmene sumacije i nakon dijeljenja s

povrinomS=zR? postaje
1
= 2[R R+ AU ~UD+ 00 (7o), (3.118)

i identicna je s predlozenom jednadzbom za tlak. Dakle predla jednadzba za tlak
dobivena je linearnom kombinacijom sustava jednadaltlak i brzinuv iz modela Vardy i
Hwang [9]. Time se pokazalo da je predloZena jedbpada tlak zapravo jedna od véhe

diskretiziranih jednadzbi modela Vardy i Hwang [9].

Ovime se pokazalo da su predloZzena metoda | mefaddy i Hwang [9] (uz uvjet=1) u
potpunosti ekvivalentni i moraju dati idetria rjeSenja. M&utim, metoda Vardy i Hwang [9]
minimalno zahtijeva rjeSavanje dva 3-dijagonalnatawa jednadzbi, dok je predlozenom
metodom potrebno rijesiti samo jedan 3-dijagonamstav jednadzbi za brzinwi jednu
nezavisnu jednadzbu za tlBk jednako kao u metodi Pezzinga [11] koja je pam4 upravo

zbog jednostavnosti i brzine rjeSavanja.
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Analiza broja jednadzbi i broja nepoznanica

Na Sl. 3.5 vidljiv je raspored i broj kontrolnih mena za predlozenu metodu i metodu
Vardy i Hwang, a broj raspolozivih jednadzbi bilamoora biti jednak broju kontrolnih
volumena. Prema tome, za predloZzenu metodu na legmgu suN,xN,y jednadzbi za

brzinuu i N jednadzbi za tlal. Isti broj jednadzbi potreban je i za metodu Pegai [11].

r L u=0, v=0
(Ll oy s oy o
i (NAV+1J)
”
!  1=0
P=PO . i,l i,N x+l [ U=
§( ) (i, Nat1) 7
v=0 | 7 v=0
i 7
L. . L — = Q.(li]) —_— e — = I
X

Sl. 3.5 Rubni uvjeti i prostorne oznafeorova za obje metode

Tablica 3.1 daje rezime broja raspolozivih jednadzb predlozenu metodu. Duz asipo
presjeku cijevi) postoji jednadzba za brzinma svihN, kontrolnih volumena. Duz osiobje
jednadzbe (zau i za P) zahtijevaju poznavanje vrijednosti lijevo (W) €sho (E) od danog
¢vora, tako da tu postojNs,—1 regularnih jednadzbi za i za P, dok se vrijednosti na
rubovima (krajevi cijevi) moraju taunati iz krnjih jednadzbi za samo jednu karakteustv.
odlomak 3.4.1). Uz spremnik je zadan tRy pa se za oddevanje brzine na rubu korish,
krnjih jednadzbi. Uz ventil brzina je jednaka nydg se za oddévanje tlaka uz ventil koristi

jedna krnja jednadzba.
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Tablica 3.1 Broj jednadzbi predloZzene metode

Broj jednadzbi
Unutrasnjost r-rubovi x-rubovi (dodatno) Ukupno
u P u P u P
NrX (Nax—1) Nax=1 | Ny 1 Nur X [(Nax—=1)+1] | (Ns1) +1
= N XN yx = Ny

Tablica 3.2 daje rezime broja nepoznanica za ptedid metodu. Broj poznatih vrijednosti
(na rubovima) odbija se od ukupnog broja nepozmarioji je jednak ukupnom broju
¢vorova). Poznato je da je vrijednost brzine jednaldau (Nx+1)+N, ¢vorova na rubovima
(stjenka cijevi i ventil). Takéer poznata je vrijednost tlaka u jednarvoru (tj. ¢voru x; kod
spremnika). Vidljivo je da je broj jednadzbi i ngpanica ¢ito usklaien, te da je ujedno i
jednak broju mogtih jednadzbi bilance.

Tablica 3.2 Broj nepoznanica predlozene metode

Broj nepoznanica
Svi ¢vorovi Rubovi (poznato) Ukupno
u P u P u P
(NA+L)X (Nactl) | Nkl | (Nact1)+N, |1 (NA+L)x (Ngctl) = | (Noytl) -1
(Ngxt1) =Ny
= N XN i« = Nyx

Za metodu Vardy i Hwang na raspolaganju su po gegeadzbe za svaki kontrolni volumen,

dakle ukupno N, xN 4 jednadzbi. Tablica 3.3 daje rezime broja raspelbziednadzbi za
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metodu Vardy i Hwang. Za obje jednadzbe (efednadzbu i zaP-v jednadZbu) broj
jednadzbi duz osi je N, dok duz osk broj regularnih jednadzbi iznobi;—1. Vrijednosti na
rubovima (krajevi cijevi) moraju sedanati iz krnjih jednadzbi za samo jednu karakte«ist
Za tlak i brzinuv na raspolaganju j§, takvih jednadzbi, pa bi se (uz zadavanje tlak#&od
spremnika i brzine=0 kod ventila) iz njih mogao iz¢anati tlak kod ventila i profil brzing
kod spremnika. M&utim, koriSten je rubni uvjet=0 kod spremnika, tako da se ne Koristi
(N4—1) krnjih jednadzbi, Sto je u tablici ozf@o zvjezdicom (*).

Tablica 3.3 Broj jednadzbi metode Vardy i Hwang ¢guh i *iskoriStenih)

Broj jednadzbi
Unutrasnjost r-rubovi x-rub (dodatno) Ukupno
u P,v u P,v u P, v
N} (Nax=1) | NarX(Na=1) | Ny N Nur X[(Ns=1)+1] | Nyge X [(Ngx=1)+1]
= Ny XN x = Ny XN x
*1 *=NgrXN sx—(Ns—1)

Tablica 3.4 daje rezime broja nepoznanica za metddrdy i Hwang. Broj poznatih
vrijednosti (na rubovima) odbija se od ukupnog &roepoznanica (odn. ukupnog broja
¢vorova). Poznato je da je vrijednost brzinejednaka nuli u N x+1)+N, ¢vorova na
rubovima (stjenka cijevi i ventil). Poznato ili gmeano je da je vrijednost brzinve0 u svim
rubnim ¢vorovima. Takder poznata je vrijednost tlaka u jedno®tvoru (tj. ¢voru x; kod
spremnika). Zbirno broj nepoznatih vrijednosti Hakbrzinev ocito iznosi N XN s—(Ns—1).
Vidljivo je da je broj jednadzbi i nepoznanica weldn na né&n da se nije iskoristildN,—1
krnjih jednadzbi na kraju cijevi.
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Tablica 3.4 Broj nepoznanica metode Vardy i Hwang

Broj jednadzbi
Unutrasnjost r-rubovi x-rubovi (dodatno) Ukupno
u P v u P|lvV u P v

(N4+1) Nptd | (Ngi+1) (Ngpt1) |1 | 2(Ngtl) [N} (NgetL) [ Ngytd | (Ng—=1)% (Nt 1)
X (NA)(+1) X (NAX+1) +NA|— +2(NA|—_1) _NAr _1 _2(NA|'_1)

=N XN iy =Nyx | =NgXN iy
—(N4—=1)Nx

Dakle ukupno se u predlozenoj metodi u jednom vreskem koraku rjeSavaN(,+1)xN 4«
jednadzbi. U svakom (regularnomjkoraku rjeSava se jedan 3-dijagonalni sustaviNgd
jednadzbi i jedna jednadzba za tlak (ukuphp+ 1 jednadzbi). Na rubovima postoje joS dva
‘poloviéna’ x-koraka u kojima se ukupno gledano rjeSava jedaljagionalni sustav o,

jednadzbi i jedna jednadzba za tlak (ukuphp+ 1 jednadzbi).

U metodi Vardy i Hwang rjeSava se u svakom vrememskoraku &N XNx — (N4—1)
jednadzbi. U svakom (regularnomkoraku rjeSavaju se dva 3-dijagonalna sustavéNgd
jednadzbi. Na rubu uz spremnik rjeSava se jos j&ddifagonalni sustav o, jednadzbi za

brzinuu i jedna jednadzba za tlak na rubu kod ventila fuaN, + 1 jednadzbi).

3.3.5. PredlozZena diskretizacija i metoda rjeSavanja

Primijenjena je originalna metoda diskretizacifeBavanja jednadzbe za brzimuMetoda se
dijelom bazira na metodi kotaih volumena. Ona omogava jednostavnu ugradnju rubnih

uvjeta.

Zbog jednostavnosti, primijenjena je diskretizd@jsnreza bez pomicangxorova (SI. 3.6),
Sto uvjetuje da shema centralnih diferencija dowmlirazdvajanja sustava jednadzbi u dva
naizmjenéna slabo povezana sustava. Da se to izbjegne,j@njema je uzvodna (upwind)
shema diferencije prvog redatmsti.
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Sl. 3.6 Prostorna reSetka za predloZzenu metodu

Jednadzba za brzinu

Uy — Ei[r,u %j YW il
P ﬂar efar . 2 u\N E oC

(3.119)
R o =) I L B
20| 1, or or )y rgor or Je
integrira se po popaoj povrsini
AS =7(ri, - 1), (3.120)

izmeiu dva susjedn&vora P i N. Pri tome je potrebno pfjena mrezno ozri@vanjecvorova
(npr. rp=rj, UP=Ui|jn+l). Tlak je konstantan po toj radijalnoj povrSinakd da za silu tlaka
vrijedi

=iy

[ Premdr = PAS . (3.121)
Integracijom brzine dobiva se protak, pri ¢emu se srednja brzina sukladno trapeznom

pravilu aproksimira aritmatkom sredinom brzina é&vorovima (npr. za presjgk trenutakn)

=l n n
u'. . +u™
ju'f [(2rrdr =q, =+

r=r 2

AS. (3.122)

Integracijom¢lana trenja dobivaju se sile trenja na gornjojmjdpaksijalnoj povrsini

19 au" au" au" auY"
“—|ru,— | @Pmdr = d 2mu,— | =|2mu, — -\ 2T, — | . 3.123
r ar( :uef arjj J- ( :uef arj ( :uef arj ( :uef arj ( )

r=r, r=r j i+1] ihj
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Uzimajwi sve ovo u obzir, nakon dijeljenja s povrSind® jednadzba za brzinu postaje

ute +ult 27t ( 6ujn+1 ( 6ujn+1
- MU0 —— | e =
2 AS 0 Jis or )i ;

_ Ul Ul N Uy jor U + Ph - Pl + (3.124)
2 2 2 o
+(1—49)E (ruef @j —(ruef %j +(ruef @j —(ruef @j :
AS or i+1,j-1 or ij-1 or i+1j+1 or i+l
Primjenom uzvodne sheme diferencije
n u'. . —u™
[%j _ Uy U (3.125)
or Jisi; Ar,

i uzimajwi radi pojednostavljenja vrijednost efektivne vigkostives eksplicitno tj. uvijek iz

prethodnog vremenskog korakg,(sustav jednadzbi za brzinu zapisuje se u formi

U, — o
i+17efi+l,j i“efi,]j
Ar Ar,_,

n+l n+l n+l _ n+l n+l _ , n+l
Uy HU 200t LY Bk O N N S I P
2 AS

1lu, . +u"_ u' .+ u™ pP" —-pP"
- - i+l j-1 i,j 1+ i+1,j+1 i,j+1 + j-1 j+1 +

2 2 2 ~ (3.126)
| Uiy ~ U " ul -—1_ .
+L-0)—|r 0, T I yn it TR
( )AS i+17efi+1,j-1 Ari i“efi,j-1 Ari_l
+(1_H)H r.U. M—ru” M

1Y%fi+1,j+1 iUefi j-1 ,
AS i+1%efi+1, j+ Ari i“efi,j Ari_l

koja je @ito 3-dijagonalna.

3.4 Rubni i poéetni uvjeti

3.4.1. Rubni uvjeti

Na sjevernoj i isttnoj granici podrgja integracije nalaze se krute stjenke. Juzna gagei 0s
simetrije, a zapadna je prétm ulazno-izlazna granica. Rub&vorovi smjeSteni su na

graniénim plohama.
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Sl. 3.7 Definiranje rubova podtja i rubnihévorova

Krute stjenke

Na krutim stjenkama obje komponente brzine jednsikenuli. Jednadzbe za brzinuu
¢vorovima do stjenke se ne mijenjaju, samo su vmigsti brzineu u ¢vorovima na stjenci

uvijek jednake nuli, a jednadzbe za brzinzacvorove na stjenci se naravno ne rjeSavaju.

Tlak u taki P na isténoj stjenci (na ventilu) oddelje se koristé@ diskretiziranu krnju
karakteristénu jednadzbu samo za karakteristikD® (zbog stjenke otpada igioa
karakteristikaC").

P, =R, +pocU, + (1—49)2—CRAt Tow (3.127)

U metodi Vardy i Hwang [9Flanovi s radijalnom brzinom pojavljuju se na ovom rubu u
svim jednadZzbama (8ho kao i u svim unutrasSnjimivorovima). Na rubu se koristi samo
jedna karakteristha jednadzba, pa se zato, u predloZzenoj metodijal@ brzinav ne
poniStava (ne krati) u jednadzbi za brzmukao Sto je to skaj u unutrasnjimivorovima.
Budwi da se u predlozenoj metodi za radijalnu brzinkoristi potpuno implicitna shema
(e=1), u rubnim jednadzbama pojavljuje se brzina tatki P na stjenci ventila. Mitim,
kako su na stjenci sve brzine ionako jednake butinav se ipak opravdano ne pojavljuje u
jednadzbi zal, a to znai da je i na ovom rubu predloZzena metoda ekvivalembhetodi Vardy

i Hwang [9].

Os simetrije

Na osi simetrije derivacija aksijalne brzide/or jednaka je nuli. U jednadzbi za brziow
osi cijevi (=1) zato izostaje sila trenja u osi simetrije (anara izostati i zato Sto je tu

povrSina jednaka nuli), pa jednadzba postaje
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n+1 n+1 n+l n+l
UZ’J- +u1,j _ 271Nt UZ’J- Ulyl- —

r2U:f2j
2 AS Ar,
1luy ., +uf ., Uy, tul,, P —P
=E 2,j 12 1j-1 2,J+12 Litl L T 1pC i+, (3.128)
n _ n n — N
+(1—H) 7\t on u2,j—1 u],j—l " u2,j+1 U1,j+1
2¥ef2,j-1 2¥ef2,j+1 .
AS Ar, Ar

Ulazno-izlazna granica

Na ulazno izlaznoj granici pretpostavlja se ddgk& konstantanR=Pg). Kao i u predlozenoj
metodi, tako i Vardy i Hwang [9] na ovoj granicigpostavljaju da je radijalna brzina

jednaka nuli i to za sve vrijednost(tj. od eksplicitne do implicitne sheme Za

Brzina u t@&ki P na ulazno-izlaznoj granici (zapadna granicayetuje se koristé
diskretiziranu karakteristhu jednadZzbu samo za karakteristi®u(zbog ruba otpada zapadna
karakteristikaC")

P-P. [Atd u\|
U, =u.+—2—E+| — —|ru.— 1|, 3.129
P E m {ﬂar[yefarj} ( )
at o ou P-P At 0 ou
Up = | ——| Ty — || U +2—F+|A-O)——|ri— || - 3.130
- Lx ar(uef arﬂp et {( )Mr(uef arﬂE (3.130)

Nakon integracije po povrSindS, dijeljenja s tom povrSinom i aproksimacije dedya

brzineu, dobiva se sljed& jednadZba za brzinuna zapadnom rubu

n+l n+l n+l n+l n+l n+l n n
Uy HU, - 2780t n Uigp ~ Uiy no Ui TUL; | U, HU
- laUetivia— o ~liletia = +
2 AS Ar, Ar,_, 2
3.131
P,-P' 271\t u',, —u' u', —u’ ( )
0 2 _ n i+1,2 i,2 _ n i,2 i-1,2
+ + (1 H) r.i +1Uefi+L2 r.iUefi,Z ’
AS Ar, Ar

dok jednadzba za tlak otpada Pp=Py).

Kad se poméu predlozene metode zelictmati stacionarno strujanje (prije zatvaranja
ventila) mora se i istma granica tretirati kao ulazno-izlazna granicadpgsati konstantna
vrijednost tlakaPy; na izlazu. Brzina u t&i P na toj granici (isténa granica) odiuje se
korist&i diskretiziranu karakteristhu jednadzbu samo za karakteristiku(zbog ruba otpada

istocna karakteristik&"). Analogno kao za zapadnu granicu dobivaju seizra
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_ P,-R, [at a( auj '
Up =Wy, =MW | =2 2 gy 22 3.132
p = Uy [,or ar Het ( )

oc or
Up - @i(ruef a—”j ST Tl (1—9)§i(ruef @j , (3.133)
o or or )|, oC or or or )|,
uin++1,l N T ulnL::- _ 2t r oo uin++1%Ni B uln‘ltl:lL —r" ulnL::- B uin—+1,l Ni | _
iviYefivtni o liYeriNi T |7
2 AS Ar, Ar_,
- Uiz Uinicg _Ri ~Ria + (3.134)
2 o
u'. .. o —u". u' o—u".
+ (1_ e) 27t ri+1Ugfi+1 NI i+1,Ni-1 i,Ni-1 r gfi , i,Ni-1 i-LNi-1 .
AS ’ Ar, ’ Ar_y

3.4.2. Pocetni uvjeti

Profil brzine p@etnog stacionarnog strujanja dobiva se zasebnonodmet, pricemu se
zadaje Reynoldsov broj za to stacionarno strujadjer&un profila brzine je iterativan. Za
pretpostavljeni pad tlakdP/dx (koji je konstantan po presjeku cijeviXuaa se tangencijalno

naprezanje na povrSinama svakagelementa tako da se zadovolji ravnoteza siesmjeru

%AS =27(r Ty — 6T (3.135)

Krec¢e se od elementa uz simetralu cijevi, zatim sligddment do njega, i tako sve do stjenke
cijevi. Budui da je tangencijalno naprezanje u osi cijevi jdanauli, u jednadzbi ravnoteze
svakog (sljedéeg) elementa pojavijuje se samo jedno nepoznatoepapje 7.1, pa je
proraun eksplicitan. Kad se na tajdwa odredi naprezanjeu svimr-¢vorovima, odrduje se
prema Newtonovom zakonu viskoznosti

ou
T =l e (3.136)

vrijednost derivacija brzine. Dobivena derivacija integrira se qavsSi od¢vora na stjenci

cijevi u kojem je brzina jednaka nuli, pa prema®@pgvi, koriste&i izraz

(@j _ U —U (3.137)
or i+1 Ar.i

U svakoj jednadzbi pojavljuje se samo jedna nepwzihazinau;, pa je i ovaj pror&un
eksplicitan. Naposljetku se odrge srednja protma brzinaU pomciu trapezne formule za

integraciju
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NAI’
U=1yttlpg, (3.138)
S& 2

Proraun se iteracijski ponavlja dok se ne postigne zaeldagnoldsov broj.

Dobiveni profil brzine zatim se odrzava pofngorograma za nestacionarno strujanje sve do
¢asa zatvaranja ventila. Prijelaz u nestacionainrestrujanja postize se samo promjenom

istonog rubnog uvjeta (zatvaranjem ventila).

3.5 Model turbulencije za hidrauli ¢ki glatke cijevi

Kao u modelu hidrautkog udara Vardy i Hwang [9], i ovdje se odabire Stzonski
algebarski model Kita et al. [30]. Ovaj modetisgn je i ispitan za oscilatorno strujanje u
cijevi. U njemu se pretpostavlja kvazi-stacionammos koeficijenta efektivne viskoznogiis

(tj. efektivna viskoznost zavisi od trenutne brzatrijanja, a ne zavisi od lokalnih derivacija).

Ghidaoui et al. [31] pokazali su da se ovim 5-zamsknodelom i 2-zonskim modelom
turbulencije koji se koristi u okviru drugog populag kvazi-2D modela (Pezzinga [11])
dobivaju prakitki iste vrijednosti disipacije kinetke energije pri hidrautkom udaru.

Ghidaoui et al. [31] zato pretpostavljaju da polk hidraulekog udara iznos efektivhe

viskoznosti u jezgri cijevi relativno malo uig na tlak i njegove promjene.

Izrazi za rdunanje kinematkog koeficijenta efektivne viskoznosiis = uedp PO zonama i

granice spomenutih pet radijalnih zona su

Viskozni podsloj

1)

Yoy pcy <t (3.139)
v Ca

Prijelazni sloj |

Uyt 1 C

_e:C o —< *S_A’ 3.140
U AY: C, Y, C, ( )
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Prijelazni sloj Il

17}
Yt~y %< s (3.141)
U 5 C, +

Inercijalni logaritméki sloj

17}
—L =Ky, 1- K Y ; qu*szcmR 1+ 1-Cc , (3.142)
7, 4C. R K K o

Cg +

Jezgra

U,
—L=C.R; 2R 1+ 1—& <y. <R, (3.143)
v K C,

pri ¢emu su bezdimenzijske udaljenosti (Reynoldsovidwipy- i R« definirane izrazima

y=R-r, (3.144)
- |Tw

= |Tw (3.145)
0

y =Y (3.146)
U

R =4R (3.147)
U

R je unutraSnji polumjer cijevizw je smEno naprezanje na stjenci cijevi. Vrijednosti
koeficijenata stCx=0,19; Cg=0,011;K=0,41;C,=0,077;Cc je funkcija Reynoldsovog broja.
Obi¢no se uzim&:=0,06 (0,05 Cc<0,07). U ovom radu koristi se priblizna formula

C. =0,01299Iog(Re} - 0,132dlog(Re)+ 0,3959, (3.148)

dobivena aproksimacijom krivulje zavisnosti kogéata Cc od Reynoldsovog broja [30]

pomaiu parabole drugog reda, kako je prikazano na $l. 4.
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KoeficijentCc O

Kita et al
Mjerenje
Aproksimacija

S

0.075 /.
0.07 \D 7
0.065 %\ /
=T~ O 4
O 0.06f Z
r A
0.055 g U
i o
0.05" -
0.045-——— 2 T R
4 510gRe © 7

Sl. 3.8 Aproksimacija koeficijent&c

Pri tome je vrijednost koeficijient€c za visoke Reynoldsove brojeve ogtmma na
maksimalnoCc=Cm= 0,077, da se izbjegne negativna vrijednost idpatiratnog korijena

uizrazima (3.18) i (3.19). Za niske Reynoldsovejdore ograriena je vrijednost koeficijenta

Cc na maksimalnd&c = 0,063,¢ime se namjestilo da

niske Reynoldsove brojeve u zoni turbulentne jeZgoma br. 5) poprimi vrijednost prema
izrazu uef/u*R:0,063, a Sto je u suglasju s rezultatima koje su ohjdita et al. [30].

Njihovi rezultati prikazani su na Sl. 3.9, zajedsorezultatima dobivenim koriStenjem

aproksimacije prema Sl. 4.1 (tj. potaomodela prihvéenog u ovom radu) zéetiri razna

Reynoldsova broja.
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Profil efektivne viskoznosti
! | | 7
L }VV Vv
- Kita et al VAV,
08 v Mijerenja 4)7 o ‘_'v
R Re=4000 v le o
06l Re=23000 g
x F|-—— Re=110000 ~ v
= [ | - Re=1100000 v \z\ v
0.4F v
L - Vv
0.2} B A
O~ 00z 004 006 008
v,/ (U*R)

SI. 3.9 Kinematiki koeficijent efektivne viskoznosti; odabranog
modela turbulencije; provjera implementacije modela

Sl. 3.10 prikazuje izmjerene i préwamate vrijednosti kinemakog koeficijenta efektivne
viskoznosti u blizini stjenke [30]. Na slici su taler prikazane i vrijednosti zéetiri razna

Reynoldsova broja dobivene modelom koriStenim unovadu. U ovom prikazu dolazi do
vrlo velikog odstupanja krivulje Re=4000 od pretikt&rivulja. Odstupanje zagmje u

podruEju u kojem ta krivulja ulazi u inercijalni logariidki sloj (zona br. 4). To odstupanje
pobuiuje izvjesnu sumnju u opravdanost koriStenja ovogdeha za situacije s niskim
Reynoldsovim brojevima. Tim viSe Sto su prakiisvi dostupni eksperimentalni rezultati
hidraulickog udara dobiveni upravo u takvim situacijama.diten, taj se model u literaturi

navodi kao primjeren upravo za tranzijentna stijajancijevima.
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Profil efektivne viskoznosti u blizini stjenke
i ey
40 //; / 5 ,///
30} :
L
20 Kita et al
i Mjerenje
I Re=4000
10b—% e Re=23000
i O N B Re=110000
i e Re=1100000
L ’/'\ ! ! ! ' !
% 10 15
A

Sl. 3.10 Kinematki koeficijent efektivne viskoznosti; odabranog
modela turbulencije u blizini stjenke; provjera ieypentacije
modela

Za odabir tog modela turbulencije u ovom radu padesuje Sto su isti model u okviru svoje
kvazi-2D metode koristili Vardy i Hwang [9]. Budiuda bi novopredlozena metoda trebala
davati rezultate iderthe metodi Vardy i Hwang (dakle dobiveni rezultag soraju
usporediti upravo s rezultatima dobivenim metodoardy i Hwang), ne bi imalo smisla

odabrati model turbulencije razli od onog koje su koristili Vardy i Hwang [9].

Prora&unati profil kinematikog koeficijenta efektivhe viskoznosties koji se dobiva
primjenom prihvdenog modela prikazan je na Sl. 3.11 do Sl. 3.1&etai vrijednosti
Reynoldsovog broja i za podije od stjenke do simetrale cijevi. Na slikama skodar

prikazane i granice zona modela turbulencije.
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Profil efektivne viskoznosti

140r
120}
100: Re=4000
gof ~zonav._ |
BN \\
60r
i zona IV )
40F ~
20} 2m1“'<————"””///
- zona ll
oL~ K’i****zcmalf I R
0 2 4 6 8 10
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Sl. 3.11 Pror&unate vrijednosti efektivne viskoznosti do simedreijevi
za Re=4000

Profil efektivne viskoznosti

i Re=23000

o=~~~ | zonai zomalil
0 10 20 30 40 50

Sl. 3.12 Pror&unate vrijednosti efektivne viskoznosti do simedreijevi
za Re=23000
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Profil efektivne viskoznosti
2500F
r Re=110000
2000F
L zonaV
15000 —0——————— b
b [ zonalV ‘\
1000t
500F
i /
O;A = == = = ) |
0 50 100 150 200
(VP

Sl. 3.13 Proré&unate vrijednosti efektivne viskoznosti do simedreijevi
za Re=110000

Profil efektivne viskoznosti

20000}
7 Re=1100000
15000
> | zonaV
000t D)
5000} ~
i /
o

500 7000 1500
/v

Sl. 3.14 Pror&unate vrijednosti efektivne viskoznosti do simedreijevi
za Re=1100000

3.6 RjeSavanje 3-dijagonalnog sustava jednadzbi

Sustav jednadzbi za brzinukoji treba rijeSiti je 3-dijagonalni. Za taj sugt@dnadzbi koristi
se Thomasov algoritam ili TDMA (iree-Dagonal_Matrix Algorithm) prema Patankar [55] i
Hoffman [56].
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3-dijagonalni sustaiN jednadzbi N nepoznanica moze se zapisati pémuoektora &], [bj],

[¢] i vektora slobodnilélanova fi], kako slijedi

-c.u._, + -b,u;,, =d;, (3.149)

|| i+l
pri ¢emuj=1,N uz rubne uvjete; = by =0
Nakon postupka eliminacije kojim se ukloni dijaganec, rjeSavanje se zavrSava
odrativanjem nepoznatih vrijednosti povratnim uvrStaeamjprema rekurzivnom izrazu
u; = puj, +4, (3.150)
pri cemu se indekg mijenja od od=N-1 doj=1. Zbogpy = 0 (v. niZe), povratno uvrStavanje
zapainje korakomun=qn. Prethodno se vektorpj] i [¢] odreiuju postupkom eliminacije u

kojem se indek$ mijenja od od=2 doj= N, tako da odrdivanju vrijednostip; i g; prethodi

odreiivanje vrijednostp;.1 i 0.1 koje moraju zadovoljavati relaciju

Uj, = PjU; + 0. (3.151)
UvrStenjem ove vrijednosti u osnovnu jednadzbu dmBe relacija

—c;(p;,Y; +4,,)+a;u; -bu,,, =d, (3.152)
koja se moze zapisati u obliku

(aj_cjpj—l)uj = , Uiy +d itCiQj1s (3.153)

iz kojeg se usporedbom s oshovnim izrazom za pooraivrStavanje dobivaju sljeée

rekurzivne formule

b.
p=— i (3.154)
a;7CiPj4
_djtciq;,
q, = —L it (3.155)
a;=CiP;

Vrijednosti p; i g dobivene ovim rekurzivnim formulama mogu se prepwtrebi u
racunarskoj memoriji pohranjivati u istim memorijskitelijama vektora 4] i [d]. Zbog
c1=0, paetni korak jep, = bi/a;, g1 = di/a;. Na kraju postupka eliminacije, zbog uvjéa0
dobiva sgn=0. Kao 5to je ranije t&no, povratno uvrstavanje z&pge korakomun=Qn.
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4. REZULTATI

U prora&unima svih odabranih primjera koristila se potpumplicitna shema za brzinu
(6=1). Utjecaj parametrd@ nije od velikog zn&ja, a poznato je da je potpuno implicitha

shema najstabilnija

4.1 Simuliranje i odrzavanje stacionarnog strujanja

U pogledu simuliranja i odrzavanja stacionarnognjstgprovjerava se tmost postizanja
poznatog profila brzine kao petnog uvjeta, a nakon toga njegovo odrzavanje Bamo

programa za simulaciju nestacionarnog strujanjagg@omijenjene rubne uvjete.

U laminarnom strujanju poznat je ana&kii profil brzine, pa se provjerom postizanja tog
profila provjerava iskljgivo to¢nost numertike integracije programa za dobivanje¢gimih
uvjeta. U turbulentnom strujanju, provjerom postizapaetnog profila brzine provjerava se,

osim ta@&nosti numerike integracije, zapravo model turbulencije.

Provjerom odrZzavanja stacionarnog profila pomgrograma za tananje nestacionarnog
strujanja provjerava se (1) da prijelaz na nestaoio n&in racunanja (poméu metode

karakteristika) ne izaziva numé&ki generirani poremi@j u poljima brzine i tlaka, tj. da su
stacionarni i nestacionarni dio préuma numetiko-metodoloSki uskk¥eni, (2) da stacionarni
profil brzine s vremenom ne konvergira nekim nowmjednostima, tj. da integracija u

stacionarnom i nestacionarnom programu daje igedwosti s visokom &nosu.

U svim primjerima, odrzavanje stacionarnog stangan@u programa za nestacionarno
strujanje pokazalo se besprijekornim. To je vidljivna svim slikama pro¢anatih
stacionarnih profila brzina u poglavlju 4. Naimeakw prikazani profil brzine zapravo je
nacrtan kao niz linija, tj. sadrzi petni profil brzine i niz profila brzine izéanatih tijekom
prvin 20 vremenskih koraka. Ni na jednoj slici neza se opaziti nikakvo 'klizanje' krivulje

profila.
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4.1.1. Laminarno strujanje

Na Sl. 4.1 prikazan je profil brzine dobiven an&kim izrazom za stacionarno laminarno

strujanje nestkévog fluida u cijevi kruznog presjeka

u_ "
U—O-z(l sz. (4.1)

Na slici su s tim profilom uspodeni profili koji su prorgunati numegkom integracijom
koristeli tri diskretizacijske mreze raZlte gust@ée po radijalnojr-koordinati (N,=30, 60 i
100 korakadr; po radijalnoj koordinati). Za svaku pojedinu mreésaciAr; odabrani su tako
da su povrSine=const (popre&ni presjeci) médusobno jednake za svaki element mreze. Svi
kasniji pror&uni primjera nestacionarnog strujanja za validagpovedeni su na mrezi
N,4=100.

Odstupanje protaunatih profila brzine od anak#og najvée je u podrtju maksimalnih
brzina (u blizini osi cijevi). To odstupanje je namko se koristi jednolika mreza. Mozda bi
cak i rezultati proréuna nestacionarnog laminarnog strujanja bili batjikoriStenje jednolike
mreze. Mreza s jednolikim radijalnim povrSinama czkabrala jer su je koristili Vardy i
Hwang u svom originalnorlanku [9]. Tijekom razvoja predloZzene metode prétiip da u
turbulentnom strujanja mreza bazirana na geomlarijsnizu daje znatno bolje rezultate, pa

se zato za turbulentno strujanje preslo na takwezmr

Profil brzine — Analiticki
u stacionarnom R Mreza 30
laminarnom strujanju|_ Mreza 60
—————— Mreza 10
T~
- \\
0.8} =
B ~
| \\
o 0.6 S
=0 ™~
0.4 N
0.2} \\
i N
09 05 1 15 2
u/uy,

Sl. 4.1 Postizanje i odrZzavanje laminarnog prdfilazine
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4.1.2. Turbulentno strujanje, glatke cijevi

Testiranje numetkog pror&una stacionarnog turbulentnog profila brzina | nppeng
odrzavanja izvrSeno je (a) usporedbom pifonatog koeficijenta trenja s vrijednosu koja
se dobiva prema Colebrookovom (ili Prandtlovom)zzr i (b) usporedbom pramnatih
profila brzine s izmjerenim profilima brzine prenja7]. Testiranje je provedeno za 4
vrijednosti Reynoldsovog broja (Re = 4000, 23000000 i 1100000) i za 3 razne guso

diskretizacijske mreze po radijalnoj koordinati.

Kvocijent geometrijskog niza bio jg=1,05 (prvic¢lan niza je Sirina elementa uz stjenku
cijevi), pa je, zavisno od situacije p@am sve do vrijednosti=1,15, kako bi se postiglo da
prvi ¢vor pored stjenke bude unutar viskoznog podslojaridvaéenom modelu turbulencije
granica viskoznog podsloja je pri vrijednosti beaenzijske koordinatg- = 5,26, ali iskustvo

u koristenju konkretnog ¢analnog programa je pokazalo da je povoljno dastasgonarnom
strujanju najblizicvor za sve vrijednosti vremertai duzinske koordinate bude otprilike
unutar podrgja y- < 2. Koristile su se podjele mdy, = 30, 60 i 100 korakdr; po radijalnoj
koordinati za sve Reynoldsove brojeve osim za Rel80.000 (kako bi i tu prwivor pored
stjenke bio unutar viskoznog podsloja, p&aee su vrijednosti podjele My, = 60, 100 i 150
koraka).

a) usporedba koeficijenta trenja

Za zadane vrijednosti Reynoldsovog broja Re, proaije gust@e p i pocetne srednja brzine
Uo odreiuje se vrijednost koeficijenta trenja=i(Re) prema Colebrookovom izrazu.
Odgovarajda prorg&unska vrijednostyr odreiuje poma@u Darcy-Weisbachovog obrasca

dp_ A ,Us

, 4.2
dx D 2 (4.2)

iz gradijenta tlakalp/dxdobivenog numetkom integracijom modela turbulencije. Dobivene
vrijednosti A i Ayt prikazane su za sve spomenute Reynoldsove brojeNskretizacijske

mreze na Sl. 4.2 do Sl. 4.4, zajedno s vrijedn@sbafstupanja

A =)'M;—_)'x100% . (4.3)

Iz Darcy-Weisbachovog obrasca slijedi da tako demdvodstupanjd (uz zadane vrijednosti
Reynoldsovog broja Re, promjefd, gustde p i poctetne srednja brzindJy) ujedno
predstavlja odstupanje iznanate vrijednosti gradijenta tlaka ote@tivane vrijednosti.
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Zamjeuje se trend smanjenja odstupanja s pangm broja elemenata mreze pri svim
Reynoldsovim brojevima osim najmanjeg Re=4000. mipife u kojoj mjeri je odabrani

model turbulencije prikladan za prijelazno pafjeu

Odstupanje stacionarnog koeficijenta trenja, mreza 30

0,05
A
2 =N 1004
S 10 \t\ + 0,03
~ ~ ~
< iz \5\’%0 1002
5 | N f0,01
— .A
-30 0
1000 10000 100000 1000000

Re

—A- Odstupanje (%) =—>=—A, Colebrook =12, model turb.

Sl. 4.2 Koeficijent trenjd prema Colebrookovom izrazuyr dobiven
integracijom modela turbulencije na mrezi od 30relaata, te
njegovo odstupanjetf od 4, za vrijednosti Reynoldsovog br.:
4000 (g=1,05), 23000 (g=1,08) i 110000 (q=1,15)

Odstupanje stacionarnog koeficijenta trenja, mreze60

0,05

+ 0,04

T 0,03
(-<
+ 0,02

A (%)

T+ 0,01

0
1000 10000 100000 1000000 10000000

Re

—A- Odstupanje (%) =——1J, Colebrook =—{1—2, modelturb.

Sl. 4.3 Koeficijent trenja prema Colebrookovom izrazuyr dobiven
integracijom modela turbulencije na mreZi od 60relaata, te
njegovo odstupanjetf od 4, za vrijednosti Reynoldsovog br.:
4000 (g=1,05), 23000 (g=1,08), 110000 (g=1,1) iaO@® (g=1,15)
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Odstupanje stacionarnog koeficijenta trenja, mrezal00

15 0,05
10 E\ 0,04
V\
2 5 N\ 10,03
~ -~ (-<
x 0 > \ 0,02
. E\
=] < ) 10,01
10 — 0
1000 10000 100000 1000000 10000000
Re

—A- Odstupanje (%) —<—2, Colebrook =—{1—2, model turb.

Sl. 4.4 Koeficijent trenjad prema Colebrookovom izrazuyr dobiven
integracijom modela turbulencije na mrezi od 1Gfhenata, te
njegovo odstupanjetf od 4, za vrijednosti Reynoldsovog br.:
4000 (g=1,05), 23000 (g=1,08), 110000 (g=1,1) iGOOD (g=1,1)

b) usporedba profila brzine

Profili brzine stacionarnog turbulentnog strujang@4 Reynoldsova broja (Re=4000, 23000,
110000 i 1100000), prokanati numetkom integracijom prihvéenog modela turbulencije
na 3 mreze razlite gustée u radijalnom smjeru, uspaeni su na Sl. 4.5 do Sl. 4.8 s

odgovarajdim eksperimentalno dobivenim profilima brzine pref5d).

Kad se usporede rezultati présaa pomou raznih mreza, jedino se rezultati dobiveni
pomaiu mreze od 30 elemenata zamjetno razlikuju od ibstiledusobna razlika rezultata
dobivenih poméu preostale dvije mreze je jedva zamjetna. Pokiepareksperimentalnim
rezultatima je zadovoljavaje, jedino je odstupanje neStoceeza prijelazno podiye
(Re=4000).
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Profil brzine u stacionarnom strujanju
l———
[ T
0.8 o~
i N
0.6 \
x | Res4000 \\
0_4%— Mjerenje 3
[ Mreza 30 \
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02— ___ Mreza 100 \
%02 04 06 08 1
u/u..

SI. 4.5 Usporedba profila brzine pri Re=4.000 dehita numekom
integracijom modela turbulencije na mrezama s 804,100
elemenata u radijalnom smjeru (q=1,05 za sve teizer s
eksperimentalno dobivenim profilom [57]

Profil brzine u stacionarnom strujanju
1r T T T ™
i N
0.8 N
i N
[ N
0.6 \
E . Re=23000 ‘\\
— | A\
0.4 Mjerenje \.
I Mreza 30
Fo Mreza 60
0.2 Mreza 10
O L I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
U/,

Sl. 4.6 Usporedba profila brzine pri Re=23.000 @ehih numerkom
integracijom modela turbulencije na mrezama s 804,100
elemenata u radijalnom smjeru (q=1,08 za sve teZer s
eksperimentalno dobivenim profilom [57]
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Profil brzine u stacionarnom strujanju
1 —
0.8} \
- N
i \\\
0.6f A
T | Re=110000 \\
0.4———— Mijerenje \
i Mreza 30 \
|- Mreza 60 i
02— . Mreza 100 \
% 02 04 o6 o8 1
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Sl. 4.7 Usporedba profila brzine pri Re=110.000idehih numerikom
integracijom modela turbulencije na mrezama s 30 (1H),
60 (g=1,1) i 100 (g=1,1) elemenata u radijalnomesmp
eksperimentalno dobivenim profilom [57]

Profil brzine u stacionarnom strujanju
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Sl. 4.8 Usporedba profila brzine pri Re=1.100.06Bidenih numekikom
integracijom modela turbulencije na mrezama s 60 (1H),
100 (g=1,1) i 150 (g=1,1) elemenata u radijalnonesms
eksperimentalno dobivenim profilom [57]
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4.2 Hidrauli €éki udar

Validacija predlozene metode prooaa izvrSena je usporedbom s rezultatima dva
eksperimenta hidradkog udara koje su objavili Holmboe i Rouleau [5&],s rezultatima
numertkog pror&una (Vardy i Hwang [9]) za dvije situacije hidrakibg udara koje
odgovaraju spomenutim eksperimentima. Oba ekspatarievrSena su na eksperimentalnom
uredaju prikazanom na Sl. 4.9. Bakrena cijev (sredigm& hrapavosti za standardne bakrene
cijevi iznosi k =~ 0,0015 mm) unutrasnjeg promje@ = 25,4 mm i duljineL = 36,08 m
savinuta je u obliku spirale promjera oko 0,9 nlivana u beton kako bi se postigla krutost
stjenke u radijalnom i aksijalnom smjeru. Na jedsani cijevi smjesSten je veliki spremnik
(volumena oko 230 1) pod tlakom. Na taj¢maosiguran je konstantni tlaR, na p@etku
cijevi (uz spremnik). Na drugoj strani cijevi sm@$ je brzozatvaragui ventil. Nakon
uspostave stacionarnog strujanja, hidkdkuludar postize se prakki trenutnim zatvaranjem
ventila. Osjetnici tlaka smjeSteni su na udaljemost(mjereno od spremnikad, =L (kod
ventila) i xg = 17,79 m (otprilike na sredini cijevi). Za prvksperiment odabrano je ulje
relativno velike viskoznosti, a petno stacionarno strujanje bilo je laminarno. Drugi
eksperiment izvrSen je s vodom, ¢ptno stacionarno strujanje bilo je turbulentno u
prijelaznom podrgju, tj. uz relativno niski Reynoldsov br. (R&E32), a cijev je hidraudki
glatka.

Bakrena cijev D=25,4 mm

Tlacni pretvaraci Beton

(zj‘x) (B)
°
/ | Spremnik

!

/ ;L__.L_x SV PR

l * 1829 M ————d = 2
e 36,08 m
o >
x=L x=0

Brzozatvarajuci ventil

Sl. 4.9 Shema udaja za ispitivanje hidrawlkog udara [58]
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Podaci koriSteni za pratane oba primjera za validaciju navedeni su u taldlit. Podaci

oznaeni zvjezdicama nisu havedeni u originalnom rad) [5

Tablica 4.1 Podaci o eksperimentima hidrédg udara [58]

Eksperiment Br. 1 Br. 2
Pcatetno strujanje laminarnp turbulentno
Patetni Reynoldsov broj 81,9) 6132 **
Duljina cijevi,L, m 36,08 36,08
Promijer cijevi,D, mm 25,4 25,4
Hrapavost cijevig, mm 0,0015 ** (bakar 0,0015 ** (bakar)
PoloZaj osjetnika Axa, m 36,08 36,08
PoloZaj osjetnika B, m 17,79 17,79
Pcatetna srednja brzindly, m/s 0,128 0,244
Brzina zvukag, m/s 1324 1350 *
Kinematitka viskoznosty,mé/s 3,967x10 1,01x10° **
Gust@a, p, kg/n? 878,4 * 998,2 **
Temperaturag, ° C 0 20 **
* podqci 0 eksperimentu [58] prema [12]

** procijenjeno

Prema Vardy i Hwang [9] najbolji rezultati prétma postizu se kad omjer broja aksijalnih i
radijalnin elemenata iznosi oko 1,5. U & prevelikog broja radijalnih elemenata oni
upozoravaju na nestabilnost préwaa, a u sléaju prevelikog broja aksijalnih elemenata na

gubitak rezolucije odn. preciznosti.

Pri koristenju predlozene metode praraa, utjecaj mreze zamégen je jedino u prikazima
profila brzine. Po pitanju preciznosti préuma, moze se icekivati da je upravo protan

profila brzine najzahtjevniji. Na prikazima profilarzine u laminarnom i u turbulentnom
strujanju primjéuje se da se profil malo mijenja s promjenom gtestmreze. Na rezultat
utjece promjena guste u radijalnom, ali takier i u aksijalnom smjeru. Za razliku od [9], ni
u jednom slagaju nisu opazeni problemi sa stabil@Spror&una sa smanjenjem broja

elemenata u aksijalnom smijeru.
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Usporedbe rezultata pr@ana i eksperimentalnih [58] rezultata u nastaviakgzatée visok
nivo poklapanja tih rezultata. Premaekivanju, prordunski rezultati samo se minimalno
razlikuju od rezultata protana Vardy i Hwang [9]. Te male razlike mogle bi bitrokovane
pogreSkama uditavanju dijagrama prezentiranih u [9] kao i réittim metodom numetke

diskretizacije jednadzbi.

Vardy i Hwang [9] navode da su za préra radijalne komponente brzinekoristili potpuno
implicitnu shemu, tako da u tom pogledu nema razlikodnosu na predlozenu metodu. Ne
navode da li je koriStena eksplicitna ili implictrshema za pratan trenja (tj. za protan
aksijalne brzinau). lako u provedenim usporedbama utjecaj korisSsr@me nije mogao biti

velik, utjecaj sheme trebalo bi detaljno istraziti.

Zanemarivanje radijalne komponente brzine u rubelementima (na getku i na kraju
cijevi) u predlozenoj metodi mozda djelamo uzrokuje razlike koj&e se u rezultatima
pokazati pri promjeni aksijalnog koraka mreze. adike su se pokazale relativno male, pa se

¢ini da detaljno istrazivanje utjecaja tog rubnogetev nije potrebno.

4.2.1. Hidraulicki udar u laminarnom rezimu

Proraun hidraulékog udara u laminarnom rezimu (eksperiment br.ray@den je na mrezi s
N4 XNy = 100x60 elemenata. Podjela u aksijalnom smjecuk@mordinatix) je jednolika, a

podjela u radijalnom smjeru (po koordinaji ispunjava uvjet da su riesobno jednake
povrSine poprénog presjeka elemenata (prrcons). Razlike u rezultatima koje se dobiju
istim pror&unom izvrSenim na mrezama s manje elemenata (3D88830) na slikama se

teSko mogu zamijetiti. Takve razlike ipak se zamje na prikazu profila brzine.

Na Sl. 4.10 uspodeni su rezultati protauna tlaka izvrSenog na mreki;, xN, = 100x60
elemenata i na mreaN,xNx = 30x30. Unat® vrlo velikoj razlici ovih dviju mreza, u
rezultatima nema zamjetne razlike. Svi ptard laminarnog strujanja izvrSeni su koriste
finiju (100x60) mrezu, a daljnja testiranja intdgrh jednodimenzijskih parametara (tl&k

srednja brzin&J) nisu prikazana u radu.
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Laminarno strujanje
- tlak kod ventila

—————— Mreza 100x60
Mreza 30x30

g:o; A \

TN

3 N W AN AN
NI

Sl. 4.10 Tijek promjene tlaka kod ventila préwaat pomou dvije mreze

Na Sl. 4.11 do SlI. 4.14 vremenski tijek promjenaka dobiven prokmnom pomou

predloZzene metode uspden je s izmjerenim tijekom [58] i s tijekom dobivenprora&gunom
pomaiu metode Vardy i Hwang [9]. Na SI. 4.11 i Sl. 4.4%poréen je tijek tlaka pored
ventila (na kraju cijevi), a na Sl. 4.13 i Sl. 4.adporden je tijek tlaka na sredini cijevi. Za

oba ova tlaka poklapanje rezultata ptowaa s eksperimentalnim rezultatima je dobro, dok su

rezultati proréduna Vardy i Hwang [9] gotovo idegi.

(P'Po )/(pCUo )

Laminarno strujanje

- tlak kod ventila

Proracun
Eksperiment

|

4 A

|/

ct/L

15

Sl. 4.11 Proréunati i izmjereni [58] tijek promjene tlaka kod @&
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Laminarno strujanje

-tlak kod ventila | Proracun

Vardy i Hwang

~
A

e
AR RN
N ~

0 5 10

o

(P'Po )/(pCUo )

Sl. 4.12 Tijek promjene tlaka kod ventila préwaat poméu predloZzene
metode i metode Vardy i Hwang [9]

Laminarno strujanje,
tlak na sredini duljine| =——==—— Proracun
cijevi ———— Eksperiment

|
e o/ \

oH— /// Ks\ // \\\ /A \:“‘
-0.5 U \J >

0 5 ct/L 10 15

(P'Po )/(pCUo )

Sl. 4.13 Proréunati i izmjereni [58] tijek promjene tlaka na sirgaluljine cijevi
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Laminarno strujanje,

tlak na sredini duljineg —————-— Proracun

cijevi ———— Vardy i Hwang
1t /

o
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s

S ANAS
RIAval

0 5 ct/L 10

(P'Po )/(pCUo )

)
3] o
-

Sl. 4.14 Tijek promjene tlaka na sredini duljingw proratunat pomoéu
predloZzene metode i metode Vardy i Hwang [9]

Vremenski tijek srednje brzing nije lako eksperimentalno odrediti. Mozda je telog da se

taj tijek u literaturi prikazivao izuzetno rijetk@dato je ovdje bez usporedbe dan na Sl. 4.15 i
Sl. 4.16 vremenski tijek srednje brzine dobiven pémpredloZzene metode prérma. Ne
osvrEuci se na razumljivi fazni pomak, vrijedi &idi slicnost krivulje tijeka srednje brzine kod
spremnika (Sl. 4.15) i krivulje tijeka tlaka kodniga (Sl. 4.11). Stinost je takder prisutna i
medu krivuljama tijeka srednje brzine (Sl. 4.16) ikida(Sl. 4.13) na sredini cijevi. Jedino je iz
razumljivih razloga ovdje osim faznog pomaka pmsut promjena predznaka. MoZe séire
da je méusobna stinost tijeka tlaka i srednje brzine, koja je prisuktod idealnog modela

(bez trenja), zadrzana i kod modela s trenjem.
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Za razliku

naprezanje na stjenci cijevj, slicno kao i profil brzine zahtijeva nesSto éue preciznost
prora&una. Zato je na Sl. 4.17 prikazana usporedba §uoedih vrijednosti vremenskog tijeka
sminog naprezanja na stjenci cijevi (na sredini deljicijevi) dobivenih poméu mreze
N4 XNy = 100x60 elemenata i mredd; XN, = 30%x30. Unatd velikoj razlici u gustéi

mreze, razlika u protanskom rezultatu ponovo nije jako zamjetna.diten, razlika u

Laminarno strujanje,
srednja brzina na ulazu

e 4 /
A

N

ct/L

Sl. 4.15 Tijek srednje brzine kod spremnika péareat pomou
predloZzene metode

~ Laminarno strujanje, o
srednja brzina na sredini duljine cijevi

N
i (K /\ AN

ValhY

O
)]
/--—_-

ct/L

Sl. 4.16 Tijek srednje brzine na sredini duljifjexd proratunat pomoéu

predloZzene metode

od integralnih jednodimenzijskih paraarat (tlak, srednja brzina), stno
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maksimalnim naprezanjima u trenutku prolaska ppogmeaja je znatna i iznosi oko 50%.
No oblik krivulje upiéuje da se na tom mjestu radi o asimptoti, pa thkeaznozda i nije
pretjerano bitna.

Laminarno strujanje,
smicno naprezanje ng—————-— Mreza 100x60
sredini duljine cijevi | ————— Mreza 30x30

15

10
5

1, (Pa)

N N -
ST

0

-5

-10

o

5 - 10

Sl. 4.17 Tijek sminog naprezanja na sredini duljine cijevi pkanaat
pomaiu dvije mreze

Na Sl. 4.18 uspoten je vremenski tijek simog naprezanja na stjenci cijeni na sredini
duljine cijevi dobiven pror&unom prema predlozenoj metodi i prema metodi Vaddwang
[9]. Slaganje rezultata dviju metoda i ovdje je wobVidljivo je da su se predlozenom
metodom dobila neSto manja naprezanjalo moZe biti uzrokovano i eventualnom razlikom

u odabranoj interpolacijskoj shemi odieanja derivacije brzine na stjenci cijevi.
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Laminarno strujanje,
smicno naprezanje na——~— "~ Proracun
sredini duljine cijevi | — Vardy i Hwang
15}
10}
< I
& Sf \\\“\ J\\
= 0; X f\ \/\/I,J-\‘x
5k /J
10t
0 5 ct/L 10

Sl. 4.18 Tijek sminog naprezanja na sredini duljine cijevi pkanaat
pomaiu predloZzene metode i metode Vardy i Hwang [9]

Sl. 4.19 prikazuje tijek koeficijenta trenja izracunatog na bazi gore prikazanog tijeka

nestacionarnog tangencijalnog naprezanja na stpgeei, prema izrazu

A= (4.4)

Za usporedbu, prikazana je i krivulja kvazi-staaiomog koeficijenta trenja izéanatog na
bazi trenuténe vrijednosti Reynoldsovog broja £ 64Re, odn. prema Colebrookovom
izrazu za sltéiaj Re<2300). Nestacionarni koeficijent trenja je i doadeda vetiine vei od
kvazi-stacionarnogiime se joS jednom potduje ¢injenica da koriStenjem kvazi-stacionarnog
modela nije mogte postti realne vrijednosti prigusenja titraja. 1z slileetpkater vidljivo da
na mjestima na kojima je srednja brzina priblizednaka nuli, koeficijent trenja poprima
ekstremno visoke vrijednosti. Time se joS dodatrtezava cijeli ionako problematii
koncept koriStenja koeficijenta trenja za nestaaion strujanje. Obzirom na jednostavnost i
veliku brzinu dobivanja rezultata powopredlozene kvazi-2D metode, predlozena metoda se
ve¢ uz brzinu i snagu danasnjihé¢tanala moze koristiti za simulacije strujanja u \afjen
mreZzama u realnom vremenu, pa se zato ovdje neiuvetoda rdaunanje poméu

koeficijenta trenja.
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Laminarno strujanje, _
koeficijent trenjana | —— Nestacionarno
sredini duljine cijevi |—————— Kvazi-stacionarno
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Sl. 4.19 Tijek koeficijenta trenja, nestacionarifodraeien iz sminog
naprezanja,) i kvazi-stacionarnog (odden prema vrijednosie)

Na Sl. 4.20 prikazan je pramnanati profil brzine na sredini duljine cijevi u tnatku tc/L = 4.
Pror&un je proveden Kkoriste cetiri razlicite mreze K, XNy 30x30; 60x%30; 60%60;
100x60). lako su u ovom najzahtjevnijem testu kazlu rezultatima zbog utjecaja mreze
najvete, one su ipak relativno malk€ini se da promjena guste mreze u aksijainom smjeru

imacak vei utjecaj na profil brzine nego njena promjenadijednom smjeru.
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Profil brzine,tc/L = 4
1
\\

O [ Mreza 100x60
. Mreza 30x30
0 2; S Mreza 60x30
L Mreza 60x60
O 035

u/U,

Sl. 4.20 Profil brzine na sredini duljine cijevinenutku tc/L = 4
proraunat pomou cetiri razlicite mreze

Na Sl. 4.21 prikazani su stacionarni profil brzi{® i dva profila brzine (I i Il) na sredini
duljine cijevi 'ubrzo' nakon prolaska prvote/C = 0,5) i drugog t€/L = 1,5) poreméaja,
pror&unati prema [9]. Budil da nije poznat tan trenutak u kojem su profili I i Il
prora&unati, za usporedbu su odabrani nagsji profili dobiveni predloZzenim prokanom
nekoliko vremenskih koraka nakon prolaska por@aje Razlike méu profilima nisu
prevelike. Zapravo je odstupanje iznéu@ce veliko kod stacionarnog profila (0).
PredloZzenim modelom dobivena je vrijednost maksieabrzine znatno bliza anatiioj
vrijednostiuma/Uo = 2. Dio razloga za tu razliku zacijelo lezi uijip diskretizacijskoj mrezi
(Vardy i Hwang primijenili su podjelu na 20 radip#t elemenata, a pranan je n&injen
koristeli mrezu od 100 elemenata). Razlika u maksimalragisharnoj brzini prenosi se i na
nestacionarne profile | i Il. Ukoliko bi s&ak identénim programom za nestacionarno
strujanje izvrsili proréuni u kojima je prisutna takva razlika u gednim uvjetima (tj. u
maksimalnoj brzini), moglo bi setekivati da ta razlika 'prezivi' nekoliko valnih tilsa zbog

nedovoljnog vremena za uravnotezenje profila.
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Profil brzine,  |——___. Proracun
tc/L=0;0,5;1,5 | ——— vardyiHwang
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Sl. 4.21 Profili brzine na sredini duljine cijeéubrzo’' nakon prolaska prva
dva poreméaja, prorgunati prema predloZenoj metodi i prema
metodi Vardy i Hwang [9]

Sl. 4.22 prikazuje razvoj prayanatog profila brzine nakon prolaska prvog porésyee
(tc/L = 0+1,5). Promjena stacionarnog profila diémase skokovito u trenutktc/L = 0,5,
nakon c¢ega se profil postupno mijenja (uravnotezuje) dolgska sljedéeg poreméaja u
trenutku tc/L = 1,5. Zbog podjele na 60 elemenata po xsprofil se mijenja kroz 60
vremenskih koraka, ali je na slikama prikazan s¥ekurti od tih 60 profila. Sl. 4.23 prikazuje
razvoj profila brzine nakon prolaska sljédedva porem@ja (c/L = 1,5+3,5 tj. do peetka
cetvrtog poreméaja). Poreméaji dolaze u razmacima/L = 1 (tj. u trenucimac/L = 0,5; 1,5;
2,5; 3,5; itd.). MoZe se pratiti kako se profil vga pod utjecajem porenaja tlaka koji
takader nije trenuté&an nego ima svoj vremenski tijek, te pod utjecamratne sile trenja uz
stjenku nakon prolaska fronte porefag. Pri tome je, osim udaljavanjacke ekstrema
brzine od stjenke cijevi, posebno od interesa aslahje tdke infleksije, koje prema [35]

narcito nepovoljno utjée na stabilnost strujanja.
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Sl. 4.22 Razvoj profila brzine na sredini duljicigevi nakon prolaska
prvog poreméaja

Profil brzine,tc/L=1,5+ 3,5

= RN
T AN
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Sl. 4.23 Razvoj profila brzine na sredini duljicigevi nakon prolaska
drugog i tréeg poreméaja

Treba napomenuti da se zbog spéniisti metode karakteristika tlak i brzina u istom
presjeku x=cons) mijenjaju u svakom drugom vremenskom koraku. Zstiose u istom
presjeku dobivala po dva ista vremenski sukcesipnafila. Ako se dakle u nekom
vremenskom koraku tlak i brzina ne mijenjaju nprparnim presjecima odrévorovima,
mijenjaju se, u istom vremenskom koraku, vrijedndsizine i tlaka u svim neparnim

¢vorovima. U parnimévorovima promijenitée se vrijednosti tek u narednom vremenskom
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koraku, ali ¢e tad vrijednosti u neparnindvorovima ostati nepromijenjene. Ovakva
naizmjenéna promjena omogava uredno napredovanje poréaja duz cijevi u svakom

vremenskom koraku.

Sl. 4.24 prikazuje protainati stacionarni profil brzine (0) detiri profila brzine (I-1V, t.
profile u trenucimatc/L =0,5; 1,5; 2,5; 3,5) u presjeku na sredini deljicijevi tano u

trenucima prvaetiri poremeéaja u tom presjeku.

Profil brzine,tc/L=0; 0,5; 1,5; 2,5; 3,5
1r ,—7\
x 0.6 \ AN
= | \\\ \ N
0.4k M\ | |
u/U

T\ \
| L

T 05 0 05 1 15 2
0

Sl. 4.24 Profili brzine na sredini duljine cijeveposredno nakon prolaska
(prvacetiri) poreméaja

Sl. 4.25 prikazuje raspored tlaka duz cijevi i tsswakomcetvrtom vremenskom koraku
tijekom prve periode (tijekom prolaza prvog poréaja od ventila do spremnika). Krivulje
imaju 'stepenice' zato jer se vrijednost tlaka pafe) mijenja samo u svakom drugom
vremenskom koraku, a to zfiala u svakom drugom-¢voru vrijednost kasni. Ponda tih

stepenica moze se pratiti kako se porast tlaka mpprvom vremenskom koraka nakon

prolaska poremi@ja smanjuje s udaljavanjem od ventila.
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Tlak tijekom prve periode

0

ol

Sl. 4.27 Raspored tlaka duz cijevi u prvoj peri@diL=0+1) u zavisnosti
od pozicijex i viemena

Analogno prethodnim dvjema slikama, Sl. 4.28 i8R9 prikazuju raspored srednje brzine
duz cijevi (u svakontetvrtom odn. u svakom koraku). Ponovo jgt@ analogno ponasanje
srednje brzine i tlaka. Upada ti @razita simetrija rasporeda srednje brzine poaisda tlaka.

Laminarno strujanje,
srednja brzina u prvoj periodi

Nl
Nl
N

HIRELIA

B SSSERANE L

X (m)

Sl. 4.28 Raspored srednje brzine duz cijevi u ppeviodi tc/L=0+1)
prikazan u svakoretvrtom vremenskom koraku
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Laminarno strujanje,
srednja brzina u prvoj periodi

A
O
S, e
B8

X (m)

Sl. 4.29 Raspored srednje brzine duZ cijevi u ppeoiodi tc/L=0+1)
prikazan u svakom vremenskom koraku

4.2.2. Hidraulicki udar u turbulentnom rezimu — hidradki glatka cijev

Proraun hidraultkog udara u turbulentnom rezimu (eksperiment bprayeden je na mrezi
s N XNy = 100%30 elemenata. Podjela u aksijalnom smjeouk(mordinatix) je jednolika, a
podjela u radijalnom smjeru (po koordinaji n&injena je po principu geometrijskog niza
(kvocijent nizag=1,05, pdéetni element niza je uz stjenku cijevi). &l kao i u proré&unu

laminarnog strujanja, utjecaj mreze zaénje se jedino na prikazima profila brzine.

Po pitanju proréuna hidraukkog udara, turbulentno strujanje donosi vrlo matwasti u
odnosu na laminarno strujanje. Pxam i rezultati su u potpunosti analogni onima za
laminarno strujanje, tako da ovdje nije bilo potrebponavljati sve komentare rezultata
laminarnog strujanja.

Na Sl. 4.30 uspodeni su rezultati protana tlaka izvrSenog na mreki;, <N, = 100x30
elemenata i na mred, xN,x = 60x30. U rezultatima nema zamjetne razlike. [Berauni
turbulentnog strujanja izvrSeni su korigteiniju (100x30) mrezu, a daljnja testiranja

integralnih jednodimenzijskih parametara (tRBksrednja brzin&)) nisu prikazana u radu.
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Turbulentno strujanje_ - - - _ _ Mreza 100x30
-tlak kodventila | _ Mreza 60x30

L /

1

o
4]

(P'Po )/(pCUo )

o
o1

U

0 5 - 10 15

Sl. 4.30 Tijek promjene tlaka kod ventila préwaat pomoéu dvije mreze

Na Sl. 4.31 do Sl. 4.34 vremenski tijek promjenakal dobiven protanom pomoéu
predloZzene metode uspden je s izmjerenim tijekom [58] i s tijekom dobivenprora&gunom
pomaiu metode Vardy i Hwang [9]. Na Sl. 4.31 i SI. 4.8%ooréen je tijek tlaka pored
ventila (na kraju cijevi, tj. prk=L), a na Sl. 4.33 i Sl. 4.34 uspden je tijek tlaka na sredini
duljine cijevi k=L/2). Za oba ova tlaka poklapanje rezultata phana s eksperimentalnim

rezultatima je dobro, dok su rezultati praraa Vardy i Hwang [9] gotovo idextii.

Turbulentno strujanje

S —————— Proracun
- tlak kod ventila )

Eksperiment

™1 Y A A

o
4

(P'Po )/(pCUo )

o
o1

SN {‘\j' | \\'

0 5 ct/L 10 15

Sl. 4.31 Proréunati i izmjereni [58] tijek promjene tlaka kod @&
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Turbulentno strujanje

-tlak kod ventila ~ | T 7T~ Proracun
Vardy i Hwang

- f—T

1

o
Ul
LSRR B R e st

(P'Po )/(pCUo )

- :

0 5 10

Sl. 4.32 Tijek promjene tlaka kod ventila préwaat poméu predloZzene
metode i metode Vardy i Hwang [9]

Turbulentno strujanje,

tlak na sredini duljine | =—————— Proracun

cijevi ———— Eksperiment
1

T 0 na g
PLgb L

o
o

(P'Po )/(pCUo )

o
m\ 11
T
T\
/:_-.-——_'ﬁ
-—“\t

Sl. 4.33 Proréunati i izmjereni [58] tijek promjene tlaka na sirgaluljine cijevi
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Turbulentno strujanje

tlak na sredini duljine | =—————-— Proracun

cijevi ——— Vardy i Hwang
1 &=

| ]

A k

SN
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\
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Sl. 4.34 Tijek promjene tlaka na sredini duljingw proratunat pomoéu
predloZzene metode i metode Vardy i Hwang [9]

Na Sl. 4.35 i Sl. 4.36 prikazan je vremenski tigglednje brzindJ (kod spremnika odn. na
sredini duljine cijevi) dobiven ponda predlozene metode préuma. Kao i kod laminarnog

strujanja, ponovo je prisutna upadljiva analogij@ja tijeka srednje brzine i tijeka tlaka.

Turbulentno strujanje,
L srednja brzina na ulazu
[ (] ( ] ] —
0.5
>t
- 0
O |
0.5 &
| |\
072 4 6 8 10 12 14 16
ct/L

Sl. 4.35 Tijek srednje brzine kod spremnika péareat pomou
predloZzene metode
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Turbulentno strujanje,
srednja brzina na sredini duljine cijevi

J NN
2 k \
A ARiEN
U\

0 2 4 6 8 10 12 14 16
ct/L

Sl. 4.36 Tijek srednje brzine na sredini duljifjexd proratunat pomoéu
predloZzene metode

Na Sl. 4.37 prikazana je usporedba ptoretih vrijednosti vremenskog tijeka smog
naprezanjar, na stjenci cijevi (na sredini duljine cijevi) debnih pomdéu mreze
N4 XNy = 10030 elemenata i mredé, <N, = 60x30. Razliku u rezultatima prisutna je

jedino u Siljicima maksimalnih naprezanja, ali jatmo manja nego kod laminarnog strujanja.

Turbulentno strujanje,
smicno naprezanje na, == ===~ Mreza 100x30
sredini duljine cijevi | ——— Mreza 60x30

A
\
. cNy

0 5 ct/L 10 15

1, (Pa)
/7

7

7
7

Sl. 4.37 Tijek sminog naprezanja na sredini duljine cijevi pranaat
pomdu dvije mreze
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Na Sl. 4.38 uspoten je vremenski tijek simog naprezanja na stjenci cijeni na sredini
duljine cijevi dobiven prorunom prema predlozenoj metodi i prema metodi Vaddwang
[9]. Slaganje rezultata dviju metoda relativno g, iako slabije nego za ghj laminarnog

strujanja. PredloZzena metoda ovaj puta daje n&stonaprezanja,.

Turbulentno strujanje
smicno naprezanje ng —————— Proracun
sredini duljine cijevi | ——— Vardy i Hwang
at ! ! }
| Iy ill
[ ;‘ ;
\
ol l k il \ 1 I‘\
\

1, (Pa)
7

ﬁ‘:
il =/
. {;

0 5 ct/L 10

=N

Sl. 4.38 Tijek sminog naprezanja na sredini duljine cijevi pkanaat
pomaiu predloZzene metode i metode Vardy i Hwang [9]

Sl. 4.39 prikazuje tijek koeficijenta trenja izracunatog na bazi gore prikazanog tijeka
nestacionarnog tangencijalnog naprezanja na stjeij@ri. Za usporedbu, prikazana je i
krivulja kvazi-stacionarnog koeficijenta trenja r@&gunatog na bazi trenutae vrijednosti
Reynoldsovog broja). Nestacionarni koeficijent faere i preko tri reda veline vei od
kvazi-stacionarnog¢ime se ponovo potduje cinjenica da koriStenjem kvazi-stacionarnog

modela nije mogée postti realne vrijednosti prigusenja titraja.
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Turbulentno strujanje, _
koeficijent trenjana |——— Nestacionarno
sredini duljine cijevi | —=————— Kvazi-stacionarno
10°F
10“§ / A
ol | aVAVaydvay
~< el %% /[ /
101 4 - ~ o e - ~ A
E f’ /, ;/ /, /, // u //
10F—h t { / / y / v
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W1t S A
10°f—————L— ‘ ‘
0 5 - 10 15

Sl. 4.39 Tijek koeficijenta trenja, nestacionarifodraeien iz sminog
naprezanja,) i kvazi-stacionarnog (odden prema vrijednosie)

Na Sl. 4.40 prikazan je pramanati profil brzine na sredini duljine cijevi u vnenskom
trenutkutc/L = 4. Pror&un je proveden koristetri razlicite mreze K %N, x: 60%x30; 100x30;
100x100). Utjecaj promjene gué® mreze u radijalnom smjeru nije zamjetan. Utjecaj

promjene gusi@e mreZe u aksijalnom smjeru jé&toali je ipak relativno mali.

Profil brzine,tc/L = 4

0.8 N
| N

0.6 \
x 09 \
x \
0.4} \
- .\‘
I P Mreza 100x30 N
O.Zf — Mreza 60x30
[ P Mreza 100x10(

i

\.

|
0 02 04 06, 0.8 1 1.2
u/u,

) S R B B D

Sl. 4.40 Jedan profil brzine na sredini duljing\ii prora&unat pomeu tri
razlicite mreze
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Na Sl. 4.41 prikazani su stacionarni profil brzi{® i dva profila brzine (I i 1l) na sredini
duljine cijevi 'ubrzo' nakon prolaska prvog i drggporeméaja, proréunati prema [9].

Ponovo nije poznat tan trenutak u kojem su profili 1 i Il profanati, pa su za usporedbu
odabrani najstiniji profili dobiveni predlozenim protanom nekoliko vremenskih koraka

nakon prolaska poreréa@a. Razlike méu profilima ni ovaj puta nisu prevelike, a razlika

stacionarnom profilu (0) se ponovo prenosi na estarne profile (11 11).

Profil brzine, Proracun
tc/L=0;0,5;1,5 Vardy i Hwang

l— —_ — ] [
F~X - -]
| N N N

| \
T \ | \
0.27 { { !

\ ]
i \ \ \
i } \II \'n
Y51 05 0 05 1 15
u/U,

Sl. 4.41 Profili brzine na sredini duljine cijéubrzo’' nakon prolaska prva

dva poreméaja, prorgunati prema predloZzenoj metodi i prema
metodi Vardy i Hwang [9]

Sl. 4.42 prikazuje razvoj praranatog profila brzine nakon prvog porefag ¢c/L = 0+1,5).
U koristenom bezdimenzijskom prikazu, relativnerppene brzine i oblika profila tijekom
njegovog uravnotezivanja manje su nego ranije urnlamom strujanju. Vjerojatni razlog
tome lezi ucinjenici da su u svom apsoluthom iznosu brzinerbulentnom strujanju \ée
nego u laminarnom. Razgovijetniji prikaz tih prongendljiv je na uvéanom prikazu detalja

A (Sl. 4.43), gdje je mode pratiti udaljavanje ttke ekstrema brzine i &¢&e infleksije od
stjenke cijevi.
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Profil brzine,tc/L=0+ 1,5

h — tc/L=0
0.8l Detalj A
N VC/L - 0,5
D\: 0.6 /
— tc/l=1,5

.O T |

17705 O T
u/U,

Sl. 4.42 Razvoj profila brzine na sredini duljitigevi nakon prolaska
prvog poreméaja

Detalj A, profil brzine,tc/L=0,5+1,5
1; ,
0.9
0\50.9:
09
0.9
09— G5 04 02
u/uU,

Sl. 4.43 Razvoj profila brzine na sredini duljitigevi nakon prolaska
prvog poreméaja — detalj A sa prethodne slike

Sl. 4.44 prikazuje protainati stacionarni profil brzine (0) detiri profila brzine (I+IV) u
presjeku na sredini duljine cijevidoo u trenucima prvéetiri poremeéaja u tom presjeku (u
trenucimatc/L = 0,5; 1,5; 2,5; 3,5).
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Sl. 4.44 Profili brzine na sredini duljine cijevéposredno nakon prolaska
(prvacetiri) poreméaja

Sl. 4.45 prikazuje raspored tlaka duz cijevi i tosvuakom drugom vremenskom koraku
tijekom prve periode (tijekom prolaza prvog poréaja od ventila do spremnika). Ponovo su
vidljive 'stepenice’ u svakom drugom koraku kojejsw poloZzajem ponovo ukazuju na

smanjenje promjene tlaka sa smanjenjem vrijedmxastikon npr. prolaska prvog poreéag.

%Zﬁi/// T
i
T

Sl. 4.45 Raspored tlaka duz cijevi u prvoj peri@idiL=0+1) prikazan
u svakom drugom vremenskom koraku
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Tlak tijekom prve periode

20
X 30 0

Sl. 4.46 Raspored tlaka duz cijevi u prvoj peri@diL=0+1) u zavisnosti
od udaljenostk i vriemena

Budwi da je na prethodnoj slici velik dio krivulje 'saken’ u blizini stjenke, na Sl. 4.47 dan
je uvetani prikaz (u okolici stjenke) istog rasporeda @la&li u svakom vremenskom koraku.
Tu su ponovo prepoznatljivi pravci skoka tlaka dnjem (svakom drugom) koraku.

Turbulentno strujanje
tlak u prvoj periodi u blizini stjenke
1.01f
A =
530.99 s %W
S Al
el
ood LT
T B —
X

Sl. 4.47 Raspored tlaka u blizini stjenke duz\gijeprvoj periodi
(tc/L=0+1) prikazan u svakom vremenskom koraku
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Sl. 4.48 istovjetna je prethodnoj slici, ali je dadna prordunom pomoéu mreze s
N4xNyx = 100x100 elemenata.

Turbulentno strujanje,
tlak u prvoj periodi

50.94%/////////////////

0 10 20 30
X

Sl. 4.48 Raspored tlaka u blizini stienke duzwiijeprvoj periodi

(tc/L=0+1) pror&unat poméu mreze sa 100 elemenata u
aksijalnom smjeru

Analogno prethodnim slikama rasporeda tlaka, 39 4.Sl. 4.50 prikazuju raspored srednje
brzine duz cijevi (u svakom drugom vremenskom korzk cijelu Sirinu cijevi odn. u svakom

koraku za podrgje u blizini simetrale cijevi). PonaSanje srednjeiitie ponovo je analogno
ponasanju tlaka.
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Sl. 4.49 Raspored srednje brzine duZ cijevi u ppeoiodi tc/L=0+1)
prikazan u svakom drugom vremenskom koraku

_ Turbulentno strujanje,
srednja brzina u prvoj periodi u blizini simetrale

0.04f

Rl
S o
S

Sl. 4.50 Raspored srednje brzine u blizini simetdaz cijevi u prvoj
periodi ¢c/L=0+1) prikazan u svakom vremenskom koraku
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5. ANALIZA REZULTATA

Predlozen je novi kvazi-dvodimenzijski (2D) modehetoda za protain hidraulékog udara.
Kvazi-2D modeli predstavljaju nagnije modele hidrautkog udara koji su danas u
uobicajenoj upotrebi. Pretezno se koriste za verifikaggdnostavnijin modela i za bolje
razumijevanije fizikalne pozadine hidrailkog udara. Zbog njihove sloZenosti oni se danas u
manjoj mjeri koriste za simulacije strujanja u reah vremenu (npr. za dijagnosticiranje

propustanja u cijevnim mrezama).

Od nekoliko postojgh kvazi-2D modela n&pXe se koriste i u literaturi spominju modeli
Vardy i Hwang [9] i Pezzinga [11]. Metoda Vardyiwang je sloZenija, tmija i stabilnija,

dok je metoda Pezzinga brza, ali manje pouzdana.

U ovom radu predlozena metoda usgdere je s metodom Vardy i Hwang. Najprije su u
poglavlju 3 usporgeni matematiki modeli i n&ini njihovog rjeSavanja. Zatim su u poglavlju
4 dani rezultati testiranja predloZzene metode uetimp stacionarnog i nestacionarnog
strujanja. Na kraju su rezultati dobiveni predldd@modelom usporeni s eksperimentalnim
rezultatima (Holmboe i Rouleau [58]) i rezultatirkaji se dobivaju pomé metode Vardy i

Hwang.
1) Usporedba modela i metoda

U poglavlju 3 model Vardy i Hwang i predloZzeni mod#etaljno su opisani, a zatim

usporgeni. U nastavku su rezimirani rezultati te anétigi usporedbe.

Pokazana je idernost ukupnog modela Vardy i Hwang i dijela preditdg modela za
odralivanje aksijalne brzine. Takaier je pokazano da je diskretizirana jednadzba zenuor
u, koja je dobivena na taj &ia, identina jednadzbi za brzinu metode Vardy i Hwang uztuvje

e=1 (tj. uvjet da se koristi potpuno implicitna sheemterpolacije za radijalnu brziru).

Drugi dio predloZzenog modela sastoji se od integjnajednadzbi 1D modela i on odgovara
modelu koji koristi Pezzinga [11]. Taj dio mod&lasnije se koristi za dobivanje jednadzbe
za odrdivanje tlakaP. Pokazano je da se predlozeni 1D model dobivagiatgom po
presjeku cijevi modela Vardy i Hwang. Prema tomedfmzeni 1D model matemei je
usklaien s modelom Vardy i Hwang. No za razliku od metydedy i Hwang, spomenutom
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integracijom gubi sélan s radijalnom brzinom, pa tako prestaje potreba z&uaanjem te
brzine. Dodatno se predlozena diskretizirana jedbada tlakP dobiva i na drugi nan, i to

linearnim transformacijama diskretiziranih jednadibetode Vardy i Hwang. Time je
pokazano da je predlozena jednadzba zaRlaapravo jedna od vadb jednadzbi metode

Vardy i Hwang.

Predlozena metoda ne pretlvira&unanje radijalne brzing niti na rubovima podija (na
krajevima cijevi), vé se tamo propisuje uvjet=0. Obzirom da je propisana potpuno
implicitna shema interpolacije, rubni uvjet na zaenom kraju cijevi (ventil) uskigen je s
metodom Vardy i Hwang (na samom ventilu zaistaediijuvjetv=0). Uvjet na otvorenom

kraju (spremnik) takder je usklden jer i metoda Vardy i Hwang tu koristi uvjstO.

Pri koriStenju originalne metode Vardy i Hwang etino je rjeSavati 5-dijagonalni sustav
2N %x2N, jednadzbi, gdje j&, broj podjela u radijalnom smjeru. Zhao i GhidapiB] su
formalnom modifikacijom metode sveli taj sustav da 3-dijagonalna sustavs, <N,

jednadzbigime se znatno smanjuje vrijemeuaanja.

Predlozena metoda zahtijeva rjeSavanje jednogagwijalnog sustavBl,xN, jednadzbi,
dakle upola manje nego modificirana metoda Vardyang. Metoda Pezzinga [11] taiey
zahtijeva rjeSavanje jednog 3-dijagonalnog susthBlyaN, jednadzbi, ali uz smanjenu
tocnost, stabilnost i pouzdanost [4]. Osim toga, zdika od metode Pezzinga, koja koristi
metodu konénih razlika, predlozena metoda koristi metodu kemaktika (MK), a to
olakSava njeno eventualno koriStenje za verifikaggdnostavnijin modela koji taler

uglavnom koriste MK.
2) Usporedba rezultata

KoriStena je originalna metoda prouma koja se bazira na metodi karakteristika, atidiiv
elemente metode ko&wih volumena. Ténost ove nove numeke metode pokazala se

zadovoljavajgom.

Obzirom da je zanemaren utjecaj konvekcije vremiekmtak je odabran tako da se egzaktno
zadovoljava kriterij Lewy-Courantaime se dolazi na samu granicu stabilnosti postupka.
Zbog stabilnosti, koristila se u svim &ajevima potpuno implicitna interpolacijska shema za

aksijalnu brzinw (6=1), Sto nije od velikog utjecaja na rezultate ptana.
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Utjecaj diskretizacijske mreze uglavnom se nijegaalo bitnim. Kod turbulentnog strujanja
iskustvo pokazuje da je vazno da u svim koracinm\j@menut i po 0six) prvi ¢vor do
stjenke treba biti unutar laminarnog podslojadtyprilike y-<2).

Metoda Vardy i Hwang [9] koristi se 5-zonskim algetkim modelom turbulencije koji su za
nestacionarno strujanje razvili Kita et al. [30udici da su usporedbe s metodom Vardy i
Hwang vazne za ovaj rad, to se i u okviru predlezeretode koristio isti 5-zonski model
turbulencije. Prema Ghidaoui et al [4] model tudndije ionako ne utfe u veliko] mjeri na

rezultate numetkog pror&una hidraukkog udara. Méutim, za niske Reynoldsove brojeve,
znatno je odstupanje vrijednosti efektivne viskathai inercijskom podsloju dobivene

primjenom odabranog modela turbulencije u odnosizmgrene vrijednosti.
Stacionarno strujanje

Testovi stacionarnog turbulentnog strujanja pokazmjatno odstupanje taker i koeficijenta
trenja 2 dobivenog numetki pomaiu primijenjenog modela turbulencije u odnosu na
oc¢ekivane vrijednosti tog koeficijenta, dobivene Kbtenjem standardnih metoda. Za
Reynoldsov broRe=4000 to odstupanje iznosi preko 10%.

S druge strane, odstupanje profila brzine od ekseatalno izmjerenih vrlo je malo.
Preciznost metode i pranana ogleda se &éinjenici da promjena guste mreze praktki ne

utjece na stacionarne profile brzine koji se dobivajumeucki, primjenom modela
turbulencije. Takder, u svim primjerima, odrzavanje stacionarnogjat@oma@u programa

za nestacionarno strujanje pokazalo se besprijakorn
Nestacionarno strujanje

Predlozena metoda préwma testirana je usporedbom s rezultatima dva ekspeta
hidraulickog udara koje su objavili Holmboe i Rouleau [58],s rezultatima numekog
pror&una (Vardy i Hwang [9]) za dvije situacije hidraldog udara koje odgovaraju
spomenutim eksperimentima. Te dvije situacije img@aietne stacionarne vrijednosti
Reynoldsovog brojaRe=81,97 (laminarno strujanje) Re=6132 (prijelazno turbulentno
strujanje u hidrautki glatkoj cijevi).

Kvaliteta metode ogleda se u izvrsnom poklapamglsperimentalnim rezultatima vremenske
promjene tlakd& u svim mjerenjima, jednako u laminarnom i u tudmihom strujanju. Prema

ocekivanju, poklapanje s nume&kim rezultatima metode Vardy i Hwang za iste siijeaos
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je bolje. Ipak dobivene krivulje nisu potpuno idéne, Sto se moZze pripisati nepreciznom
prenosenju originalnih krivulja Vardy i Hwang, rikama u koriStenoj diskretizacijskoj mrezi
i u numerékom postupku. Takter, Vardy i Hwang ne navode koju interpolacijskersiu

brzineu (tj. koju vrijednost faktor#) su koristili.

Usporedba protaunski dobivenih tangencijalnin naprezanja na stjéng i profila brzina
stroza je u smislu osjetljivosti na preciznost pkana, pa su i odstupanja tudepito vea.
Osijetljivost se ogleda i u ¥em utjecaju vetiine koraka mreze. Poklapanje vremenskog tijeka
tangencijalnih naprezanja dobivenih predloZzenonmonwh i metodom Vardy i Hwang je jos
uvijek izuzetno dobro. Tim viSe Sto niti za tang@ina naprezanja niti za profile brzine nije

poznata tdnax-pozicija na kojoj se naprezanje odnosno profiliezaiuna.

Odstupanja su najga u proréunatim profilima brzina. U obje uspdene situacije
(laminarno i turbulentno strujanje) vidljiva je t&a u stacionarnim profilima brzina
dobivenim poméu obje metode. Ista razlik&ito se prenosi na profile brzine préumate u
nestacionarnom strujanju. Vidljivo je da su Vardidwang u laminarnom strujanju znatno
neta:nije odredili oblik stacionarnog profila nego St ® &inilo predlozenom metodom.
Takader, valja napomenuti da ovdje, osim spomenutog zregganja téne x-pozicije profila,

nije poznat niti téan trenutak prokainatog profila, pa to doprinosi dobivenim odstupasj

Na kraju, prezentiran je i vremenski tijek sredbjeine U dobiven poméu predlozene
metode. Srednju brzinu nije lako eksperimentalncediti, pa se mozda zbog toga tijek te
brzine nijecesto prezentirao. Upada ti ¢ogi¢na simetrija koju na slikama brzina pokazuje u

odnosu na tlal.
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6. ZAKLJU CAK

U radu je izlozen pregled aktualnih modela za gramanestacionarnog strujanja u cijevi. Pri
tome je redoslijedom od slozenijih prema jednosjema, precizno navode i pratei
redoslijed uvdenja novih pretpostavki. Metode préuama koje secesto koriste u praksi

kasnije su i detaljno opisane.

Sustavno je razdena i objasnjena metodika matertlabg izvaienja karakteristhnih
jednadzbi za sliaj viSedimenzijskog strujanja.

Predlozeni su novi kvazi-dvodimenzijski model i odgrajka metoda za prokan

hidraulickog udara u cijevi. PredloZzena metoda detaljnangicki usporelena s jednom od
najtainijih postoje&ih metoda (Vardy i Hwang). Pokazuje se da predlazeretoda mora
davati iste rezultate kao metoda Vardy i Hwang uetuda se koristi potpuno implicitna
shema interpolacije za radijalnu brzinu. Pri tomeg predlozeni protan potrebno otprilike

upola manje matemakih operacija.

PredloZena je i uspjeSno koriStena originalna nufke@rmmetoda prokaina koja se bazira na

metodi karakteristika, ali uvodi i elemente met&daanih volumena.

Odabrani algebarski 5-zonski model turbulencijev@@n je u odnosu na stacionarne

eksperimentalne profile brzine i n&ekivani standardni stacionarni koeficijent trenja.

Rezultati dobiveni predlozenim modelom usge s eksperimentalnim rezultatima i
prora&unskim rezultatima (Vardy i Hwang) u uvjetima la@inog i turbulentnog strujanja.

Dobiven je visok stupanj podudaranja ovih rezultata

Obzirom da je predloZzena 2D metod&n@a i za danasSnja ¢anala vrlo brza, viSe nema
potrebe istrazivati model koeficijenta trenja. Zatza probleme u kojima je potrebna visoka
tocnost prorduna sménog naprezanja na stjenci u uvjetima hidrkdg udara ili
pulzirajuteg strujanja prepotuje razvijena 2D metoda.

U budwnosti bi bilo zanimljivo istraziti eventualni utjgcodabira implicitne ili eksplicitne
interpolacijske sheme u préwmu hidraulékog udara. Takder, predloZzena metoda mogla bi

se primijeniti na ré&vanje cjevovoda, te jako popustljive cijevi (krvoe).
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PRILOG 1: JEDNADZBE KONTINUITETA | KOLI  CINE GIBANJA

Zapis jednadZbe kontinuiteta, jednadzbe dwoé gibanja i tenzora naprezanja za fluid
promjenljive gustée i promjenljive viskoznosti u Cartesijevim i cidiarskim koordinatama

1. Cartesijev koordinatni sustav — koordinagei = 1, 2, 3i vrijemet

Jednadzba kontinuiteta

9p o) (P1.1)
ot 0X;
Jednadzba kaline gibanja

ov, ov, o, 0 av, 0V, 0 (2 j@vj

— = L+ ——| = U, |— P1.2
Pat P TP T T, Haxj a>gﬂ ax{s/”’ A Jax (P1.2)
Tenzor naprezanja

av,  0v, 2 v,
=-pg, + | Ey-—u =5 P1.3
p ”[aj a&] KCSAI ”Vjaxj i (P1.3)

Jednadzba kaline gibanja Izrazena naprezanjima

ov,

—+ v o _ P1.4
P T ox A+ (P1.4)
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2. Cilindarski koordinatni sustav — koordinate#, x i vrijemet

Jednadzba kontinuiteta

9p, 100pv) , 13(p%,) , a(pv,)

=0 (P1.5)
ot r or r 06 0X
Jednadzba kaline gibanja +-komponenta
ov, v, v, v, o, o dp_ 209 ( oy
+ + + - = +——r
p ot -l o r 06 “ox r A= o rorl Far
+ 10 4 ov, +r%—v9 +i ov, +6VX 2/,1 v, v, (P1.6)
296|" 06 or 0z ox or 06

_i (g B jia(rvr)éav“avx
or 3/J o r or r 08 ox

Jednadzba kaline gibanja ¥-komponenta

v, v, v, 0v, o, oV, _ 10p 10 /_,( ov, ov, j
=0+ + + + =, -+ | Y r—2+—L -y, ||+
Pt P o 06 P ox Ao~ o0 T ar o 98 °
+%i %-'-Vrj +i ﬂ(%-'-E%j +2_/2'1(%_V0j_ (Pl?)

r<oé 08 0x ox r dé r<\oé

10 [2 j[l a(rv,)  10v, avxj
I SHH | T t—— "t

rog(\ 3 r or rod ox
JednadZba kaline gibanja x-komponenta

ov, ov, . v, v, ov, ap 10 ov, . adv,

+ + =4 + = —+=— + +

ot P T ae TP ax TP o rar{r”(ar axﬂ

10 lav,  dv, 0 ov.

e I EV R ey P1.8
rae{”[r Py axﬂ ax(” axj (P1.8)
0 (2 j(la(rvr) 10v, avxj

T _:u_ﬂv - +— +
ox|\ 3 r or r o8 ox
Komponente tenzora naprezanja
o, (2 10(rv,)  10v, avj
= - P1.9
or (3” /ij(r o ra6 o (P1.9)
( rj ( —,Uvj[l o(rv,) , 10v, . avxj (P1.10)
r or rog ox
ov, (2 19(rv,) 16vg ov.

— - X P1.11
ox (3” ”Vj(r o oo axj (PL.1D)
0(0v,), lov

=0, = 1| =2 |+= P1.12
0= 7% ”{rar(arj rae} (P112)
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%&%j
ox r 06

o —o =y(aVX+a"fj
oo or  0x

JednadZba kaline gibanja izrazena naprezanjima-komponenta

Op =0y

ov. oV, | PV, 0V, o, _p_ . 10(to,) 1d0, ,
P T e ™ AT Ty T ee
aaxr_%

0z r

Yo,
+

Jednadzba kaline gibanja izrazena naprezanjimé-komponenta

ov, ov, = oV, 0V, ov, pv,vg 1 a(rar g) 100,

2760 4 + + +
P P R T P T T T ag

199y  Ts

o0x r

Jednadzba kaline gibanja izrazena naprezanjimakomponenta

- o+ 16(r0)+}609x+60Xx
or r 06 oX

ov, ov. pvgav
P Y R ™

o=
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3. Cilindarski koordinatni sustav — staj aksijalne simetrije

Jednadzba kontinuiteta

9p , 100rpv) , 3w

(P1.18)
ot r or ox
Jednadzba kaline gibanja +-komponenta
ov, ov, ov, op 20 ov, ), 0 ov,  odv, 2N,
—1 + + —r = -+ - ruy— |+— L x| =
p ot - or Px ox A o r ar( H or j ax{”( ox or H re
(P1.19)
_of(2,_, Y 1a0v)  dy
ar |\ 3H AT ar ox
Jednadzba kaline gibanja x-komponenta
pavx +p/ aVX +p/ %:M _@+£i r%%+%j +Zi(luavxj_
ot " or ) “O0X ror or  0x ox\" ox
(P1.20)
_0f(2, Y 1a0v)  d
x|\ 3H AT ar ox
Komponente tenzora naprezanja
ov, (2 10(rv.) ov
g =- +2 r_| =,/ - rzZ4_x P121
0 T TPRU (3u ﬂvj(r o axj ( )
2N, (2 19(rv,) . ov j
O..=—D+ r | == - 74X P1.22
06 p e (3/1 ,Uvj(r or X ( )
ov. 2 10(rv,) ov
o =- +2 X | &4/ - rz4_x P123
w = TPA2U (3u ﬂvj(r o axj ( )
o,=0,= u(avx +%j (P1.24)
or  0Xx
Jednadzba kaline gibanja izrazena naprezanjima-komponenta
ov ov ov 19(rg,) 00, Oy
r + r + _r - + = 18 + Xro__ P1.25
Prar TP e TP A roor ox ( )
JednadZba kaline gibanja izrazena naprezanjima-komponenta
ov. ov. ov 10(ro,) Odo
X 4 X 4 ~ X = += X724 X P1.26
p ot P or Py 0z A, rooar ox ( )
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