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SAZETAK

U ovom radu opisana je numeric¢ka integracija kvaterniona u svrhu opisivanja rotacije krutog
tijela u prostoru. Nakon izvoda potrebnih matematickih modela, prikazani su algoritmi
standardnih metoda integracije koji operiraju u vektorskim prostorima te algoritam nove
metode koja operira izravno na rotacijskoj grupi SO(3) krutog tijela. Dok je u standardnim
metodama svojstvo jedini¢ne norme rotacijskog kvaterniona zadovoljeno dodavanjem dodatne
stabilizacijske jednadzbe, ¢ime se dobiva diferencijalno-algebarski sustav jednadzbi, nova
metoda, ve¢ svojom konstrukcijom, zadovoljava to svojstvo ¢ime se u konacnici dobiva sustav
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. U svrhu usporedbe opisanih metoda integracije rotacijskih
kvaterniona provedeni su numericki eksperimenti na primjerima nestabilne rotacije slobodnog
krutog tijela, na rotaciji krutog tijela s jednom uporiSnom tockom te na prakti¢nom primjeru

rotacije svemirskog objekta pomocu tri reakcijska diska.

Kljuéne rijeci: kruto tijelo, rotacija u prostoru, jedinicni kvaternioni, numericka integracija
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SUMMARY

Numerical integration of unit quaternions used for describing rigid body rotation is addressed
in this thesis. After deriving necessary mathematical models, standard integration algorithms,
which operate in vector space, are presented together with novel integration scheme, which
operates on rotational group SO(3) of rigid body. While standard methods include additional
equation for satisfying quaternion unit-length condition leading to a system of differential-
algebraic equations (DAE), novel method inherently respects the unit-length condition leading
to a system of ordinary differential equations (ODE). Described integration methods are
compared on results of numerical experiments conducted on examples of unstable rigid body
rotation, heavy top and on practical example of spacecraft rotation induced by using three

reaction wheels.

Key words: rigid body, spatial rotation, unit quaternions, numerical integration
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1. UVOD

Gibanje Cestice u euklidskom prostoru u potpunosti je opisano polozajem cCestice (u odnosu na
Kartezijev inercijski koordinatni sustav) u svakom vremenskom trenutku. Primjerice, polozaj
Cestice moze biti opisan s (x, y,z)e€ R*, pri ¢emu x, y i z predstavljaju projekcije polozaja Cestice
na jednu od tri ortonormalne koordinatne osi. Pritom je putanja Cestice opisana krivuljom
p(t) = (x(2), ¥(?), z(t)) € R*. Ipak, za opisivanje gibanja stvarnih objekata Gesto nije dovoljno

opisivanje gibanje Cestica, nego je potrebno opisati i gibanje krutih tijela.

1.1. Transformacije krutih cijela

Kruto tijelo definira se kao potpuno nedeformabilno tijelo, iz ¢ega slijedi formalna definicija
krutog tijela kao skupa Cestica pri ¢emu udaljenost izmedu bilo koje dvije Cestice ostaje jednaka,
neovisno o gibanju tijela i silama koje na tijelo djeluju.
Prema tome, ako se s p i ¢ oznace bilo koje dvije tocke na krutom tijelu, za vrijeme gibanja
tijela vrijedi

Hp(t)—q(t)” :Hp(O)—q(O)H:konstanta. 1)

Opcenito, gibanje krutog tijela sastoji se od linearnog pomaka i rotacije krutog tijela. Ako se
kruto tijelo opise kao podskup O od R’, gibanje krutog tijela opisano je kontinuiranim
preslikavanjem g(7) : O - R’koje opisuje gibanje svake to¢ke krutog tijela u ovisnosti o
vremenu, u odnosu na Kartezijev inercijski koordinatni sustav. Drugim rije¢ima, za vrijeme
gibanja krutog tijela po kontinuiranoj putanji g(¢) preslikava koordinate tocke krutog tijela u

pocetnom vremenskom trenutku na koordinate te tocke u vremenskom trenutku z.
Ako se definiraju dvije tocke na krutom tijelu p, g€ O, vektor ve R’ koji spaja p sa g definira
se kao usmjerena linija od p prema ¢, tj. vektor v jednak je

v=q-p. @)
Iako, kako je vidljivo iz jednadzbe (2), vektore (kao i tocke) opisujemo s tri broja, vazno je
naglasiti razliku izmedu tocke i vektora, pri ¢emu vektor ima smjer i veli¢inu. Pod pojmom

veli¢ina podrazumijeva se euklidska norma vektora

V| = Vi +vi +v7 (©))

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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Vazno je naglasiti da vektori, za razliku od to¢aka, nisu vezani uz tijelo, jer mogu postojati

druge dvije tocke na tijelu, primjerice r i s, tako da vrijedi

s—r=q-p, C))
pri ¢emu onda isti vektor v spaja r sa s. Vektor moze biti pozicioniran bilo gdje u prostoru bez
da se promijeni njegovo znacenje.

Vektori se pri transformaciji krutih tijela transformiraju kao

g.(v)=2(a)-2(r), ®)
pri ¢emu je transformacijom vektora dobiven novi vektor, jer desna strana jednadzbe (5)

predstavlja razliku dviju tocaka.

Stoga je ¢uvanje udaljenosti izmedu dviju to¢aka nuzni uvjet preslikavanja g : O - R’ ukoliko
ono opisuje gibanje krutog tijela. Ipak, taj uvjet nije dovoljan, jer dozvoljava refleksije tijela
koje nisu fizicki izvedive. Primjerice preslikavanje (x, v, z) = (x, v, — z) ¢uva udaljenost, ali
preslikava tijelo oko xy ravnine, S§to u opéenitom slucaju nije fizicki izvedivo. Kako bi se
sprijecila takva preslikavanja, kao dodatni uvjet uvodi se da je vektorski umnozak sacuvan

transformacijama krutog tijela.

Stoga preslikavanje g: R’—>R’ predstavlja transformaciju krutog tijela ako zadovoljava

sljedeca svojstva:

1. Ocuvanje udaljenosti: Hg(p) —g(q)” = ||p —q|| , za sve to¢ke p, ge R .

2. Ocuvanje vektorskog umnoska: g.(vxw)=g.(v)xg.(w) , za sve vektore v, we R’.

Posljedica takve definicije jest oCuvanje skalarnog umnoska vektora pri transformaciji krutog
tijela. Kako bi se dokazalo ouvanje skalarnog umnoska potrebno je pokazati
v+w[ =(v+w) (v+w)=
=viv+viw+wv+wiw= (6)
=viv+2viw+w'w,
[y =l =(v=w) (v=w)=
=viv—viw—whv+ww= (7
=viv-=2v'w+w'w,.

Oduzimanjem jednadzbi (6) i (7) dobiva se jednadzba
||v + w||2 - ||v - w||2 =4v'w, )

iz ¢ega se skalarni umnozak vektora moze prikazati kao

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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1
viw= Z(”v + w||2 - ||v - w||2 ) ) )

Vrijednosti norme mogu se zapisati kao

[v+wl=]g. (v) +&.(w)]. (10)

[v=wl=[s.(v)-g.(w)]. an
Uvrstavanjem izraza (10) i (11) u (9) dobiva se

T 1 2 2 T

vw=(le. () + & (] ()= (0) ) =2 () . (). 12)

¢ime je dokazano o¢uvanje skalarnog produkta pri transformaciji krutog tijela.

Iz svojstva oCuvanja skalarnog umnoska vektora moze se zakljuciti da se ortogonalni vektori
transformacijom preslikavaju na ortogonalne vektore, a uz dodatak svojstva ocuvanja
vektorskog umnoska da se ortonormalni koordinatni sustavi preslikavaju na ortonormalne

koordinatne sustave.

U daljnjem razmatranju, svi koordinatni sustavi bit ¢e desni, tj. ako su x, y, z€ R’ ortonormalni

vektori koji definiraju koordinatni sustav onda vrijedi
Z=XXYy (13)

Takoder, zbog svojstva ouvanja vektorskog umnoska desni koordinatni sustavi transformiraju

se na desne koordinatne sustave.

Cinjenica da su udaljenosti izmedu todaka, vektorski umnozak, a posljedi¢no i skalarni
umnozak vektora transformacijom krutog tijela sacuvani ne znaci da se Cestice ne mogu gibati
jedna u odnosu na drugu, nego da se jedna u odnosu na drugu mogu iskljucivo rotirati, bez
mogucnosti translacijskog pomaka. Stoga, za opisivanje gibanja krutog tijela u odnosu na
inercijski koordinatni sustav dovoljno je pratiti gibanje jedne tocke vezane za tijelo te rotaciju
tijela oko te tocke. U tu svrhu na tijelo se u odredenoj tocki veze Kartezijev koordinatni sustav
te se prati pomak i zakret tog koordinatnog sustava u odnosu na inercijski Kartezijev

koordinatni sustav.
Kako je pracenje translacijskog (linearnog) pomaka koordinatnog sustava trivijalno, paznja u

ostatku rada posvetit ¢e se opisivanju rotacije koordinatnog sustava vezanog za tijelo u odnosu

na inercijski.
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1.2. Rotacijsko gibanje krutih tijela

Orijentacija tijela opisuje se orijentacijom koordinatnog sustava vezanog na tijelo u odnosu na
inercijski koordinatni sustav. Na slici 1 prikazano je jednostavno kruto tijelo s koordinatnim
sustavom B vezanim za tijelo, zakrenutim o odnosu na inercijski koordinatni sustav A.

AZ,

Vi

v

‘xB
xf\

Slika 1.  Kruto tijelo zakrenuto oko tocke s prikazom koordinatnog sustava B vezanog za
tijelo te inercijskog koordinatnog sustava 4

Ako se s I,,1,, I, € R’ oznadi prikaz jedini¢nih vektora koordinatnog sustava vezanog za tijelo

(u smjeru osi xB , yB , zB ) U inercijskom koordinatnom sustavu, moZe se definirati matrica

rotacije
R=[r r, ] (14)

Pomoc¢u matrice rotacije moZe se opisati rotacija svakog tijela u odnosu na inercijski
koordinatni sustav. Takoder, matrica rotacije moze se koristiti za transformaciju iz jednog
koordinatnog sustava u drugi. Primjerice, ako se s gB = (xqB , Y4B , zqB) 0znaci polozaj tocke ¢
prikazan u koordinatnom sustavu vezanom za tijelo (B), onda se polozaj to¢ke ¢ u inercijskom

koordinatnom sustavu (A) moze prikazati kao

L/ SN qu LR PYV qu LR PYV ZqB ’ (15)

Sto se dalje moze zapisati u obliku
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qu

.= 1 n]|ye|=Rauds- (16)

ZqB

Koristenjem jednadzbe (16) moze se definirati djelovanje matrice rotacije na vektor. Ako se s

vB 0znaci vektor u koordinatnom sustavu vezanom za tijelo definiran izrazom

Ve =45 — Ps > a7
transformirani vektor, tj. vektor prikazan u inercijskom koordinatnom sustavu moze se prikazati

kao

Vi =44 _pA:RABCIB _RABpB :RAB (qB _pB):RABVB’ (18)
1z ¢ega je vidljivo da se osim polozaja toc¢aka, koriStenjem matrice rotacije na isti na¢in mogu
transformirati i vektori.

Takoder, matrice rotacije mogu se mnoziti kako bi se dobila nova matrica rotacije. Primjerice,
ako su poznati matrica rotacije iz koordinatnog sustava C u koordinatni sustav B (Rsc) te
matrica rotacije iz koordinatnog sustava B u koordinatni sustav A (RaB), matrica rotacije iz

koordinatnog sustava C u koordinatni sustav A moze se izraunati koristenjem izraza

R =R,R,. . (19)

AB” "BC

Prije samog dokaza da matrica rotacija predstavlja transformaciju krutog tijela, potrebno je

pokazati neka svojstva same matrice.

1.2.1. Svojstva matrice rotacije

Kako su stupci matrice rotacije r; , r2 ,i r3 nastali transformacijom ortonormalnih jedini¢nih

vektora desnog koordinatnog sustava, i stupci matrice rotacije su ortonormalni, tj. vrijedi

0, zai=]j
Ky = e (20)
I, zai=

iz ¢ega se moze zakljuciti da je matrica rotacije ortogonalna, tj. da vrijedi
RR"=R'R=1. (1)
Za sve ortogonalne matrice vrijedi da im determinanta iznosi + 1, tj. za matricu R
det(R)==1. (22)
Odredivanje to¢nog predznaka determinante matrice R moguce je iz izraza

det(R)=r," (r, xr,). (23)
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Za desni koordinatni sustav vrijedi

XK =T, 24)

a koriStenjem izraza (24), izraz (23) postaje

det(R)=r,'r, =1. (25)
Skup svih ortogonalnih matrica dimenzije 3 x 3 s determinantom iznosa +1 oznaava se sa
SO(3), a prostor matrice rotacije moze se definirati kao

SO(3)={ReR™|RR" =1,det R=+1}. (26)

Prije nego se pokaze da je skup SO(3) ujedno i grupa, potrebno je definirati grupu. Prema [1]
skup G je, uz binarnu operaciju o definiranu na elementima skupa G, grupa ukoliko zadovoljava
sljedece aksiome

1. Zatvorenost: Ako su g1, g2 € G, onda vrijedi gi0g2€ G .

2. Jedinicni element: Postoji jedini¢ni element e tako da vrijedi g ©c e=e o g = g za svaki

g eG.

3. Inverzni element: Za svaki g € G postoji jedinstveni inverzni element g ' € G, tako da

vrijedigo g '=g log=e

4. Asocijativnost. Ako su g1, g2, g3 € G, onda vrijedi (g1 © g2) © g3=g1 © (g2 ° g3).

SO(3)c R**je grupa zatvorena s operacijom umnoska matrica s jedini¢cnom matricom / kao
jedini¢nim elementom jer zadovoljava navedene aksiome
1. AkosuRi, R2 € SO(3), onda vrijedi R1 R2 € SO(3) jer
Rle (Rle )T = R1R2R2TR1T = R1R1T =1 5
det(R R,)=det(R,)det(R,)=+1.

2. Jedini¢na matrica / je jedini¢ni element.

3. Iz definicije ortogonalne matrice, tj. iz izraza (21) slijedi da je matrica R” € SO(3)

inverz matrice R € SO(3).

4. Asocijativnost SO(3) grupe slijedi iz asocijativnosti umnoska matrica, tj. za

Ri1, R2, R3 € SO(3), vrijedi (R1 R2) R3 = R1 (R2 R3).
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Matrica rotacije predstavlja transformaciju krutog tijela prema definiciji, tj. zadovoljava

svojstva o¢uvanja udaljenosti 1 vektorskog umnoska

1. Ocuvanje udaljenosti: ||Rp — Rq” = ||p — q” zasve ¢, pe R’

|Rp - Ra| = (o~ Rq)" (Rp~Rq) =\|(R(p~4))' (R(p~q)) =
=(p-a) R'R(p-q)=(p~a) (p~q)=]p-4|.

2. Ocuvanje vektorskog umnoska: R(vxw)=R(v)xR(w).

Vektorski umnozak dvaju vektora v, we R*definiran je kao

V,W, =V, W,
VXW=| VW, — VW, |, 27)
W, —V,W,

Sto se moZe zapisati kao

VXW=V W, (28)

uz definiciju

0 -v, v
v=lv, 0 -v|. 29)
-v, Vv 0

Umnozak matrice rotacije s vektorskim umnoskom dvaju vektora moze se zapisati kao

VW, — VW,
R(vxw)=|r, ¥, r|l vw —-vw, |=
e o
=1, (v,w, —vow, )+, (vyw, —vw, ) +1, (vw, —v,w,).
Druga strana jednadzbe moze se zapisati kao
v, w,
RvxRw=|[r, 1, r]v,||x|[r, r, r]w||=
v, w,
=(ry, +n,v, +r,v, ) x(rw, + 5w, +rw,) = G1)
= (r, xx,)vow, + (1, xx,)v,w, +(r, xr, )v,w, +
+(r, xx, )y, +(r, xx,)v,w, + (1, xr, ) v,w, +
+ (1, xx, ) vow, + (1, xx ) v,w, + (1, xx, )vow,
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Vektorski umnozak vektora sa samim sobom jednak je nultom vektoru, dok za ostale vektore

matrice rotacije vezane uz desni koordinatni sustav vrijedi

r,Xr,=r,,
I, Xr, =1, ,
r,Xr,=r,,
r,Xr, =-r,, 32)
r,Xr,=-r,,
I, Xr,=-T, .
Koristenjem izraza pod (32) mogu se izrazi pod (31) napisati kao
(r, xx ) v, +(r, xx, ) v,w, + (1, xx, )v,w, +
+(r, xx,)vw, + (1, x1, ) v,w, +(r3><r)vw+
+(r, xxy )vw, + (r, xx, ) v,w, + (1, xr, ) v,w (33)

=T, V,W, + LV, W, + LV, W, —LV,W, — LV W, +V,w, =

=T, (v2w3 —vw, )+, (v3w1 —Vw, )+, (vlw2 —v,w,).

Moze se primijetiti da su izrazi pod (30) i (33) jednaki ¢ime je dokazano ocuvanje vektorskog
produkta pri mnoZenju matricom rotacije, tj. dokazano je da matrica rotacije predstavlja

transformaciju krutog tijela.

1.2.2. Opis rotacije koristenjem eksponencijalnih koordinata
Ako se promatra rotacija krutog tijela jedinicnom kutnom brzinom oko zadane osi u, brzina
toCke g moze se (prema [1]) zapisati kao
g=uxq(t)=iq(t). (34)
Nakon separacije varijabli 1 integracije diferencijalne jednadzbe (34) dobiva se izraz
q(1)=¢"q(0), (35)
pri Cemu ¢(0) predstavlja polozaj tocke g u poletnom trenutku, a e" predstavlja

eksponencijalnu funkciju matrice koja se moze izraunati razvojem u Taylorov red

~ \2 ~ \3
e‘":1+ﬁt+@+@+..., (36)
2! 3!
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pri ¢emu je u jedini¢ni vektor, tj. ||u|| =1, a # € R™ kososimetri¢na matrica, tj. vrijedi

' =-u, 37
Skup svih n x n kososimetri¢nih matrica oznacava se sa so(n) 1 moze se definirati kao

SO(I’l) = {S e R™

ST =-5}. (38)

Skup so(3)c R* je vektorski prostor, tj. ukoliko je 06 R’, e R, a i1, v € so(3) vrijedi

0esS, (39
0 —u, u, 0 v, v, |
u+v=u, 0 —u |+ v, 0 -y =
|-u, oy 0 -v, v 0 |
0 —(u,+v,)  (u, +v,) @)
= (u3+v3) 0 —(u,+v,) :(u+v)eS,
—(u2+v2) (u1+v1) 0
[0 —u, u, 0 —au, oau,
au=a| u, 0 —u |=| au, 0 —au |= (/a\/u) es. 41)
| —u, u 0 -au, au, 0

Rotacija oko osi opisane jedini¢nim vektorom u za ¢ vremenskih jedinica moze se zapisati kao

rotacija oko osi u za ||u|| vremenskih jedinica, ¢ime izraz (36) postaje

~2 ~3

- . uu
exp(i)=e" =I+ia+—+—+.... (42)
21 3!
U svrhu preuredivanja izraza (42) u izraz koji je pogodan za raCunanje pokazuje se da vrijede
sljedece jednadzbe
0 -u, u 0 -u, u
~2
=| u, 0 —u ||l u 0 -—u |=
| —u, oy 0 ||-u, u, 0
B 2 2
—u,” —u, uu, uu,
2 2
= uu, U U u,u, = (43)
uu, u,u, _ulz - u22
) " 00
ul uluZ u1u3
2 2 T 2
=\luu, u, wuu,|—| 0 ||u|| 0 |=uu - ||u|| I,
2 2
_MIMS u,u, u, 0 0 ||u||
~ ~~ ~ ~ 2 2 o
Y=’ = auu” —u”u” I= —||u|| i, (44)

dok se vise potencije matrice # mogu izracunati iz prikazanih izraza.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 9



Viktor Pandza Diplomski rad
Koristenjem izraza (44) izraz (42) moze se zapisati kao

Wl el
! 6!

exp(it)=1+ii+——

21 3! 41 5! !
2 4 2 4
=1+ I—M+M+...}J+[L—M+M+...Jﬁz=
31 s 20 41 6!
e Ju ”_Ilull 2 S T 7 (45)
3 s ||u|| 2 4 e ||u||
[ O N
3 s ||u|| TR TR T ||u

iz Cega se koriStenjem Taylorovog razvoja za trigonometrijske funkcije dobiva konacan izraz

exp (i ” ” Sm(”“”) [ ” (1 COS(”””)) (46)

U [1] je dokazano da se svaka matrica rotacije moZze prikazati pomocu izraza (46), tj. dokazano
je daizraz (46) predstavlja surjektivno eksponencijalno preslikavanje sa so(3) na SO(3). Takav
zakljucak je u skladu s Eulerovim rotacijskim teoremom ([2]) u kojemu je pokazano da se svaka

rotacija u trodimenzionalnom prostoru moZze prikazati kao rotacija oko fiksne osi za odredeni

kut, $to u ovom slucaju predstavlja rotacija oko osi opisane vektorom u za kut ||u|| .
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2. OPIS KINEMATIKE KRUTOG TIJELA U PROSTORU

U prethodnom poglavlju definiran je nacin transformacije izmedu dva koordinatna sustava, pri
¢emu je jedan samo zakrenut u odnosu na drugi, koriStenjem matrice rotacije. Kako se polozaj
1 orijentacija tijela u prostoru u pravilu definiraju pomakom i rotacijom koordinatnog sustava
vezanog za tijelo u odnosu na inercijski (nepomic¢ni) koordinatni sustav, vazno je definirati
transformaciju izmedu koordinatnog sustava vezanog za tijelo proizvoljnog polozaja i

orijentacije (pomaknut i zakrenut u odnosu na inercijski koordinatni sustav).

Na slici 2 prikazana je tocka g koja je u koordinatnom sustavu vezanom za tijelo x' — y' — z'

definirana s vektorom v’, a u inercijskom koordinatnom sustavu x — y — z definirana s 7.

Z

AZ ! l q

X

Slika 2.  Transformacija koordinatnog sustava vezanog za tijelo

Polozaj tocke ¢ se u inercijskom koordinatnom sustavu moze prikazati kao
r=r+v. 47)

Iz razloga Sto, kako je ve¢ opisano u poglavlju 1.1, vektori nemaju polozaj, ve¢ samo smjer i
veli¢inu vektor v’ transformira se iz koordinatnog sustava vezanog za tijelo u inercijski,

neovisno o njthovom medusobnom linearnom poloZaju pomocu izraza
v=RV', 48)
nakon Cega se izraz (47) moze zapisati kao

rq:r+Rv’. (49)
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2.1. Linearna i kutna brzina krutog tijela
Kako je ve¢ prikazano, polozaj tocke ¢ sa slike 2 u inercijskom koordinatnom sustavu odreden
je izrazom (49), a brzina toc¢ke dobiva se deriviranjem vektora poloZaja po vremenu

Fo=i+ RV, (50)
pri Cemu se s ~ oznaava derivacija po vremenu, a vektor v’ je konstantan jer je izraZzen u
koordinatnom sustavu vezanom za kruto tijelo.
Izrazom (48) definirano je kako transformirati vektor iz koordinatnog sustava vezanog za tijelo
u inercijski, a ako se izraz s lijeve strane pomnozi s transponiranom rotacijskom matricom R”,
zbog ortogonalnosti rotacijske matrice dobiva se

R'v=R'Rv'=v' >V =R"v, (51)
¢ime je definiran nacin transformacije iz inercijskog koordinatnog sustava u koordinatni sustav
vezan za tijelo.
Ukoliko se svi vektori u izrazu (50), koriStenjem izraza (51), prikazu u inercijskom
koordinatnom sustavu dobiva se izraz

F=F+RR"v, (52)
pri &emu se deriviranjem izraza (21) moze dokazati da je RR" kososimetri¢na matrica

RR' =1

RR"+RR =0

. . T
RR +(RR") =0 (53)
. T .

(RR") =-RR",
1z Cega se moze (prema [3]) definirati vektor kutne brzine krutog tijela w (izrazen u inercijskom
koordinatnom sustavu) kao

@=RR". (54)
Izraz (52) mozZe se sada zapisati kao

L=r+av, (55)
Sto se u vektorskom zapisu, tj. koriStenjem izraza (28) zapisuje kao

r‘q =r+wxv. (56)

Izrazom (54) definiran je vektor kutne brzine u inercijskom koordinatnom sustavu, ali vrlo ¢esto

pogodnije je vektor kutne brzine izraziti u koordinatnom sustavu vezanom za tijelo. Za potrebe
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izvoda vektora kutne brzine u koordinatnom sustavu vezanom za tijelo koristan je izraz koji se

dobiva iz svojstva oCuvanja vektorskog umnoska

R(&)xR(v')=R(a'xV'), 57)
1z Cega se koriStenjem matri¢nog zapisa, tj. izraza (28), te izraza (48) dobiva

@RV = Ra"V', (58)
Sto mora vrijediti za svaki v'iz ¢ega slijedi

@R =R&', (39

a nakon mnozenja s desne strane matricom R te koristenjem izraza (48) dobiva se

—_—

(Rw')=R &R’ (60)

Ako se sada u izraz (54) uvrsti izraz (60) dobiva se

(Rw') = RR"
) (61)
R &R =RR’,

iz ¢ega se nakon mnoZenja s matricom R s lijeve strane i matricom R s desne dobiva konaéni

izraz

@ =R"R. (62)

2.2. Kvaternioni

Ideja o kvaternionima rodena je 16. listopada 1843. (dan koji se smatra jednim od najbolje
dokumentiranih dana u povijesti matematike [4]) kada je, prema legendi, irski fizicar, astronom
1 matematicar William Rowan Hamilton za vrijeme Setnje prema Irskoj kraljevskoj akademiji
dobio ideju o kompleksnom broju sa jednim realnim dijelom i tri imaginarna dijela. Odusevljen

idejom, Hamilton je u kamen Broom Bridge mosta u Dublinu urezao jednadzbu
’=7=k=ijk=-1. (63)

Nakon definiranja pravila za mnozenje imaginarnih jedinica, Hamilton je formulirao broj kao
g=a+bi+cj+dk, (64)

1 nazvao ga kvaternion. Kvaternione je formalno Hamilton opisao u [5].

Gibbsovim otkri¢em vektorske analize popularnost i upotreba kvaterniona postepeno opada,
prvenstveno zbog pojednostavljenja 1 poboljSanja koje vektorska analiza donosi u usporedbi s

kvaternionima [6]. Ipak, ponovna popularizacija kvaterniona potaknuta je razvojem simulatora

Fakultet strojarstva i brodogradnje 13



Viktor Pandza Diplomski rad

leta u zrakoplovnoj industriji, a potom i razvojem racunalne grafike koja koristi kvaternione u

svrhu opisivanja rotacija pomocu osi i kuta rotacije oko te osi.

Formalno, kvaternioni se mogu definirati kao proSirenje skupa kompleksnih brojeva
(hiperkompleksni brojevi), tj. kako je ve¢ opisano izrazom (64), umjesto standardnog oblika s
jednom imaginarnom jedinicom za kompleksne brojeve, kvaternioni uz realni dio imaju tri
imaginarna dijela i, j, k, a sva pravila njithovog medusobnog mnoZenja su
’=7=k=ik=-1,
R 9
jk =1, kj=—i,
ki=j, ik=-j.
Skup svih kvaterniona uobicajeno se oznacava s H (od Hamilton).

Operacije zbrajanja kvaterniona i mnozenja kvaterniona sa skalarom su trivijalne, tj. ako su

0,P e H 1 definirani kao

0=9q,+qi+q,j+qk,

. . 66
P=p,+pi+p,j+pk, (66)

a a € R, onda vrijedi
O+P=(q,+p,)+(q,+p,)i+(q,+p,)i+(q +p)k, .

aQ=aq,+aqi+aq,j+oagk.

Mnozenje kvaterniona, oznac¢eno s o nesto je sloZenije

QoP:(q0 +q1i+q2j+q3k)(p0 +p1i+p2j+p3k):
=q,Py + 4Pl + 4, P, ]+ ¢ Pk +
+q,pi+q,pii+q,pji+q,pki+ (68)
+4,P,)+ 4,P1+q,p,]i+ ¢ p.Kj+
+4,p:k+ q,p,ik+q,p,jk+q,pkk,

Sto nakon primjene izraza (65) postaje

QoP=gq,p,+q,pi+q,p,j+q,pk+
+q,pi—q,p, —q,pk+q,pj+

) ) (69)
+4q,p,]+ q1p2k —q,P, —q;p,1 +
+ qopsk - Q1p3j + %psi — 4P
iz ¢ega se sredivanjem dobiva konacni izraz
QoP=q,p,— 4P, —4,D, — ;D5 +
+( q.p, + 4,0, — 4,0, + ¢, P, )i+
(70)

+(q,P, + 4,9, + 4,0, —4,P,) ] +
+(q3po -q4,p,t4q,p,+ QOPS)k :
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Vazno je primijetiti kako mnozenje kvaterniona nije komutativno, tj. vrijedi

QoP#PoQ. (71)

Konjugirani kvaternion O definiran je kao

O=q,-qi-q,j—qk. (72)

Konjugacija zbroja dvaju kvaterniona jednaka je zbroju konjugiranih kvaterniona, tj. vrijedi

m:((qur]9o)+(ql +p1)i+(q2 +p2)j+(q3+p3)k)=
=(q,+p)—(a,+p)i~(0,+p,)i~ (g +p;)k=
=(¢y~ 0~ 03— ¢:K)+(p, — pi-p,j—p:k),
W:Q+ﬁ.

Konjugacija umnoSka dvaju kvaterniona jednaka je umnosku konjugiranih kvaterniona u

(73)

promijenjenom redoslijedu, tj. vrijedi

(Q°P)=q,p,~ 4P, ~ 9,0, — 4;P; —
~(@po+ 49,0, =P, + 4,0, )i -
(@ + 4P, + 900 — 4, P5) i~
—(4,P, = @, + 4,P, +4,p, )k =
podo = (=P (=a,) = (=p.) (-
p,)(-q

q2) ( )(_%)

+((=P) o+ Po(-0) = (=P)(=0.) + (=p.)(-4.) )i + 79
+((=p2) 4, +( )(=a)+ Py (=)~ (=p)(~4,)) i+

+((=2)40 = (=P )(=4) + (=P )(=4:) + P, (~a.) )k =
=(p0—p11—pzj—p3k)(%—q, ~q,j-qk) ,

(0P)=P-0.
Umnozak kvaterniona s njegovom konjugacijom jednak je
0:0=q4,-4(-40)-9,(-4,) -, (-a,) +
+( 9.9 +4,(~4) ¢, (~.) + 4. (~4,)) i+
+(a9, + 4. (-9,)+ 4, (-2.) - 4, (-4,)) i+
(qqo 0, (-4.)+4,(-4,)+4,(-4,))k =
=g, +q" +q, +q] + (75)
+( 9.9 — 99, + 9,9, — 4,4, )1+
(0.9, — 49, — .9, + 9:9,) i +
+(9:90 + 9.9, — 9.9, — 9,9, )k =
0e0=q,+q’ +q,’ +q,

+
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Umnozak konjugacije kvaterniona sa samim kvaternionom jednak je

QoQ=qoqo—(—ql)ql—(—qz)qz—(—q3)q3+
+( (- qo+qoq1 (-¢.)a, +(-a.)q, )i+

+((-q ~4,)q, + .4, — (-q,)q, ) j+

+((-a.)9 - (-9.) a0 + (4. 0. + 9,9, )k =

=g, +4¢ +q," +q’+ (76)

(=99 + 99+ 9,9, — 4,4, )i +

(=4.9 — 9,9, + 9,9, + 4:9,) i +

(=939 + 9.9, — 0.9, + 9,9, )k =
000=q,+q’+q, +q; .

lako opcenito umnozak kvaterniona nije komutativan, umnozak kvaterniona i1 njegove

konjugacije jest, tj. vrijedi (vidljivo usporedbom izraza (75) i (76))

0:0=0°0. a7

Norma kvaterniona definira se kao

lo|=vo-0. (78)

Vazno je svojstvo jednakost norme umnoska dvaju kvaterniona umnos$ku normi tih kvaterniona.

Norma umnoska dvaju kvaterniona prema izrazu (78) jednaka je

lo-P|=\(0°P)+(0-P). (79)

Sto koristenjem izraza (74) postaje

|00 P|=yOo PP =\00|P| -0, (80)

a kako je mnozenje skalarom komutativno slijedi

[0 =000 [P =\l2f P =

1)
lo- 7=l
Inverz kvaterniona Q ! definira se kao
QeQ'=0"00=1, (82)

a moze se odrediti ako se upotrijebi izraz za normu kvaterniona (78)
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0-0=|of,

Y (83)
Qo—>=1,
lof
iz Cega slijedi da je inverz kvaterniona jednak
L_ 0
0'=—. (84)
lor

Za opisivanje rotacije vazni ¢e biti jedini¢ni kvaternioni, tj. kvaternioni koji zadovoljavaju
svojstvo jedini¢ne norme, tj. vrijedi

lof=1. (85)
a posljedica tog svojstva je da je inverz jedinicnog kvaterniona jednak konjugiranom

kvaternionu, tj. ako se izraz (85) uvrsti u (84) dobiva se

0'=0. (86)

Kvaternion se moze zapisati u vektorskom zapisu kao Q € R*

0=(4,-9) (87)
pri ¢emu g, € R predstavlja skalarni dio a vektor q e R* predstavlja imaginarni dio. Pritom se

umnozak kvaterniona u vektorskom zapisu izvodi iz izraza (70) pri ¢emu je rezultat mnoZenja

u vektorskom zapisu jednak

q1p0 + qu1 - qspz + Q2p3
Q°P=|q,p,— (9.0, 4,0, +4,P,),| &P, + 4P, + 4P, — 4.D; | | (88)
Q3po - Q2p1 + q1p2 + q0p3

Sto preuredivanjem u vektorski zapis postaje

9,P; — 4D,
Q°P= QOpo_qu > P+ PAd+t| 4P — 4P || 89)
9.P, —4,pP,

a koriStenjem izraza (27) 1 (28) dobiva se konacni izraz
QOPz(quo _qu s qop+poq+(ip)a (90)

Konjugirani kvaternion O u vektorskom zapisu prema izrazu (72) jednak je

0=(q,.—4q). (91)
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Norma kvaterniona u vektorskom zapisu prema izrazu (78) jednaka je

10 =+(4, ) (4, -9) ©2)

Sto uvrStavanjem izraza (91) postaje

o] =(4.-a)>(4,,-a). 93)
$to koristenjem pravila za mnoZenje kvaterniona u vektorskom zapisu (90) postaje
lo]= (2.9, -a" (-a) . 4 (-q)+q,9+d(-q)) =
= (¢ +d'qa . —¢,9+4,9-dq) (94)
lo]=(a +a'a . 0).

tj. imaginarni dio kvaterniona jednak je nuli 1 ostaje samo skalarni dio koji je jednak

l0]=Va, +a’ +a’ +q.. (95)
Sto je jednako Euklidskoj normi vektora iz R*.
Stoga jedini¢ni kvaternioni prikazani u vektorskom zapisu O € R* predstavljaju jedini¢nu sferu

na R*, tj. tvore grupu

={oer" | fo]=1}. (96)
Potrebno je dokazati da skup S’ stvarno predstavlja grupu, tj. da zadovoljava potrebna svojstva

prikazana u poglavlju 1.2.1

1. Zatvorenost: Akosu Q, P €S, onda vrijedi Qo P € S” jer prema (81) vrijedi

lo-Pl=leP]=1.
2. Jedinicni element: Jedini¢ni element je kvaternion Q= (1, 0) .
3. Inverzni element: Inverzni element za svaki Q € S° prema (86) jest Q € S°.

4. Asocijativnost: Ako su O, P, R € G,onda vrijedi (Q o P) o R=Q o (P o R).

Kako bi se na pregledniji nacin dokazalo svojstvo asocijativnosti vazno je primijetiti kako
kvaternioni kao elementi grupe R* predstavljaju ¢etveroclane vektore s bazom (1, i, j, k). Da
bi se dokazala asocijativnost mnoZenja kvaterniona, zahvaljujuéi svojstvu distributivnosti
mnoznja, dovoljno je pokazati asocijativnost svih mogucih kombinacija mnoZenja baznih

elemenata. Kako je poznato, mnoZenje sa skalarom je asocijativno tako da se kombinacije koje
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ukljucuju bazu 1 ne moraju provjeravati ¢ime preostaje ukupno 27 mogucih kombinacija

mnozenja elemenata (i, j, k) za koje vrijedi (poStujuci pravila mnozenja pod (65))

i)i=-i=i(-1)=i(ii), 97)

(kk)k = -k = k(1) = k(kk).
Kako za svih moguéih 27 mogucih kombinacija mnozenja elemenata (i, j, k) vrijedi svojstvo
asocijativnosti, uz svojstvo distributivnosti mnozenja, moze se zakljuciti da je mnozenje

kvaterniona asocijativno, ¢ime je dokazano da je skup S°(definiran izrazom (96)) ujedno i

grupa.
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2.3. Eulerovi parametri

Izraz koji definira rotaciju koriStenjem eksponencijalnih koordinata (46) moze se preurediti

koriStenjem trigonometrijskih pravila

sin Ju) = 2sin[ ‘ jcos( ]
1-cos Juf) = 2sin2( 5 j

1z ¢ega slijedi

~2
exp(ﬁ)zl+2sin(zjcos(£‘] +2sin’ (ﬂj”_ (99)
2 201 Ju| 21l

Ako se iskoristi izraz (43), izraz (99) moze se zapisati kao
jl )

cos[zj +2sin’ (ﬂ) —2sin’ [
21)Jul 20l
}I+2sin(chos(E ] U
2 W am
ul \uu'
+ 2sin’
jllull ( jllu

=|1-2sin’
[ ( 2] Ju]
:(2[1—sin2 z]]—1J1+2sin[3]co

2 2

Sto koriStenjem trigonometrijskog identiteta sin (x)+ cos’® (x) =1 postaje

u

2

9%)

S

exp(ﬁ) =1 +2sin(

N =

— 4+ 2sin’ [

2]

T
exp( ) [2005 ( J j1+2s1n( ] ( j”u” + 2sin’ ( j“u” (101)
Ako se uvedu Eulerovi parametri
q —cos( . j
0 NINE
2
(102)
q= lsin( ? j
o2
izraz (101) moZe se zapisati kao
exp(it) =(2¢," - 1)1 +24¢,G+2qq" . (103)

Eulerovi parametri mogu se zapisati u obliku kvaterniona

0=(q,,9)= (COS( % j isin[

Norma takvog kvaterniona je (prema (94))

u

u D | (104)

2
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u

sinz( 5 j

u T
+—

] o

— u u=

jo1=: +ara cos

(105)
sin’ ( % j
j+W””"2 :cosz( ‘ jmnz( E‘D 1,

tj. kvaternion sa Eulerovim parametrima je jedinicni.

u

=cos’ (
2

Ako se izraz (103) zapiSe u obliku matrice dobiva se matrica rotacije zapisana koriStenjem

Eulerovih parametara

R=(2q, -1)1+2q,G+2qq" =

2¢,-1 0 0 0  -99 499
= 0 26]02 -1 0 +2| q,4, 0 -q,9, |+
|0 0 2¢,-1 -4, 94, O
4 a4 .4
+2/ 99, ¢ 9.9 |
99 9 45 (106)

1
2q,) +¢q, - 5 999 4.9; + 4,9,

1
R=2 q4q,+ 9.4, 2‘]02 + %2 _E 9,95 — 4,4,

1
.9, - 4949, 69 +4949 29, +4q - 5

Izraz (103) moze se dalje preurediti i napisati kao

R=(2q, —1)1+2q,G+2qq" =2¢,'1-1+qq" +qq" +24,q, (107)

a ako se iskoristi izraz (44), izraz (107) postaje

R=2¢T1-1+qj+|af 7+aq" +24,d, (108)
Sto daljnjim preuredivanjem i iskoriStavanjem c¢injenice da je kvaternion Q jedinicni, tj. izraza
(105), izraz (108) postaje
R=(q, +|al ~1)7+4, 1 +@d+aq’ +24, ,
R=¢,1+qq+qq" +24,q . (109)
R=(-a)(-a")+(a, +@)(q, +d) -
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Ako se uvedu matrice £ 1 G (¢ije ¢e znacenje postati jasnije u daljnjem izvodu) u svrhu

jednostavnijeg opisivanja izraza kao
-4, 4, —q; q,

E=[-q qJl+d]=|-9, 9. 4, -4 |,
-4, —4, q, q,

(110)
—4, q, q; -9,
L= [_q QOI - (1] =l ~4, —4; q, 4q, 5
-4, 9, -4, q,
izraz (109) moZe se zapisati u obliku umnoska matrica kao
i
R=[—q ql+q]{ }
' (9,1 +q) (111)
R=[-q g¢I+d][-q ¢/-4d] .
Sto nakon uvrStavanja izraza (110) postaje
R=EI . (112)

Moze se pokazati da mnoZenje matrice L i vektora predstavlja umnozak kvaterniona s

vektorom, tj. kvaternionom ¢iji je skalarni dio jednak nuli (tzv. imaginarni kvaternion).

Umnozak kvaterniona Q i vektora v jednak je (prema izrazu (90))

(90, a)°(0, v)=(-q"v, g,v+@dv), 113)
Sto se u matri¢cnom obliku moze prikazati kao
_ TV _ T
g,V +qv 9, +9q

iz Cega se zakljucuje

(g,,9)°(0, v)=Lv. (115)
Takoder moze se pokazati da mnozenje matrice E i kvaterniona P predstavlja vektorski dio

umnoska PoQ . Ako se umnozak Po(Q napise prema izrazu (90) kao

(o> P)o(2,> —4)=(pg +P'q.— PA+4,P-Pq), (116)
vektorski dio izraza moZe se u matri¢nom obliku napisati kao

- P +4q,p~Pq=—-qp, +¢,p+ap=[-q q01+ﬁ]{i°} (117)
iz Cega se moze zakljuciti da vrijedi

V(P-Q)=E P, (118)
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Moze se jos 1 pokazati kako je skalarni dio umnoska Qo (0 , v) o Q jednak nuli ako se umnozak
zapiSe prema izrazu (90) kao
$(Q2(0,v)20)=5((4,a)°(0,v)*(4,,~q))=
=5((¢,-9)°(v'q ., g,v—¥q))=
=q,V'4-4¢,4'v+q'Vq= (119)
=4¢,v'q-4,v'q ,
S(02(0,v)0)=0,
pri ¢emu S(-) predstavlja skalarni (realni) dio kvaterniona.
Iz izraza (112), (115), (118) 1 (119) moze se zakljuciti da, ako je Q rotacijski kvaternion, tj. ako
sadrzi Eulerove parametre (prema (102)) je umnozak Rv jednak

Rv=EL'v=00(0,v)0, (120)

pri ¢emu se operacija Q o (0 , v) o &esto naziva konjugacija vektora v kvaternionom Q.
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3. METODE INTEGRACIJE KRUTOG TIJELA U PROSTORU
KORISTENJEM ROTACIJSKIH KVATERNIONA

U prethodnom poglavlju prikazan je opis kinematike krutog tijela u prostoru koristenjem
kvaterniona. Izvedeni su oblici operacija na kvaternionima u matricnom zapisu u svrhu lakseg
izvodenja jednadzbi i njihove lakSe implementacije u algoritme za integraciju. Prije prikaza
uobicajenih metoda integracije kvaterniona u vektorskom prostoru te opisivanja nove metode
koja operira izravno na rotacijskoj mnogostrukosti SO(3) potrebno je izvesti izraze za kutnu

brzinu 1 derivaciju kutne brzine izrazenu pomocu Eulerovih parametara.

3.1. Kutna brzina i derivacija kutne brzina izraZene KkoriStenjem Eulerovih
parametara

U svrhu iskazivanja kutne brzine izraZzene u koordinatnom sustavu vezanom za tijelo u ovisnosti
o Eulerovim parametrima, prema izrazu (62), potrebno je prvo izvesti izraz da derivaciju
rotacijske matrice tj. derivirati izraz (112) ¢ime se dobiva

R=EL +EI". (121)
Moze se, uvritavanjem izraza (110), pokazati da su izrazi £ L i E L' jednaki

EL'=EI,

. L . _qT ~ —(lT
- +q,/ =|- +q,1|| . , 122

B qo]{qwo]} [-a 4 qo][m%l} (122)

dq’ +qd +4,a+ 9,0 +4,9,7 =aq" +qd+ 9,4+ 4,4+ 9,4, »
iz Cega je nakon krac¢enja potrebno pokazati samo da vrijedi

9’ +qd=qq’ +4q. (123)

Raspisivanjem izraza sa lijeve strane jednadzbe dobiva se matrica

qq d449, 44, [-4.9,— 4.4, 4,4, 4,4,
a9’ +44=|4.9 4.9, @49, |+| 4.4 ~4,4, — 4,4, @, |
49 99, 9:4; 4.9 4,4, -4,9, — 4,4,
49 -9, -9, 49+ 4.4, 4,9, + 4,4, (124)
aq’ +4d=| §.9.+49%  $H-4%-4d ©e+ad |
4,9, + 4,4 4.9, + 94, 4.9, — 4,9, — 4,9,
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dok se raspisivanjem izraza s desne strane jednadzbe dobiva matrica

_qlq'l qlq'z q1Q3 _Q3Q3 - Q2Q2 QQq'l Q3Q1
4" +49=| 0.9, 9.9. 9.4, |*| 94 ~4:9, — 4,4, a9, |
_qu'l q342 q343 q1q'3 Q2q3 _qzqz - %q.l
_Q1q.1 - C]36']3 - qzq'z q1q'2 + Q2q'1 qlq3 + q3q.1 (125)
qu + qq = qzél + %q‘z Q2q'2 - q3q‘3 - qlq.l Q2q'3 + q3‘?2 ’
Q3é]1 + qlq‘.’s Q3C.Iz + QQCL Q3Q3 - qzéz - %CL
¢ijom se usporedbom moze zakljuciti da izraz (122) vrijedi.
Primjenom izraza (122) moze se derivacija rotacijske matrice zapisati kao
R=2EIL. (126)

Prema izrazima (62), (112) 1 (126) kutna brzina izraZzena u koordinatnom sustavu vezanom za
tijelo moze se zapisati kao
@'=R'"R=2(EL') EL' =2LE'EL. 127
Umnozak matrica E'E jednak je
E'E= l-q q1,+q],
{%13 - qi| [ v ]
ETE:|:qq :q0q~~:|’
—4,4 4, 13 —qq
Sto se koriStenjem izraza (43) moze dalje preurediti
q'q ~4,9"
E'E= i P (129)
-9.4 ¢,1,-aq" +|a[ I,

a primjenom ¢injenice da se radi o jedini¢nom kvaternionu, tj. primjenom izraza (105) dobiva

(128)

se konac¢ni izraz

l_ 2 _ T
ETE=[ o ; f‘)q T}A—QQT. (130)
49 1,—499

Takoder, vazno je pokazati da je umnozak matrice L i kvaterniona Q jednak

~11 4 ~
LQ:[_q QOI_q]|:qu|=_QOq+qu_qq=0- (131)
Uvrstavanjem izraza (130) u izraz (127) dobiva se

@=2L(1,-00")L'=2LL +2L007L", (132)
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iz Cega se primjenom izraza (131) dobiva kona¢ni izraz za kutnu brzinu izrazenu u

koordinatnom sustavu vezanom za tijelo

@=2LL". (133)

Prema [3] vrijedi jednakost

LI = (L Q) , (134)

pomocu ¢ega se izraz (133) moze zapisati i kao

@'=2(LQ),
( Q) (135)
0'=2LQ.
Derivacijom izraza (135) dobiva se
&'=2LO+2LQ0. (136)
Moze se pokazati da vrijedi
LQ=[‘<1 qol—ﬂ{ﬂ;qoqwoq—qq=0- (137)

Uvrstavanjem jednadzbe (137) u jednadzbu (136), dobiva se konacni izraz za derivaciju kutne

brzine iskazanu u koordinatnom sustavu vezanom za tijelo

@'=2L0. (138)

3.2. Standardne metode integracije na kvaterniona

Dvije standardne metode integracije koje ¢e biti prikazane u ovom radu opisane su u [7]. Prije
samog prikaza metoda integracije, potrebno je opisati dinamic¢ke jednadZzbe rotacije krutog
tijela, poznatije kao Eulerove jednadzbe. Eulerove jednadzbe mogu se (prema [8]) jednostavno
prikazati kao

T, (139)
pri ¢emu 4 predstavlja vektor ukupnog kinetickog momenta, a 7' vektor vanjskih momenata koji
djeluju na tijelo.

U daljnjem tekstu, u svrhu izbjegavanja moguce zabune, koristit ¢e se notacija X, za

definiranje veli¢ine Xi iskazane u koordinatnom sustavu O, pri ¢emu O oznacava fiksni,

inercijski koordinatni sustav.

Kineti¢ki moment moze se, takoder prema [8], jos izraziti i kao
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h=1w, (140)

pri ¢emu / predstavlja tenzor inercije krutog tijela. Ako se izraz (140) uvrsti u (139) dobiva se

d
—(of =.T. 141
(o 0®)=0 (141)

Najcesce se Eulerova jednadzba iskazuje u koordinatnom sustavu vezanom za tijelo jer je u tom
sustavu tenzor inercije konstantan $to znatno olakSava racunanje. Ako se vektor kinetickog
momenta i vektor vanjskih momenata prikazu (koriStenjem izraza (48)) u koordinatnom sustavu
vezanom za tijelo (koordinatni sustav B) dobiva se izraz

d

—(R ,I ,0)=R T
dt( ol y@)=R T, (142)

R I ,0+R ,J ,o=R T,
amnoZenjem izraza s matricom R’ s lijeve strane te koriStenjem svojstva ortogonalnosti matrice
R 1izraza za kutnu brzinu (62) dobiva se izraz
RTR'BI be+RRR I, 0=R'R T, 143)
oI yo+ 0 I o= T.

3.2.1. Formulacija Il

Prva formulacija je u potpunosti definirana na kvaternionima, tj. dinamicke jednadzbe (143)
prebacuju se u kvaternione te se onda integracija provodi na uobi¢ajeni nacin, koristenjem neke
od dostupnih integracijskih metoda. Ako se u izraz (143) uvrste izrazi (133), (135) 1 (138)
dobiva se

v 2LQ'”+ 2LL'T' v 2LQ =T, (144)
2 ILO+4LL ,ILO=T.

Izrazi u ovom obliku ne mogu se jednozna¢no rijesiti, jer su matrice /L i 4LL L
dimenzije 3x4 (potrebna je dodatna jednadzba), Sto je posljedica Cinjenice da Eulerovi
parametri nisu neovisni, tj. kvaternioni koji opisuju rotaciju moraju biti jedini¢ni (izraz (105))

§to se moze izraziti i kao

0'0=1, (145)
a derivacijom tog izraza dobiva se
0400 0.
Q.TQ QTQ. (146)
00=00=0,
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a ponovnim deriviranjem dobiva se izraz

0'0+0'0=0, (147)
koji se moze upotrijebiti kao dodatna jednadzba izrazu (144) ¢ime se dobiva sustav jednadzbi
2, L. (4Ll IL|. [,T
+ . = . 148
ot e 9

Kako je u ovom izrazu ogranicenje kvaterniona zadano na razini ubrzanja potrebno je u svakom
koraku dodatno stabilizirati kvaternione 1 njihove derivacije, tj. osigurati da zadovoljavaju
ogranicenja (145) 1 (146).
Stabilizacija izraza (145) za kvaternion Q" provodi se koristenjem jednostavnog izraza
Q= Qj = (149)
Joo!

tj. dobiveni kvaternion se samo podijeli sa vlastitom normom ¢ime se umjetnim putem postigne

jedini¢ni kvaternion.

Optimalna stabilizacija izraza (146) se (prema [7]) za kvaternion Q" provodi koriStenjem izraza

0=0"-0"00. (150)
Iz svega navedenoga moZze se prikazati algoritam numericke integracije za formulaciju I pri

¢emu je za numericku integraciju koriStena Runge-Kutta metoda cetvrtog reda tocnosti

0, 0y, At
k =At-Q,

K =At-£(0,,0,)
k, :At-(QO +%K1j

Kz :At'f(Qo-i'%kl ’Q0+%K1]

kngt-(Q'ﬁ%KzJ (151)

1 . 1
K3 :At'f(Qo +Ek2 9Q0 +5K2J

k,=At-(Q, +K,)
K,=At-f(Q,+k .0, +K,)

Q. =0, +%(k1 +2k, + 2k, +k,)
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O, Z—*Q‘);t -
VO Qo
0. =0, +%(K1 +2K, +2K, +K,)
QOUl = Q:ul - Q‘:IHQOH( Q()Ul

pri ¢emu f (Q , Q) predstavlja izradunavanje druge derivacije kvaterniona O iz dinamicke

jednadzbe (148).

3.2.2.  Formulacija Il

U drugoj formulaciji dinamicke jednadzbe ostaju u obliku izraza (143), te se potom

numerickom integracijom dobiva ®, nakon Cega je potrebno iz ® izracunati derivaciju

kvaterniona O .

Ako se izraz (135) s lijeve strane pomnozi s LT dobiva se
' o=2LL0, (152)

a umnozak matrica L' L moze se prikazati kao

T

r q ~
L'L= - I,—q],
Loﬁ HNJ[ a 4,0, -q]
LTL:[q q z—qoqm}
4.4 4, 1,-99
Sto se koriStenjem izraza (43) moze dalje preurediti

q'q -4,9"
'L = , (154)
|:_QOq %)213 - qu + ||q||2 13]

(153)

a primjenom ¢injenice da se radi o jedini¢nom kvaternionu, tj. primjenom izraza (105) dobiva
se konacni izraz
1 _ 2 _ T
LTL:{ % %1 T}:@ -00". (155)
—4,9 I ;—4q

Ako se izraz (155) uvrsti u izraz (152) dobiva se

L'yw=2(1,-00")0=20-00"0, (156)
a iz izraza (146) slijedi da su kvaternion i njegova derivacija ortogonalni nakon Cega se

derivacija kvaterniona moze izracunati iz kutne brzine kao

.1
0 :ELT L0 (157)
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Pritom je ograni¢enje (146) uklju¢eno u sami algoritam i nije potrebna dodatna, eksplicitna
stabilizacijska jednadzba, dok ogranicenje (145) nije zadovoljeno i1 potrebno je u svakom

vremenskom koraku provesti stabilizaciju (149).

Algoritam numericke integracije za formulaciju II jest

0,, 0, At
k, =%At-L(QO)' NG
Kl :At'f(Qo ’ Ba)())

1 1 1
k2 ZEAIL(QO +Ek1j'(B0)0 +5K1)

K, =At-f(QO+%k1 , Ba)0+%K1j

1 1 1
k3 :EAZ‘L(QO +5k2)'(Bw0 +5K2)

1 1 (158)
1<3 :Atf QO +Ek2 . BCOO +5K2

k, =%A1~L(Qo+k3)-(BwO+K3)

K,=At-f(Q,+k, , o, + K,)
Q.. =0, +%(k] +2k, + 2k, +k,)
0, - Lo

VO Qo

w,, = 0, +é(K1 +2K, +2K, +K,)

B "out
pri cemu f ( , Ba)) predstavlja izraCunavanje derivacije kutne brzine @ iz dinamicke

jednadzbe (143).

3.3. Nova metoda integracije kvaterniona koja operira izravno na rotacijskoj
mnogostrukosti SO(3)

Stabilizacijska jednadzba (149) prisutna u standardnim formulacijama (uz stabilizacijsku
jednadzbu (150) prisutnu u nekim standardnim metodama) na umjetan nacin eksplicitnom
jednadZbom pretvara kvaternion u jedinicni ¢ime se, zbog ¢injenice da takva jednadzba nema
fizikalno znacenje, nuzno uvodi odredena greSka u rezultate koja u slucaju kada moment ovisi
su stoga bili vidljivi prvenstveno kada su promatrane velike vremenske domene uz relativno

velike vremenske korake. U svrhu rjeSavanja toga problema, u [9] predstavljena je nova metoda
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koja operira izravno na rotacijskoj mnogostrukosti i kao takva ¢uva ograni¢enja kvaterniona
bez ikakvih dodatnih (umjetnih) jednadzbi ogranicenja.

U radu [9] pokazana je grupa jedini¢nih kvaterniona (96) koja je izomorfna simplekti¢koj grupi
Sp(1) 1 posebnoj unitarnoj grupi SU(2). Brzine, tj. derivacije kvaterniona, mogu se prikazati u

vektorskom prostoru sp(1)

sp()={WeR* | W+W=(0,0)}, (159)
tj. drugim rijeCima W predstavlja imaginarni kvaternion.
Nadalje, sp(1) je Lieva algebra od Sp(1), koja je izomorfna Lijevoj algebri so(3). Lieva algebra

sp(1) je skup imaginarnih kvaterniona izomorfan skupu R’, tako da element W e sp (1) moze

biti dodijeljen vektoru ueR’. Kako bi se osiguralo da su sp(1), so(3) i R’izomorfne Lieve

algebre, element W = [0 , %u) € sp(l) je povezan s vektorom ue R’ [9].

Takoder, prema [9] postoji eksponencijalno preslikavanje exp ., :sp(l) =R’ — Sp(l) =S,

koje se razvojem u red moze zapisati kao

2k 2k+1
s W (0,;u) (O,;uJ
exp, (W)=2Y——=3 +

160
=) B CYA TR CYSRY (160
Koristenjem pravila mnozenja kvaterniona (90) izracunava se
2
(O,luJo(O,lujz(—luTu,sz— lu (1,0), (161)
2 2 4 2
iz Cega se moze zakljuciti da vrijedi
1 2k 1 2k
0,—u| =(-1)"[zu| (1,0), 162
(03] =0 |5ul 0.0 a6
dok drugi izraz iznosi
2k+1 2k 2k
0, u| = o,luj (0,1 u =(-1) Ly (1,0)0 0,1ul,
2 2 2 2 2
LR (163)

—u

O O

Uvrstavanjem izraza (162) i (163) u izraz (160) dobiva se
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. 1 2k . 1 2k+1
, (1) PN P (164)
xpy (W) =2 (2k)! (1’0)+szo (2k+1)! (0,u).

iz ¢ega se primjenom razvoja u Taylorov red trigonometrijskih funkcija dobiva konacan izraz

1uj
(0,u). (165)

Prema [9] korak u numerickoj integraciji kvaterniona moze se zapisati kao

0,.,=0,0exp, ([0 , %HD , (166)

pri ¢emu u, € R’ predstavlja inkrementalni rotacijski vektor koji se izra¢unava iz diferencijalne

—u
2

exp, (W)= cos(

jednadzbe
u, =dexp’, (,®). (167)
uz pocetni uvjet u,, =0.

Kako je diferencijalna jednadZzba (167) obic¢na diferencijalna jednadzba definirana na Lievoj
algebri koja je vektorski prostor, moze se koristiti bilo koji standardni numericki integrator
definiran na vektorskom prostoru. Pritom red to¢nosti cijelog algoritma ovisi iskljuc¢ivo o redu
tocnosti integratora primijenjenog za rjeSavanje diferencijalne jednadzbe (167) [9]. Operator u
jednadzbi (167) izveden je u [9] kao

_ ~ ~ L. . L. o &
dexp ™, (,@)= Ba)+5[u, Ba)]+E[u,[u, o) | (168)

dok se taj operator prema [10] moze zapisati kao

||u||cot(”u”J—2
2

2]ulf

Time su definirani svi potrebni izrazi za numeric¢ku integraciju koriStenjem navedene metode,

<> (169)
u .

u —

N | —

dexp, =1+

a algoritam je

0,, 0, At
k,=At-dexp(0, ,,)

K =At-1(0,, y®,)
(170)
k, =At-dexp(%k @ +%Klj

12 B0

1 1
K, :ALf[QO oexp (Eklj, NoX +EKIJ
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2°8B

1 1
k, :At-dexp(zk w, +EK2j

K, :At-f(QO °exp., (%kzj, 5@, +%K2j
k, =At-dexp(k, , ,0,+K,)
K, =At-f(QU °exp., (k3), 5@, +K3)
0, =0, cexp, (%(kl +2k, + 2k, +k, ))

1
SO = L0, +g(]<'l +2K, +2K, +K4)

pri ¢emu f ( , Ba)) predstavlja izraCunavanje derivacije kutne brzine @ iz dinamicke

jednadzbe (143).
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4. NUMERICKI EKSPERIMENTI

U ovom poglavlju prikazat ¢e se usporedba rezultata dobivenih koristenjem metoda opisanih u
poglavlju 3 za tri razli¢ita primjera. Prvo ¢e se obraditi dva primjera koja su vrlo ¢esto koristena
za ispitivanje svojstava numerickih integratora (engl. benchmark examples): rotacija slobodnog
krutog tijela oko osi bliske nestabilnoj te rotacija krutog tijela s jednom uporiSnom to¢kom
(engl. Heavy top). Potom je obraden prakti¢ni primjer rotacije satelita koriStenjem tri reakcijska

diska.

4.1. Rotacija slobodnog krutog tijela oko osi bliske nestabilnoj

Ovaj primjer rotacije slobodnog krutog tijela prikazan je i u radu [11]. Bitno je pokazati kako
svako kruto tijelo koje ima razli¢ite vrijednosti momenata tromosti oko glavnih osi ima dvije

osi oko kojih je rotacija stabilna i1 jednu os oko koje je rotacija nestabilna.

4.1.1. Stabilnost rotacije

Ako se Eulerove jednadZbe iskazu oko glavnih osi krutog tijela, matrica momenata tromosti je

dijagonalna, a ako su glavni momenti tromosti zadani tako da vrijedi
1 >1,>1,, (171)

Eulerove jednadzbe (143) se za slobodno rotirajuce tijelo (7 = 0) mogu prikazati kao (sve

veli¢ine izraZzene su u koordinatnom sustavu vezanom za tijelo)

I, 0 0] o 0 -o o ||, 0 0o

0 I, Of|a,|+| o, 0 -0 I, 0| e |=0,

10 0 I | o -0, o 00 0 L|o

Lol [0 -0 o]l o

L, o |+| o 0 -o|l,o |=0, a72)
Lo | |—o o 0 || 1, o

1 o] [-Loo + oo,

L, o |+ oo -1loo, (=0,

Lo | | -loo+],oo0,]
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Sto se moze prikazati kao
L ao+(I,-1)oo =0,
Lao+(I-1)on =0, (173)
Lo +(1,-1)wo =0.
Ako se sada pretpostavi rotacija krutog tijela oko prve glavne osi, koja je uslijed vanjskih
utjecaja blago perturbirana, mogu se komponente kutne brzine zapisati kao
o, = konst. ,
e[| <1, (174)
ooy || < 1.
Iz prve jednadzbe sustava (173) moze se derivacija kutne brzine oko prve glavne osi iskazati

kao

I,-1
@, :(21—3)0)2@ , (175)

a kako su vrijednosti kutne brzine oko druge i trece glavne osi gotovo jednake nuli (prema

1

(174)), moze se vrijednost derivacije kutne brzine oko prve glavne osi zanemariti

@ ~0. (176)
Ako se potom druga jednadzba sustava (173) derivira i iskoristi izraz (176), dobiva se
Ld,+(1,-1)oo +(1,-1,)oo =0,
. : (177)
I,é,+(1,-1,)wa,=0.
Ako se potom iz trece jednadzbe sustava (173) izrazi derivacija kutne brzine oko treé¢e glavne

osi, moze se izraz (177) zapisati kao

(11 _]3)(11 _12) 2

Lo, + ] w o =0,
3
(178)
I -1 -1
5, LU =L)({, z)wlzwz o
[2 13
Iz izraza (171) moze se zakljuciti da je
I -1)(I -1
(= 1)U, Z)a)12>0, (179)
12 13
pa se stoga, uz pozitivnu konstantu C, moze izraz (178) napisati kao
@, +Caw, =0, (180)

Sto predstavlja stabilnu oscilaciju kutne brzine oko druge glavne osi.
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Ako se na slican nacin derivira treca jednadzba sustava (173) i iskoristi izraz (176), dobiva se
Lo +(1,-1)wo,+(1,-1)oo,=0. asn)

Lo +(1,-1)wo,=0.

Ako se potom iz druge jednadzbe sustava (173) izrazi derivacija kutne brzine oko druge glavne

osi, moze se izraz (181) zapisati kao

& +(12_11)(]3_11)a)2
3 [2 [3 1

aizizraza (171) moze se zakljuciti da je
(12 _11)(13 _]1) 2

o >0, 183
L1 1 (183)

w,=0, (182)

pa se stoga, uz pozitivnu konstantu C, moze izraz (182) napisati kao
w,+Caw, =0, (184)
Sto predstavlja stabilnu oscilaciju kutne brzine oko trec¢e glavne osi.

Kako su za ovaj slucaj oscilacije kutne brzine oko druge i trece glavne osi stabilne (izrazi (180)

1(184)), moze se zakljuciti da je rotacija oko prve glavne osi stabilna.

Ako se sada, na sli¢an nacin, pretpostavi rotacija krutog tijela oko druge glavne osi, koja je

uslijed vanjskih utjecaja blago perturbirana, mogu se komponente kutne brzine zapisati kao
o] <1,
w, = konst. , (185)
oo, | < 1.

Iz druge jednadzbe sustava (173) moze se derivacija kutne brzine oko druge glavne osi iskazati

kao

0, AR (186)
a kako su vrijednosti kutne brzine oko prve 1 tre¢e glavne osi gotovo jednake nuli (prema (185)),

moze se vrijednost derivacije kutne brzine oko druge glavne osi zanemariti
@, =0. (187)
Ako se potom prva jednadZzba sustava (173) derivira i iskoristi izraz (187), dobiva se

1 é +(L,-1L)o0+(1,-1,)oo =0,

188
1 & +(1,-1,)ma, =0. (189
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Ako se potom iz trece jednadzbe sustava (173) izrazi derivacija kutne brzine oko treé¢e glavne

osi, moze se izraz (188) zapisati kao

(13_12)(11 _]z)af

1 o+ ] 0w, =0,
3
(189)
L-01)(I -1
@, +( L) 2)a)fa)1 =0
]l ]3
Iz izraza (171) moze se zakljuciti da je
L-1)(1 -1
(1, =1.)U, 2)a)22<0, (190)
11 13
pa se stoga, uz pozitivnu konstantu C, moze izraz (189) napisati kao
o —-Cw =0, (191)

Sto predstavlja nestabilnu oscilaciju kutne brzine oko prve glavne osi iz cega se odmah moze

zakljuciti da je rotacija oko druge glavne osi nestabilna.

Konac¢no, ako se pretpostavi rotacija krutog tijela oko trece glavne osi, koja je uslijed vanjskih
utjecaja blago perturbirana, mogu se komponente kutne brzine zapisati kao

||| <1,

o] <1, (192)

o, = konst. .
Iz tre¢e jednadZbe sustava (173) moZe se derivacija kutne brzine oko trece glavne osi iskazati

kao

(-1
0)3:( 11 Z)a)la)Z’

3

(193)

a kako su vrijednosti kutne brzine oko prve i1 druge glavne osi gotovo jednake nuli (prema

(192)), moze se vrijednost derivacije kutne brzine oko trece glavne osi zanemariti
@, ~0. (194)
Ako se potom prva jednadzba sustava (173) derivira 1 iskoristi izraz (194), dobiva se

1 é +(L, - L)oo +(1,-1,)oo =0,

195
1 & +(1,-1,)o0 =0. 13
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Ako se potom iz tre¢e jednadzbe sustava (173) izrazi derivacija kutne brzine oko druge glavne

osi, moze se izraz (195) zapisati kao

(13_12)(13_11)0)2

I o+ 7 ", =0,
2
(196)
I,-1)(1,—-1
&)1+(3 2)(3 l)a)32a)120.
]l [2
Iz izraza (171) moze se zakljuciti da je
I,-1)(I,-1
(1= L), l)a)32>0, (197)
Il 12
pa se stoga, uz pozitivnu konstantu C, moze izraz (196) napisati kao
& +Cw =0, (198)

Sto predstavlja stabilnu oscilaciju kutne brzine oko prve glavne osi.

Ako se, kona¢no, derivira druga jednadzba sustava (173) i iskoristi izraz (194), dobiva se
Ld,+(1,-1)oe +(1,-1,)oo =0,

. . (199)
Lo, +(1,-1,)o0 =0.

Ako se potom iz prve jednadzbe sustava (173) izrazi derivacija kutne brzine oko prve glavne

osi, moze se izraz (199) zapisati kao

I, o, + ] @, =0,
1
(200)
I —-1)(1,-1
@, +( L), 3)0)32(02 =0,
]l [2
a iz izraza (171) moze se zakljuciti da je
I -1)(1,-1
(- 1)U, 3)a)32>0, (201)
Il 12
pa se stoga, uz pozitivnu konstantu C, moze izraz (200) napisati kao
@, +Caw, =0, (202)

Sto predstavlja stabilnu oscilaciju kutne brzine oko druge glavne osi.

Kako su za ovaj slucaj oscilacije kutne brzine oko prve i druge glavne osi stabilne (izrazi (198)
1(202)), moze se zakljuciti da je rotacija oko tre¢e glavne osi stabilna.

Konacno se, iz svega opisanog, moze zakljuciti da su rotacije oko osi s najmanjom i najve¢om
vrijednosti glavnog momenta tromosti stabilne, dok je rotacija oko osi s srednjom vrijednosti

glavnog momenta tromosti nestabilna.
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4.1.2. Opis primjera i poCetnih uvjeta te prikaz rezultata
Za geometriju krutog tijela izabran je kvadar s tri brida razli¢itih duljina prema slici 3.

A

e

Slika 3.  Geometrija slobodno rotirajuceg tijela

Tijelo je slobodno rotirajuce, tj. na njega ne djeluju nikakvi vanjski momenti, pa su stoga

Eulerove jednadzbe jednake (prema (143))
g @, (203)

pri cemu je

53,2988 0 0
J=| 0 1,1775 0 |kgm’ (204)
0 0 4,3568

tenzor tromosti preuzet iz [11] iz Cega se vidi da je rotacija oko trece glavna osi nestabilna.

Pocetni vektor kutne brzine jednak je

0,01
Lo, = 0 |s", (205)
100

Sto predstavlja rotaciju malo perturbiranu od trece glavne osi (nestabilna rotacija).

Pocetni kvaternion jednak je

0,=(1,0), (206)
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tj. u pocetnom trenutku se inercijski koordinatni sustav i koordinatni sustav vezan za tijelo
poklapaju.

Simulacija je provedena za vremensku domenu od jedne sekunde, a sve tri metode konvergirale
su prema istom rjesenju (s razlikama gotovo na racunalnoj to¢nosti) koriStenjem vremenskog

koraka Az =107 s. Kako bi se bolje mogli predogiti rezultati, postavljena je tocka p s pocetnim

koordinatama
D. p.| |0
p,|p=|p, |=|0|m, (207)
p. p.] |l

¢iji se poloZaj pratio tijekom cijele simulacije.
Putanja tocke p u inercijskom koordinatnom sustavu prikazana je trodimenzionalnim

dijagramom na slici 4, a vrijednost svake od komponenata px, py 1 p- u ovisnosti o vremenu ¢

prikazana je na slici 5.

Na slici 6 prikazana je ovisnost elemenata kvaterniona, a na slici 7 komponenata kutne brzine,

0 vremenu f.

Putanja toCke p

Putanja
e Pocletak
e Kraj

y (m)

Slika 4. Putanja tocke p prikazana u trodimenzionalnom dijagramu
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Polozaj tocke p
1 . . [

o
o

I
—
T

0.4 0.6
Vrijeme (s)

0.8

1

Slika 5.  PoloZaj to¢ke p u ovisnosti o vremenu

Elementi kvaterniona

1 “= : T !"3‘ :_-_' T :ﬁ'- :.,: % 4 W

AT AT  — Q

0.81 i P __a

0.6 i1 1 | [— Q
0.4 .Q,
0 'c?"i_ , /_’ H i : E\;’:"
06f 1y .

-1 5-5 L ‘-"n':-l “5 .I'-:. 2-’
0 0.2 0.4 0.6 1
Vrijeme (s)

Slika 6. Ovisnost elemenata kvaterniona o vremenu
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Kutna brzina tijela
150 . . . .
0)1
= B0t
o)
o
g 0
™~

3
g  -50f

-100+

-150 L 1 1 !

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Vrijeme (s)

Slika 7. Ovisnost komponenata kutne brzine o vremenu

Na slikama 4, 5 1 7 moze se primijetiti da je rotacija nestabilna kako je 1 o€ekivano, tj. moze se
primijetiti da se kruto tijelo nakon odredenog vremena rotacije oko osi bliske osi z zaokrene, a
togka p mijenja polozaj izmedu [0 0 1]i[0 0 -1] nakon Eega se nastavlja rotacija oko
osi bliske osi z.

Takoder, na slici 6 vazno je primijetiti da su sve krivulje ovisnosti elemenata kvaterniona o
vremenu kontinuirane, tj. nema nikakvih diskontinuiteta, Sto je posljedica ¢injenice da se u
opisu rotacija putem kvaterniona ne javljaju singulariteti koji su prisutni pri bilo kojoj
parametrizaciji rotacija koriStenjem tri koordinate. Svojstvo opisivanja rotacija bez
kinematickih singulariteta jest jedan od klju¢nih razloga koriStenja kvaterniona pri opisivanju

rotacija.

Potom su, u svrhu prikaza konvergencije i usporedbe rezultata za razli¢ite metode, provedene

2

) . ) ) 1 1 1 1 1 1 1
simulacije s vremenskim koracima Af=| —s, S S, S, S, S, s |,
64 128 256 512 1024 2048 4096

a rezultati su usporedeni s vrijedno$¢u QOkonvergirano dobivenom za Af=10"s, koja se mozZe

smatrati referentnom, jer su sve metode konvergirale prema istom rjeSenju. Na slici 8 prikazan
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je dijagram ovisnosti norme razlike izracunatog kvaterniona i referentnog (konvergiranog)

kvaterniona HQ—kargirano o vremenskom koraku Ar za tri razli¢ite metode. Dijagram je

1
prikazan u logaritamskom mjerilu. Rezultati za manje vremenske korake (do Af = 37768 s)

prikazani su za prvu formulaciju standardne metode kako bi se pokazalo da za manje korake 1

ona konvergira prema rjesenju.

10° e e
10° - 1
o
8 102 A
s
O .
1 10 4 r T
o
10°F .
nova metoda
—e— standardna metoda f2
] —e— standardna metoda f1
10' 1 | 1
107 10™ 107 107 10™
Vremenski korak (s)

Slika 8. Konvergencija rezultata za tri razlicite metode

Kako je vidljivo na slici 8, prva formulacija standardne metode (poglavlje 3.2.1) u ovom

primjeru pokazuje velike greske pri ve¢im vremenskim koracima, dok tek za vremenske korake

. 1 . .. .
manje od Atr= 2 s pokazuje standardnu konvergenciju rezultata. Druga formulacija

standardne metode (poglavlje 3.2.2) i nova metoda (poglavlje 3.3) u ovom primjeru pokazuju
vrlo sli¢ne rezultate, dok nova metoda ima nesto brzu konvergenciju prema to¢nom rjesenju,

uz malo vecu tocnost (najveca razlika u normi greski iznosi 0,0686).

Na posljetku, numericka efikasnost ispitana je usporedbom vremena potrebnog da se provede

simulacija na istoj vremenskoj doment, s istim vremenskim korakom koriStenjem triju opisanih
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metoda. Provedeno je po 50 mjerenja za svaku od metoda, a prosjecni rezultati prikazani su na

slici 9.
3 T
2.686 s - Nova metoda
25l [ |standardna metoda f1 |
- Standardna metoda 2
)53

0
> 2
=
2
£ 1.523s
2 15F N
E
o
wn
@
Q
e 1r =
o

0.5 a

0

Slika 9. Usporedba prosjecnog procesorskog vremena za tri razli¢ite metode

Iz rezultata se moZe primijetiti da nova metoda ima najnizu numeri¢ku efikasnost, Sto je 1
ocekivano, zbog izraCunavanja trigonometrijskih funkcija koje se pri koriStenju standardnih
metoda ne racunaju, dok je u usporedbi standardnih metoda efikasnija metoda po drugoj
formulaciji, prvenstveno zbog jednostavnije formulacije Eulerovih jednadzbi i jedne

stabilizacijske jednadzbe manje.
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4.2. Rotacija krutog tijela s jednom uporisnom tockom

Ovaj primjer rotacije krutog tijela s jednom uporiSnom tockom prikazan je i u radu [9].

Geometrija krutog tijela prikazana je na slici 10.

Slika 10. Geometrija krutog tijela s jednom uporiSnom to¢kom

Ako se Eulerove jednadzbe postave za koordinatni sustav s ishodiStem u uporis$noj tocki, jedini
vanjski moment koji djeluje na kruto tijelo je moment koji se javlja uslijed djelovanja
gravitacije. Vektor sile uslijed djelovanja gravitacije moZe se, u inercijskom koordinatnom

sustavu, izraziti kao

oF, = (mg), (208)
pri ¢emu
m=15kg (209)

predstavlja masu, a g predstavlja vektor gravitacijskog ubrzanja koji iznosi

0
2= 0 |m-s”. (210)
9,81

Ako se vektor sile (208) prebaci u koordinatni sustav vezan za tijelo koriStenjem izraza (51)
moze se moment oko uporisne tocke uslijed djelovanja gravitacije u koordinatnom sustavu

vezanom za tijelo izraziti kao
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oI, =t F, = . R" (mg), Q11)
pri ¢emu ,r. predstavlja vektor poloZaja teziSta krutog tijela izrazen u koordinatnom sustavu

vezanom za tijelo koji je zadan kao

0
sl =| 1 |m, (212)
0

Potom se sustav dinamickih jednadzbi moze prikazati kao
W= ,F R (mg)- 0,1 0, (213)

pri Cemu je

15,2344 0 0
oI = 0 0,4688 0 kg m’ (214)
0 0 15,2344

tenzor tromosti krutog tijela oko uporisne tocke, iskazan u koordinatnom sustavu vezanom za
tijelo.
Pocetni vektor kutne brzine jednak je

0

@, = 150 |s™. (215)
4,61538

Pocetni kvaternion jednak je

0,=(1,0), (216)
tj. u pocetnom trenutku se inercijski koordinatni sustav i koordinatni sustav vezan za tijelo
poklapaju.
Simulacija je provedena za vremensku domenu od jedne sekunde, a sve tri metode konvergirale

su prema istom rjeSenju (s razlikama gotovo na racunalnoj to¢nosti) koriStenjem vremenskog

koraka At =10"s.

Putanja teziSta tijela u inercijskom koordinatnom sustavu prikazana je trodimenzionalnim
dijagramom na slici 11, a vrijednost svake od komponenata rx, 7y 1 7z u ovisnosti o vremenu ¢

prikazana je na slici 12.

Na slici 13 prikazana je ovisnost elemenata kvaterniona, a na slici 14 komponenata kutne

brzine, o vremenu ¢.
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Putanja tezista tijela

Putanja
o Pocetak
e Kraj

Slika 11. Putanja teZiSta tijela u trodimenzionalnom dijagramu

Polozaj tezista tijela

1 & ~
0 8 i ; '.=‘= .................. rx |
. / ] ,
f y
06} rH
H z
0.4F i .
—~ 0.2f y
£ / ._
~ ] ;’; \
x -0-2% / ==E- E‘i :“; T
i 7 p ! v/
04l Vo \ /o
-06F% -/ .
v/ 3
0.8} % 4 ‘;‘ : d
""'-.-";
_1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Vrijeme (s)

Slika 12. Polozaj teziSta tijela u ovisnosti o vremenu
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Elementi kvaterniona

_1 1 1
1 2 3 4 5
Vrijeme (s)

Slika 13. Ovisnost elemenata kvaterniona o vremenu

Kutna brzina tijela

150 . . . .
0)1
By
100} " O34
)
S
[
s 50 _
™
S
o
_50 1 1 | 1
0 1 2 3 4 5
Vrijeme (s)

Slika 14. Ovisnost komponenata kutne brzine o vremenu
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Ponovo se moze primijetiti (slika 13) da su sve krivulje ovisnosti elemenata kvaterniona o

vremenu kontinuirane 1 da se ni u ovom primjeru ne javljaju kinematicki singulariteti pri

opisivanju rotacije koriStenjem kvaterniona.

Potom su, ponovno u svrhu prikaza konvergencije 1 usporedbe rezultata za razliCite metode,

provedene simulacije na vremenskoj domeni od jedne sekunde s vremenskim koracima

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
At = S, S, S, S, S, S, S, S, S, s |,
(128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384 32768 65536 ]

rezultati su usporedeni s vrijedno$¢u Qkonvergirano dobivenom za Ar=10"s, koja se moze

smatrati referentnom, jer su sve metode konvergirale prema istom rjeSenju. Na slici 15 prikazan

je dijagram ovisnosti norme razlike izracunatog kvaterniona i referentnog (konvergiranog)

kvaterniona HQ—kargirano o vremenskom koraku Ar za tri razli¢ite metode. Dijagram je

prikazan u logaritamskom mjerilu.

10° e —

-
(en]
o
T
1

To
g
g
§ 107 + |
O
&
10"} |
nova metoda
—e— standardna metoda 2
15 —e— standardna metoda f1
10_ 1 ]
107 10" 10° 107

Vremenski korak (s)

Slika 15. Konvergencija rezultata za tri razlicite metode

koja se mijenja s velikom frekvencijom, potreban jako mali vremenski korak da bi se dobro

opisale dinamicke jednadzbe i1 dobio priblizno dobar rezultat (potrebni su vremenski koraci
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manji od Ar =107 s da bi se u ovom primjeru dobili rezultati to¢ni na Getiri decimale). Za tako

male vremenske korake, greske uslijed stabilizacijskih jednadzbi su manje ¢ak i od racunalne
tocnosti, tj. to¢nosti zapisa decimalnih brojeva u ra¢unalu i same aritmetike racunala. Uslijed
toga, ne moze se ni o¢ekivati poboljSanje rezultata primjenom nove metode, ¢ija osnovna ideja
poboljSanja je neposjedovanje ,,umjetnih* stabilizacijskih jednadzbi. Zbog svega opisanog, na
rezultatima prikazanima na slici 15, linija rezultata dobivenih novom metodom (poglavlje 3.3)
jedva je vidljiva, jer se rezultati gotovo u potpunosti poklapaju s rezultatima dobivenim drugom
formulacijom standardne metode (poglavlje 3.2.2). Prva formulacija standardne metode
(poglavlje 3.2.1) pokazuje drugacije rezultate (u ovom primjeru malo to¢nije pri ¢emu najveca
razlika u normi greske iznosi 0,0461) zbog drugacijeg nacina rjeSavanja dinamickih jednadzbi.
Kao i u prethodnom primjeru, numericka efikasnost ispitana je usporedbom vremena potrebnog
da se provede simulacija na istoj vremenskoj domeni, s istim vremenskim korakom koriStenjem
triju opisanih metoda. Ponovno je provedeno po 50 mjerenja za svaku od metoda, a prosjecni

rezultati prikazani su na slici 16.

5 T
I Nova metoda
45 4352s [ Standardna metoda f1 H
I Standardna metoda f2
4 f= 2
535 .
@
§ 31 2.77is .
S
9 25 8
]
o
o
o 1.5F i
1 L ]
0.5 -
0

Slika 16. Usporedba prosjecnog procesorskog vremena za tri razli¢ite metode
Dobiveni rezultati su ekvivalentni rezultatima iz prethodnog primjera, tj. nova metoda ima
najnizu numericku efikasnost, §to je 1 ocekivano, zbog izraCunavanja trigonometrijskih funkcija
koje standardne metode nemaju, dok je od standardnih metoda efikasnija metoda po drugoj
formulaciji, prvenstveno zbog jednostavnije formulacije Eulerovih jednadzbi i jedne

stabilizacijske jednadzbe manje.
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4.3. Rotacija satelita koriStenjem reakcijskih diskova

Cesto se orijentacija tijela u svemiru, poput primjerice satelita, izvodi koristenjem tri rotirajuéa
(reakcijska) diska uleziStena na svemirskom tijelu. Jedan takav satelit s tri diska shematski je

prikazan na slici 17.

Slika 17. Shematski prikaz satelita s tri diska

Umjesto modeliranja satelita i reakcijskih diskova kao zasebnih tijela povezanih kinematickim
ograni¢enjima, izvedene su Eulerove jednadzbe u obliku obi¢nih diferencijalnih jednadzbi (bez
ograni¢enja) pri ¢emu je utjecaj dinamike diskova na tijelo satelita modeliran kao vanjski

moment koji djeluje na tijelo.

Vazno je postaviti odredene pretpostavke kako bi se jednadzbe mogle to¢no izvesti. Vazna
pretpostavka je simetricnost diskova oko njihovih osi rotacije. Takoder, masa diskova je
izbalansirana u odnosu na centar mase tijela, pa se stoga posljedi¢no centar mase cijelog sklopa
poklapa s centrom mase tijela. Diskovi su postavljeni ortogonalno na nacin da se njihove
rotacijske osi poklapaju s glavnim osima tijela. Takoder, satelit je modeliran bez djelovanja

ikakvih vanjskih momenata, pa je stoga ukupni kineti¢ki moment sustava ocuvan.
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Izvod dinamickih jednadzbi pocinje s definiranjem ukupnog kinetickog momenta

3

OhSC = OhB/SC + Z OhW,/SC > (2’17)

i=

pri ¢emu A, . predstavlja kineticki moment tijela u odnosu na centar mase, a A, . kineticki
moment i-tog diska u odnosu na centar mase tijela izraZeni u inercijskom koordinatnom sustavu

O. U svrhu skra¢ivanja izvoda, nadalje ¢e se koristiti ista notacija (primjerice X, za

definiranje veli¢ine Xi iskazane u koordinatnom sustavu O, pri ¢emu O oznacava fiksni,

inercijski koordinatni sustav) bez detaljnog objasnjenja svake veli¢ine.

OhSC = O( B/SC B/O)+Z ( W; /SC W/O) (2’18)

Kako je prikazano u izrazu (139), potrebna je derivacija ukupnog kinetickog momenta koja je
jednaka vanjskom momentu, tj. u ovom slucaju jednaka nuli. Deriviranjem izraza (218) dobiva
se

d

OhSC :ao( B/SC B/O)+Z ( W, /SC a)W,-/O):O’ (2’19)

Sto se primjenom izraza (48) moze zaplsati kao

i(R B(IB/SC B/O))+z ( W, /SC a)wl./o) =0,
dr
R B (]B/SC Wy ) +R (IB/SC a)s/o ) + (220)

3. 3 d
+§R s (]w[/sc Dy 10 ) +§R E B (Iw‘./sc a)w[/o) =0,
Sto mnoZenjem s lijeve strane matricom R” postaje

B C’N)B/o B (I Bsc Ppo ) + (I B/SC a>B/O ) +

/oz (W/SC W/o)+z th(IW,-/sc a)w,-/o):o~

Posljednji ¢lan izraza moze se raspisati kao

d 5. d

3
ZE (W/SC W/O) ;E iw( w; /sc a)w,-/o):

3
( w;/sC w1 )+ZR1 w( w; /sc ww,-/o)z

i=l1

Sk
SRRR, (1 (0400 ))Z o (e (@ + o)) = (222)
R,
+2R

21)

3
[BW(]W/SC W/B) Z ([w‘./sc a)B/O)+

(W/SC W/B)+ZR ‘( W, /SC a')B/O)'

Wi
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Tenzor inercije i-tog diska u koordinatnom u odnosu na ukupni centar mase (u skladu s

pretpostavkama) moze se zapisati kao

a 0 0
wlysc=|0 B 01 (223)
0o 0 p

Matrica R; predstavlja matricu transformacije iz koordinatnog sustava vezanog za i-ti disk u

koordinatni sustav vezan za tijelo. Matrice R; za svaki od tri diska su

0 0

cos(p,) —sin(g,)|,
sin(g,)  cos(¢,)
—cos(¢p,) sin(gp,)
0 o | (224)
sin(g02) cos((pz)

—sin(¢p,) —cos(p,)

cos((/)3) —sin(%) ,
0 0

=
Il
-0 O O = o o O =

a @i je kut zakreta izmedu diska i tijela.
Vektor |, @, , predstavlja relativnu kutnu brzinu izmedu diska i tijela, a moZe se zapisati kao
P,
w, Ow, s = 0. (225)
0

Sada se moze pokazati da vrijede izrazi

ZSZR,' CDW[/B W, ([w‘./sc W/B) ZR (0 [(ai a)W[/B) =

, (226)
= Z R W /B W, 2 B = 0.
3 3 d
; ( W, /SC B/O) ;Ri \/ W/SC dl( RiTBa)B/O):
3 T T .
= Z i W; W /SC ( R a) + Rl B B/O ) =
= (227)

3
—_— T T - —_—
_Z i W W/SC ( a)w /BR: 8 Ws0 +R B B/O)

= _zRf W; [w,./sc W a)w,-/B W Wy + Z B ([w,./sc Wy ) .

i=1 i=1
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Primjenom izraza (226) i (227) moze se izraz (222) zapisati kao

30d
Z EB(IW/SC W/O) ZR, W; I([wi/sc B/o)+za;R; wa)

,:13 i=1 (228)
_ZR,- W ]w‘./sc w; &)W[/B W W0 +ZB(1\M/SC d)B/O)’

i=1 i=1

3
ZRf (w, a)w,-/B W, (Iw,/sc Wyo — w; IW,/SC w; a)W,/B w; Wypo )) =
; ;

3
=ZR,- W, (a)w /BIW /SC Iw‘»/sc a)\M»/B) w, Pgo =

(229)
0 0 0 0 0 0
3
:;Ri 0 0 _ﬂi 28 0 0 _:Bi Z W,-a)B/O:O’
w0 B 0 0 Bo 0
dobiva se izraz
3 d 3 . 3 .
; dr® (]w,-/sc a)w,/o ) = ;aiRi w; a)W,-/B + ; B (]w,-/sc Wy ) > (230)
koji se sada moze uvrstiti u izraz (221)
3
B a)B/O B (IB/SC a)B/O ) + B (IB/SC a)B/O ) + B a)B/O ; B (IW, /SC a)W, /0 ) +
3
+Za,Rz W, a)W/B +Z| ( W, /SC B/O)=0’
3
(IB/SC + Z[W,/SC ) Ba)B/O + Ba)B/O B (IB/SC a)B/O ) +
B i=
; (231)

+Ba)B/OZIB(]W,-/SC (a)W,»/B B/O))+Zasz W a)w /B =0,
3 . 3 .
(IB/SC + zlw‘»/sc )Ba)B/O + zaiRi w, Qw,p T
B

3
+Ba)B/O( (]B/SC a)B/O +Zl:[W /SC)Ba) +ZalRl w; a) j O'
B
Na slican nacin izvode se i Eulerove jednadzbe za i-ti disk, pri ¢emu je kineti¢ki moment diska

ohw,-/c,- % (IW,/C, Wy, 10 ) g (232)
a derivacija je jednaka

he . =M.,

owyic; T oM

%O(Iw,/c, a)w,/o)z oM, ,

(233)
%(R B([Wi/C,» Dy, 10 )) = OMi >

R B(Iw‘./c[ a)w[/o)"i_R%B(]w[/ci a)w,»/o): OMi >
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Sto mnoZenjem s lijeve strane matricom R” postaje

d
de ®
Posljednji ¢lan s lijeve strane jednadzbe moze se raspisati kao

€ (v @) =S {R | (1 000)) =

:Ri W, ([w‘»/c W/o)+R, W (IW/C. a.)w‘»/o):

L i
i

[0)

5 @0 (Tvc o)t (e, @y0)= oM, . (234)

= ([w,/c, @0 )+ R, ,.([Wf o Oy0)= (235)
=R By, (Zy, @)+ R, @y . (Zy, @50)+
+R (IW/C by 5)+ R (IW,C D0 ) -
Na isti nacin kao 1 u izrazu (226) izraCunava se
R\ Oy (Zyc, @y5)=0. (236)

Na isti na¢in kao 1 u izrazu (227) pokazuje se da vrijede izrazi

Ri W, (Iw[/c,» d)B/O ) = _Ri w; I\M/C,» w; a~)w./B w; Wy + R; w; ]W /Ci RiT Ba‘)B/O ’ 237)
R[ (\N[ @WI/B W, (I\M»/q Wy ) W I\M C; W wa,» /B W, a)B/O) = 0’ (238)
nakon Cega se izraz (235) zapisuje kao
d 1 R R . I,.R',a
EB( W, /C; a)wi/o) a, a)W/B + K w, fwci Y B Wpo0- (239)

Primjenom izraza (239) te mnoZenjem s lijeve strane matricom R;” moze se izraz (234) zapisati

kao

W, 5)13/0 W ([w,-/c W/O)+ a, a)W/B +w IW,/Ci RiT 5 Dyo = W,Mi > (240)
a kako su za opisivanje dinamike satelita, potrebni samo momenti koji djeluju oko osi rotacije
diskova (nije potrebno izracunavati momente koji djeluju u lezajnim mjestima), cijela
jednadzba se s lijeve strane mnoZi s transponiranim jedini¢nim baznim vektorom ei”, pri ¢emu

vrijede izrazi:
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T

€ @B/o W, (]w,-/c, a)B/O) = [1 0 0]

Wi

- [0 -

B/O

elT W,-a~)B/O W, (Iw,-/c, a)wl-/B) :[1 0 0]

Wi
_ 3
T w I:O — Wy
nakon Cega se dobiva konacan izraz
T . T T _
a; e w; a)W‘»/B + € w; I W; /Ci Ri 8 W0 =

a ¢+ 0 0],0,,=,T.

i

w, i

0
3
a)B/O

2
— Wy

2
Wy ]

0

3
a)B/ (0]

2
— Wy

2
Wy ]

b

U svrhu jednostavnijeg zapisa izraza (231) 1 (242) uvode se

3 a 0
I, = B(stsc +;]W‘,SC) , I,=| 0 a,
0 0
@ whi
0= 3Oy > V=@, |, T= T, |,
P wls

nakon Cega se izraz (231) moze zapisati kao

al¢l al¢l
lLo+|a, ¢, |+o|lo+|a, @, ||=0,
a} @1 a} ¢1

I o+1y+d(lw+1,v)=0.

0

01,
a3

Izraz (242) moze se sada zapisati za svaki od tri diska kao

o, ¢ +a o= WIT

1°

a2¢2+a2 a)2=WT'2’

2

a; ¢, + a, a)3=w3T3’

_a);/o a);/o Q, a)le/O
0 _a)113/o ﬂl a);/o =
O 0 |, Bl
a, a)fls/o
ﬂi a);/o =0,
W, 181 a);/o
—60;/0 wé/o Q, ¢i (241)
0 . 0 |=
113/0 0 w; O
o ¢
=0,
0
(242)
(243)
(244)
(245)
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Sto se u matri¢nom obliku moze zapisati kao

Iy+1,o=T, (246)
Sto zajedno s jednadzbom (244) predstavlja sustav diferencijalnih jednadzbi koji se joS moze
zapisati i u obliku pogodnijem za ra¢unanje kao

(I,-1,)o+d(lw+1,v)+T =0,

v=IT-a.

Geometrijske znacajke prikazane na slici 17, kao 1 veli€ine potrebne za rjeSavanje dinamickih

(247)

jednadZzbi preuzete su iz [12] 1 prikazane u tablici 1. Takoder, pretpostavljeno je da satelit krece

iz stanja mirovanja pri ¢emu se koordinatni sustav vezan za tijelo i inercijski koordinatni sustav

poklapaju.
Tablica 1. Geometrijske znacajke tijela satelita i reakcijskog diska
Duljine (/1, I, 3) [m] (0,9167, 1,25, 1,5833)
Matrica Io [kgm?] diag(0,003 , 0,003, 0,003)
Tijelo satelita Reakecijski disk
Masa [kg] 10 1
Tenzor inercije [kgm?] diag(2,223 , 4,408 , 7,334) diag(0,003, 0,141, 0,141)

Simulacija je prvo provedena za vremensku domenu od 32 s, s konstantnim momentom koji
djeluje izmedu tijela satelita i diskova iznosa
0,08
T'=|02 |Nm, (248)
0,12

a sve tri metode konvergirale su prema istom rjeSenju (s razlikama na raunalnoj to¢nosti)
koriStenjem vremenskog koraka Ar=10"s. Kako za ovaj primjer nema nekih zanimljivih
dijagrama za putanju karakteristicne tocke tijela koji bi se mogli predociti, prikazani su samo
rezultati usporedbe to¢nosti 1 konvergencije (koji su jedini i bitni za ocjenu kvalitete razli¢itih

metoda integracije).

Provedene su simulacije s opisanim pocetnim uvjetima te vremenskim koracima iznosa

At:[32s,16s,85,4s,2s,ls,%s,ls,ls,is,is, ! !

—s,—s |, a rezultati su
4 8 16 32 64 128j

usporedeni s vrijedno$¢u konvergiranog kvaterniona QOkonvergirano kOja se moZe smatrati
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referentnom, jer su sve metode konvergirale prema istom rjeSenju. Na slici 18 prikazan je

dijagram ovisnosti norme razlike izracunatog kvaterniona i referentnog (konvergiranog)

o vremenskom koraku Az za tri razlicite metode. Dijagram je

kvaterniona HQ - Qkonvergirano

prikazan u logaritamskom mjerilu.

105 ¥ L S LS | Y. L S L F LI S 2 | ¥ R AT R
nova metod
—e— standardna metoda 2
—e— standardna metoda 1
10° | -

”Q -Q kon\.'ergiranoI
—
OI
(6]
T
1

-10

-15 1 I 1 ]

10 102 10" 10° 10
Vremenski korak (s)

10 p 5

10

Slika 18. Konvergencija rezultata pri konstantnom momentu za tri razlicite metode

Vrlo vazna cCinjenica vidljiva na slici 18 jest da su rezultati dobiveni novom metodom
(poglavlje 3.3) to¢ni (na racunalnu to¢nost) za sve vremenske korake, dok se u rezultatima
dobivenim standardnim metodama vidi uobicajena konvergencija prema tocnom rjeSenju, pri
¢emu je druga formulacija (poglavlje 3.2.2) neSto malo to¢nija, uz iznimku rezultata za
vremenski korak od 8 s. MoZe se zakljuciti da je za ovaj slucaj najve¢i moguci vremenski korak
od 32 s dovoljan za to¢nu (na racunalnu to¢nost) integraciju dinamickih jednadzbi pri cemu
nova metoda ne unosi nikakvu greSku prilikom integriranja kinematickih jednadzbi, dok
standardne metode unose veliku greSku za velike vremenske korake, tj. rjeSenja nisu ni

priblizno dobra.
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Vazno je jo$S napomenuti da, u ovom primjeru, rezultati dobiveni standardnim metodama
pocinju biti vidno lo§iji kada greSka jedini¢ne norme kvaterniona prije stabilizacijske jednadzbe
postane reda veli¢ine 10 . Primjerice za vremenski korak 1/64 s (vidljivo zna¢ajno odstupanje
standardnih metoda od nove) greska jedini¢ne norme kvaterniona prije stabilizacije iznosi u
nekim koracima do 2,7-107" za drugu formulaciju standardne metode te do 1,2-10™" za prvu
formulaciju standardne metode.

Iako su ovakvi rezultati simulacije s konstantnim momentom izvrsni sa teoretskog stajalista,
njihova prakti¢na vaznost je manja zbog Cinjenice da je konstantni moment koji djeluje na
satelit na vremenskoj domeni od 32 s nerealan, pa je stoga provedena druga simulacija s
varijabilnim momentom kako bi se potvrdio znacaj nove metode i poboljSanje u odnosu na

standardne metode. Moment je zadan kao

0,08cos M
640

T=| 0,2cos L Nm, (249)
640

0,12cos e
L 640 ) |

pri cemu su periodi trigonometrijskih funkcija izabrani tako da relativno veliki vremenski korak

od 1/4 s ponovno to¢no (na racunalnu to¢nost) integrira dinamicke jednadzbe. Simulacije su

) ) 1 1 1 1 1 1 1
provedene s vremenskim koracima Ar=|—s,—s,—s,—s,—Ss, S, S, S |,
4 8 16 32 64 128 256 512

rezultati su ponovno usporedeni s vrijedno$¢u konvergiranog kvaterniona Qkonvergirano kKoja se
moze smatrati referentnom, jer su sve metode konvergirale prema istom rjeSenju. Na slici 19

prikazan je dijagram ovisnosti norme razlike izraCunatog kvaterniona i1 referentnog

o vremenskom koraku Ar za tri razli¢ite metode.

(konvergiranog) kvaterniona HQ ~ O omergirano

Dijagram je prikazan u logaritamskom mjerilu.

U rezultatima je ponovno vidljiva ista pojava, tj. nova metoda ponovno ne unosi nikakvu gresku
prilikom integriranja kinematic¢kih jednadzbi, za razliku od obje standardne metode. Iz ovih
rezultata se moze izvuc¢i zakljuak kako je nova metoda neusporedivo bolja za integriranje
sustava Cije se dinamicke jednadzbe mogu dovoljno to¢no integrirati koriStenjem velikih
vremenskih koraka, dok pri koriStenju standardnih metoda treba biti jako oprezan, jer za velike

vremenske korake mogu unijeti velike greske pri integriranju kinematickih jednadzbi.
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Kao i u prethodnim primjerima, numericka efikasnost ispitana je usporedbom vremena
potrebnog da se provede simulacija na istoj vremenskoj domeni, s istim vremenskim korakom
koriStenjem triju opisanih metoda. Ponovno je provedeno po 50 mjerenja za svaku od metoda,

a prosjecni rezultati prikazani su na slici 20.

10 g
nova metoda
—e— standardna metoda 2
10_6 | —e— standardna metoda f1 |
e
£10° | |
3
T 10 ]
&
10-12 | |
-14
10 ' :
107 107 10™ 10°
Vremenski korak (s)

Slika 19. Konvergencija rezultata pri varijabilnom momentu za tri razlicite metode
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1.6 T
1397 s - Nova metoda
141 |:| Standardna metoda f1 *
1.220 s - Standardna metoda 2

1.2 =
w 1.046 s
g 1r )
2
s
2 08 N
]
=)
wn
06 n
2
o

0.4 =

0.2r- -

0

Slika 20. Usporedba prosjecnog procesorskog vremena za tri razli¢ite metode
Dobiveni rezultati su ekvivalentni rezultatima iz prethodnog primjera, tj. nova metoda ima
najnizu numericku efikasnost, $to je i o¢ekivano, zbog izraCunavanja trigonometrijskih funkcija
koje standardne metode nemaju, dok je od standardnih metoda efikasnija metoda po drugoj
formulaciji, prvenstveno zbog jednostavnije formulacije Eulerovih jednadzbi i jedne

stabilizacijske jednadzbe manje.
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5. ZAKLJUCAK

U ovom radu prikazana je numericka integracija rotacijskih kvaterniona pri ¢emu je prikazana
usporedba dviju standardnih metoda integracije koje operiraju na vektorskim prostorima s
novom metodom integracije koja operira izravno na rotacijskoj mnogostrukosti SO(3) krutog
tijela. Dok sve standardne metode moraju imati barem jednu stabilizacijsku jednadzbu, nova
metoda ve¢ svojom konstrukcijom, bez potrebe za ikakvom stabilizacijom, ¢uva svojstva

kvaterniona poput jedinicne norme te ortogonalnosti kvaterniona i njegove derivacije.

U prvom poglavlju opisano je kruto tijelo te je prikazana definicija transformacije krutog tijela.
Potom je definirana matrica rotacije te je dokazano da mnozenje s matricom rotacije predstavlja
transformaciju krutog tijela. Na posljetku, prikazan je opis rotacije KkoriStenjem

eksponencijalnih koordinata.

U drugom poglavlju opisana je kinematika krutog tijela u prostoru s naglaskom na rotaciju.
Opisani su kvaternioni te svojstva osnovnih operacija definiranih na njthovom skupu. Potom su
opisani jedini¢ni kvaternioni koji sadrze Eulerove parametre (rotacijski kvaternioni). Prikazana

je izravna povezanost izmedu matrice rotacije 1 rotacijskih kvaterniona.

U tre¢em poglavlju opisani su matematicki modeli i algoritmi standardnih metoda integracije
na jedinicnim kvaternionima. Prikazani su jedini¢ni kvaternioni kao elementi grupe SU(2) s
dvostrukim prekrivanjem rotacijske mnogostrukosti SO(3), uz opis eksponencijalnog
preslikavanja s Lieve algrebre so(3) na grupu jedini¢nih kvaterniona. Prikazan je i algoritam
integracije koji koristi ta svojstva, tj. operira izravno na rotacijskoj mnogostrukosti, za razliku

od standardnih koji operiraju na vektorskom prostoru.

Na posljetku su, koriStenjem svih triju opisanih metoda, obradena tri numeri¢ka primjera
rotacije krutih tijela. Prvi primjer bila je rotacija slobodnog krutog tijela u prostoru oko osi
bliske nestabilnoj osi rotacije. Pokazalo se da je na ovom primjeru prva formulacija standardne
metode izrazito nestabilna, tj. pokazuje velike greske, bez uobic¢ajene konvergencije, pri ve¢im
vremenskim koracima, dok konvergencija prema tocnom rjesenju po€inje tek sa znatno manjim
vremenskim koracima. Druga formulacija standardne metode i nova metoda integracije
pokazale su vrlo slicno ponasanje po pitanju stabilnosti, uz sli¢nu konvergenciju prema toénom
rjeSenju, dok je nova metoda pritom bila malo to¢nija. Kao drugi numericki primjer koristena
je rotacija krutog tijela s jednom uporiSnom to¢kom. U ovom primjeru su sve tri metode

pokazale sli¢nu stabilnost, pri ¢emu su druga formulacija standardne metode i nova metoda
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integracije pokazale gotovo u potpunosti identicno ponasanje, dok je prva formulacija
standardne metode pokazala neSto brzu konvergencije prema to¢nom rjesenju s malo ve¢om
tocnosc¢u. Razlog tome je Cinjenica da je u ovom primjeru, zbog izravne ovisnosti momenta o
da bi se dobro opisale dinamicke jednadzbe i dobio priblizno dobar rezultat, dok su za tako
male vremenske korake, greske uslijed stabilizacijskih jednadzbi manje ¢ak i1 od racunalne
tocnosti, tj. to€nosti zapisa decimalnih brojeva u raunalu i same aritmetike racunala. Uslijed
toga, ne moze se ni o¢ekivati poboljSanje rezultata primjenom nove metode, ¢ija osnovna ideja
poboljsanja jest neposjedovanje ,,umjetnih® stabilizacijskih jednadzbi. Kao tre¢i numericki
primjer obradena je rotacija satelita u svemiru koriStenjem reakcijskih diskova. Izvedene su
dinamic¢ke jednadZbe u obliku obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, bez kinematickih ogranicenja.
KoriStenjem nove integracijske metode s vremenskim koracima koji to¢no (na racunalnu
tocnost) integriraju dinamicke jednadzbe, dobivena su to¢na (na racunalnu to¢nost) rjesenja,
bez ikakve konvergencije smanjivanjem vremenskog koraka, dok su koriStenjem standardnih
metoda dobiveni rezultati uobiCajene konvergencije prema to¢nom rjeSenju smanjivanjem
vremenskog koraka. Razlog tome je $to nova integracijska metoda nije unijela dodatne greske
prilikom integriranja kinematickih jednadzbi, dok su koristenjem standardnih metoda s veéim
vremenskim koracima dobiveni potpuno pogresni rezultati. Takva pojava vrlo je bitna s
prakticnog stajaliSta, jer za novu metodu to¢ni rezultati integracije dinamickih jednadzbi znace
1 tocne sveukupne rezultate, dok kod standardnih metoda to ne vrijedi i treba biti vrlo oprezan
pri koristenju veéih vremenskih koraka zbog moguénosti dobivanja potpuno pogresnog
rjeSenja.

Na svim primjerima ispitana je numericka efikasnost usporedbom vremena potrebnog da se
provede simulacija na istoj vremenskoj domeni, s istim vremenskim korakom, koristenjem triju
opisanih metoda. Provedeno je po 50 mjerenja za svaku od metoda, a iz prosjecnih rezultata
moze se primijetiti da nova integracijska metoda ima najniZzu numeric¢ku efikasnost, $to je 1
oc¢ekivano, zbog izraCunavanja trigonometrijskih funkcija koje standardne metode nemaju, dok
je od standardnih metoda efikasnija metoda po drugoj formulaciji, prvenstveno zbog

jednostavnije formulacije Eulerovih jednadzbi i jedne stabilizacijske jednadzbe manje.

Iz svega prikazanog, moze se zakljuciti da nova integracijska metoda pokazuje veliko
poboljsanje kod primjera ¢ija se dinamika moze integrirati s relativno velikim vremenskim
koracima, dok sustavi ¢ija dinamika zahtjeva relativno mali vremenski korak, ni nemaju veliku

greSku pri integriranju kinematike, pa stoga upotreba nove metode ne predstavlja poboljSanje.
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