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Bd -
c -
dy -
de -
d -
ex m
ey m
€ rad
g m/s?
g -
H -
I kgm?
1 kgm?
I2 kgm?
J -
K J
K -
Kad -
Kuav vJ
kxi -
Kyi -
Kai -
Ko J
K1 J
Kz J
L m
L(a,q) J
m kg
M -
Mo kg
mi kg
my kg
M kg

Opis

matrica koeficijenata sustava

matrica ulaza sustava

matrica ulaza poremecaja sustava
Coriolisov vektor

konstantni poremecaj uz varijablu y
konstantni poremecaj uz varijablu o

vektor poremecaja sustava

pogreska varijable x

pogreska varijable y

pogreska kuta a

gravitacijsko ubrzanje

gravitacijski vektor

Hamilton funkcija sustava

inercija autonomne letjelice

inercija prve autonomne letjelice

inercija druge autonomne letjelice

funkcija cilja

ukupna kineti¢ka energija sustava

matrica pojacanja

matrica pojacanja poremecaja

kineti¢ka energija autonomne letjelice

i-to pozitivno pojacanje kod pogreske varijable x
i-to pozitivno pojacanje kod pogreske varijable y
i-to pozitivno pojacanje kod pogreske kuta a
Kineti¢ka energija tereta

kineticka energija prve autonomne letjelice
Kineticka energija druge autonomne letjelice
duljina krutog $tapa

Lagrangeova funkcija sustava

masa autonomne letjelice

matrica inercije sustava

masa tereta

masa prve autonomne letjelice

masa druge autonomne letjelice

ukupna masa sustava
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q }
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Q -
Qi -
R -
Ri -
Si -
T N
T1 N
T N
u -
d, N
q, N
U J
Uo J
U J
U, J
X -
)'( -
X m
X m/s
X m/s?
Xd m
X, m
X, m/s
X, m/s?
Xod m
X, m
X, m/s
X m/s?
X, m
X, m/s
X, m/s?
y m
y m/s
y m/s?
yd m
Yo m

matrica koja se dobije rjeSavanjem Riccati-eve jednadzbe

vektor poopéenih koordinata

vektor poopcéenih brzina

vektor poopéenih ubrzanja

pozitivna simetricna tezinska matrica
i-ti tezinski faktor matrice Q
pozitivna simetri¢na tezinska matrica
i-ti tezinski faktor matrice R

i-ti zeljen pol sustava

sila potiska autonomne letjelice

sila potiska prve autonomne letjelice
sila potiska druge autonomne letjelice
upravljacki vektor

varijacija upravljacke varijable uz
varijacija upravljacke varijable u
ukupna potencijalna energija sustava
potencijalna energija tereta
potencijalna energija prve letjelice
potencijalna energija druge letjelice
vektor stanja

derivacija vektora stanja

pozicija letjelice u smjeru x

brzina letjelice u smjeru x

ubrzanje letjelice u smjeru x

zeljena vrijednost pozicije letjelice
pozicija tereta u smjeru x

brzina tereta u smjeru x

ubrzanje tereta u smjeru x

zeljena vrijednost pozicije tereta
pozicija prve letjelice u smjeru x
brzina prve letjelice u smjeru x
ubrzanje prve letjelice u smjeru x
pozicija druge letjelice u smjeru x
brzina druge letjelice u smjeru x
ubrzanje druge letjelice u smjeru x
pozicija letjelice u smjeruy

brzina letjelice u smjeruy

ubrzanje letjelice u smjeruy

zeljena vrijednost pozicije letjelice
pozicija tereta u smjeruy
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Yo
Yo
Yod
Y1
Y
A

m/s
m/s

m/s
m/s

m/s
m/s
rad
rad/s
rad/s?
rad
rad
rad
rad
rad
rad
rad
rad
rad/s
rad/s?
rad
rad
rad
rad
rad
rad

Nm
Nm
Nm
Nm

brzina tereta u smjeru y

ubrzanje tereta u smjeruy

zeljena vrijednost pozicije tereta

pozicija prve letjelice u smjeruy

brzina prve letjelice u smjeruy

ubrzanje prve letjelice u smjeruy

pozicija druge letjelice u smjeruy

brzina druge letjelice u smjeruy

ubrzanje druge letjelice u smjeruy

kut izmedu tereta i letjelice

kutna brzina izmedu tereta i letjelice

kutno ubrzanje izmedu tereta i letjelice
zeljena vrijednost kuta izmedu tereta i letjelice
kut izmedu tereta i prve letjelice

varijacija kuta izmedu tereta i prve letjelice
stacionarni kut izmedu tereta i prve letjelice
kut izmedu tereta i druge letjelice

varijacija kuta izmedu tereta i druge letjelice
stacionarni kut izmedu tereta i druge letjelice
kut zakreta letjelice

kutna brzina zakreta letjelice

kutno ubrzanje zakreta letjelice

kut zakreta prve letjelice

varijacija kuta zakreta prve letjelice
stacionarni kut zakreta prve letjelice

kut zakreta druge letjelice

varijacija kuta zakreta druge letjelice
stacionarni kut izmedu tereta i druge letjelice
Lagrangeov multiplikator

zakretni moment letjelice

zakretni moment prve letjelice

zakretni moment druge letjelice

upravljacki moment tereta
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SAZETAK

U ovom radu razmatran je problem prijenosa tereta primjenom autonomnih letjelica. Prvo je
razmatran slucaj jedne autonomne letjelice s pasivno ovjeSenim teretom, a zatim slucaj
prijenosa tereta primjenom dviju autonomnih letjelica u vertikalnoj ravnini. Dinami¢ki modeli
letjelica s teretom izvedeni su primjenom Euler-Lagrangeovih jednadzbi. Provedena je
linearizacija oba nelinearna sustava, kako bi se dobio pojednostavljeni model, a samim time i
jednostavniji upravljacki zakoni. Upravljanje autonomnom letjelicom s pasivno ovjesenim
teretom realizirano je primjenom linearnog kvadrati¢nog regulatora, te metodom eksterne
linearizacije. Upravljanje sustavom s dvije autonomne letjelice realizirano je primjenom
linearnog kvadrati¢nog regulatora. Upravljacki zahtjevi prilikom sinteze regulacijskog sustava
jedne letjelice s pasivno ovjesenim teretom bili su slijedenje vremenski promjenjive referente
trajektorije uz minimizaciju njihanja tereta. Upravljacki zahtjevi u slucaju prijenosa tereta
pomoc¢u dvije letjelice bili su stabilizacija tereta u zeljenoj poziciji uz odrzavanje zadanog
kuta izmedu tereta i obje letjelice. Simulacijskim rezultatima demonstrirane su dobre

performanse navedenih regulacijskih sustava.

Kljucne rijeci: Autonomne letjelice, Prijenos tereta, Nelinearni mehanicki sustavi, Metoda

eksterne linearizacije, Linearni kvadrati¢ni regulator

Fakultet strojarstva i brodogradnje IX



Margita Ivankovié Diplomski rad

SUMMARY

This thesis discusses a load transportation problem using unmanned aerial vehicles (UAVS).
Firstly discussed is the case of single UAV with suspended load and then the case of load
transportation using two UAVs in the vertical plane. Dynamic models for UAVs with the load
are derived by using Euler-Lagrange equations. Both nonlinear systems are linearized, in
order to achieve a simplified models and simpler control laws with it. Single UAV control
with suspended load is achieved by using linear quadratic regulator and feedback
linearization. System control of two UAVs is achieved by using linear quadratic regulator.
Controllers for the single UAV with suspended load had to be designed for tracking desired
trajectory while minimizing swinging of the load. In the case of the load transportation with
two UAVSs, controller had to be designed to stabilize the load in desired position while
keeping desired angle between the load and both UAVs. Simulation results demonstrate a

good performance of mentioned regulated systems.

Key words: Unmanned Aerial Vehicles, Load transportation, Nonlinear mechanical systems,
Feedback linearization, Linear quadratic regulator
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1. UvOD

U novije vrijeme sve viSe istrazivanja se provodi na upravljanju autonomnim letjelicama.
Cesto se koriste za prijenos tereta zbog svojih malih dimenzija i moguénosti kretanja u bilo
kojem smjeru te su pogodni za transport tereta na teze dostupna mjesta [1],[2]. Letjelice koje
se najcesce koriste su quadrotori, koji se sa svoja Cetiri rotora mogu Kretati u bilo kojem
smjeru, odrzavati visinu i mijenjati orijentaciju na laksi nac¢in nego neke ostale letjelice. U 3D
okolini, letjelica ima Sest stupnjeva slobode gibanja i samo cCetiri aktuatora, $to ju Cini
podaktuiranim sustavom. Dinamika takve letjelice je iznimno nelinearna, multivarijabilna i
podaktuirana te je stoga poprili¢no zahtjevna za upravljanje [3],[4]. Nakon $to se na letjelicu

prikljuci teret, u sustav se unose dodatni stupnjevi slobode gibanja koji nisu aktuirani..

U ovom radu je provedeno upravljanje sustava prijenosa tereta primjenom autonomne
letjelice koji je radi pojednostavljenja razmatran u ravnini. U tom slucaju letjelica ima tri
stupnja slobode gibanja i samo dva aktuatora s dodatnim stupnjem slobode gibanja tereta koji
je ovjeSen na letjelicu. Ovisno o tome je li teret direktno upravljiv, dodaje se jo$ jedan
aktuator, ili je ovjesen pasivno te teret nije aktuiran. U radu su izvedena oba modela, i sa tri i
sa dva aktuatora, ali je upravljanje vise fokusirano na zadnje navedeno to jest na pasivno
ovjesSeni teret. Cilj upravljanja prijenosa tereta je dovodenje sustava na Zeljenu poziciju uz
minimalno njihanje tereta. Utjecaj tereta na letjelicu je veci ako je njihanje tereta vece, te to
moze destabilizirati letjelicu i samim time cijeli sustav. Takoder i masa tereta ima utjecaj na
letjelicu, te kako su letjelice malih dimenzija, kod prijenosa vecih tereta se moze koristiti vise
letjelica. Uz prijenos tereta s jednom letjelicom je napravljeno i upravljanje prijenosa tereta s
dvije letjelice. Time se postize podjela utjecaja tereta na dva dijela i Smanjuje njihanje tereta
jer je povezano s letjelicama krutim Stapovima. Cilj upravljanja tog sustava je dovesti teret na
zeljenu poziciju, ali i odrzati Zeljene kutove izmedu tereta i obje letjelice. | taj sustav je
takoder izrazito nelinearan i podaktuiran te je model izveden na slucaju kada je teret ovjeSen
pasivno na letjelicama. Neka od ve¢ provedenih istrazivanja prijenosa tereta pomocu letjelice,
reduciranog na 2D ravninu, Kkoriste nelinearni regulator za stabilizaciju quadrotora i
minimizaciju njihanja tereta tijekom pracenja trajektorije [5],[6],[7]. Dok su neka od rjesenja
za sustav s dvije letjelice iterativni LQR [8] i nelinearni regulator koji koristi metodu eksterne
linearizacije [9] te usporedba stabilnosti izmedu modela s jednom i dvije letjelice [10].
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U ovom radu su u drugom poglavlju najprije izvedeni matemati¢ki modeli i dobivene su

jednadzbe dinamike sustava, i za sustav s jednom i s dvije letjelice. Oba sustava su potom
linearizirana radi dobivanja manje zahtjevnih zakona upravljanja. U tre¢em poglavlju su
upravljacki zakoni zatim izvedeni metodom eksterne linearizacije i sintezom linearnog
kvadratichog regulatora. Nakon toga su u cetvrtom poglavlju upravljacki zakoni
implementirani, skupa s modelima u MATLAB. Zatim su provedene simulacije svih
izvedenih upravljanja na primjerima vertikalnog i horizontalnog leta, odrzavanja visine na

odredenoj poziciji i slijedenja vremenski promjenjive trajektorije.
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2. MATEMATICKI MODEL SUSTAVA

U ovom poglavlju je prvo opisan sustav prijenosa tereta autonomnom letjelicom te zatim i s
dvije letjelice. lzvedene su njihove dinamicke jednadzbe sustava pomocu Euler —
Lagrangeovih jednadzbi [11]. Na kraju poglavlja su ti modeli linearizirani uz pretpostavku o
malim kutovima te su na tim modelima u sljede¢em poglavlju provedene sinteze upravljackih
zakona.

2.1. Sustav prijenosa tereta pomocu jedne autonomne letjelice
2.1.1. Opis sustava

Sustav autonomne letjelice s teretom je razmatran u vertikalnoj ravnini (XY). Letjelica se
kreée u 2D okolini tako $to generira potisak te za orijentaciju koristi zakretni moment. Sto
znaci da svoja tri stupnja slobode gibanja upravlja s dvije upravljacke varijable. Varijable
kojima je opisana letjelica su pozicija letjelice (x, y) u odnosu na referentni koordinatni sustav

(XY), kut zakreta letjelice £, masa letjelice m i inercija | te ve¢ spomenute upravljacke

varijable potisak T i zakretni moment letjelice 7 . Dodatni teret na letjelicu unosi svoj stupanj
slobode gibanja i varijable kojima je definiran su pozicija tereta (Xo, Yo) U odnosu na
koordinatni sustav (XY), kut njihanja tereta odnosno kut izmedu tereta i letjelice « i masa
tereta mo te duljina Stapa L kojim je teret povezan s letjelicom. Prikaz cijelog sustava je na
slici [Slika 1]. U ovom radu su razmatrana dva slucaja sustava, kada je teret direktno upravljiv
ili je pasivan. Prvi slucaj je kada je teret povezan aktivno s letjelicom, postoji upravljacki
moment 7, Koji ga upravlja i drugi slucaj je kada je teret pasivno ovjeSen to jest upravljacki
moment 7, je nula. Prije izvodenja dinamike sustava definirane su sljedece pretpostavke
modela:
e Letjelica je smatrana kao simetri¢no kruto tijelo u ravnini i sila potiska djeluje u
njenom centru
e Teret je smatran kao masa u prostoru spojena s letjelicom u njenom centru
e Stap pomocu kojeg je teret povezan s letjelicom je krut, neelasti¢an te zanemarive
tezine
e Poremecaji kao aerodinamicki efekti kod letjelice ili vanjski poremecaji poput

vjetra su zanemareni
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v

Yo

X0 X X
Slikal. Prikaz sustava autonomne letjelice s teretom u ravnini XY

2.1.2. Euler — Lagrangeove jednadzbe

Za modeliranje sustava su koriStene Euler — Lagrangeove jednadzbe koje su izvedene na
temelju zakona o¢uvanja energije. Prednost takve formulacije je da dobivene jednadzbe koje
opisuju sustav su funkcije primijenjenih sila na sustav. Dinamika sustava s n stupnjeva

slobode gibanja se moZze prikazati opéenito
dfa) o, 1
dtlag, ) o9, @)
Gdje je je q=[q1,q2,...,qk]T vektor poopéenih koordinata, (i|=[ql,(j|2,...,qk]T vektor

poopéenih brzina, u=[u1,u2,...,uk]T vektor upravljackih sila i momenata, a L(q,q)
Lagrangeova funkcija sustava. Lagrangeova funkcija je jednaka razlici kineticke K(q,q) i

potencijalne energije sustava U(q), odnosno L(g,q)=K(qg,q)-U(q) [12]. Kao poopcene
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koordinate su odabrane varijable koje su pogodne pri upravljanju pozicije letjelice te njihanja
tereta, a to su q:[x y p a]T. Kako bi sve jednadzbe mogle biti prikazane preko

poopcenih koordinata izrazene su geometrijske veze izmedu koordinata letjelice i tereta

X =X, + Lsin(a),
y =Y, +Lcos(a), )

Odnosno

X, = X—Lsin(a),
y, =y —Lcos(a), A3)

te njihove odgovarajuce derivacije

X, = X— La cos(a),
yo = y+ Ldsin(a). (4)

Kineticka energija cijelog sustava je zbroj kineticke energije letjelice i kineticke energije

tereta

X+ y° )+ %Iﬁz,

7< (RN
Nl I\)lH

m (%
Ko==m (X" +y )+%mOL2022+m0Ld(ysin(a)—>'<cos(a)),
K=K, +K, (5)
| kona¢na ukupna energija iznosi
K =%(m+m0)(>'<2 +Y°)+mLa (ysin(a) - Xcos(a) ) + ; m,La? + = Iﬂ (6)
Isto tako, ukupna potencijalna energija sustava se dobije tako $to se zbroje potencijalna

energija letjelice i tereta

U =mgy +myay,,
U =(m+my)gy —mygL cos(a). 7)

Nakon dobivenih izraza za ukupnu Kineticku i potencijalnu energiju sustava se izrazava

Lagrangian sustava

L= %(ermO)(X2 +¥°)+mLe(ysin(a) - >'<cos(oc))+%m0L20k2 +

(8)
+% 1 2 —(m+m,)gy + mgL cos(a).
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Nakon izrazenog Lagrangiana su postavljane Euler — Lagrangeove jednadzbe sustava, preko

poopcéenih koordinata

gaya
dt\ox ) ox  °

i%j_%ﬂ
dtley ) oy
d(oL) oL
Ea_ﬁj‘%"
d(oL) oL
aaj‘a-%

(9)

Nakon uvrstavanja i izratuna dobivene su jednadzbe koje opisuju dinamiku sustava (10)-(13)

(m+m;,)X—m,Lé cos(a) + myLa” sin(e) =T sin( /)
(m+m,)y+m,Lésin(a) +m,La’ cos(e) + (M+my)g =T cos(f)
Iﬁ =7
moL*& —myLX cos(ar) + my Ly sin(e) + mygLsin(a) =7,

Prikaz dinamike sustava u matri¢nom obliku

M(a)d +c¢(a.9) +9(a) = B(a)u

gdje je M(qg) simetri¢na pozitivna matrica inercije,

m+m, 0 0 —m,Lcos(e)
0 m+m 0 mLsin
M(Q) — + 0 0 | (a)
0 0 I 0
—m,Lcos(e) m,Lsin(e) O m,L*

c(q,q) Coriolisov vektor koji sadrzi coriolisove i centrifugalne ¢lanove,

m, L’ sin(a)
m,Lc? cos(«)
0
0

g(q) gravitacijski vektor u kojoj su ¢lanovi gravitacijske sile,
0
(m+m,)g

0
m,gLsin(a)

c(q.q) =

g9(a) =

(10)
(11)
(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

17)
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B(q) je matrica ulaza i u je upravljacki vektor. Redom su prikazane matrice ulaza i

upravljacki vektori za slucajeve s tri i dva aktuatora. Slucaj kada je z, razliit od nule, matrica

ulaza je
sin(f) 0 O
00
B@= ) 0 (18)
0 01

S upravljackim vektorom u = [T T T, ]T . Drugi slucaj kada je t, jednak nuli, matrica B(q)

sin(p)

0
cos(p) O
1
0

B(q) = 0 (19)

0
S upravljac¢kim vektorom u = [T z‘]T .
2.1.3. Linearizacija modela

Linearizacija je metoda kojom se nelinearni model aproksimira linearnim modelom koji je

valjan za odredene vrijednosti u nelinearnom sustavu [13]. Opceniti nelinearni sustav

x = f(x(t),u(t),t) (20)
se linearizira u slu¢aju malih varijacija oko nekog nominalnog stanja, gdje su vektori stanja i
upravljanja uz nominalne vrijednosti X(t), u(t) i male varijacije X(t), 0(t) oko tih
nominalnih vrijednosti

X(t) = X(t) + X(t)

u(t) =u(t) +ac) (21)
Nakon sto je (21) uvrsten u nelinearni sustav (20) izrazi se

X(t) +X(t) = f(X(t)+X(t), u(t) +a(t))

G(t)

| kada se uzme u obzir da je u slucaju bez varijacija zadovoljena jednadzba (23)

oy = of (X(t), T(t)) of (X(t), T(t)) (22)
~ f(X(t),u(t)) + P™ X(t) + U

X(t) = f (X(t),T(t)) (23)

Konacni linearni sustav jednadzbi se prikazuje

X(t) = A(t)X(t) + B(t)d(t), (24)
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Aty = (i(g(, u()
B(t) = (X(;L, u(t))

Radi dobivanja jednostavnijih upravljackih varijabli i mogucnosti primjene linearnih
regulatora, originalni, nelinearni sustav (10)-(13) je lineariziran uz pretpostavku o malim
kutovima. Tada vrijedi pretpostavka sin(w) ~ @, cos(w)~1 koja vrijedi u slu¢aju da su
varijacije kutova male, kada je sustav u ravnoteznom stanju. Lineariziran je kut zakreta

letjelice i kut tereta, te je linearizirani model sustava (25)-(28)

(m+m)X-mLa = By, (25)
(m+m,)y+(Mm+m,)g =y, (26)
15=u, (27)
m,L°& —myLX+m,Lay +mygla =u, (28)

gdje su uvedene oznake u=[u, u, u3]T za upravljacki vektor u=T ¢ ra]T. Linearizirani

model sustava je u ovom slucaju bilinearan, jer postoje ¢lanovi fu, i ay te ga je moguce
potpuno linearizirati pomocu upravljackih varijabli, $to je i u¢injeno u sljedecem poglavlju.

2.2. Sustav prijenosa tereta pomocu dvije autonomne letjelice
2.2.1. Opis sustava

Sustav prijenosa tereta pomocu dvije letjelice u ravnini (XY) je postavljen tako da je prva
letjelica ,,ispred* tereta dok je druga letjelica ,,iza“ tereta i teret visi izmedu njih. Prikaz
sustava je na slici [Slika 2]. Zeljena pozicija sustava je da su letjelice na istoj visini, a kut
izmedu prve letjelice i tereta jednak kutu izmedu druge letjelice i tereta, ali s negativnim
predznakom. Varijable koje opisuju prvu letjelicu su njena pozicija (x1, y1) u odnosu na
referentni koordinatni sustav (XY), masa letjelice my, inercija Iz, sila potiska T1 i zakretni
moment 1. Teret je povezan s prvom letjelicom stapom duljine L i kut izmedu njih je oznacen
a1. Varijable koje opisuju drugu letjelicu su njena pozicija (x2, y2) u odnosu na referentni
koordinatni sustav (XY), masa my, inercija I, sila potiska T2 i zakretni moment 7. Teret je
povezan s drugom letjelicom S§tapom iste duljine kao i s prvom, L i kut izmedu njih je ao.
Teret opisuju pozicija (Xo, Yo) U odnosu na referentni sustav (XY) i masa mo. Pretpostavke

definirane za prethodni sustav vrijede i za ovaj sustav.
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Y

Vi
Y2

Yo

X9 X0 XJ X

-~

Slika 2.  Prikaz sustava dviju autonomnih letjelica s teretom u ravnini XY
2.2.2. Euler — Lagrangeove jednadibe

Dinamika sustava je kao i u prethodnom sustavu izvedena preko Euler — Lagrangeovih

jednadzbi. Za dobivanje Lagraniana, definirana je ukupna kineticka energija preko zbroja
kineti¢kih energija obje letjelice i tereta
1 2 1. .
K1 :Eml(xf+y12)+§|1ﬂ12’

1 2 1, .
Ky =5m, (% +92)+ 5 LA 29)

2

1 . .
Ko :Emo(xg + yg)
Isto tako je i ukupna potencijalna energija zbroj potencijalnih energija obje letjelice i tereta

U, =m,ay,
Uz = ngyz (30)
U, =m,ay,
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Za poopéene koordinate su odabrane varijable q=[x, y, B B, @ a,] zarazliku od

prethodnog sustava, za koordinate je odabrana pozicija tereta. Kako je cilj upravljanja dovesti
teret na zeljenu poziciju, odabirom tih koordinata se smanjuje broj poopcéenih varijabli te ¢e se
sustav definirati preko tereta. Geometrijske veze izmedu koordinata letjelica i tereta izrazene

preko koordinata tereta

X, =X, + Lsin(a,),

y, =Y, +Lcos(e,),

X, =X, + Lsin(e,),

y, =Y, +Lcos(e,). (31)
Uz odgovarajuce derivacije tih veza

X, =X, + L, cos(e,),

Y, =Y — Loy sin(ey),

X, =X, + La, cos(ar,),

y, =Y, —La,sin(a,). (32)
Prije izratuna Lagrangiana je uvedena pretpostavka identi¢nosti letjelica odnosno

m=m,=m, |, =1,=1 ikonacni izrazi za kineticku (33) i potencijalnu energiju sustava (34)

K = % M (% + yj)+%mL2 (e +0'522)+% | (B + ) +mLa, (% cos(a,) - ¥,sin(e,)) +

33
+mLa, (%, cos(a,) - Y, sin(e,)) (33)
U = Mgy, + mgL cos(e,) +mgL cos(e,) (34)
| dobiveni Lagrangian sustava (35)
L=K-U
1 .2 .2 1 2( -2 .2 1 "2 H2
L :EM (X +y0)+EmL (¢ +a2)+EI (B +p)+
(35)

+mLe;, (%, cos(a,) - ¥, sin(a,) ) + mLa, (%, cos(e,) - ¥, sin(e,) ) —
— Mgy, —mgL cos(e,) — mgL cos(e,)
Gdje je M =2m+m,. Postavljene Euler — Lagrangeove jednadzbe preko odabranih

poopcenih koordinata
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d( oL oL . ;

— | = | Z=—F =Tsin +T sin

il ox, ) o TN

dfoL _b . =T cos(B)+T, cos(8,)

dt\ oy, ) oy,

d( oL oL

| —  |—-——=T

dtlog) op

d( oL oL

— —— |——=7

dt\ag, ) op,

d( oL oL :

—| — |-—==-TLsin(a, —

¢ adl] o= Thsina )

d( oL oL .

—| — |-— =-T.Lsin - =
dt[ﬁazj oo, i 2P -

Nakon deriviranja Lagrangiana po poop¢enim koordinatama dobivene su jednadzbe dinamike

sustava

MX, +mLd, cos(a,) + mLé, cos(a,) —mLa; sin(e,) — mLd sin(a,) = an
=T, sin(B,) +T,sin(5,)

Myjo —mLd, sin(a,) — mLé, sin(a,) — mLa cos(a, ) — mLa; cos(a, ) + Mg = (38)
=T, cos(B,) + T, cos(f,)

Ilél =0 (39

Iﬁz =70 (40)

mL’ &, +mLX, cos(e, ) — MLy, sin(a,) —mgLsin(e,) = -T,Lsin(ey, — A3,) (41)

mL%é, +mLX, cos(e,) — mLy, sin(e,) —mgLsin(a,) = -T,Lsin(a, — 5,) (42)

Prikaz dinamike sustava u matricnom obliku

M(a)d +c(a.9) +9(a) = B(q)u

Gdje su matrica inercije (43), coriolisov vektor (44), gravitacijske sile (45), matrica ulaza (46)

I upravljacki vektor (47) prikazani redom

M 0 0 0 mLcos(ey) mLcos(e,) ]
0 M 0 0 —-mLsin(egq) —mLsin(e,)
0 0 I 0 0 0
M(q) = (43)
0 0 0 1 0 0
mLcos(ey) -mLsin(ey) 0 O mL? 0
| mLcos(e,) —mLsin(a,) 0 0 0 mL?
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[ —mLa?sin(a,) —mLa?sin(a,) |
—mL¢; cos(e,) —mLe; cos(e,)
) 0
c(q.q) = 0 (44)
0
L 0 -
_ 0 _
Mg
0
g(q)= 0 (45)
—mgLsin(e,)
| —mgLsin(a,) |
sin() sin(8) 0 0]
cos(6,) cos(,) 0 0
0 0 1 0
Ba)=| 0 o1 (46)
—Lsin(e, - ) 0 00
i 0 —Lsin(e,-4) 0 0]
u:[T1 T, 1, TZ]T (47)

2.2.3. Linearizacija modela

Linearizacija se provodi preko zeljenih nominalnih kutova i njihovih malih varijacija. U
sustavu s dvije letjelice, Zeljeni kut izmedu tereta i letjelice vise nije nula, nego neki
proizvoljni nominalni kut. Kutovi a su izrazeni

a,=a,+a, (48)

o, =0, +c

2 (49)
Gdje su a,, a,, proizvoljni zeljeni kutovi, a ¢&,, &, njihove varijacije. Onda su sinusi i
kosinusi kutova izrazeni kao

sin(er,) =sin(a,,) +cos(a,,)a, (50)

cos(e,) =cos(e,,) —sin(e,,)a, (51)

Analogno tome vrijedi i za kut a». Kako Zzeljeni kutovi o vise nisu nula, kutovi zakreta
letjelica S su izracunati u stacionarnom stanju kada je sustav u ravnotezi u stanju lebdjenja, za

proizvoljne kutove a. Izvod kutova (52) i (53) iz [14].
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—m,gsin(e,,)sin(e,,)
sin(a,, — ;)

tan(ﬂlo) = B m,g sin(azo) Cos(alo) "
sin(am - azo)
m,9 §in(a10)5in(a20)
tan(By) = S~ o) -

My g sin(ay,) CoS(ary)
sin(oyg —ay)

mg +

Za kutove zakreta vrijede isti izrazi kao i za « (48) i (51). Nakon uvrstavanja (48), (49), (52) i
(53) u (37)-(42), dobivene su jednadzbe lineariziranog modela sustava

MX, + mL¢;, cos(ey,) + mLa, cos(ex,,) =

- - 54

=u,(Sin(B,,) +c0s(B,,) 5,) + U, (Sin(LB,g) +€0S(By) 5,) 54
Mo —mLe¢ sin(ey,) —mLa, sin(a,,) + Mg = (55)

=U, (Cos(ﬂm) - Sin(ﬂlo)ﬁl) +U, (Cos(ﬂzo) - Sin(ﬂzo)ﬁz)
Ilél =U3 (56)
Iﬁz =Uy (57)
mL%a, + mLX, cos(e,) — ML, sin(e,,) — mL cos(ar,, )& Yy —

—mgL cos(e, )y —mgLsin(e,) = (58)

= —u,L(sin(ayg — fB9) —€08(ayg — o) i +C08(ety = fio) )

mL2c, + mLX, COS(c,,) — ML, Sin(c,y ) — ML c0S(at, )&y iy —
—mgL cos(a,, ), —mgLsin(a,,) = (59)
= ~U, L(SiN(az — Br0) —COS(a — Br0) B +€0S(0t — o) )

gdje su uvedene oznake u=[u, U, U, u4]T za upravljacki vektor u=[T, T, 7, rZ]T.
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3. UPRAVLJANJE DINAMICKIM SUSTAVIMA

U ovom poglavlju su izvedeni upravljacki zakoni za oba sustava. Metode za sintezu
upravljackih zakona koje su koristene su metoda eksterne linearizacije i linearni kvadrati¢ni
regulator (skraceno LQR) [15]. Prvo su opcenito opisani metoda eksterne linearizacije i LQR,
a zatim i njihova primjena na sustav s jednom letjelicom. Za sustav s dvije letjelice je
koristena samo sinteza LQR-a.

3.1. Metoda eksterne linearizacije

Metoda koja transformira nelinearni model u ekvivalentni linearni model preko upravljackog
zakona je metoda eksterne linearizacije [16]. Nakon transformacije je moguée Koristiti

linearne regulatore na transformiranom modelu. Za opceniti nelinearni sustav
x=f(x)+g(x)u (60)

y=h(x) (61)
Gdje su x vektor stanja, u upravljacka varijabla, y izlazna varijabla, f, g kontinuirana
vektorska polja, h skalarna kontinuirana funkcija. Cilj eksterne linearizacije je pronaci

upravljacki zakon

u=a(x)+ B(X)v (62)

| transformaciju koordinata

z=T(x) (63)
koji ¢e transformirati nelinearni sustav (60) u ekvivalentni linearni sustav z=Az+Bv.
Postupak linearizacije se odvija tako da je potrebno diferencirati izlaznu varijablu y dok se ne

pojavi eksplicitna ovisnost o upravljackoj varijabli u. Prva derivacija izlazne varijable

2_2 =_f(x) —g(x)u = Lh(x)+ L,h(x)u (64)

gdje se definiraju Lieve derivacije funkcija u odnosu na vektorska polja
L h(x) = —f(x) (65)

Lh() =90 (66)

5(|-fh(><)) 9(%)

L,Lh(x) = (67)
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Ako se nakon prve derivacije ne pojavi varijabla u, izraz (64) je potrebno derivirati r puta.

Kada se varijabla y diferencira r puta, gdje r predstavlja relativni stupanj koji pokazuje koliko

je puta potrebno diferencirati y da bi se pojavila u eksplicitno, dobije se izraz

y? =L"h(x)+L,L,""h(x)u (68)
| tada se uvodi upravljacki zakon
1
u=———(-Lh(X)+v
N (—Lsh(x) +V) (69)
Gdije je y" =v. Ako je red sustava n jednak relativnom stupnju r, definira se transformacija
koordinata
[2z00] [ h(x)
z,(X h(x
09 |_| Lheo -
12,(0)] |L7h(x)
S derivacijama
(2,007 | L h(x)
2. (X L> h(x
09 e o
12,0 | [ L)+ L, h(x)u
| zatim se izabire v=-Kz, kako bi se dobio kona¢ni linearni sustav
z=Az+Bv (72)

3.2.  Linearni kvadrati¢ni regulator (LQR)
3.2.1. Linearni kvadratic¢ni regulator bez poremecaja

Linearni kvadrati¢ni regulator je optimalni regulator kojemu je cilj pronaéi upravljacki vektor
u koji minimizira kvadraticnu funkciju cilja (74). RjeSenje optimizacijskog problema
minimizira gresku izmedu varijable stanja x i Zeljene vrijednosti X4 [17]. Neka je za opéeniti

linearni sustav

X = AX(t) + Bu(t) (73)
potrebno minimizirati funkciju cilja

J Z%T(XTQX+UTRU)dt (74)

gdje je Q simetri¢na pozitivna semidefinitna matrica kojom se pridodaju tezinski koeficijenti

pogreski koja se Zeli smanjiti, R je simetri¢na pozitivno definitna matrica ¢ije vrijednosti su
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tezinski koeficijenti koji utjecu na upravljacke varijable. Sinteza LQR-a je provedena preko

Hamiltoniana koji je definiran

H Z%(XTQX+UTRU)+/1T (Ax+Bu) (75)
Gdje se primjenom nuznih uvjeta optimalnosti dobiju

oH

—=Ru+B'A=0 76

o (76)

. oH

A=—=-Qx-A"2 77
X Q (77)

Sada se iz (76) dobije upravljacki vektor (78) koji uvrsten u (73) daje (79)
u — —R-lBTﬂ, (78)
Xx=Ax-BR"'B'A (79)

Te se sada odabirom A =Px kako bi upravljacki vektor ovisio o vektoru stanja dobiju izrazi

x=Ax—BR*B"Px (80)

A=—Qx—ATPx (81)
Nakon derivacije A i usporedbe s (81), rjesenje matrice P se dobije preko Riccatijeve
jednadzbe

PA-PBR'B'P+Q+A"P=0 (82)

Konacni izraz za upravljacki vektor je

u=-R'B"Px (83)
Gdje je matrica pojacanja K

K=R'B'P (84)

kako bi se dobio izraz u=-Kx. U MATLAB-uU se rjeSenje matrice pojacanja K dobije preko

funkcije
K=Igr(A,B,Q,R)
3.2.2. Linearni kvadrati¢ni regulator s poremecajem
Za primjer se uzima linearni sustav u obliku prostora stanja
x = Ax(t) +Bu(t)+B_d (85)

gdje je d konstanti poremecaj [18]. Funkcija cilja koju je potrebno minimizirati
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J =%T(XTQX+UTRU)dt (86)
fo

Sinteza regulatora se takoder provodi preko Hamiltoniana koji je sada definiran (87)

H =%(XTQX+UTRU)+/1T (Ax+Bu+B_) (87)
Nakon primjene nuznih uvjeta optimalnosti dobiju se jednadzbe

x=Ax-BR'B'A+B_d

A=—Qx—-A"A (88)

u=-R'B'A
Sada se kao A uvodi funkcija

A=Px+hd (89)
Te nakon uvrstavanja i izjednacavanja definiranih izraza se dobije

(PA-PBR'B'P+Q+A"P)x+(PB, —-PBR*Bh+ATh)d =0 (90)
Matrica P se dobije preko Riccatijeve jednadzbe

PA-PBR'B'P+Q+A"P =0 (91)
Te se sada h izrazi kao

PB,-PBR'B'h+A'™h=0

h=(PBR"'B"-A")"PB, (92)
| kona¢ni zakon upravljanja glasi

u=-Kx+K.d (93)
Gdje su matrice pojacanja K i KgizraZzene kao

K=R'B'P (94)

K,=-R"B'h (95)
Matrica P i K se u MATLAB-u dobivaju preko funkcije

[K P]=lar(A,B,Q,R)

3.3.  Upravljanje prijenosom tereta primjenom jedne autonomne letjelice

Upravljanje sustavom s jednom letjelicom je provedeno primjenom metode eksterne

linearizacije i LQR-a. Metoda eksterne linearizacije je prvo provedena na bilinearnom
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modelu, kada je sustav aktuiran i sa 3 i sa 2 aktuatora. Zatim je provedena potpuna

linearizacija bilinearnog modela i provedena je sinteza LQR-a na modelu sa 2 aktuatora. Na
tom istom modelu je zatim opet provedena eksterna linearizacija.

3.3.1. Metoda eksterne linearizacije na sustavu s tri aktuatora

Na reduciranom sustavu koji je bilinearan (25)-(28), pod pretpostavkom da su sve varijable
mjerljive provedena je metoda eksterne linearizacije. Cilj upravljanja je da letjelica slijedi
vremenski promjenjivu Kkontinuiranu trajektoriju, x, =x,(t), Yy, =Y,(). Upravljanje je
podijeljeno na tri dijela, na regulaciju pomaka u y smjeru, na regulaciju kuta tereta i regulaciju

pomaka u x smjeru skupa s kutom zakreta.

3.3.1.1. Regulacija u smjeruy

Za regulaciju pomaka u vertikalnom smjeru, to jest regulaciju visine, je koristena upravljacka
varijabla u, . Cilj je slijediti visinu koja je vremenski promjenjiva te je tada pogreska koja se

javlja izrazena preko sljedecih izraza

ey = y_yd
€ =YY (96)
éy = y_yd

Nakon sto je pogreska (96) uvrstena u izraz (26)
(M+my)E, =—(M+my)g +u, 97)

Gdje je dinamika pogreske & +k € +ke =0, a k,, k, pozitivna pojacanja. Zatim je

yr
definirana prva upravljacka varijabla

U = (m + mo)(g + yd - kyléy - kyOey) (98)

3.3.1.2. Regulacija kuta a

U ovom sluc¢aju kada sustav ima tri aktuatora, kut a je moguce direktno upravljati. Cilj je

minimizirati njihanje tereta odnosno Zeljeni kut «, je nula. Pogreska kuta je definirana

e, =a
6, =a (99)
8 =d
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Gdje je dinamika pogreske €, +k &, +k e, =01 k,,K,, su pozitivna pojacanja. Jednadzba

(28) je potom izrazena samo pomocu poopcenih koordinata

212
(moLz‘ S j&: ol gy~ o=+, (100)
m+m, m+m, m+m,
Radi lakseg i kra¢eg zapisa uvedene su konstante A, i A,
m,’L?
=m,L* ——2 101
Aq =M, m+m, (101)
— mOL
AQ—m+% (102)
Nakon $to je u izraz (100) uvrstena pogreska, dobije se
A€, = AxPu — Ajau, +U, (103)
Definira se na kraju upravljacka varijabla u,
u3 = _A<2ﬁul + AkZaul + A(l(_kaléa - kaoea) (104)

3.3.1.3. Regulacija u smjeru x

S obzirom da su upravljacke varijable u,, u, ve¢ iskoristene za regulaciju y i a, regulacija u
smjeru x se ostvaruje preko varijable u,, skupa s regulacijom kuta zakreta. Da bi se to
ostvarilo, izraz (25) je deriviran dva puta kako bi se u njemu eksplicitno pojavila varijabla u,.

Najprije je u (100) uvrsten (25)

(M+my)X— n;‘;ll' (A, pu, —A,au, +u,) = Su, (105)
Pogreska u smjeru x je definirana

e, = X—X,

€ =X—Xy (106)

g =X—X,

Te je tada (105) izrazen kao
. mL
(m+my)E, _T(Akzﬁul_pkzaul"'us) = pu, (107)
1

Izraz (107) je deriviran po vremenu

(m+my)e, + A2 (g, 1 o) - ToE 0, = s oAy gy 4 ) (108
A<l Cl A(l
Kako se u (108) nije pojavila upravljacka varijabla, izraz je deriviran jos jednom
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m, L

m, L . - "
(m+m,)el? + MoLA, (Gu, +2au, +al,) —
1 1

lI3 =
(109)
e %xm + 20, + B

1

U (109) se pojavila varijabla § koja se zamijeni s (27), i nakon sredivanja izraza (109), kako
bi se prikazao pomoc¢u poopéenih koordinata, dobiva se

(m+my)e® —mL(—k_& —k, .6 )= UI—Zul 20, + B, (110)
Pogreska (106) je potom derivirana jos dva puta
g =X-X,

e =x@ —x{¥ (111)
Gdje je dinamika pogreske e +K & +K & +k.6 +K e, =0 i K, K, Ky, ko su pozitivna
pojacanja. S obzirom da se u izrazu (110) javljaju derivacije upravljackih varijabli, definirani

su sljededi izrazi

U = (m+my)(Vy —K,&, —K,e€,)

8, =YYy =-0+—1——§
Y ‘ m+m,

U, = (m+ mo)(y(gA) - kylé;/ - kyOéy)

s By
Y m4m, ¢
U3 = A<2(_,Bu1 _ﬂul + dul +0(L]1) + A(l(_kaléa - kaOéa) (112)

€, =a= i(pkzﬂul — A,au, +U;)

U, = A, (—fu, — 20, — B, +au, +2a0, +ati) + A, (K & —Kk &)

€ = i (A<2,BU1 + AL P — A au, — Ayal, +Us)

Aq
6 —R—%, =— 1 (B, +m L) —X
X d (m+m0) 1 0 d
= 3u, + AU, +myLe ) —x{
X (m+m0)(ﬁ 1 ﬂ 1 0 a) d

Tako da je konacna upravljacka varijabla u,
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X Xx0™x

0 (113)
- moL(_kasé;;( - ka2éa) —2/30, - IBU1:|
3.3.2. Metoda eksterne linearizacije na sustavu s dva aktuatora

U, = UL[(m + mo)(xr(JA) — KBy — Ko — Ky —Kof,) -

U slucaju sustava s dva aktuatora, teret je ovjeSen pasivno na letjelicu. Zbog toga teret nije
direktno upravljiv te ¢e se njihanje tereta regulirati preko upravljacke varijable u,, koja
upravlja i letjelicu u smjeru x te njenu orijentaciju. U ovom slucaju sustav (25)-(28) se

razlikuje samo u upravljackoj varijabli u, koja je sada nula

(m+m,)X—-mLa = By, (114)
(m+m)y+(Mm+m,)g =y, (115)
15=u, (116)
m,L°¢ —myLX+mLay +m,gLa =0 (117)

3.3.2.1. Regulacija u smjeruy

Zeljena pozicija letjelice u vertikalnom smijeru je ista kao u prethodnom dijelu, kod sustava s
tri upravljacke varijable, odnosno potrebno je slijediti vremenski promjenjivu trajektoriju.
Upravljacka varijabla u, regulira visinu letjelice te je provedena na isti nacin kao i u
prethodnom dijelu

U =(m+my)(g+ ¥, —k,,€, —K,e€,) (118)
S pogreskom e, =y—y,, & =Yy—Y,, & =Vy—V, i njenom dinamikom & +k ¢ +k e =0 i
pozitivnim pojacanjima K

Kyo -

yl?

3.3.2.2. Regulacija kuta a i pomaka u smjeru x

Za razliku od prethodnog slu¢aja, sada nije moguce direktno upravljati kutom a, a kako
njihanje ovisi najvise 0 pomaku u horizontalnom smjeru, upravljan je skupa s varijablom x i
p. U (115) je uvrsten (117)

., mL
(M+my)X— Ai (ABu, — Ayau) = By, (119)
1
Postupak je dalje isti kao u prethodnom slucaju, (119) se derivira dva puta

(m+me)&, + 82 (1 on) = 1+ Mo 4, 4 )
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m,L . - ,
(m+m,)el + MoLA; (éiu, + 2a, + o) =
1

(120)
— oMy 12, + i)
Aq
Radi lakseg zapisa je definirana jos jedna konstanta
m, L
Aq =1+ A2 (121)
Aq

Pogreska je ista kao u prethodnom slu¢aju (111) te nakon uvrStavanja (111) u (120) dobivena

je upravljacka varijabla u,

u, = L M(dul +2au, + o) — ZAkSIBul = ALpl; —

Uy As (122)
(m i mO) (X(A) kx3ex - kXZéx - kxléx - kxoex)
A
Gdje su definirani sljedeci izrazi
U = (M+m)(Vy —K,.€, —Ke€,)
ey:y_yd:_g m+m _yd
Uy, = (M+me)(y$” —k,& —K,of,)
U
YT mem Vs (123)
0
€, =a :K('Akzﬂul_ A,ou,)
€ :K(Aaﬁu L+ ALBU — Aau, — ALal,)
1
1
€ =X—X, =—(Bu, +m,La)—-X
X d (m+m0) (B i b Q) d
g = (Bu, + AU, +myLe ) — x4

(m+m,)
3.3.3. Potpuna linearizacija sustava

S obzirom da je model koji se dobio uz pretpostavku malih kutova bilinearan, moguce ga je
potpuno linearizirati i time jo§ pojednostaviti zakone upravljanja. Potpuna linearizacija je
ostvarena tako sto je preko varijable u, primijenjena feedforward kompenzacija

u, =(m+m)g+0, (124)

Cime je iz izraza (115) eliminiran ¢lan (m+m,)g i zatim se dobiva
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(m+mo)y:al
Nakon uvrstavanja (124) u (114)-(117) s pretpostavkom da je U, jako mali u odnosu na

(m+m,)g, eliminirani su i ¢lanovi £U0, =0, o0, =0, te je dobiven potpuno linearizirani

sustav
(m+my)X—m,Le =(m+m,)gp (125)
(M+my)y =0, (126)
| =u, (127)
m,L%é —mLX+mygLa =0 (128)

Potpuna linearizacija sustava je provedena za slucaj kada je teret pasivno ovjesen te se dalje u

radu upravljanje odnosi samo na taj slucaj. Sustav se zatim prikazuje u prostoru stanja gdje su
odabrane varijable stanja x=[x ySaxyp d]T te je svaka jednadzba modela izrazena

samo preko varijabli stanja, uz konstantu A radi lakSeg zapisa

A =g [1+ %j (129)
X=AL+(g-A) (130)
. 1

V= (131)
B= %uz (132)
G = % B % a (133)

Sustav prikazan u prostoru stanja

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (134)

Gdje je matrica koeficijenata A

0 |

A | o 4x4:| (135)
|:A21 UM
0 0 A 9-A]
0 0 0 0
Ay = 0 0 A A
L L
0 0 0 0 |
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S matricom ulaza B

0
B = 4x2} (136)
|:Bzz
© 0 0
! 0
m+m
Bzz_ ° 1
0 _
I

S upravljackim vektorom u =[u, u2]T
3.3.4. Sinteza linearnog kvadrati¢nog regulatora

Nakon provodenja potpune linearizacije, na sustav je provedena sinteza linearnog
kvadraticnog regulatora (LQR). Sinteza je provedena u slucaju kada su Zeljena stanja

konstanta x, = konst., y, =konst., odnosno letjelica s teretom mora do¢i do Zeljene pozicije

bez zadane trajektorije. U ovom slucaju kriterij je minimizirati njihanje tereta to jest dovesti

kut o u nulu te takoder i minimizirati pogreSku izmedu varijabli e, =x—-x,, e =y-y,.
Izvodi se zakon upravljanja

u=-K(X-Xx,) (137)
Gdje se matrica pojac¢anja K dobije preko MATLAB-ove funkcije

K =Igr(A,B,Q,R) (138)

Gdje je matrica koeficijenata A (135), matrica B (136), matrica Q je dijagonalna pozitivna
matrica dimenzija 8x8, dok je matrica R dijagonalna pozitivha matrica dimenzija 2x2. Odabir
matrica Q i R te dobivena matrica K je prikazana u sljede¢em poglavlju kod provedenih
simulacija.

3.3.5. Metoda eksterne linearizacije potpuno lineariziranog sustava

U prethodnom dijelu je prikazana sinteza LQR koji ima konstanta zeljena stanja. Za slijedenje
vremenski promjenjive referente trajektorije se provodi metoda eksterne linearizacije na
novom pojednostavljenom modelu (130)-(133). Postupak izvodenja upravljackih varijabli je
isti kao u dijelu 3.3.2.. Upravljanje je podijeljeno na dva dijela, regulacija pomaka u smjeru y

te regulacija pomaka u smjeru x preko kuta f.
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3.3.5.1. Regulacija pomaka u smjeruy
Upravljacka varijabla u, je definirana tako da regulira y varijablu. Zadana je proizvoljna
trajektorija ovisna o vremenu koju je potrebno slijediti. Pogreska je e, =y—y,(t) uz njene
derivacije (96) i dinamiku & +k ¢ +k e, =0gdje su k

s10 Ko POzitivna pojacanja. Konacni

izraz za upravljacku varijablu

g, =(m+m)(y, — kyle'y - kyoey) (139)

3.3.5.2. Regulacija pomaka u smjeru x i kuta o

Pomocu varijable u, je regulirana varijabla x. S obzirom da je sustav podaktuiran, pomocu

iste varijable je reguliran i kut njihanja tereta te kut zakreta. Prvo se uvrstio izraz (133) u
(131)

X=AB+(g—-A)a (140)
Zatim je dva puta provedena derivacija izraza (140)

X=ApB+(g-A)a

XV =Af+(9-A)d (141)
Kod uvrstavanja (132) u (141) se pojavljuje varijabla u, nakon cega se izrazio

x“):(g—ﬂ)[iﬁ—ia}iuz (142)

L L I

Za  pogresku e, =X—X,(t) su  derivacije  (111) i dinamika  pogreske

e +k & +k & +k .6 +k e =0 gdje su kg, Kk, ky, k,, pozitivna pojacanja. Druga i
treca derivacije pogreske se definiraju

€ =X=X%X=AL+(9-A)a-X

g =X-% =AB+(g-A)a-% (143)
Iz (143) se vidi kako pojacanja K., K., djeluju i na kutove g, a i njihove brzine, dok k,,, k.,

djeluju samo na greSku varijable x i njene brzine. Nakon uvrstavanja se dobila upravljacka

varijabla

I 4 . .
u, = E[Xc(j ' kx3ex - kx2ex - kxlex - kxoex _(g - Ak )(%ﬂ_%aj}’ (144)
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3.4. Upravljanje prijenosom tereta primjenom dviju autonomnih letjelica

Na sustavu dviju letjelica koje prenose teret je provedena sinteza linearnog kvadrati¢nog
regulatora (LQR). Sinteza je provedena na lineariziranom modelu sustava (54)-(59). Najprije
su kompenzirani konstanti ¢lanovi utjecaja gravitacije na sustav. To je ucinjeno tako $to su

definirane upravljacke varijable [14]

sin(eyy) -
U =mg——107 4 145
. sin(eg — By) (145)
u, =mg _sinfa) 0, (146)

sin(azy — B)
Kako je cilj da letjelice odrzavaju jednak kut izmedu tereta i njih, postavljen je uvjet

o,y =—0y, . Zato $to je druga letjelica na suprotnoj strani tereta, kut o, je negativan. Zbog

uvjeta jednakih kutova se dobije i S,, =—p,, nakon ¢ega se sustav moze pojednostaviti,
izrazen preko varijabli stanja x=[x0 Vo BB & @ % Yo B B & &ZT.
Prije svega su uvedene oznake radi kraceg i lakSeg zapisa o, =, S, =, COS=C, Sin =s,
te

N, =M —2mcos’(a), N, =M —2msin*(«), (147)

| kona¢ne jednadzbe pojednostavljenog sustava su

i — mas(a)(c(p) ~c(a)c(a - p)) 5 . mys(a)(c(p) -cla)c(a - ) ;

0 N, s(ax— ) A Nes(a —£) .
L Mge@)s(B) , , me(@s(B) ;. c(@s(@=P)+s(B) ; (148)
N.ste—p) — Nsa-p) Ne
_c(a)s(a—pB)+s(B) G
N, 2
o - mgs(a)(s(a)c(a — B) —s(p)) - mgs(a)(s(a)c(a - B) —s(B)) -
0 N ss(a — f) ' Nss(a - p) ’
_mgs(@)s(h) -, mas(@)s(h) ., c(B)-s(a)s(a-p), . (149)
Ns(@—p) = Ngs(a—p) N 1
L S(B)=s(a)s(a - p) qQ,
NS
ﬁl = Ilus ' (450
B = %U4 ’ sy
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G = Mm,gs(a)c(a — B) +2m*gs® (ar)c(a)s(a + ) R
LN,N,S(c - j)
N 2m’gs’ (a)c(a)s(a — B) + Mmgs(a)(c(a — B)(c? () —=s° (a)) —c(a + B)) B+
LN_N,S(a - 5) ?

N Mgs(B)(m — M)o?1+ Mmgs(8)(s*(a) —c*(a)) &, +

LN N (- ) LN N (- ) (152)
.\ (~Mmys(a - B) —2m?s(a)c(a)c(a + ) 0+

mLN_N,

Ms(a — B)(c?(ar) —s*()) + Ms(a + 8) — 2ms(a)c(a)c(a — B) -
" LN,N v

G, = 2m?gs® (a)c(@)s(a - B) + Mmgs(a)(c(a — B)(c¢ (@) —s*(a)) —c(a + B)) G+
LN .Ns(a - 5)
, Mmggs(a)e(a—B) + 2m?gs® (a)c(a)s(a + ) o
LN.N_S(c - 3)

N Mmgs(8)(s*(a) —c*(a)) 5 + Mgs(f)(m-M) .

LN_N.s(a - f3) YULNNsS(@-8) (153)
_ Ms(a - B)(¢*(a) —s*(a)) + Ms(a + B) —2ms(a)c(a)c(a - B) -

LN.N, '

_ (-Mmgs(a - B) - 2m’s(a)c(a)c(a + B)) .
mLN_N, ?

Radi kompaktnijeg prikaza u prostoru stanja uvedene su oznake

_ mgs(a)(c(B) —c(a)c(a - B)) A, = mgc(a)s(f)
N.s(a - ) C T Ns(a-p)

Aq

g - S@)s(a—p)+s(h)

X NC ’

_ mgs(a)(s(a)c(a - B)—s(B)) _—mgs()s(p)

M Ns(x ~ B) A B Nsta-p)
g - B -s(e)s(a-p)

y Ns !
A _ Mmogs(a)c(a - ) + 2m?gs?® (a)c(a)s(a + B)

o LN.Ns(a - f3) ’
A, - 2m*gs® (a)c(a)s(a — B) + Mmgs(a)(c(a — B)(¢* (a) —s*(a)) —c(a + 5))
° LN:Nss(a - 5)

(154)

_ Mgs(p)(m-M)

= _ Mmgs(B)(s* (@) —¢*())
LN N (- 5) ' ;

LN_Ns(c— )

Aa3 Aa4
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_ (=Mmgs(a - f) —2m’s(a)c(a)c(a + 5))

Bal
mLN N,
g _ Ms(a- B () —s*(a)) + Ms(a + B) — 2ms(a)c(a)c(a — p)
2 LN,N,
Sustav prikazan u prostoru stanja s matricom koeficijenata A
O6x6 I6x6
A {AZl 06x6j| (155)
00 Ay Ay Ay Ay
00 Ay -Ax Ax —Ap
00 O 0 0 0
A25l00 0 0 0 o0
00 Ay Ax As Ay
00 Ay, Ar As As |

I s matricom ulaza B

06x4
B, -B, 0 0
B, B, 0 0
1
5| O 0 T 0 (156)
0 0 0 Il

B B, 0 O

-B, By, 0 O

Gdje zakon upravljanja glasi

u=-K(x-Xq) (157)
| matrica pojacanja se dobije preko MATLAB-ove funkcije

K=Igr(A,B,Q,R)
3.4.1. Sinteza LQR-a na modelu s poremecéajem

Model bez poremecaja odnosno bez konstantnih ¢lanova u jednadzbama sustava je dobiven
preko varijabli izvedenih iz staticke ravnoteze sustava. S obzirom na odabir upravljackih
varijabli moguée je kompenzirati utjecaj konstantnih gravitacijskih ¢lanova u sustavu. U

ovom dijelu ¢e biti prikazani modeli kada nisu koriStene upravljacke varijable dobivene preko
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uvjeta staticke ravnoteze. Prvo ¢e biti izveden model sa stacionarnim kutovima g i «, ali

upravljacke varijable su odabrane tako da kompenziraju gravitacijske sile samo u y smjeru.
Drugi izvedeni model je izveden po uzoru na model s jednom letjelicom. Linearizacija je
provedena oko stacionarnih kutova o, ali ovaj puta i uz pretpostavku malih kutova zakreta
letjelice .

3.4.1.1. Sinteza LQR-a na modelu s poremecajem i staCionarnim kutovima f i a

U proslom sluc¢aju su upravljacke varijable izvedene iz statickog slucaja ravnoteze sustava te
tako potpuno uklonjen utjecaj konstantnih gravitacijskih sila na sustav. Ako se kao
pretpostavka uzme da se pomocu upravljackih varijabli kompenzira samo ukupna masa

sustava, odnosno gravitacija sustava u y smjeru, za upravljacke varijable se odabiru
1
U, = 5 Mg +0; (158)

1
u, = 3 Mg + U, (159)
Varijable (158) i (159) su uvrstene u sustav (54)-(59) skupa s uvjetom a,, = —¢,, iz kojeg se
dobije i pB,y=—-p,. Radi kraceg i kompaktnijeg zapisa su definirane oznake
a,=a, P,=/p, cos=c, sin=s, kaoi
N, =M —2mcos’(a), N, =M —2msin®(«), (160)

Jednadzbe sustava su tada izrazene preko sljedecih izraza
o _ Mgc(p) ~Mge(a)e(a - B) 5 . Mge(B) - Mge(a)c(a - B) ;

0 N, B N, B, -
mge? (@)e(8) —, Mac(@)e(@—f)
_ 2 G -
. ‘ (161)
2
mgc”(a)c(B) 5 Mgc(a)c(a - B) i+ c(a)s(a— B) +s(B) i
NC NC
_a)s(a=Pp)+s(P)
N 2

c
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ji = Mgs(a)c(az—Nﬂ) —Mgs(p) - MQS(Of)C(aZ—Nﬂ) —Mgs(p) B, +

S S

mgs(a)c(@)e() — Mas(@)e(a— ) _

+ a, -
NS

. (162)

B mgs(a)c(a)c(f) ~H Mgs(a)c(a - B) - o(B)-s(a)s(a - B) -
NS NS
N c(B) —s(a)s(a - ) 0, + 2mgs* (@) - Mgs(a)s(a — B) — Mg + Mgc(3)
NS NS
B = %us : (163)
B, = %u4 , (164)
0;;1 _ M 2mogc(oz -p) -|2- 2Mm?gs(a)c(a)s(a + B) Bl N
mLN, N,
M?gc(a — B)(c? (o) —s° (a)) — M *gc(a + B) + 2Mmgs(a)c(a)s(a — B) »
+ ﬂZ +
2LN,N,
N (M —m)(2Mmgc(a)c(B) - M *gc(a - B)) G+
2mLN_N,

N (c* (o) =5 (2))(2Mmgc(a)c(B) =M *ge(a — B)) P

2LN_N, ? (165)
. (~Mmys(a - B) —2m*s(a)c(a)c(a + B)) 0+

mLN_N,
. Ms(a — B)(c? () —5° (@) + Ms(a + B) —2ms(a)c(a)c(a — ) -
LN_N, ?
N Mg (2ms(a)c(B) — Ms(a - B))
2mLN,
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- M?ge(a—B)(c* (@) -s° (@) - M ?ge(a + B) + 2Mmgs(a)c(a)s(a — B) -
a, = B+
2LN,N,
M mygc(a — B) + 2Mm?gs(a)c(a)s(a + f5) G+
2mLN_N,
N (¢*(a) —s* (@) (2Mmgc(a)c(B) — M *ge(a - B)) &+
2LN,N,

. (M —m)(2Mmgc(a)c(f) -M 2gc(a - ) P

2mLN_N, ?
_ Ms(a - B)(¢*(a) —s*(a)) + Ms(a + B) — 2ms(a)c(a)c(a - ) -

LN,N, .

_ (=Mmgs(a - B) —2m’s(a)c(a)c(a + B)) -

mLN_N, 2

_ Mg (2ms(a)c(f) - Ms(a - 5))
2mLN,

Za prikaz sustava u prostoru stanja uvedene su oznake

_ Mgc(B) —Mgc(a)c(a - p)
2N, ’

mge? (@)e()— Mae(a)e( — )
Ao =- N ’

5 _ C@)sia—p)+s(p)
X N ’

(166)

Aq

c

A= Mgs(a)c(a - ) — Mgs(p)
! 2N ’

S

mgs(a)e(@)e() - Mos(a)e(a )
Ayz = Ns !
5 _ (A -Ss(@)sta-p)
y N !
4 - 2mgs® (@) —Mgs(a)s(a - ) - Mg + Mgc(5)
y N !
_ M’mygc(e - B) + 2Mm*gs(a)c(a)s(a + B)
- 2mLN_N, ’

_ M?ge(a - p)(¢ (@) 5% () —M *ge(a + ) + 2Mmgs(a)c(a)s(a — )
2LN,N,

S

S

Au (167)

A
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_ (M -m)(2Mmgc(e)c(B) =M *ge(a = B))

Aed 2mLN_N,
A (c* (@) —s* (@) (2Mmge(2)e(B) — M *ge(a - )
“4 2LN,N,
g - (CMmes(a—p)- 2m%s(a)c(a)c(a + B))
- mLN_N,
g _ Ms(a- B)(c*(a) —s*(a)) + Ms(a + B) — 2ms(a)c(a)c(a — B)
“ LN_N, ’
4 = Mg@ms(a)e(B) —Ms(a - £))
“ 2mLN,

Za razliku od prethodnog slucaja, sada se u jednadzbama sustava javljaju konstanti ¢lanovi

koji se mogu smatrati kao konstanti poremecaj u sustavu. Prikaz sustava u prostoru stanja je
x = Ax(t)+Bu(t)+B,d (168)

Gdje je matrica A

0 |
A= 6X6 6x6:| (169)
{Aﬂ O6x6
00 Ay Ar A Ag
00 Ay -Ay A, -A,
A 0 0 O 0 0 0
27100 0 0 0 0
00 Ay Ax Az Au
00 A, Ay Ag Ay
| matrica B
i 06x4 ]
B, -B, 0 0
B, B 00
1
B— 0 0 T 0 (170)
0 0 0 %
B.1 B, 0 O
_Boc2 _Bal 00
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Uz vektor d koji je konstanti poremecaj i matricu Bd

06x4
1 0
0 0
B =
iy 0 (171)
0 1
_0 _1_
d=[d, d,],
4 = 2mgs’(a) - Mgs(a)s(a - B) - Mg + Mgc(p)
v N, ! (172)
g = Ma@ms(a)c(B) —Ms(a - f))
¢ 2mLN,
Upravljacki zakon glasi
u=-Kx+K.d (173)

3.4.1.2. Sinteza LQR-a na modelu s poremecajem i stacionarnim Kutovima a te malim
kutovima zakreta f

Za slucaj kada se sustav (37)-(42) linearizira samo oko stacionarnih kutova a 1 uz

pretpostavku malih kutova g to jest sin(8) ~ B, cos(B) ~1, g =y + &, a, = ayy + @, dobiven

je sustav

M5, +mL cos(eyg ), + ML cos(aty ), = U, B, +U, 5, (174)
Mo —mLsin(ay, ) —mLsin(ay,)d, + Mg = U, +U, (175)
.1

b= T (176)
.1

Bo= Te (177)
mL?é, +mL cos(ayq) X, —mLsin(eyq) Y, — ML cos(ayg) Y&, — Mgl cos(ayg)d, — (178)
—mgLsin(ey,) =T, L(=sin(ey,) —cos(ayy )y +€os(ayg) 51)

ML*&, +mL cos(ayg) X, — ML sin(aryg) Vi, — ML cos(atyg ) V@, — ML coS(atpg )y — (179)

—mgL sin(ay,) = T,L(=sin(ayy) — C0S(@y) a2, +C0S(cy) ;)

Pod uvjetom da je a,, = -0y, | odabirom upravljackih varijabli po uzoru na sustav s jednom

letjelicom
1 -
U, = 5 Mg +0; (180)
1 -
u, = 3 Mg + U, (181)
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I kona¢no izvedene jednadZzbe sustava su

_ Mgsin®(ey,) »
°T 2N
N m,g cos® (a,) &, + sin(eyy) cos(ey,) 0, - sin(ey,) cos(eyp) q,
2N, N, N,
_ Mgsin(ay,) cos(ey,) Mg sin(e,) €0s(y)
0= Bi- I
2N, 2N,
_ Mygsin(eyg) cos(ey,) G+ My g Sin(ey) c0s(yg) G, +
2N, 2N,

Mgsin®(ay,) ~  Mygcos?(ay,) -
+ +
151 N B oN o

c c c

(182)

(183)

2 2 .
4 cos (alo)a 4 Cos (alo)a _ Mygsin®(ay)
OONg N

S S S

Bi==us (184)

Br==u, (185)

Mm?g sin®(ay,) cos(ay,) + M ”;o gcos(eyg)

o= -
8 mLN_N, A

Mm,g cos(a)(m—M)
1

Mmogsm (ozm)cos(ozm)ﬂ2

LN_N, 2mLN,N,

+Mmog(sm (ctyq) —cCOs (0!10)) ~ sin(alo)(ZMm—M —2m? cos?(a 10)) Q (186)

2LN N MLN_ N,
+23in(a10)cos (o0)(M —m)a _ Mmygsin(ey,)
LN,N, ? 2mLN,

G = Mmogsm (r0) cOS()
? LN, N,

B+

Mm?g sin®(ay,) cos(ayy) + M2 My gcos(ay,)
+ 2 B+
mLN,_N,
) 2

" Mm, g (sin”(ay) —€0s” (1)) &+ Mmy,g cos(eay,) (M — M)dz + (187)
2LN_N, 2mLN_N,

_ 2sin(ay,) cos® (@) (M —m) -
LN,N, '

_sin(ay,)(2Mm —M? — 2m? cos® (4,)) o+ Mmggsin(a,)

mLN_N, ? 2mLN,
Za prikaz sustava u prostoru stanja uvedene su oznake

Mg sin®(ay,)

myg cos’ (ay)
2N '

Axlz N

v Ap =

C c
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sin(ay) cos(ay)

B, = ,
X NC
A, = Mg sin(ey) cos(ay) A, =- My g Sin(ey,) c0s(ey,)
1™ ) 2=
2N, 2N,
B, - cos® () |
NS
d =_ M9 sin® (ay)
y NS !
Mm?g sin®(ay,) cos(ay,) + M Mo g cos(ay,)
A - 2 (188)
! mLN_N,
A= Mm,g sin®(oy,) cos(ay,)
? LN.N,
Mmj,g cos(ey,)(M—M)
A= '
2mLN,_N,
A — Mm, g (sin® (e,) —€08* (240))
“ 2LN_N,
B _ sin(ay,)(2Mm —M 2 —2m? cos® (ay,))
o mLN_N,
B _ 2sin(ey,) €os? (a,)(M —m)
2 LN_N, ’
__ Mmygsin(a,)
@ 2mLN,

| u ovim jednadzbama se javljaju konstantni ¢lanovi koji su takoder smatrani kao poremeca;.

Prikaz sustava u prostoru stanja s poremecajem

X =Ax(t)+Bu(t)+B,d (189)
Gdje je matrica A
O6x6 I6x6j|
A= (190)
|:A21 06x6
00 Ay Ay A, A,
00 A, -A; A, -A,
A 00 O 0 0 0
27700 0 0 0 0
00 Ay Az As Au
00 A, As As As |
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| matrica B
I 06x4 ]
B, -B, 0 0
B, B, 0 0
1
B_ 0 0 n 0 (191)
0 0 O %
B, B, 0 O
-B,, B4, 0 O
Uz vektor d koji je konstanti poremecaj i matricu Bd
I 06x4 |
1 0
5.0 0 192
=g o (192)
0 1
_0 _1_
d=[d, d,],
d - m,gsin®(a,,)
g N, ’ (193)
¢ 2mLN,
Konaéni zakon upravljanja glasi
u=-Kx+K.d (194)
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4. SIMULACIJSKI REZULTATI

U ovom poglavlju su opisani i prikazani rezultati simulacija provedeni na modelima i
zakonima upravljanja koji su izvedeni u prethodnim poglavljima. Svi modeli i simulacije
upravljanja su radeni u programu Matlab. Parametri sustava koji su simulirani su jednaki za
svako upravljanje, a to su masa letjelice m = 1 kg, inercija letjelice | = 0,25 kgm?, masa tereta
mo = 0,5 kg, duljina krutog stapa L = 0,5 m i gravitacija g = 9,81 m/s2. Najprije su prikazani
svi rezultati za simulacije provedene za prijenos tereta primjenom jedne letjelice te nakon toga
su prikazani rezultati simulacija za prijenos tereta primjenom dviju letjelica. Sva simulirana
upravljanja koja su provedena na lineariziranim modelima usporedena su s originalnim,
nelinearnim modelom.

4.1. Rezultati upravljanja prijenosa tereta primjenom autonomne letjelice

U ovom dijelu su prikazani rezultati upravljanja provedeni dvjema metodama: metodom
eksterne linearizacije i sintezom LQR-a na sustavu s jednom letjelicom. Redom je
implementirano upravljanje metodom eksterne linearizacije na modelu koji nije potpuno
lineariziran, koji je u nastavku rada referiran kao bilinearan, i zatim su na potpuno
lineariziranom modelu implementirane obje metode upravljanja.

4.1.1. Rezultati upravljanja primjenom metode eksterne linearizacije na bilinearnom
modelu

Upravljanje na bilinearnom modelu je provedeno pomocu tri i dvije upravljacke varijable. U
oba slucaja je cilj slijediti vremenski promjenjivu trajektoriju uz minimalno njihanje tereta.
Zadana je proizvoljna referenta trajektorija s vrijednostima X¢ =t i yqg = 5 + 2sin(t). U nastavku

su rezultati simulacija ta dva modela.

4.1.1.1. Rezultati upravljanja na modelu s tri upraviljacke varijable

Simulacije su provedene za model sustava (25)-(28) i definirane zakone upravljanja za tri
upravljacke varijable, (98), (113) i (104). Cilj upravljanja je, kako je ve¢ receno, slijedenje
vremenski promjenjive referentne trajektorije uz minimalni kut njihanja tereta a¢ = O.
Odabrani pocetni uvjeti sustava su nulato jestx =0,y =0, # =0, « =0 i brzine tih varijabli su
nula. Pojacanja za zakone upravljanja su dobivena metodom podesavanja polova. Za Uz i U3 Su
pojacanja ky1 = 2, kyo = 1 1 Ku1 = 2, kso = 1 koja su dobivena za zeljene jednostruke polove s = -

1. Odabirom zeljenih polova S1 = -2, S» = -3, S3 = -4, S4 = -5, su dobivena pojacanja kxz = 14,
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kxe = 71, k1 = 154, kyo = 120 za varijablu u.. Prikaz slijedenja promjenjive trajektorije je na
slici [Slika 3] gdje se ovaj upravljacki zakon pokazao uspjeSan. Letjelica s teretom ulazi u

zeljenu trajektoriju te ju dalje prati bez vidljive greske.

8 T
Letjelica
Teret
7 PN — AN = = =Ref. trajektorija [
/

Pomak po y osi, m

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Pomak po x osi, m

Slika 3.  Prikaz pracenja referentne trajektorije u XY ravnini za model s tri upravljacke
varijable

Zaseban prikaz varijabli stanja odnosno pozicije letjelice, kuta zakreta i kuta njihanja tereta je
na slici [Slika 4]. Prikazana su uspjesna slijedenja referentne trajektorije x i y pozicije u
vremenu. U vertikalnom smjeru letjelica pocinje pratiti referencu oko 5 sekunde, kada bi se
zahtijevao brzi odziv, morala bi se povecati pojacanja ky1 = 2, kyo = 1. Veéim iznosom
pojacanja se dobiju i veéi iznosi upravljacke varijable ui, stoga se pojacanja odabiru u
granicama varijable u1. Za pocetni kut o nula, njihanje tereta je zanemarivo, reda 10° §to
predstavlja uspjes$no reguliranje kuta tereta. Kut zakreta f na pocetku simulacije ima skok do
skoro 10 stupnjeva Sto se dogada iz razloga jer je povezan s upravljanjem u smjeru x te tu
dolazi do promjene kako bi letjelica mogla i¢i horizontalno. Varijable pozicije kao i kutovi su

uspjes$no upravljani, pozicija prati Zeljenu trajektoriju dok kutovi postaju nula.
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Pozicija i kutovi letjelice
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Slika 4. Pozicija letjelice i kutovi £ i @ za model s tri upravlja¢ke varijable
Prikaz tri upravljacke varijable su na slici [Slika 5] gdje su uy sila potiska letjelice T, u2

zakretni moment letjelice 7 i us upravljacki moment tereta z,.

30 Upravljacke varijable
3 T T T

10 | | | | 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Vrijeme t, s
4 T

2 | | | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Vrijeme t, s
0.5 T
£
Z 0
sm \/\
05 | | | | | | | I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Vrijeme t, s

Slika5.  Upravljacke varijable za model s tri upravljacke varijable
Upravljacka varijabla ui koja je koristena za upravljanje u smjeru y se ponasa sinusoidno kao
i trajektorija koju je potrebno slijediti. Upravljacka varijabla uz upravlja odnosno regulira
smjer x te kut zakreta letjelice i doseze vrijednost nula. Isto tako i varijabla us koja regulira
kut njihanja postize vrijednost nula, sto je i cilj regulacije.
Kako je u slu¢aju kada je pocetni kut o nula pokazano da njihanja prakticki nema, taj kut se
postavio na neki pocetni kut a = 0.1 rad ili priblizno 6 stupnjeva, kako bi se prikazalo

dovodenje takvog kuta na nulu. Tada je prikaz pozicije letjelice i kutova na slici [Slika 6].
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Pozicija i kutovi letjelice
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Slika 6.  Pozicija letjelice i kutovi g i @ za model s tri upravlja¢ke varijable i razli¢ite pocetne

uvjete
Kut a je i u tom slucaju uspjesno reguliran na vrijednost nula, bez oscilacija. Utjecaj
direktnog upravljanja tereta s uz rezultira s tim da se njihanje tereta lako uklanja iako se

letjelica konstanto krece.

Upravljanje sustava s tri upravljacke varijable se na bilinearnom modelu pokazalo uspjesno,
te je usporedeno s nelinearnim modelom. Na nelinearni model su implementirani zakoni
upravljanja dobiveni za bilinearni sustav s tri upravljacke varijable te su dobiveni sljedeci

rezultati. Simulacije su provedene za iste pocetne uvjete i pojacanja kao kod bilinearnog

modela.
Usporedba nelinearnog i lineariziranog modela ¢
N\
- ’ v \ / \ /
~ ‘ / \ / \ /
15 ,./ \ 7/ \\ / \ /
o g 4 !f\\\ i \ / \\ /
10 " < foNGS 4 ./
-’ i N’
~ Nelinearni / el
L~ o 2+
5+ g Linearizirani
- = = =Ref. trajektorija i/
obem” : 0k ‘ : :
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Vrijeme t, s Vrijeme t, s
0.1
\ 0
(W 0271
-5 : ‘ : 0.3 ‘ : s
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Vrijeme t, s Vrijeme t, s
Slika 7.  Usporedba nelinearnog i bilinearnog modela s tri upravljacke varijable
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Na slici [Slika 7] se vidi preklapanje ponasanja varijabli nelinearnog i lineariziranog 0dnosno

bilinearnog modela. lako kut  u jednom trenutku dostize skoro 10 stupnjeva sto se ne slaze S

pretpostavkom o malim kutovima, isto to se dogada i u nelinearnom modelu. Razlika u

nelinearnom modelu je kada kut « ide do vrijednosti -0.2 stupnjeva, $to je zanemarivo.

Usporedba upravljackih varijabli [Slika 8] takoder je pokazala jednako ponasanje

upravljackih varijabli i poklapanje u iznosu nelinearnog modela s bilinearnim modelom.

Usporedba upravljackih varijabli
T T T
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2 | | | | | | | | |
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g
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Slika8.  Usporedba upravljackih varijabli nelinearnog i bilinearnog modela s tri upravljacke
varijable

Kako bi se pokazala uspjesnost koriStenja pojednostavljenog lineariziranog modela umjesto

nelinearnog, prikazana je i apsolutna pogreska varijabli.

Nelinearni model

Linearizirani model
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Slika9.  Apsolutne pogreske pozicije letjelice i kutova # i @ kod nelinearnog modela i
bilinearnog modela s tri upravljacke varijable
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Slika [Slika 9] pokazuje vrijednost greske nelinearnog modela reda 107 kod svake varijable
§to je poprilicno zadovoljavajuce, te se ovo upravljanje izvedeno na pojednostavljenom

modelu moze smatrati uspjesnim.

4.1.1.2. Rezultati upravljanja na modelu s dvije upravijacke varijable

U nastavku su provedene simulacije za upravljanje sustava primjenom metode eksterne
linearizacije na sustavu s dvije upravljacke varijable, gdje su te upravljacke varijable (118) i
(122). Kao i u prethodnim simulacijama, sve pocetne vrijednosti su nula te su pojacanja ista
za ky1 = 2, kyo = 1 kao kod upravljanja s tri upravljacke varijable. Odabirom zeljenih polova S1
= sp=-1153 =354 =-2 su se dobila pojacanja kxz = 6, ko = 13, kx1 = 12, kxo = 4, dok pojacanja
Ka1, Kao u ovom slu¢aju nema jer nema varijable us. Cilj je slijedenje referentne trajektorije uz

minimalno njihanje tereta, te prikaz pracenja trajektorije u XY ravnini je na slici [Slika 10].

8 \
Letjelica
Teret

7 PN — AN = = =Ref. trajektorija [

Pomak po y osi, m

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Pomak po x osi, m

Slika 10. Prikaz pracéenja referentne trajektorije u XY ravnini za model s dvije upravljacke
varijable
I u ovom slucaju je slijedenje trajektorije provedeno uspjesno, letjelica s teretom ulazi u
trajektoriju te ju dalje prati bez greske. Prikaz pojedinih varijabli sustava to jest pozicije

letjelice i kutova sustava je na slici [Slika 11].
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Pozicija i kutovi letjelice
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Slika 11. Pozicija letjelice i kutovi £ i @ za model s dvije upravljacke varijable

Kako u ovom slucaju nema direktnog upravljanja kuta njihanja odmah se moze primjetiti
razlika izmedu kutova u odnosu na prethodni slucaj. Sada kut a oscilira oko Zeljene nule, gdje
su oscilacije manje od 5 stupnjeva. Pojava oscilacija je zbog toga $to je kut tereta upravljan
istom varijablom kao i kut zakreta i ne moze se upravljati direktno. Te oscilacije kod kuta f su
takoder oko nule te su manje nego kod a. U ovom slucaju je i odziv u smjeru X, prije nego
dostigne zeljenu vrijednost, sporiji jer se sada ista varijabla u. trosi i na kut a. Letjelica u
vertikalnom smjeru ulazi u zeljenu trajektoriju oko 5 sekunde, $to je isti sluc¢aj kao i kod
upravljanja s tri varijable s obzirom da je y upravljan zasebno od ostalih varijabli. Vrijednosti

upravljackih varijabli su na slici [Slika 12].

Upravljacke varijable
T

30 ‘

10 | | 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Vrijeme t, s

0.2 | | | 1 1 1 1 | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Vrijeme t, s

Slika 12. Upravljacke varijable za model s dvije upravljacke varijable
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Kako postoje oscilacije u varijablama tako i zakretni moment letjelice koji ih upravlja takoder

oscilira, varijabla uz. | varijabla isto oscilira oko nule $to je i u skladu s odzivima varijabli.

lako je ponaSanje kutova sustava oscilatorno, amplitude pomaka kutova ne prelaze nekoliko
stupnjeva i slijedenje zeljene trajektorije je uspjesno provedeno. Zbog provjere o uspjesnosti
upravljanja na pojednostavljenom modelu, usporedeni su bilinearni i nelinearni model. Prikaz
na slici [Slika 13] pokazuje poklapanja u odzivima varijabli. Oscilacije koje se javljaju kod

kuta B i o se preklapaju, kao i kod varijable u..
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Slika 13. Usporedba nelinearnog i bilinearnog modela s dvije upravljacke varijable
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Slika 14. Apsolutne pogreske pozicije letjelice i kutova # i  kod nelinearnog modela i
bilinearnog modela s dvije upravljacke varijable
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Prikaz odstupanja varijabli od Zeljenih vrijednosti je na slici [Slika 14] i za nelinearni i
bilinearni model. U smjeru x pogreska lineariziranog modela se konstatno mijenja izmedu
reda 10 i 10~ kao i kod nelinearnog modela. S obzirom da je rije¢ o metrima takva pogreska
se moze smatrati zadovoljavaju¢om. Pogreska lineariziranog modela u y smjeru je reda 10
$to je zanemarivo, dok je pogreska nelinearnog modela reda 103, Pogreska kutova je reda 10°
ili manje Sto je oko 1 stupnja, §to joS jednom pokazuje da njihanje tereta postoji, ali
odstupanja nisu velika.

4.1.2. Rezultati upravljanja primjenom metode eksterne linearizacije na potpuno
lineariziranom modelu

Upravljanje je provedeno na modelu sustava (130)-(133) i izvedene upravljacke zakone (139)
i (144) za dvije upravljacke varijable. Cilj je takoder slijedenje vremenski promjenjive
trajektorije uz minimalno njihanje tereta. Svi pocetni uvjeti su nula te metodom podesavanja
polova su dobiveni sljedec¢a pojacanja ky1 = 2, kyo = 1 za varijablu uz i Zeljene jednostruke
polove s = -1. Pojacanja ks = 6, kxo = 13, ka = 12, kxo = 4 za varijablu uz i odabrane zeljene
polove s1 = s = -1, s3 = 54 = -2. Prikaz letjelice i tereta te referentne trajektorije u XY ravnini
je naslici [Slika 15]. Provedena simulacija na linearnom modelu je takoder pokazala uspjesno
slijedenje Zeljene trajektorije letjelice gdje letjelica s teretom ulazi u trajektoriju te ju dalje

uspjesno prati.

8 1
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7= PR -~ — = = =Ref. trajektorija [
/

Pomak po y osi, m

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Pomak po x osi, m

Slika 15. Prikaz praéenja referentne trajektorije u XY ravnini za potpuno linearizirani model
Pojedinac¢ni prikaz varijabli kroz vrijeme u slu¢aju upravljanja potpuno linearnog modela je
na slici [Slika 16]. Odzivi varijabli su isti kao i kod upravljanja na bilinearnom modelu gdje

letjelica nakon 5 sekundi uspjesno prati referencu i u x i y poziciji. Kao i kod bilinearnog
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modela, brzina odziva varijable y ovisi 0 pojacanjima ky1, Kyo, ali to dolazi pod cijenu

povecéanja varijable ui. Kut zakreta i kut tereta se takoder ponaSaju oscilatorno oko nule te
njihove amplitude ne prelaze par stupnjeva. Takvi oscilatorni odzivi su posljedica

podaktuiranog upravljanja kuta tereta.
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Slika 16. Pozicija letjelice i kutovi # i a za potpuno linearizirani model
Iznosi odgovarajucih upravljackih varijabli su na slici [Slika 17]. Varijabla u; koja je potisak
letjelice je sinusoidnog oblika jer je takva i Zeljena trajektorija y pozicije koja se upravlja. Isto
tako i upravljacki moment u> mijenja konstanto svoje vrijednosti jer se pokusava smanjiti

njihanje tereta koje je isto tako promjenjivo.
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Slika 17. Upravljacke varijable za potpuno linearizirani model
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S obzirom da kod ove metode na kutove utjecu pojacanja kxz , Kx2, Kx1, kxo U varijabli uz to jest

proizvoljni odabir Zeljenih polova, provedene su i simulacije za razliite jednostruke polove.
Usporedene su simulacije za razli¢ita pojacanja kada su polovis =-1,s=-2,s=-3is=-4te

je prikaz varijabli na slici [Slika 18].
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Slika 18. Pozicija letjelice, kutovi £ i a te upravljac¢ke varijable za razli¢ite polove sustava s
Rezultati [Slika 18] su pokazali da pojacanja kx ne utjeCu na y i uz, jer su oni zasebno
upravljani. Bez obzira na pojacanja, oscilacije u kutovima postoje, mijenja se jedino njihova
amplituda. Kod najmanjeg pola s = -1 je dobiven najsporiji odziv x, ali i najmanja odstupanja
od nule kod kutova, kao i uz. Manji polovi daju i manja pojacanja te stoga nema brzog
uklanjanja pogreske u horizontalnom smjeru koje bi dovelo do jakog njihanja tereta. Kod
zeljenih polova s = -4 su pojacanja kx1 = kxo = 256, dok su kxs =16, kx> = 96, §to pokazuje da je
veca tezina na dovodenju x do Zeljene vrijednosti nego na ,,smirivanju* tereta.

Upravljacki zakoni provedeni na potpuno lineariziranom modelu su implementirani na
nelinearni model te zatim usporedeni. Usporedba ta dva modela je na slici [Slika 19] te je
prikazano poklapanje modela na varijablama pozicije letjelice kao i varijable u;. Odzivi
kutova imaju isti oblik kod oba modela, ali se razlikuju u amplitudama, isto vrijedi i za uz koji

ih upravlja.
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Uspméedba nelinearnog i lineariziranog modela30
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Slika 19. Usporedba nelinearnog i potpuno lineariziranog modela
Uspjesnost upravljanja je provjerena i usporedbom apsolutnih pogresaka varijabli sustava,
prikaz je na slici [Slika 20]. Za razliku od iste metode upravljanja provedene na bilinearnom
modelu, pogreska na potpuno lineariziranom modelu u poziciji X i y konvergira prema nuli
odnosno ne ostaje konstanta na nekoj vrijednosti tokom vremena. Nelinearni model u x iy

ima odstupanje od 107 §to se u ovom slué¢aju moze smatrati zadovoljavajuéim.
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Slika 20. Apsolutne pogreske pozicije letjelice i kutova i a kod nelinearnog modela i potpuno
lineariziranog modela

Odstupanje kutova je i dalje konstantno [Slika 20] i u vrijednosti od par stupnjeva odnosno
reda 10°, dok kod kuta $ poprima jos i manje vrijednosti. lako je u ovom slucaju prednost
linearizacije modela konvergencija pogreske prema nuli, ponasanje pogreske na nelinearnom

modelu ostaje ista kao i prije. Mijenjanje pojacanja varijable uz odnosno odabir razli¢itih
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zeljenih polova je proveden i na nelinearnom modelu jer se tu vidljiva odstupanja od

linearnog modela. Redom su provedene usporedbe nelinearnog i linearnog modela za

jednostruke polove s -1, -2, -3 i -4.
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Slika 21. Usporedba nelinearnog i potpuno lineariziranog modela za Zeljene polove s = -1

s=-2
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Slika 22. Usporedba nelinearnog i potpuno lineariziranog modela za Zeljene polove s = -2
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Slika 23. Usporedba nelinearnog i potpuno lineariziranog modela za Zeljene polove s = -3

s=-4
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Slika 24. Usporedba nelinearnog i potpuno lineariziranog modela za Zeljene polove s = -4
Rezultati simulacija od [Slika 21] do [Slika 24] su pokazali da se odzivi nelinearnog i
lineariziranog modela ponasaju jednako uz mala odstupanja. Povecanjem vrijednosti zeljenih
polova se smanjuju odstupanja izmedu ta dva modela, ali i amplitude u kutovima kod
nelinearnog modela postaju veée od lineariziranog. Kod manjih Zeljenih polova su sporiji

4.1.3. Rezultati upravljanja linearnim kvadrati¢nim regulatorom

U ovom dijelu su prikazani rezultati upravljanja LQR-om provedenom na potpuno

lineariziranom modelu (130)-(133) za dovodenje letjelice s teretom na zeljenu konstantu
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vrijednost X4, y¢ = konst.. Kod sinteze LQR-a je bitan odabir tezinskih faktora u matricama Q i
R, ovisno o tome na pogresku koje varijable se Zeli najvise djelovati. Matrica Q na dijagonali
ima vrijednosti Q11 = 20, Q22 = 20, Q33 =1, Q4 =800, Qs5 = 1, Qes = 1, Q77 = 1, Qss = 1 gdje
redom faktori Q11 do Qa4 utjeGu na x poziciju, y poziciju, kut S te kut a, a Qss do Qss na
njihove brzine. Kako je cilj regulacije posti¢i kretanje letjelice sa $to manjim njihanjem tereta,
kao najveci faktor je zadan Qss. Matrica R na dijagonali ima vrijednosti Ri1 = 10, R22 = 10,
koje utjecu na varijable us i u2. Za sve sljedece provedene simulacije, svi pocetni uvjeti
sustava su nula. Najprije je prikazana letjelica s teretom u XY ravnini i uspje$no
pozicioniranje na xa =5 m i yg = 5 m [Slika 25]. Prije pozicioniranja na konstantni polozaj,

letjelica napravi zamah u x smjeru ¢ime postize brze umirivanje njihanja tereta.

Letjelica
Teret

Pomak po y osi, m

R | I | | I |
-1 0 1 2 3 4 5 6
Pomak po x osi, m

Slika 25. Prikaz pomaka letjelice s teretom u XY ravnini za LQR
Prikaz pozicije letjelice, kutova i a te upravljackih varijabli za LQR upravljanje je na slici
[Slika 26]. Prikazana je ovisnost x i y pomaka u vremenu i da oko 6 sekunde letjelica postize
zeljenu poziciju i zadrzava ju. lako su u ovom slucaju samo dvije upravljacke varijable,
rezultati pokazuju uspjesno zaustavljanje njihanja tereta. Kut o nakon 4 sekunde postaje nula,
ali na pocetku kretanja ima poprili¢no velik skok do skoro 30 stupnjeva. Kut £ isto na pocetku
kretanja ima skok do oko 10 stupnjeva, ali isto tako oko 4 sekunde postaje nula. Na odzivu x
pozicije je vidljiv prebacaj preko zeljene pozicije, isto oko 4 sekunde, §to omogucéuje brze

dovodenje kuta o na nulu bez velikih oscilacija.
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Slika 26. Pozicija letjelice, kutovi g i a i upravlja¢ke varijable za LQR upravljanje
U ovom sluc¢aju kada je teret ovjeSen pasivno, gdje je bitan cilj upravljanje letjelice sa sto
manjim njihanjem tereta, dodatno se prikazao i utjecaj tezinskog faktora Qs koji utjece na

pogresku za kut a. Provedene su simulacije za Qa4 = 1, Qa4 = 10, Q44 = 100 i Q44 = 1000.
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Slika 27. Pozicija letjelice, kutovi £ i a te upravljacke varijable za razli¢ite faktore Qs
Na slici [Slika 27] koja prikazuje rezultate utjecaja Q4 na varijable sustava se vidi kako nema
utjecaja na y ni na ug jer su oni upravljani zasebno. Kako se Qs povecava tako se usporava
odziv x pozicije, sporije dolazi na zeljenu vrijednost. U tom slucaju je pomak kuta a maniji,
kao 1 pomaci kuta S. To pokazuje kako sporije kretanje u smjeru x utjece da je kut njihanja

manji, dok ubrzavanje pomaka u x smjeru povecava njihanje tereta.
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Radi upotrebe ovakvog upravljanja na nelinearnom modelu, usporedene su performanse
upravljanja nelinearnog s linearnim modelom. Usporedba je provedena za vrijednosti Q11 =
20, Q22 = 20, Q33 = 1, Qa4 = 800 te R1i1 = R = 10. Prikaz pozicije, kutova te upravljackih
varijabli [Slika 28] pokazuje isto ponasanje odziva kod oba modela s malim odstupanjima u

vrijednostima navedenih varijabli.
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Slika 28. Usporedba nelinearnog i linearnog modela za LQR upravljanje
lako je pomak kuta g veéi od 10 stupnjeva kod linearnog modela sto ne ulazi u pretpostavku
malih kutova, takoder je isto takvo ponasanje i kod nelinearnog modela. Usporedene su i

apsolutne pogreske nelinearnog i linearnog modela, prikaz je na slici [Slika 29].
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Slika 29. Apsolutne pogreske pozicije letjelice i kutova # i ¢ kod nelinearnog modela i
linearnog modela za LQR upravljanje
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Usporedba pogreski pokazuje konvergiranje greske u vertikalnom smjeru prema nuli i kod

linearnog i nelinearnog modela. Pogreske ostalih varijabli su sve u zadovoljavaju¢im

vrijednostima, ¢ime se ovo upravljanje pokazalo uspjesno. Nakon §to je pokazan utjecaj

faktora Q44 na linearni model, isto je provedeno i za nelinearni model. Provedene su

simulacije za Qa4 = 1, Qa4 = 10, Qa4 = 100 i Q44 = 1000, prikaz je na sljede¢im slikama [Slika

30] do [Slika 33].
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Slika 30. Usporedba nelinearnog i linearnog modela za faktor Qs =1
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Slika 31.
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Usporedba nelinearnog i linearnog modela za faktor Qs = 10
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Slika 32. Usporedba nelinearnog i linearnog modela za faktor Qa4 = 100

Q,,=1000
6 20 8
D .. SO Y g
4 10 \
g z 4
< 2 5,
2 - - 0 T —.
Nelinearni
Linearizirani 0 T —
= = =Ref. vrijednost
0 -10 -2
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Vrijeme t, s Vrijeme t, s Vrijeme t, s
6 30 8
20 6
E 4
s 10 <
=2
[ —
0 0 fvv
4 -10 o
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Vrijeme t, s Vrijeme t, s Vrijeme t, s

Slika 33.  Usporedba nelinearnog i linearnog modela za faktor Q4 = 1000
Iz simulacija provedenih na nelinearnom modelu je prikazano da povec¢avanjem Qas odzivi X
pozicije i kutova « i1 £ su isti i na linearnom i nelinearnom modelu. Razlika je u tome $to sada
u slucaju kod nelinearnog modela, Qa4 ima utjecaja i nay i ui. To se dogada jer iz jednadzbi
(10)-(13) nelinearnog modela se vidi da su varijable y i o povezane i utje¢u jedna na drugu,
dok se taj utjecaj kod linearizacije ponistio. Takoder je pokazano da se povecanjem Qus ta
razlika znatno smanjuje te nelinearni model prati ponasanje linearnog modela. Tek kada je
Qa4 dovoljno velik, ve¢ kod vrijednosti 800 pa na dalje, tada je moguce primijeniti sintezu

LQR-a na originalni model.
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4.2. Rezultati upravljanja tereta primjenom dvije letjelice

Upravljanje sustavom koji prenosi teret pomocu dvije autonomne letjelice je provedeno
sintezom LQR-a. Provedena su upravljanja na tri razli¢ita modela koja su opisana u
prethodnom poglavlju (poglavlje 3.). Prvo su provedene simulacije za linearni sustav (148)-
(153) i kompenzaciju gravitacije pomocu upravljackih varijabli (145) i (146) te je zatim
primijenjen standardni LQR. Drugo su provedene simulacije za isti linearni sustav, ali odabir
drugih upravljackih varijabli (158) i (159) te je na tom sustavu provedena sinteza LQR-a s
uklanjanjem poremecaja. Trece upravljanje je na drugi nacin lineariziranom sustavu (182)-
(187) s odabirom upravljackih varijabli (180) i (181) te je na tom sustavu takoder provedena
sinteza LQR-a s uklanjanjem poremecaja. U nastavku su prikazani svi rezultati navedenih
simulacija upravljanja.

4.2.1. Rezultati upravljanja primjenom standardnog LQR regulatora

U ovom dijelu je implementiran LQR na linearni model na kojemu su pomocu upravljackih
varijabli kompenzirani svi konstantni utjecaji gravitacijskih sila. Modelu se zadaju Zeljeni
stacionarni kutovi aio I axo iz kojih su izracunati odgovarajuci stacionarni kutovi zakreta
letjelica f1o0 1 f20. Za Zeljene kutove aio = 45° 1 axo = -45° su odgovarajuci kutovi zakreta S0 =
11,3° i 20 = -11,3°. Nakon toga su odabrane vrijednosti matrica Q i R, gdje se na dijagonali
Q vrijednosti odnose na Xo, Yo, S1, f2, a1, a2 i njihove brzine dok se na dijagonali R vrijednosti
odnose na upravljacke varijable, uz, Uz, Uz i us. Odabrani tezinski faktori matrica su Q = diag
[10, 100, 1000, 1000, 1000, 1000, 1, 1, 1, 1, 1, 1] i R = diag [10, 10, 10, 10]. Zeljena pozicija
tereta koju je potrebno postici je konstantna, Xod, Yod = konst.. Cilj regulacije je odrzati jednake
kutove izmedu tereta i letjelica tokom leta, te s obzirom da je sustav lineariziran oko
stacionarnih kutova, cilj je svesti varijacije tih kutova na nulu. Za slucaj kada je zadana
konstanta zeljena pozicija tereta 0dnosno xod = 5 M, Yoa = 5 m, dobiveni su sljedeci rezultati.
Na slici [Slika 34] je prikazan pomak letjelica s teretom u XY ravnini i moze se vidjeti kako je

teret dosao u Zeljenu poziciju s jednakim razmakom izmedu letjelica.
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Pomak po y osi, m

Teret
Letjelica 1
Letjelica 2
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Pomak po x osi, m

Slika 34. Prikaz pomaka dvije letjelice s teretom u XY ravnini za LQR
Na slici [Slika 35] su prikazane varijable sustava u ovisnosti 0 vremenu gdje se moze vidjeti
kako je teret dostigao i odrzao zeljenu poziciju. Teret je postigao Zeljenu vrijednost U X sSmjeru
tek oko 10 sekunde, dok je u'y smjeru postignuto oko 5 sekunde. Razlika u tim vremenima je
zbog odabranih tezinskih faktora koji za pogresku Xo iznosi 10, dok za pogresku Yo iznosi 100.
Ako je faktor za xo povecan, dobije se brzi odziv, ali uz veci prebacaj preko Zeljene
vrijednosti §to dovodi i do vecih pomaka u kutovima. Varijacije kutova zakreta dostizu
vrijednosti i do 10°, ali nakon 5 sekunde dostizu Zeljenu vrijednost nula i zadrzavaju ju.

Pomaci kutova ¢, a, su svega nekoliko stupnjeva, ali su za stupanj veci izmedu prve letjelice

| tereta nego izmedu druge letjelice.

Pozicija tereta Varijacije kutova letjelica Varijacije kutova tereta

0 5 10 15 20 ~o 5 10 15 20 "o 5 10 15 20
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Slika 35. Pozicija tereta, varijacije kutova zakreta i tereta za LQR upravljanje
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Slika 36. Upravljacke varijable za LQR upravljanje sustava s dvije letjelice

Na slici [Slika 36] su prikazani iznosi upravljackih varijabli za let u horizontalnom i
vertikalnom smjeru. Iznosi uz i uz su isti i to su sile potiska prve i druge letjelice. | zakretni
momenti obje letjelice, uz i U4, su priblizno jednakih vrijednosti.

Kao i kod sustava s jednom letjelicom da bi se provjerila uspjeSnost pojednostavljenog
modela, upravljanje je implementirano i na nelinearni model. Primjena upravljanja na
nelinearnom sustavu je prikazana na slici [Slika 37] kao i usporedba s upravljackim
varijablama [Slika 38]. Rezultati sada ne prikazuju varijacije kutova nego prikazuju prave

kutove S i a koji imaju referentne vrijednosti a10 = 45°, axo = -45°, f10 = 11,3° i o0 = -11,3°.

Uspozrsedba nelinearnog i lineariziranog modela 60
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Slika 37. Usporedba nelinearnog i lineariziranog modela s dvije letjelice za LQR upravljanje
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Usporedba upravljackih varijabli
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Slika 38. Usporedba upravljackih varijabli nelinearnog i lineariziranog modela s dvije letjelice
za LQR upravljanje

Prikazano je veliko odstupanje medu kutovima [Slika 37], $to je posljedica pocetnih uvjeta.
Zbog linearizacije modela oko stacionarnih kutova, za pocetni uvjet nula, pocetni kut je
stacionarni kut. Kod nelinearnog modela, kako nema stacionarnog kuta, za pocetni uvjet nula,
i pocetni kut je nula. Za usporedbu istih kutova, za pocéetne uvjete nelinearnog modela su
odabrani xo = 0, Yo = 0, 1 = f10, f2 = P20, 01 = a10, 02 = azo te je provedena simulacija dala

sljedece rezultate.

Uspozrsedba nelinearnog i lineariziranog modela 5
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Slika 39. Usporedba nelinearnog i lineariziranog modela s dvije letjelice za LQR upravljanje s
istim pocetnim kutovima
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Usporedba upravljackih varijabli
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Slika 40. Usporedba upravljackih varijabli nelinearnog i lineariziranog modela s dvije letjelice
za LQR upravljanje s istim pocetnim kutovima

Prikaz performansi upravljanja na slici [Slika 39] sada pokazuje jednako ponaSanje pomaka
kutova te iste pocetne kutove. Nelinearni model prati odzive linearnog modela i postize
Zeljene vrijednosti. Kod pomaka kutova ima razlike u iznosu, sto je najvidljivije kod a1 gdje
nelinearni model odstupa od linearnog za nekoliko stupnjeva. Upravljacke varijable isto tako

pokazuju jednake iznose varijabli [Slika 40].

Provjerena je i to¢nost upravljanja sustava LQR-om. Usporedene su apsolutne pogreske

sustava nelinearnog 1 lineariziranog modela na sljede¢im slikama.
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Slika 41. Usporedba apsolutnih pogreski pozicije tereta nelinearnog i lineariziranog modela
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Slika 42. Usporedba apsolutnih pogreski kutova zakreta dvije letjelice nelinearnog i
lineariziranog modela
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Slika 43. Usporedba kutova izmedu tereta i dvije letjelice nelinearnog i lineariziranog modela
Pogreska pozicije tereta je zanemariva [Slika 41], i kod lineariziranog i nelinearnog modela.

Pogreska kutova sustava [Slika 42] i [Slika 43] je reda 10 $to takoder pokazuje zanemarivu
pogresku. Sinteza LQR regulatora na pojednostavljenom modelu se pokazala uspje$na i da ju

je moguce implementirati i na nelinearni model.

Za razliku od LQR-a s jednom letjelicom (podpoglavlje 4.1.3.), kada je najveca teZina bila
postavljena uz pogresku a, na sustavu s dvije letjelice su iste te tezine postavljene i za

pogresku kutova zakreta. Sljedece provedene simulacije su za razlicite tezinske faktore Qss i

Qus za 8 te nakon toga razlicite Qss i Qes za a, 0dnosno za njihove varijacije 4, £,.d,, &, jer
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se radi o lineariziranom modelu. lako se faktori odnose na varijacije kutova oni naravno

samim time utjecu i na same kutove 1, f2, a1, a2. Na svim sljedeéim rezultatima kod

lineariziranog modela prikazane su varijacije kutova, a na rezultatima kod usporedbe s

nelinearnim modelom prikazani su pravi kutovi. Najprije su implementirani razli¢iti Qs3 i Qa4
koji su jednakog iznosa te se oznacuju kao Qss, te matrica Q iznosi Q = diag [10, 100, Qaza,

Qs4, 1000, 1000, 1, 1, 1, 1, 1, 1]. Provedene su simulacije za vrijednosti Qz4 = 1, 10, 100 i
1000.

Varijacije kutova letjelica Varijacije kutova tereta
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Slika 44. Pozicija tereta, varijacije kutova zakreta i tereta za razli¢ite Qsz i Qus
Rezultati [Slika 44] su pokazali da manji iznos Q4 daje brzi odziv Xo, ali vece varijacije to jest
pomake kutova f1, f2, a1, az2. Kako se povecava Q4 tako se smanjuju pomaci kutova sustava.
Takoder je prikazano da i kod najmanjeg iznosa Qszs = 1, varijable postizu svoje zeljene
vrijednosti i zadrzavaju ih kroz vrijeme. Rezultati su pokazali da mijenjanje tezina 4, 3, to
jest promjena f1, f2 ne utjece na vertikalni pomak tereta. Usporedba s nelinearnim modelom
kod najveée vrijednosti Q34 = 1000 je ve¢ prikazana [Slika 39], a kako na model utjece
najmanja vrijednost tog faktora je na slici [Slika 45]. Rezultati kod usporedbe nelinearnog s
linearnim modelom prikazuju kutove f1, f2, a1, az, a ne njihove varijacije. Simulacija s
najmanjim tezinskim faktorom pokazuje velike pomake kutova fi, f» te odstupanja od

lineariziranog modela u vrijednostima kod kutova as, a2.
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Slika 45. Usporedba nelinearnog i lineariziranog modela za Qszs = Qu =1
Nakon razlic¢itih faktora za varijacije kutova f1, f2 su implementirani razliciti Qss 1 Qss KOji Su
jednakog iznosa te se oznacuju kao Qse. Matrica Q iznosi Q = diag [10, 100, 1000, 1000, Qse,
Qse, 1,1, 1,1, 1, 1]. Provedene su simulacije za vrijednosti Qss = 1, 10, 100 i 1000.

Varijacije kutova letjelica Varijacije kutova tereta
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Slika 46. Pozicija tereta, varijacije kutova zakreta i tereta za razli¢ite Qss i Qss
Slika [Slika 46] pokazuje utjecaj razlicitih tezinskih faktora uz a1, a2 na cijeli model. Kod
najmanje vrijednosti Qse = 1 pomak kutova tereta je najveci, te se pove¢anjem tih vrijednosti
smanjuje, i kod Qss = 1000 je najmanji. 1z jednadzbi sustava (148)-(153) se moze primjetiti da
a1 1 a2 ne utjecu direktno na f1 1 f2, ali skupa s f1 1 B2 utjeCu na Xo. Rezultati pokazuju da
promjenom tezine a, S& Mijenjaju S, a ne Xo, $to znacéi da se pomocu kutova £ kompenzira

utjecaj kutova a na horizontalni smjer. Usporedba s nelinearnim modelom kod najvece
63

Fakultet strojarstva i brodogradnje



Margita Ivankovié Diplomski rad
vrijednosti Qse je na slici [Slika 39], a usporedba kod najmanje vrijednosti je na slici [Slika

47]. Kako nema velike tezine na smanjenju greske kutova a1 i o2 u nelinearnom modelu su se
pojavile oscilacije na pocetku kretanja koje su se smirile tek nakon 10 sekunde te su kutovi

dostigli Zeljenu vrijednost od 45°, odnosno -45° za drugu letjelicu.
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Slika 47. Usporedba nelinearnog i lineariziranog modela za Qss = Qes = 1

Promjenama tezina pogreski kutova sustava se pokazalo da su pomaci manji i upravljanja
tocnija Sto su faktori Qss, Qa4, Qss 1 Qes veci, te su i tada odstupanja od nelinearnog modela
manja. Kod velikih faktora uz kutove, upravljanje je uspjesno implementirano kod
originalnog, nelinearnog sustava.

4.2.2. Rezultati upravljanja primjenom LQR na modelu s poremecajem i stacionarnim
kutovima fho, f2o0 i @10, @20

U ovom dijelu su provedene simulacije na modelu koji je lineariziran oko stacionarnih kutova
[0, P20 1 aa0, azo, 1S upravljackim varijablama (158) i (159). Za razliku od modela na kojemu
su provedene prethodne simulacije (podpoglavlje 4.2.1.), ovaj odabir upravljackih varijabli u
jednadzbama sustava ne eliminira sve konstantne ¢lanove. Sinteza za takav sustav se provela
na nacin da su ti konstantni ¢lanovi smatrani kao poremecaj. Najprije su provedene simulacije
kada je sinteza LQR-a provedena na standardni nacin to jest poremecaj se ne uklanja preko
LQR-a. Nakon toga su provedene simulacije kada je sinteza LQR-a provedena tako da LQR

uklanja i poremecaj.
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4.2.2.1. Rezultati primjene LOR bez uklanjanja poremecaja

Cilj upravljanja je prenijeti teret na zeljenu poziciju i odrzavati zadane stacionarne kutove
izmedu letjelica i tereta. Zadane su referentne vrijednosti varijabli gdje je konstantna Zeljena
pozicija tereta Xog = 5 M, Yod = 5 m, kutovi izmedu tereta i letjelica a10 = 45° i axo = -45° |
odgovarajuci kutovi zakreta f10 = 11,3° 1 f20 = -11,3°. Odabrane matrice Q i R imaju na
dijagonalama sljedece vrijednosti: Q = diag [10, 500, 1000, 1000, 1000, 1000,1, 1, 1,1, 1, 1] i
R =diag [10, 10, 10, 10] i skupa s upravljackim zakonom u = -K(X-Xd) Su provedene sljedece

simulacije. Prikaz pomaka letjelica s teretom u XY ravnini je na slici [Slika 48].

Pomak po y osi, m

Teret
Letjelica 1
Letjelica 2

| | | |
-1 0 1 2 3 4 5 6
Pomak po x osi, m

Slika 48. Prikaz pomaka dvije letjelice s teretom upravljan LQR bez uklanjanja poremecaja u
XY ravnini

Ovisnost pozicije tereta i varijacija kutova sustava je prikazana na slici [Slika 49]. Vrijednost
Xod je nakon 10 sekunde uspjesno postignuta te se i zadrzava. Na varijabli yo se vidi
konstantno odstupanje od reference $to se dogada zbog neuklonjenog konstantnog utjecaja
gravitacije. Varijacije kutova £ na pocetku dostizu vrijednosti od 10° te nakon 5 sekunde se
priblize nuli uz jako malo odstupanje. Isto tako i varijacije kutova a na pocetku kretanja imaju

pomake do 8° te nakon 5 sekunde se priblize Zeljenoj nuli uz malo odstupanje.
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Slika 49. Pozicija tereta, varijacije kutova zakreta i tereta za LQR upravljanje bez uklanjanja
poremecaja
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Slika 50. Upravljacke varijable za LQR upravljanje bez uklanjanja poremecaja
Na slici [Slika 50] su prikazane upravljacke varijable u ovisnosti o vremenu. Sile uy i uz su
jednakog iznosa i njima se upravlja let u vertikalnom smjeru. Moment uz prve letjelice je
veceg iznosa, Nego moment us, Sto se vidjelo i iz prikaza kutova, da su vec¢i pomaci prve

letjelice.
U ovom slucaju kada poremecaj nije uklonjen, javljaju se odstupanja od Zeljenih stanja, ali su
ona konstantnog iznosa. Takvim sustavom s poremecajem se uspjelo upravljati jer iznosi

poremecaja nisu veliki. 1z modela (161)-(166) gdje je poremecéaj d (172) i za provedene
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simulacije je dy reda 10 dok je d, reda 10°°. Da bi se provjerila valjanost sinteze ovog

upravljanja, linearizirani model je usporeden s nelinearnim.

Parametri sustava i zeljena stanja su ista kao i za prethodno provedene simulacije, i sa
pocetnim uvjetima nelinearnog sustava xo = 0, yo = 0, f1 = 10, f2 = f20, 01 = 010, a2 = a0, kako
bi pocetni kutovi nelinearnog i linearnog modela bili jednaki. Rezultati [Slika 51] prikazuju
poziciju tereta te kutove f1, f2, a1, a2 u ovisnosti o vremenu. Nelinearni model prati ponasanje
linearnog modela, postoje mala odstupanja na poc¢etku kretanja, ali se nakon 5 sekundi Zeljene
vrijednosti stacionarnih kutova zadrzavaju. Takoder se i upravljacke varijable [Slika 52] skoro
pa ni ne razlikuju u iznosima kroz vrijeme. | kod nelinearnog modela varijabla yo ima vidljivo

konstantno odstupanje od Zeljene vrijednosti.

Usposlbedha nelinearnog i lineariziranog modela 60
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Slika 51. Usporedba nelinearnog i lineariziranog modela za LQR upravljanje bez uklanjanja
poremecaja
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Usporedba upravljackih varijabli
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Slika 52. Usporedba upravljackih varijabli nelinearnog i lineariziranog modela za LQR
upravljanje bez uklanjanja poremecaja

S obzirom na to da se u sustavu javljaju vidljive pogreske, prikazane su i njihove apsolutne
vrijednosti. Prikaz pogreske pozicija tereta [Slika 53] pokazuje da je greska u x smjeru
zanemariva, jer na nju ne utjeCe poremecaj te nema pogreske. Regulacijsko odstupanje koje se
javlja kod y je reda 10 §to nije tako zanemarivo i kako se vidi je konstantno kroz vrijeme. Na
slikama [Slika 54] i [Slika 55] su odstupanja kutova, koja su reda 102, $to s obzirom da je

rijec o stupnjevima su u dopustenim granicama.
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Slika 53. Usporedba apsolutnih pogreski pozicije tereta nelinearnog i lineariziranog modela
kod LQR bez uklanjanja poremecéaja
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Nelinearni model Linearizirani model
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Slika 54. Usporedba apsolutnih pogreski kutova zakreta nelinearnog i lineariziranog modela
kod LQR bez uklanjanja poremecaja
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t,s t,s

Slika 55. Usporedba apsolutnih pogreski kutova izmedu tereta i dviju letjelica nelinearnog i
lineariziranog modela kod LQR bez uklanjanja poremecaja

4.2.2.2. Rezultati primjene LQR s uklanjanjem poremecaja

U ovom dijelu su provedene simulacije upravljanja primjenom LQR-a uz uklanjanje
poremecaja te je upravljacki zakon u = -K(X-xd) + Kadd. Zadane su referentne vrijednosti
varijabli Xos = 5 m, yog = 5 m, kutovi izmedu tereta i letjelica a0 = 45° i a0 = -45° i
odgovaraju¢i kutovi zakreta S0 = 11,3° i 20 = -11,3° i svi pocetni uvjeti nula. Odabrane
matrice Q i R su iste kao i kod prethodnog LQR-a, i iznose: Q = diag [10, 500, 1000, 1000,
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1000, 1000,1,1,1,1,1,1]i R =diag [10, 10, 10, 10]. Rezultati varijabli sustava u ovisnosti o

vremenu nakon provedene simulacije su na slici [Slika 56]. Odmah je vidljiva razlika u

varijabli yo nego kad nije bilo uklanjanja poremecaja (odjeljak 4.2.1.). Sada teret bez

odstupanja prati yoq 0ko 3 sekunde, ali isto tako i Xos Samo oko 10 sekunde. Pomaci varijacija

kutova su isti kao i kad nije bilo uklanjanja poremecaja te nakon 5 sekunde prate nulu. Prikaz

upravljackih varijabli [Slika 57] ne pokazuje vidljive razlike od upravljanja bez poremecaja,

Sto je i posljedica male vrijednosti konstantnih poremecaja.

Pozicija tereta

Varijacije kutova letjelica

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Vrijeme t, s Vrijeme t, s
6 15
4
=)
>
-
2
_y(!
== =Y
0 -
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Vrijeme t, s Vrijeme t, s

Varijacije kutova tereta

5 10 15 20
Vrijeme t, s

5 10 15 20
Vrijeme t, s

Slika 56. Pozicija tereta, varijacije kutova zakreta i tereta za LQR upravljanje uz uklanjanje
poremecaja

Upravljacke varijable
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Slika 57. Upravljacke varijable za LQR upravljanje uz uklanjanje poremeéaja
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| ovaj nacin upravljanja modelom je implementiran na nelinearni model. Pocetni uvjeti

nelinearnog modela su xo = 0, Yo = 0, f1 = B0, f2 = P20, o1 = a10, 02 = azo, te je provedena

simulacija dala sljedece rezultate za usporedbu nelinearnog i lineariziranog modela, gdje su

usporedeni kutovi sustava, a ne njihove varijacije.

Usposlbedba nelinearnog i lineariziranog modela 60

45
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[ —
55
=50
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6 5 -44
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Slika 58. Usporedba nelinearnog i lineariziranog modela za LQR upravljanje uz uklanjanje

poremecaja
S0 Usporedba upravljackih varijabli
T T \ \ \ T T T
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® o \ \ ! ! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Vrijeme t, s
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= 2 I ! ! ! ! \ \ \ \
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Slika 59. Usporedba upravljackih varijabli nelinearnog i lineariziranog modela za LQR
upravljanje uz uklanjanje poremecéaja

Slika [Slika 58] pokazuje preklapanje odziva nelinearnog i linearnog modela kod pozicije

tereta, i nema pogreske kod yo varijable. | odzivi kutova nelinearnog modela prate ponasanje

linearnog modela, ali s malim odstupanjima u vrijednostima. Usporedba upravljackih varijabli
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[Slika 59] isto tako je pokazala jednake varijable u: i u2 oba modela. Momenti us i us

pokazuju male razlike u iznosima izmedu dva modela, ali su istih oblika.

Uspjesnost sinteze LQR-a s uklanjanjem poremecaja je dodatno provjerena pomocu

apsolutnih pogresaka sustava.

Nelinearni model Linearizirani model

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40

t,s t,s
10° 10"
g 10
7.\‘!3
3
?‘
B
1010 s L L L L L L 10—20 L L s L L L L
0 5 100 15 20 25 30 35 40 0 5 100 15 20 25 30 35 40
t, s t, s

Slika 60. Usporedba apsolutnih pogreski pozicije tereta nelinearnog i lineariziranog modela
kod LQR uz uklanjanje poremecaja

Nelinearni model Linearizirani model
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 100 15 20 25 30 35 40
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Slika 61. Usporedba apsolutnih pogreski kutova zakreta nelinearnog i lineariziranog modela
kod LQR uz uklanjanje poremecaja
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Nelinearni model

100(\/\ 1 100”\

Linearizirani model
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Slika 62. Usporedba apsolutnih pogreski kutova izmedu tereta i dviju letjelica nelinearnog i
lineariziranog modela kod LQR uz uklanjanje poremecaja

Pogreske [Slika 60] pozicije tereta i u x i y smjeru su se pokazale zanemarive. Prednost
uklanjanja poremecéaja je vidljiva iz toga §to kod linearnog modela greska prelazi red 101
dok je kod nelinearnog modela 10°. Kod pogresaka kutova sustava [Slika 61] i [Slika 62]
nema vidljive razlike od upravljanja bez uklanjanja pogreske. Pogreske kutova se ni ovim
upravljanjem nisu potpuno uklonile, ali su reda 1072

4.2.3. Rezultati upravljanja primjenom LQR na modelu s poremecajem i stacionarnim
kutovima azo, @20

U ovom dijelu su provedene simulacije na modelu koji je lineariziran uz pretpostavku o
malim kutovima zakreta f1 i S, te stacionarnim kutovima aio i a2. Razlog provodenja
simulacija na takvom modelu je zbog provjere uspjesnosti upravljanja ako nisu izvedene
staticke jednadZbe ravnoteze. Zadane su zeljene vrijednosti Xos =5 m, Yod =5 m, i kutovi a0 =
45° 1 a0 = -45° i za razliku od prethodnih slu¢ajeva (podpoglavlje 4.2.2.), u ovom slucaju
nema zadanih stacionarnih kutova f1o i ff20. Svi pocetni uvjeti su nula i odabrane matrice su Q
= diag [10, 100, 10, 10, 1000, 1000,1, 1, 1, 1, 1, 1] i R =diag [10, 10, 10, 10]. Prikaz kretanja
sustava dvije letjelice s teretom u XY ravnini je na slici [Slika 63]. Prije nego teret dostigne

zeljenu poziciju, letjelice naprave zamahe i u horizontalnom i u vertikalnom smjeru.
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Pomak po x osi, m

Slika 63. Prikaz pomaka dvije letjelice s teretom upravljan LQR-om u XY ravnini na modelu
bez ﬂlo iﬁzo

Prikazi varijabli sustava u ovisnosti u 0 vremenu su na sljede¢im slikama [Slika 64] i [Slika
65].

Pozicija tereta Kutovi letjelica Varijacije kutova tereta
6 60 10
4 40
0 - -
= 2 520 g
10
0 X, 0
== =%
2 -20 20
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
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6 20 20
(=7~ 10 15
4
£ o 0 o 10
> S &
» 10 S
2
%o 20 0>
== Yo
0 30 -5
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Vrijeme t, s Vrijeme t, s Vrijeme t, s

Slika 64. Pozicija tereta, kutovi letjelica i varijacije kutova tereta upravljanih LQR-om na
modelu bez 1o i B0
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Upravljacke varijable
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Slika 65. Upravljacke varijable upravljane LQR-om na modelu bez £ i f20

Rezultati [Slika 64] su pokazali uspjes$no postizanje i zadrzavanje Zeljene vrijednosti varijabli
Xo 1 Yo, obje oko 5 sekunde. Kutovi 1 i £2 imaju konstantne vrijednosti, iznosa 11,4°. Kako se
moze primjetiti, takav kut nije slu¢ajan, nego je priblizan vrijednosti stacionarnog kuta koji je
dobiven iz uvjeta ravnoteze, f10 = 11,3°. 1z tog razloga je faktor uz $1 i Sz iznosa 10, a ne veéi,
jer se povecanjem tog faktora taj kut sve viSe priblizava nuli. Varijacije kutova izmedu tereta i
letjelica na pocetku kretanja postizu vrijednosti i do 15° $to nije pozeljno, ali su oko 5
sekunde uspjesno svedene na nulu. Prikaz odgovarajucih upravljackih varijabli je na slici
[Slika 65].

Kao i sve prethodno provedene simulacije na pojednostavljenim modelima i ovaj model je
usporeden s nelinearnim modelom. Pocetni uvjeti nelinearnog sustava su xo=0, yo=0, f1=0,
S2=0, a1 = a10, 02 = azo te su dobiveni sljedeci rezultati. Na slici [Slika 66] je prikazana samo
uspjesna regulacija varijable xo. Kod varijable yo je nakon 5 sekunde vidljivo konstantno
odstupanje od zeljene vrijednosti. Kutovi letjelica prate ponasanje linearnog modela do 5
sekunde i dalje se zadrzavaju na konstantnoj vrijednosti. Kutovi a1, a2 su pokazali velika
odstupanja kod nelinearnog modela, na pocetku kretanja skoro do 80° te za razliku od
linearnog modela, postoji i konstantno odstupanje od Zeljene stacionarne vrijednosti. |

upravljacke varijable su pokazala odstupanja izmedu dva modela [Slika 67].
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Uspog;)edba nelinearnog i lineariziranog modelago
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Slika 66. Usporedba nelinearnog modela s linearnim modelom bez f1o i f20
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Slika 67.

Usporedba upravlja¢kih varijabli nelinearnog modela s linearnim modelom bez fio i

P20
Ovakvi rezultati su pokazali da primjena ovog upravljanja na nelinearni model nije

najuspjesnija jer postoje konstanta odstupanja od zeljenih vrijednosti. Veli¢ina tih odstupanja

se takoder prikazala usporedbom apsolutnih pogreski ta dva modela.
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Slika 68. Apsolutna pogreska pozicije tereta nelinearnog modela i linearnog modela bez fio i
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Slika 69. Apsolutna pogreska kutova tereta nelinearnog modela i linearnog modela bez £ i f20
Slika [Slika 68] prikazuje zanemarivu pogresku varijable Xo i kod nelinearnog i kod linearnog
modela. Kod nelinearnog modela, pozicija yo ima konstantu pogresku reda 107 $to nije
zanemariva vrijednost. Prikaz pogreske kutova izmedu tereta i obje letjelice [Slika 69] je
pokazala pogresku reda 10° kod nelinearnog modela dok je kod linearnog modela ta pogreska
manja, reda 102, Upravljanje izvedeno na ovom modelu se pokazalo uspjesnije za sami model
nego kada je implementirano na nelinearni model. Nelinearni model je pokazao konstantnu

pogresku od Zeljenih varijabli osim u slu¢aju varijable Xo.
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5. ZAKLJUCAK

Upravljanje prijenosom tereta primjenom autonomnih letjelica je u ovom radu izvedeno
pomocu dvije metode, metodom eksterne linearizacije i sintezom linearnog kvadrati¢nog
regulatora. Simulacijski rezultati su ilustrirali zadovoljavajuc¢e performanse upravljackih
sustava. Na sustavu s jednom letjelicom je pokazan i primjer kada teret nije pasivno ovjesen,
odnosno kad je moguce njime direktno manipulirati. Upravljanje provedeno metodom
eksterne linearizacije pokazalo se uspjesno na takvom modelu dok je na modelu kod pasivno
ovjesenog tereta doslo do malih oscilacija kutova sustava. U oba slu¢aja, slijedenje vremenski
promjenjive trajektorije je provedeno sa zanemarivo malim pogreSkama. Metoda eksterne
linearizacije je isto tako provedena na bilinearnom i potpuno lineariziranom modelu, gdje su
se razlike izmedu odziva ta dva modela pojavila samo kod konvergencije pogreske prema
nuli. Samo u tom pogledu se potpuno linearizirani model pokazao uspje$nijim od bilinearnog.
Sinteza LQR-a na sustavu s jednom letjelicom se provela na potpuno lineariziranom modelu
te su rezultati zadovoljavaju¢i. Cilj LQR-a je bilo dovodenje letjelice na zadanu poziciju uz
minimalno njihanje tereta Sto je uspjesno i odradeno uz zanemarive pogreske. Takoder su se i

obje metode pokazale primjenjivima na originalni, nelinearni model.

Sustav prijenosa tereta s dvije letjelice je umjesto minimalnog kuta njihanja tereta za zadatak
imao odrzavati jednake kutove izmedu obje letjelice i tereta. Model je lineariziran oko
stacionarnih kutova dobivenih iz statickih jednadzbi ravnoteze. Na sustavu s dvije letjelice je
provedena samo sinteza LQR-a koja se pokazala uspjesna u dovodenju tereta na zeljenu
poziciju uz odrzavanje zadanih kutova sustava. Sinteza upravljackog zakona dobivena preko

linearnog modela pokazala se uspjesna i na nelinearnom modelu.

Dodatno je izveden jo$ i model koji ne koristi upravljatke varijable dobivene iz stati¢ke
ravnoteZze te i model Kkoji ne Koristi ni stacionarne kutove zakreta dobivene iz staticke
ravnoteze. Takvi modeli imali su poremecaje u sustavu koji su se pokusali eliminirati preko
LQR-a. Pogreska u vertikalnom smjeru je uspjeSno uklonjena nakon kompenzacije
poremecaja, ali samo kod modela sa zadanim stacionarnim kutovima zakreta. Kod modela bez
zadanih stacionarnih kutova zakreta, uklanjanje poremecéaja preko LQR-a nije uklonilo

pogresku i ostalo je konstantno regulacijsko odstupanje u varijablama.
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U ovom radu su sinteze upravljackih zakona svih upravljanja provedene na pojednostavljenim
modelima, §to se 1 u slucaju s jednom i s dvije letjelice pokazalo kao uspjesna metoda. Isto

tako se i implementacija tih zakona na nelinearni model pokazala uspjesnom.
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