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Saºetak

U ovom radu razmatrana je primjena algebarskih metoda estimacije stanja autonomne

letjelice primjenom akcelerometra s ciljem sinteze regulacijskog sustava letjelice. Alge-

barske metode omogu¢uju robusnu identi�kaciju parametara i estimaciju stanja sustava u

realnom vremenu te predstavljaju potencijalnu alternativu konvencionalnom asimptotskom

pristupu estimaciji varijabli stanja sustava. Algebarske metode estimacije primjenjene su

na linearizirani model potpuno upravljive letjelice sa ²est zakrenutih rotora, koji omo-

gu¢uje potpuno decentralizirano upravljanje po svakom stupnju slobode gibanja letjelice.

Pretpostavka je da je po£etna pozicija letjelice u ishodi²tu inercijalnog sustava te da pos-

toji nepoznata konstantna pogre²ka mjerenja akceleracije. Kori²tena je konvencionalna

algebarska metoda te metoda frekvencijskog pomaka za dobivanje izraza za algebarsku

estimaciju drifta akcelerometra dok je za usporedbu s asimptotskom metodom kori²ten

robusni kompenzator drifta akcelerometra.

Klju£ne rije£i: algebarska metoda, metoda frekvencijskog pomaka, robusni kompenzator,

drift akcelerometra, estimacija varijabli stanja, autonomna letjelica
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Summary

This thesis discusses application of algebraic estimation methods of autonomous aircraft

by using accelerometer with the aim of forming the aircraft control system. Algebraic

methods enable robust parameter identi�cation and real-time system estimation which

represent a potential alternative to a conventional asymptotic approach to system state

estimation. Algebraic estimation methods were applied to a linearized model of a fully

actuated aircraft with six passively tiled rotors, which allows for a fully decentralized

control of each aircraft degree of freedom. The assumption is that the initial position

of the aircraft is at the origin of the inertial system and that tere is an unkown constant

error in acceleration measurement. A conventional algebraic method and a frequency

shift method were used to obtain expressions for algebraic accelerometer drift estimation,

while for comparison with the asymptotic method a robust compensator of accelerometer

drift was used.

Keywords: algebraic method, frequency shift method, robust compensator, accelerometer

drift, state observer, autonomous aircraft
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1 Uvod

Multirotorske letjelice promatramo kao kruta tijela u prostoru koja posjeduju ²est stup-

njeva slobode gibanja te su stoga matemati£ki opisane dinami£kim modelima s dvanaest

varijabli stanja. Varijable stanja takvog sustava multirotorske letjelice nisu u potpunosti

mjerljive ²to zna£i da varijable stanja poput linearnih i kutnih brzina nisu direktno mjer-

ljive. Za potrebe postizanja autonomnosti multirotorskih letjelica potrebno je provesti

sintezu regulacijskog sustava letjelice. Za potrebe sinteze regulacijskog sustava letjelice

potrebno je poznavati navedene varijable stanja brzine zbog £ega je potrebno brzine esti-

mirati u realnom vremenu na temelju mjerljivih stanja sustava.

Kod sustava multirotorskih letjelica u realnoj izvedbi uobi£ajeno je kori²tenje senzora za

mjerenje akceleracije te sustava za mjerenje pozicije koji su inherentno podloºni ²umu i

klizanju (engl. drift) u mjerenome signalu. Nadalje, u slu£aju mjerenja akceleracije postoji

zahtjev na poravnavanje mjernih osi akcelerometra i osi letjelice koji takožer utje£e na

to£nost mjerenog signala. Takožer, ovisno o izvedbi, sustavi za mjerenje pozicije postiºu

razli£ite razine prezciznosti i razlu£ivosti koje su inherentno vaºne zna£ajke za postizanje

zadovoljavaju¢e to£nosti sustava upravljanja ovisno o zahtjevima primjene autonomne le-

tjelice.

Pomo¢u izmjerenih signala mjerljivih varijabli stanja potrebno je matemati£kim putem

estimirati stvarne signale ostalih, nemjerljivih, varijabli stanja. Za dobivanje estimiranih

signala varijabli stanja koristimo se matemati£kim relacijama izmežu varijabli stanja, po-

put odnosa akceleracije i brzine (•x = _v). Jednostavnim integriranjem mjerenog signala

akceleracije sustava, koji sadrºi ²um i drift, dobivamo signal estimirane brzine sustava u

kojem se akumulira ²um i drift signala akceleracije ²to uzrokuje drift estimiranog signala

brzine. O£igledno takav jednostavan oblik estimiranja nemjerljivih varijabli stanja nije

pogodan za potrebe regulacije sustava letjelice.

Algebarske metode [1] u teoriji upravljanja kao metodologija identi�kacije pogodne su za

rje²avanje tri temeljna problema u zadacima sinteze regulatora: identi�kacija parametara,

estimacija stanja te robusnost u odnosu na aditivni ²um mjerenja. Algebarske metode

primjenjive su na linearne i nelinearne sustave te su jednostavne za razumijeti. Kod pri-

mjene na linearne sustave postoji pristup u vremenskoj domeni te pristup u frekvencijskoj

domeni. Za slu£aj pristupa u vremenskoj domeni kori²tenje vremenskih derivacija iz-

raza, mnoºenje pozitivnim potencijama vermenske varijable te integriranje dovoljno je za

dobivanje linearnih izraza za traºene parametre bez utjecaja po£etnih uvjeta. Kod slu-

£aja u frekvencijskoj domeni koristimo se Laplaceovim transformacijama, derivacijama

kompleksne varijables te mnoºenjem prikladnim negativnim potencijama kompleksne

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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varijables. Algebarske metode omogu¢uju robusnu sintezu identi�kacije parametara te

estimacije stanja u realnom vremenu uz prisutnost ²uma. Algebarski estimatori stanja

nemaju zahtjeve na statisti£ko poznavanje ²uma u signalu te za razliku od asimptotskih

observera stanja ne oslanjaju se na asimptotsko konvergiranje argumenata i Lyapunovljevu

teoriju stabilnosti nego je njihova identi�kacija i estimacija prakti£ki trenuta£na.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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2 Matemati£ki model multirotorske letjelice

2.1 Model hexarotora

Konvencionalni quadrotori predstavljaju podupravljane sustave kao posljedica kon�gura-

cije rotora [10][11][12]. Prema [6] predloºen je hexarotor s pasivno zakrenutim rotorima

(Slika 2.1) £ime je omogu¢ena potpuna upravljivost zakretanjm rotora £ime je omogu¢eno

djelovanje upravlja£kom silom u ravniniX B YB .

Slika 2.1: Potpuno upravljivi hexarotor [6]

Sa pretpostavkom da su tijekom leta kutevi orijentacije blizu nule [5] i [6] predlaºe

dinami£ki model pozicije hexarotora koji glasi

m •X = f x � f z� + dmX

m •Y = f y � f z� + dmY

m •Z = � mg + f z + dmZ

(2.1)

Dok dinami£ki model orijentacije glasi

I XX
•� = � � + dm�

I Y Y
•� = � � + dm�

I ZZ
• = �  + dm 

(2.2)

gdje suX , Y i Z varijable stanja pozicije, a� , � i  su varijable stanja orijentacije hexaro-

tora. Parametarm je masa sustava dok su parametriI XX , I Y Y , I ZZ momenti tromosti oko

pojedinih osi sustava.
h
f x f y f z

i T
predstavljaju upravlja£ke sile, dok su

h
� � � � �  

i T

momenti upravljanja. Vanjski poreme¢aji sile sudf =
h
dmX dmY dmZ

i T
dok su

d� =
h
dm� dm� dm 

i T
vanjski poreme¢aji momenta. Obzirom da se radi o potpuno

upravljivom sustavu omogu¢eno je potpuno decentralizirano upravljanje po svakom stup-

nju slobode gibanja letjelice. Dodatno moºemo pretpostaviti po£etnu poziciju letjelice u

ishodi²tu inercijalnog sustava £ime su de�nirani po£etni uvjeti brzine i pozicije.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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2.2 ’um i drift mjerenog signala

Prilikom mjerenja sustava koje promatramo u stvarnosti te ih matemati£ki opisujemo u

signalima mjerenih varijabli stanja prisutna je gre²ka u mjerenju koja uzrokuje odstupanje

mjerenih vrijednosti od stvarnih vrijednosti koje opisuju stanje sustava. Radi provoženja

simulacija te ispitivanja svojstava predloºenih estimatora stanja u ovome radu potrebno je

matemati£ki modelirati pojavu gre²ke mjerenja varijabli stanja pojedinog sustava. Pret-

postavka je da se gre²ka prilikom mjerenja sastoji od visokofrekventne komponente ²uma

te konstantnog odstupanja od stvarne vrijednosti drifta (engl. drift). Komponentu ²uma

modeliramo kao nasumi£ne brojeve normalne distribucije. Za sustav drugog reda

•x(t) =
1
m

u(t)

y(t) = •x(t)
(2.3)

gdje je •x(t) akceleracija sustava,m masa sustava iu(t) upravlja£ka varijabla sustava.

Izlaz sustava jey(t) te je jednak akceleraciji sustava•x(t). Mjereni za²umljeni signal

akceleracijeg(t) moºemo izraziti kao stvarnu akceleraciju sustava s aditivnim ²umom

g(t) = y(t) + A � (t) + d (2.4)

gdje je g(t) mjereni signal akceleracije, a� (t) je ²um normalne distribucijeN (0; 1).

ParametarA je varijacija mjerenog signala akceleracije� 2 [3] dok jedkonstantna pogre²ka

mjerenja akceleracije.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4
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3 Algebarska metoda estimacije varijabli stanja

Zadan je sustav [2] diferencijalnih jednadºbi drugog reda koji glasi

•x(t) = a_x(t) + bx(t) + u(t)

y(t) = •x(t)
(3.1)

gdje jex(t) 2 R te predstavlja poziciju. Pretpostavka je da su parametria i b poznati

i konstantni dok jeu(t) 2 R upravlja£ka varijabla. Izlaz sustavay(t) jednak je drugoj

vremenskoj derivaciji pozicijex(t) te predstavlja mjerenu akceleraciju sustava podloºnu

utjecaju ²uma. Predloºeni sustav (3.1) u prostoru stanja glasi

_x1 = x2

_x2 = ax2(t) + bx1(t) + u(t)
(3.2)

gdje jex1(t) varijabla stanja koja predstavlja poziciju sustava, dok jex2(t) varijabla stanja

brzine sustava.

Cilj algebarske estimacije varijabli stanja je dobivanje izraza za estimaciju varijabli sta-

nja brzine i pozicijex(t) i _x(t). Uobi£ajeni postupci estimacije varijabli stanja sadrºe

diferenciranje mjerenih signala zbog £ega su estimirane varijable stanja vrlo osjetljive

na prisutnost ²uma u mjerenim signalima. Predloºena algebarska metoda za estimaciju

varijabli stanja izbjegava diferenciranje mjerenih signala, dok je pretpostavljena prisutnost

²uma u mjerenom signalu srednje vrijednosti jednake nuli (engl. zero mean). U nastavku

po koracima je obja²njen postupak dobivanja potrebnih linearno nezavisnih jednadºbi za

dobivanje kona£nog izraza za estimaciju varijabli stanja kori²tenjem algebarskih metoda.

3.1 Algebarska metoda estimacije stanja

Postupak dobivanja izraza algebarske estimacije varijabli stanja sustava (3.1) zahtijeva iz-

voženje nezavisnog skupa linearnih jednadºbi. Za dobivanje dovoljnog broja mežusobno

nezavisnih linearnih jednadºbi kori²tena je metoda algebarskih derivacija (engl. algebraic

derivative method) [1]. U frekvencijskoj domeni ova metoda sastoji se od deriviranja

po kompleksnoj varijablis, Laplaceove transformacije jednadºbe sustava u vremenskoj

domeni te jednadºbe izlaza sustava. Prvi korak ove metode je eliminacija po£etnih uvjeta

koji se pojavljuju uslijed Laplaceove transformacije derivacija funkcija po vremenu. Na-

kon eliminacije po£etnih uvjeta dobivene jednadºbe dijele se odgovaraju¢im potencijama

kompleksne varijables s ciljem eliminacije svih pozitivnih potencija kompleksne varija-

ble s koje bi u vremenskoj domeni predstavljale derivacije po vremenu. Tako dobivene

jednadºbe u vremenskoj domeni sadrºe isklju£ivo integracije.
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Radi lak²eg pisanja za izrazy(t) iz jednadºbe sustava (3.1) uvodimo sljede¢u supstituciju

_x(t) = v(t) (3.3)

£ime dobivamo izraz izlaza sustava izraºen preko brzine sustavav(t)

y(t) = _v(t) (3.4)

Laplaceovom transformacijom prethodnog izraza, uzimaju¢i u obzir po£etne uvjete, dobi-

vamo

y(s) = sv(s) � v(0) (3.5)

Dijeljenjem jednadºbe (3.5) u frekvencijskoj domeni s kompleksnom varijabloms dobi-

vamo izraz

1
s

y(s) = v(s) �
1
s

v(0) (3.6)

Kori²tenjem inverzne Laplaceove transformacije na prethodni izraz u frekvencijskoj do-

meni dobivamo izraz koji sadrºi nepoznato stanje brzine sustavav(t) i njenu po£etnu

vrijednost u vremenskoj domeni na intervalu[0; t]

Z t

0
y(� ) d� = v(t) � v(0) (3.7)

gdje kori²tenjem prethodne supstitucije (3.3) dobivamo prvu jednadºbu u skupu potrebnih

linearno nezavisnih jednadºbi za algebarsku estimaciju varijabli stanja

Z t

0
y(� ) d� = _x(t) � _x(0) (J1) (3.8)

Nadalje, deriviranjem izraza (3.5) po kompleksnoj varijablis u frekvencijskoj domeni

dobivamo izraz

d
ds

y(s) = v(s) + s �
d
ds

v(s) + 0 (3.9)

Dijeljenjem prethodno dobivene jednadºbe kompleksnom varijabloms slijedi izraz

1
s

d
ds

y(s) =
1
s

v(s) +
d
ds

v(s) (3.10)

Za provoženje sljede¢eg koraka kod dobivanja linearno nezavisne jednadºbe za alge-

barsku estimaciju stanja kori²tenjem metode algebarskih derivacija potrebno je izraziti

inverznu Laplaceovu transformaciju [13] za funkcije u frekvencijskoj domeni derivirane
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po kompleksnoj varijablis koja glasi

L � 1

�
(� 1)n dnF (s)

dsn

�
= tn f (t) (3.11)

Kori²tenjem inverzne Laplaceove transformacije izraºene u (3.11) na izraz (3.10) u frek-

vencijskoj domeni te kori²tenjem supstitucije (3.3) dobivamo izraz za drugu linearno

nezavisnu jednadºbu potrebnu za algebarsku estimaciju varijabli stanja

Z t

0
�y (� ) d� = �

Z t

0
_x(� ) d� + t _x(t)

= t _x(t) � x(t) + x(0) (J2)
(3.12)

Za izvoženje izraza tre¢e linearno nezavisne jednadºbe provodimo istovjetni prethodno

prikazani postupak metode algebarske derivacije na izraz (3.9) gdje je prvog korak deri-

viranje po kompleksnoj varijablis u frekvencijskoj domeni prema £emu slijedi izraz

d2

ds2
y(s) = 2

d
ds

v(s) + s �
d2

ds2
v(s) (3.13)

Slijede¢i korak je dijeljenje prethodno dobivene jednadºbe kompleksnom varijabloms iz

£ega slijedi

1
s

d2

ds2
y(s) = 2

1
s

d
ds

v(s) +
d2

ds2
v(s) (3.14)

Primjenom inverzne Laplaceove transformacije (3.11) na prethodnu jednadºbu u komplek-

snoj domeni slijedi izraz u vremenskoj domeni

Z t

0
� 2y(� ) d� = t2v(t) � 2

Z t

0
�v (� ) d� (3.15)

Uvoženjem supstitucije (3.3) u prethodni izraz te primjenom parcijalnog integriranja

Z t

0
u(x)v0(x) dx = u(x)v(x) �

Z
u0(x)v(x) dx

dobivamo kona£ni izraz za tre¢u linearno nezavisnu jednadºbu algebarske estimacije

varijabli stanja u vremenskom periodu[0; t] koja glasi

Z t

0
� 2y(� ) d� = t2 _x(t) � 2tx (t) + 2

Z t

0
x(� ) d� (J3) (3.16)

ƒetvrtu linearno nezavisnu jednadºbu dobivamo primjenom postupka algebarske deri-

vacije na jednadºbe sustava (3.1). Deriviranjem jednadºbe sustava i jednadºbe izlaza

susatava te njihovim mežusobnim uvr²tavanjem dobivamo

_y(t) = ay(t) + bv(t) + _u(t) (3.17)
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Kori²tenjem Laplaceove transformacije prethodne jednadºbe u vremenskoj domeni dobi-

vamo izraz u frekvencijskoj domeni

sy(s) = ay(s) + bv(s) + su(s) (3.18)

Deriviranjem prethodne jednadºbe u frekvencijskoj domeni po kompleksnoj varijablis

slijedi izraz

y(s) + s
d
ds

y(s) = a
d
ds

y(s) + b
d
ds

v(s) + u(s) + s
d
ds

u(s) (3.19)

Dijeljenjem prethodno dobivene jednadºbe kompleksnom varijabloms dobivamo

1
s

y(s) +
d
ds

y(s) = a
1
s

d
ds

y(s) + b
1
s

d
ds

v(s) +
1
s

u(s) +
d
ds

u(s) (3.20)

Kori²tenjem inverzne Laplaceove transformacije (3.11) te uvoženjem prethodno uvedenih

supstitucija (3.3) slijedi izraz

Z t

0
y(� ) d� � ty(t) = � a

Z t

0
�y (� ) d� � b

Z t

0
� _x(� ) d� +

Z t

0
u(� ) d� � tu(t) (3.21)

Primjenom parcijalnog integriranja te nakon preslagivanja dobivamo izraz za £etvrtu

linearno nezavisnu jednadºbu algebarske estimacije varijabli stanja koja glasi

ty(t) �
Z t

0
y(� ) d� � a

Z t

0
�y (� ) d� � tu(t) +

Z t

0
u(� ) d� =

= btx(t) � b
Z t

0
x(� ) d� (J4) (3.22)

Posljednja jednadºba u skupu linearno nezavisnih jednadºbi za algebarsku estimaciju

varijabli stanja je sama diferencijalna jednadºba sustava (3.1) zapisana u obliku

y(t) = a_x(t) + bx(t) + u(t) (J5) (3.23)

Kori²tenjem dobivenih izraza skupa mežusobno linearno nezavisnih jednadºbi (3.8),

(3.12), (3.16), (3.22) i (3.23) te rje²avanjem dobivenog sustava linearno nezavsinih jed-

nadºbi (J1), (J2), (J3), (J4) i (J5) moºemo rije²iti pet nepoznatih varijabli koje vektorski

zapisane glase
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 (t) =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

Z t

0
x(� ) d�

x(t)

_x(t)

x(0)

_x(0)

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(3.24)

Sustav navedenih pet linearno nezavisnih jednadºbi moºemo zapisati kao matri£ni izraz

q(t) = P(t)
 (t) (3.25)

gdje matricaP(t) glasi

P(t) =

2

6
6
6
6
6
6
4

0 b a 0 0

0 0 1 0 � 1

0 � 1 t 1 0

2 � 2t t 2 0 0

� b bt 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
5

(3.26)

Vektorq(t) je poznat te glasi

q(t) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

y(t) � u(t)
Z t

0
y(� ) d�

Z t

0
�y (� ) d�

Z t

0
� 2y(� ) d�

F (t)

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(3.27)

gdje jeF (t) skra¢eni zapis za

F (t) = ty(t) �
Z t

0
y(� ) d� � a

Z t

0
�y (� ) d� � tu(t) +

Z t

0
u(� ) d� (3.28)

Mnoºenjem izraza (3.25) sP � 1 na lijevoj strani dobivamo izraz za rje²enje sustava gdje

vektor
 (t) sadrºi estimirane varijable stanja


 (t) = P(t)� 1q(t) (3.29)

Treba uzeti u obzir singularnost matriceP(t) £ija determinanta glasi

�
�P(t)

�
� = � b2t2 (3.30)
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iz £ega moºemo zaklju£iti da je matricaP(t) singularna u trenutkut = 0, dok je inverti-

bilna za bilo koji trenutakt � " > 0 te zab6= 0. Stoga izraz (3.29) glasi


 (t) = P(t)� 1q(t) ; 8t � " > 0 (3.31)

gdje je " proizvoljan trenutak u vremenu te ga biramo dovoljno malim za postizanje

zadovoljavaju¢eg odziva algebarskog estimatora varijabli stanja. Kona£ni izraz za vektor

estimiranih varijabli stanjâ
 , ²to je ujedno i izraz za algoritam estimacije varijabli stanja,

glasi


̂ (t) =

(
� ; t 2 [0; " i

P(t)� 1q(t) ; t 2 ["; t max ]
(3.32)

3.2 Rezultati simulacije

Predloºeni algebarski estimator varijabli stanja (3.32), zajedno sa sustavom (3.1) imple-

mentiran je u programskom paketu MathWorks MATLAB kori²tenjem numeri£ke metode

Runge-Kutta £etvrtog reda za rje²avanje sustava diferencijalnih jednadºbi zadanih izra-

zima sustava u prostoru stanja (3.1) te izrazima u vektoruq(t) iz (3.27).

U svim provedenim simulacijama kori²teni su sljede¢i po£etni uvjeti i parametri prethodno

opisanih sustava

T = 12 s a = � 2 x(0) = 0

" = 0;1 s b= � 1 _x(0) = 0
(3.33)

ParametarT odnosi se na ukupno vrijeme simulacije dok je parametar" kojim zaobilazimo

singularitet matriceP(t) odabran razumno mali kako bi prikazali pona²anje estimatora

varijabli stanja u ²to vi²e trenutaka.

Radi bolje ocjene to£nosti estimacije varijabli stanja uvodimo izraze za pogresku estimacije

stanja koji glase

~x(t) = x̂(t) � x(t) (3.34)

_~x(t) = _̂x(t) � _x(t) (3.35)
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3.2.1 Mjerenje izlaza bez ²uma

Provedena je simulacija estimacije varijabli stanja pozicijex(t) i brzine _x(t) bez utjecaja

²uma na mjereni signal akceleracijey(t) = •x(t). Za simulaciju su kori²teni po£etni uvjeti

i parametri de�nirani u (3.33). Kao ulaz sustava kori²tena je step funkcija koja glasi

u(t) =

(
0 ; t < 1 s

1 ; t � 1 s
(3.36)
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Slika 3.1: Algebarska estimacija varijabli stanja bez utjecaja ²uma

Iz gra�£kog prikaza rezultata simulacija na slici 3.1 vidljivo je da estimator varijabli stanja

dobro estimira vrijednosti varijabla stanja pozicijex(t) i brzine _x(t) za prethodno opisani

sustav drugog reda (3.1). Vrijedi napomenuti da je odabirom parametra uklju£ivanja

algebarskog estimatora varijabli stanja" koji je manji od trenutka pojave ulaznog signala

u(t = 1 s) prikriveno svojstvo estimatora da su do trenutkat = " vrijednosti estimiranih

varijabli stanja jednake nuli ²to se u ovom slu£aju podudara sa stanjem sustava kojemu su

svi po£etni uvjeti jednaki nuli.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 11



Jo²ko Marku£i£ Diplomski rad

3.2.2 Mjerenje izlaza sa ²umom

Provedena je simulacija algebarske estimacije varijabli stanja pozicijex(t) i brzine _x(t) sa

utjecajem ²uma na mjereni signal izlazne varijable sustavay(t). Za simulaciju su kori²teni

po£etni uvjeti i parametri de�nirani u (3.33) te ulazni signal opisan u (3.36). Dodatno su

de�nirani parametri ²uma varijacije� 2 te driftad koji su prethodno opisani izrazom (2.4),

a glase

A = 0;1

d = 0
(3.37)
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Slika 3.2: Algebarska estimacija stanja s utjecajem ²uma

Iz gra�£kog prikaza rezultata simulacija s utjecajema ²uma na slici 3.2 vidljivo je da

to£nost estimacije nije zna£ajno naru²ena uvoženjem ²uma u mjereni signal akceleracije.

Primjetimo da je za²umljenost signala estimirane pozicijex̂(t) zna£ajno velika sve do

trenutka pojave ulaznog signalau(t = 1 s) ²to je posljedica odabira vrlo malog iznosa

parametra".
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3.2.3 Mjerenje izlaza sa ²umom i driftom

Za slu£aj mjerenja izlaza sustava sa prisutstvom ²uma i drifta uzeti su prethodno de�nirani

po£etni uvjeti (3.33) te sljede¢i parametri ²uma i drifta

A = = 0 ;05

d = 0;05
(3.38)
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Slika 3.3: Algebarska estimacija stanja s utjecajem ²uma i drifta

Iz gra�£kog prikaza rezultata simulacije prikazanih na slici 3.3 vidljiv je utjecaj pomaka

srednje vrijednosti ²uma (drifta)dna estimirane vrijednosti pozicije i brzine. Drift mjerene

akceleracije o£ekivano uzrokuje akumulaciju pogre²ke u £lanovima s integralom mjerene

akceleracije, prisutne u izrazu (3.27), ²to rezultira driftom samih vrijednosti estimiranih

varijabli stanja. Ve¢i iznosi drifta o£ekivano bi uzrokovali jo² ve¢e pogre²ke estimacije.

Radi usporedbe utjecaja ²uma s driftom na drift signala estimirane pozicijex(t) provedene

su dodatne simulacije s vremenom simuliranjaT = 60 s za slu£ajeve bez ²uma, sa ²umom

te sa ²umom i driftom. Kori²teni su prethodno de�nirani parametri (3.33) te parametri

Fakultet strojarstva i brodogradnje 13



Jo²ko Marku£i£ Diplomski rad

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
0

0:5

1

Vrijeme t [s]

P
oz

ic
ija

x(
t)

[m
]

Estimirana pozicija � bez utjecaja ²uma i drifta

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
0

0:5

1

Vrijeme t [s]

P
oz

ic
ija

x(
t)

[m
]

Estimirana pozicija � s utjecajem ²uma

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
0

0:5

1

Vrijeme t [s]

P
oz

ic
ija

x(
t)

[m
]

Estimirana pozicija � s utjecajem ²uma i drifta

Slika 3.4: Usporedba utjecaja ²uma sa driftom na algebarski estimator stanja.

(3.38) za parametre ²uma i drifta. Iz slike 3.4 vidljiv je o£ekivani utjecaj drifta na signal

estimirane pozicijex(t) koji prikazuje nedostatak predloºenog algoritma algebarskoe

estimacije varijabli stanja u otklanjanju utjecaja ²uma s driftom. To je o£ekivani rezultat

obzirom na po£etnu pretpostavku prisutnosti ²uma srednje vrijednosti jednake nuli.

3.3 Zaklju£ak

Uvidom u performanse algebarskog estimatora varijabli stanja iz provedenih simulacija

za razli£ite uvjete ²uma i drifta mjerenog signala akceleracije vidljivi su nedostatci pred-

loºenog estimatora stanja u realnim uvjetima kod kojih se prilikom mjerenja akceleracije

kori²tenjem akcelerometra na potencijalnim sustavima autonomnih letjelica uvijek pojav-

ljuje nekakav oblik ²uma i drifta mjerenog signala uslijed same prirode mjerenja. Takožer,

razmatranjem matemati£kog modela sustava multirotorske letjelice vidljiv je temeljni pro-

blem primjene predloºenog algebarskog estimatora varijabli stanja koji sadrºi £lan pozicije

bx(t) u izrazu za dinamiku letjelice (3.1). Jedan od zahtijeva dobivenog algebarskog esti-

matora varijabli stanja je uvjet opisan izrazom (3.30) koji zahtijeva da je parametarb 6= 0
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²to ne vrijedi za sustav multirotorske letjelice [5] [6] [7]. Treba uo£iti £lanove ispod in-

tegrala koji su mnoºeni potencijom vremena� n u izrazima opisanima (3.27) ²to uzrokuje

nestabilnost estimatora [4] te zahtijeva periodi£ko ga²enje estimatora kako bi se izbjegla

inherentna nestabilnost.
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4 Asimptotska estimacija drifta akcelerometra

Uvidom u nedostatke predloºenog algebarskog estimatora varijabli stanja predloºeno je

kori²tenje konvencionalnih asimptotskih pristupa za estimiranje drifta akcelerometra te

estimaciju varijabli stanja pozicije i brzine sustava. U svrhu izvoženja izraza za estimaciju

varijabli stanja i predloºenih poreme¢aja predloºen je pojednostavljeni jednodimenzionalni

sustav letjelice koji glasi

•x(t) =
1
m

u(t)

y(t) = •x(t)
(4.1)

Predloºeni sustav u prostoru stanja glasi

_x1(t) = x2(t)

_x2(t) =
1
m

u(t)
(4.2)

gdje jem masa sustava. Radi pojednostavljenja izraza za estimaciju pretpostavljeno je

polijetanje letjelice sa stacionarne podloge u prostoru iz £ega moºemo odrediti po£etne

uvjete pozicijex(0) = 0 i _x(0) = 0 . Mjereni izlaz sustava, akceleracija, prema prethodnim

pretpostavkama podloºna je ²umu i driftu akcelerometra kojim provodimo mjerenje. Izraz

za mjerenu akceleraciju stoga glasi

g(t) = a(t) + d (4.3)

gdje jeg(t) mjereni signal dobiven iz akcelerometra,d je pretpostavljeni drift akcelero-

metra dok jea(t) stvarna akceleracija promatranog sustava.

4.1 Estimacija drifta akcelerometra

Za predloºeni sustav pojednostavljenog jednodimenzionalnog sustava letjelice 4.1 uvo-

dimo izraz za robusnu kompenzaciju drifta akcelerometra [9] koji u diferencijalnom obliku

glasi

_z1(t) = � �
�
z1(t) � d

�
(4.4)

gdje jez1(t) varijabla stanja estimirane vrijednosti drifta akcelerometra, a� je proizvoljni

pol estimatora drifta akcelerometra. Uvoženjem izraza za pogre²ku estimacije drifta

akcelerometra~z1(t) koji glasi

~z1(t) = z1(t) � d (4.5)
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Nakon uvr²tavanja prethodnog izraza u izraz za estimator vrijednosti drifta akcelerometra

(4.4) dobivamo izraz

_~z1(t) = � � ~z1 (4.6)

£ije rje²enje diferencijalne jednadºbe glasi

~z1(t) = e� �t ~z1(0) (4.7)

iz £ega moºemo zaklju£iti da vrijednost~z1(t) zat ! 1 teºi u 0 stoga prema (4.5) slijedi

daz1(t ! 1 ) = d.

Uvr²tavanjem izraza za mjerenu akceleraciju (4.3) u izraz za estimaciju drifta akcelero-

metra dobivamo

_z1(t) = � �
�
z1(t) � g(t) + a(t)

�
(4.8)

gdje akceleraciju sustavaa(t) moºemo izraziti preko samog izraza sustava pojednostav-

ljene jednodimenzionalne letjelice (4.1) £ime dobivamo kona£ni izraz za estimator drifta

akcelerometrad

_z1 = � �
�

z1(t) � g(t) +
1
m

u(t)
�

(4.9)

(4.10)

4.2 Estimacija varijabli stanja

Uzimanjem po£etnog uvjetaz1(0) = 0 te uvr²tavanjem izraza pogre²ke estimacije drifta

akcelerometra (4.5) u izraz (4.7) dobivamo izraz

z1(t) = d
�
1 � e� �t

�
(4.11)

integriranjem prethodnog izraza na vremenskom intervalu od0 do t dobivamo izraz

Z t

0
z1(� ) d� = d

Z t

0
d� � d

Z t

0
e� �� d� =

= d
Z t

0
d� � d

� 1
�

e� ��

�
�
�
�

t

0

(4.12)

koji nakon rje²avanja glasi

Z t

0
z1(� ) d� = d

Z t

0
d� �

1
�

d
�
1 � e� �t

�
(4.13)
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Kona£no, uvr²tavanjem izraza (4.11) u prethodni izraz dobivamo izraz za integral varijable

stanjaz1(t) u vremenskom preiodu od0 do t za po£etni uvjetz1(0) = 0 koji glasi

Z t

0
z1(� ) d� = d

Z t

0
d� �

1
�

z1(t) (4.14)

Izraz za integral varijable stanja estimatora drifta akcelerometraz1(t) takožer moºemo

dobiti preslagivanjem izraza (4.4) te njegovim integriranjem od0 do t dobivamo

Z t

0
z1(� ) d� = d

Z t

0
d� �

1
�

Z t

0
_z1(� ) d� (4.15)

Ukoliko odaberemo po£etni uvjetz1(0) = 0 kona£ni izraz za integral varijable stanjaz1(t)

glasi

Z t

0
z1(� ) d� = d

Z t

0
d� �

1
�

z1(t) (4.16)

Obizrom da vrijednost varijable stanja estimatora drifta akcelerometraz1(t) teºi u d iz

izraza (4.3) moºemo izraziti izraz za estimiranu stvarnu akceleraciju sustavaâ(t) koja

glasi

â(t) = g(t) � z1(t) (4.17)

gdje jeâ(t) estimirana akceleracija sustava. Uslijed prijelazne pojave varijable stanjaz1(t)

prilikom integriranja estimirane akceleracije dolazi do pogre²ke koju je potrebno kompen-

zirati za dobivanje estimirane brzine sustava. Obzirom da je_v = a te je pretpostavljeno

_x(0) = v(0) = 0 , preslagivanjem te integriranjem izraza (4.3) na vremenskom periodu od

0 do t dobivamo

v(t) =
Z t

0
a(� ) d� =

Z t

0
g(� ) d� � d

Z t

0
d� (4.18)

Analogno integriranju akceleracije za dobivanje izraza brzine, integriramo izraz (4.17)

estimirane akceleracije sustavaâ(t) koji glasi

Z t

0
â(� ) d� =

Z t

0
g(� ) d� �

Z t

0
z1(� ) d� (4.19)

gdje nakon uvr²tavanja izraza za integral varijable stanja estimatora drifta akcelerometra

(4.16) dobivamo izraz

Z t

0
â(� ) d� =

Z t

0
g(� ) d� � d

Z t

0
d� +

1
�

z1(t) (4.20)

Usporeživanjem izraza za brzinu sustava (4.18) dobivenu integriranjem akceleracije te

integrala estimirane akceleracije (4.20) moºemo formirati izraz za estimiranu brzinuv̂(t)
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koji glasi

v̂(t) =
Z t

0
â(� ) d� �

1
�

z1(t) (4.21)

Uvoženjem novih varijabli stanjax3(t) i x4(t) koje glase

x3(t) =
Z t

0
â(� ) d�

x4(t) =
Z t

0
v̂(� ) d�

(4.22)

gdje jex4(t) varijabla stanja estimirane pozicijêx(t). Kori²tenjem prethodnih izraza za

varijable stanjax3(t) i x4(t) izraze (4.17) i (4.21) moºemo zapisati u prostoru stanja

_x3 = g(t) � z1(t)

_x4 = x3(t) �
1
�

z1(t)
(4.23)

dok sami izrazi za estimirane vrijednosti varijabli stanja sustava glase

v̂(t) = x3(t) �
1
�

z1(t)

x̂(t) = x4(t)
(4.24)

gdje jev̂(t) estimirana vrijednost varijable stanja brzine sustava_x(t), dok jex̂(t) estimirana

vrijednost varijable stanja pozicije sustavax(t).

4.3 Zakon upravljanja

Kako bi formirali izraz za zakon sliježenja referentne trajektorijexd(t) za sustav pojednos-

tavljene jednodimenzionalne letjelice opisane izrazom (4.1) uvodimo izraze za pogre²ku

sliježenja referentne trajektorije

~x(t) = x̂(t) � xd(t)

_~x(t) = v̂(t) � _xd(t)
(4.25)

gdje jexd(t) zadana referentna trajektorija, a~x(t) je pogre²ka sliježenja zadane referentne

trajektorijexd(t). Prethodni izraz nakon uvr²tavanja izraza za estimirane varijable stanja

(4.24) glasi

~x(t) = x4(t) � xd(t)

_~x(t) = x3(t) �
1
�

z1(t) � _xd(t)
(4.26)

Kori²tenjem izraza za pogre²ku sliježenja referentne trajektorijexd(t) moºemo izraziti
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zakon upravljanja pojednostavljene jednodimenzionalne letjelice koji glasi

u(t) = m
�
•xd(t) � K D _~x(t) � K P ~x(t)

�
(4.27)

4.4 Rezultati simulacija

4.4.1 Parametri simulacije

Za predloºeni asimptotski estimator drifta akcelerometra te estimator varijabli stanja pro-

vedene su simulacije za razli£ite parametre ²uma u mjerenome signalu akceleracije. Za

sve simulacije prisutan je driftd konstantne vrijednosti dok su po£etni uvjeti jednaki nuli.

Prametri sustava kori²teni u simulacijama glase

T = 15 s K P = 6 � = 10

m = 3 kg K D = 5 d = 5
(4.28)

Referentna trajektorijaxd(t) za sve simulacije je zadana izrazom

xd(t) = sin(2 t) (4.29)

4.4.2 Mjerenje akceleracije bez ²uma

Na gra�£kom prikazu rezultata simulacija bez prisutsva ²uma u mjerenome signalu ak-

celeracije sustava na slici 4.1 vidljivo je da sustav vrlo dobro estimira vrijednost drifta

akcelerometrad te zadovoljavaju¢e prati referentnu trajektorijuxd(t). Takožer je gra-

�£ki prikazana prikazana estimirana vrijednost pozicije sustavax4(t) za istu simulaciju.

Iz gra�£kog prikaza pogre²ke estmirane pozicije sustava vidljivo je svojstvo estimiranja

varijable stanja pozicije koje je reda10� 12 m ²to je vrlo precizno.
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Slika 4.1: Estimacija drifta akcelerometra bez ²uma mjerenja

4.4.3 Mjerenje akceleracije sa ²umom

Na slici 4.2 prikazani su rezultati simulacije provedene s prisutstvom ²uma mjerenog

signala akceleracije s parametrom ²umaA = � 2 = 2 te parametrima sustava danih u

(4.28). Iz navedenih slika vidljivo je da ²um ne utje£e zna£ajno na svojstva estimacije

drifta i pozicije sustava ²to ukazuje na dobra svojstva eliminacije ²uma iz mjerenog

signala akceleracije. Razmatranjem pogre²ke estimirane pozicije sustavax4(t) koja je

reda veli£ine10� 14 m moºemo sa zaklju£iti da je gre²ka estimiranja pozicije zanemariva.
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Slika 4.2: Estimacija drifta akcelerometra sa ²umom mjerenja (A = 2)
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4.4.4 Mjerenje akceleracije s jakim ²umom

Kona£no je provedena simulacija sa za²umljenim signalom mjerene akceleracije sustava

kori²tenjem parametra ²umaA = � 2 = 20 ²to predstavlja jako za²umljeni signal zna£ajno

izraºen nad stvarnim signalom akceleracije. Dobiveni rezultati provedene simulacije

gra�£ki su prikazani na slici 4.3 gdje je na prikazu mjerene akceleracijeg(t) vidljiva

izraºenost ²uma u odnosu na stvarni signal akceleracije sustava•x(t). Moºemo uo£iti kako

²um u ovom slu£aju zna£ajno utje£e na signal estimacije driftaz1(t) iz kojeg nije jasno

vidljiva postavljena referentna vrijednost driftad. Signal estimacije pozicije sustavax4(t)

dobro estimira stvarnu poziciju sustavax1(t) ²to moºemo i zaklju£iti iz prikaza pogre²ke

estimirane pozicije.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 23



Jo²ko Marku£i£ Diplomski rad

0 2 4 6 8 10 12 14

� 1

0

1

Vrijeme t [s]

x(
t)

[m
]

Pozicija sustava

x(t)
xd(t)

0 2 4 6 8 10 12 14

� 2

0

2

Vrijeme t [s]

_x(
t)

[m
=s

]

Brzina sustava

_x(t)
_xd(t)

0 2 4 6 8 10 12 14

0

5

10

Vrijeme t [s]

z 1
(t

)
[m

=s
2
]

Estimacija driftad

z1(t)
d

2 4 6 8 10 12 14
10� 13

10� 8

10� 3

102

Vrijeme t [s]

j1
�

x(
t)

=
x d

(t
)j

Pogre²ka sliježenja

0 2 4 6 8 10 12 14

� 1

0

1

Vrijeme t [s]

x(
t)

[m
]

Estimirana pozicija

x4(t)
x1(t)

0 2 4 6 8 10 12 14

0

2

4

�10� 14

Vrijeme t [s]

jx
4
(t

)
�

x 1
(t

)j
[m

]

Pogre²ka estimirane pozicije

0 2 4 6 8 10 12 14

� 50

0

50

Vrijeme t [s]

g(
t)

[m
=s

2
]

Mjerena akceleracijag(t)

g(t)
•x(t)

Slika 4.3: Estimacija drifta akcelerometra s jakim ²umom mjerenja (A = 20)
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4.5 Zaklju£ak

Prema provedenim simulacijama za predloºeni asimptotski estimator drifta akcelerometra

te kompenzirani estimator varijabli stanja sustava pojednostavljene jednodimenzionalne

letjelice opisane jednadºbama (4.1) moºemo zaklju£iti kako je predloºeni estimator vrlo

kvalitetno estimira varijable stanja pozicijex(t) i brzine _x(t) koje su prijeko potrebne za

formiranje upravlja£kog signalau(t) £ak i u slu£ajevima kada prisutsvo ²uma u signalu

mjerene akceleracije sustava u potpunosti prikriva temeljni signal same akceleracije sus-

tava•x(t).

Nedostatak predloºenog asimptotskog estimatora drifta akcelerometra je u nemogu¢nosti

istovremene estimacije vanjskih poreme¢aja koji su inherentno prisutni u stvarnim susta-

vima.
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5 Asimptotska estimacija vanjskog poreme¢aja

Za razmatranje slu£aja pojave vanjskog poreme¢aja (npr. vjetra) koji djeluje na sustav

prethodno opisane pojednostavljene jednodimenzionalne letjelice (4.1) uvodimo dodatni

£lan akceleracije vanjskog poreme¢ajap(t) koji na sustav djeluje zajedno s upravlja£kom

silom u(t). Nakon uvoženja spomenutog poreme¢aja sustav glasi

•x(t) =
1
m

u(t) + p(t)

y(t) = •x
(5.1)

Opisani sustav u prostoru stanja glasi

_x1(t) = x2(t)

_x2(t) =
1
m

u(t) + p(t)
(5.2)

gdje jem masa sustava, ap(t) nepoznati vanjski poreme¢aj (npr. vjetar) koji je predmet

asimptotske estimacije. Obzirom na usku povezanost o£ekivane akceleracije sustava

uslijed djelovanja upravlja£ke sileu(t), nepoznatog poreme¢ajap(t) te prisutsva drifta

akcelerometrad pretpostavljeno je mjerenje akceleracije sustava akcelerometrom bez

utjecaja drifta (d = 0).

5.1 Estimacija vanjskog poreme¢aja

5.1.1 Estimacija sustavom prvog reda

Analogno uvoženju diferencijalne jednadºbe robusne kompenzacije estimatora drifta ak-

celerometra (4.4) za sustav pojednostavljene jednodimenzionalne letjelice s vanjskim po-

reme¢ajem opisan u (5.1) uvodimo izraz za robusnu kompenzaciju vanjskog poreme¢aja

[8] koji u diferencijalnom obliku glasi

_z1(t) = � �
�
z1(t) � p(t)

�
(5.3)

Preslagivanjem izraza sustava (5.1) te uvr²tavanjem u prethodni izraz dobivamo

_z1(t) = � �
�

z1(t) � y(t) +
1
m

u(t)
�

(5.4)

gdje £lan izlaza sustavay(t) supstituiramo mjerenom za²umljenom akceleracijoma(t) bez

prisutsva driftad nakon £ega slijedi izraz za estimaciju vanjskog poreme¢aja

_z1(t) = � �
�

z1(t) � a(t) +
1
m

u(t)
�

(5.5)
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Moºemo razmotriti uvr²tavanje izraza mjerene akceleracije s prisutstvom driftad opisane

izrazom (4.3) ²to bi uvelo nepoznatu vrijednost drifta akcelerometrad u izraz za estima-

ciju vanjskog poreme¢aja. Obzirom na takav nedostatak predloºenog estimatora vanjskog

poreme¢aja koristimo prethodno postavljenu pretpostavku mjerenja akceleracije sustava

akcelerometrom bez utjecaja driftad £ime je srednja vrijednost ²uma mjerenog signala

akceleracije jednaka nuli.

Diferencijalne jednadºbe observera stanja za opisani sustav (5.1) potrebne za formiranje

izraza upravlja£ke varijable glase

_x3(t) = a(t)

_x4(t) = x3(t)
(5.6)

gdje jex3(t) varijabla stanja estimirane brzine sustava, ax4(t) je varijabla stanja estimirane

pozicije sustava. Nakon formiranja izraza za estimaciju varijabli stanja moºemo uvesti

izraze pogre²ke sliježenja referentne trajektorijexd(t) koji glase

~x(t) = x4(t) � xd(t)

_~x(t) = x3(t) � _xd(t)
(5.7)

Kori²tenjem uvedenih izraza za pogre²ku sliježenja referentne trajektorijexd(t) moºemo

izraziti zakon upravljanja pojednostavljene jednodimenzionalne letjelice za sliježenje re-

ferentne trajektorije s kompenzacijom vanjskog poreme¢aja koji glasi

u(t) = m
�
•xd(t) � K D _~x(t) � K P ~x(t) � z1(t)

�
(5.8)

5.1.2 Estimacija sustavom drugog reda

Dodatno je predloºen asimptotski estimator vanjskog poreme¢aja kori²tenjem sustava dru-

gog reda s ciljem bolje eliminacije ²uma u mjerenome signalu akceleracije. Preslagivanjem

izraza sustava (5.1) te uvoženjem izraza za estimiranu vrijednost vanjskog poreme¢ajap̂(t)

koji glasi

p̂(t) = a(t) �
1
m

u(t) = •x4(t) �
1
m

u(t) (5.9)

gdje jex4(t) estimirana pozicija sustava opisana izrazom (5.6). Uvodimo izraz za asimp-

totsko estimiranje vanjskog poreme¢aja koji u diferencijalnom obliku glasi

_z2(t) = � �
�
z2(t) � p(t)

�
(5.10)

gdje nakon uvr²tavanja izraza (5.9) u prethodni izraz dobivamo
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_z2(t) = � �
�

z2(t) � •x4(t) +
1
m

u(t)
�

(5.11)

Nakon preslagivanja te odvajanja derivacija po vremenu od ostalih £lanova prethodni izraz

glasi

d
dt

0

@z2(t) � � _x4(t)
| {z }

w1

1

A = � �z 2(t) � �
1
m

u(t) (5.12)

gdje izraz za uvedenu varijabluw1(t) glasi

w1(t) = z2(t) � � _x4(t) (5.13)

Uvoženjem supstitucije zaw1(t) u jednadºbu (5.12) dobivamo izraz zaw1(t) u diferenci-

jalnom obliku

_w1(t) = � �z 2(t) � �
1
m

u(t) (5.14)

Izraºavanjem (5.13) prekoz2(t) te uvr²tavanjem izraza za estimirane varijable stanja (5.6)

dobivamo izraz za estimirani signal vanjskog poreme¢aja koji glasi

z2(t) = w1(t) + �x 3(t) (5.15)

gdje jex3(t) estimirana varijabla stanja brzine. Uvr²tavanjem prethodnog izraza u jed-

nadºbu (5.14) dobivamo izraz za prvu varijablu stanja estimatora vanjskog poreme¢aja

koji glasi

_w1(t) = � �w 1(t) � �
�

�x 3(t) +
1
m

u(t)
�

(5.16)

Uvodimo izraz za dodtano �ltriranje ²umaz3(t) koji u diferencijalnom obliku glasi

_z3(t) = � �
�
z3(t) � z2(t)

�
(5.17)

gjde nakon uvr²tavanja jednadºbe (5.13) dobivamo sljede¢i izraz

_z3(t) = � �
�
z3(t) � w1(t) � � _x4(t)

�
(5.18)

Analogno grupiranju derivacija po vremenu kao ²to je provedeno u (5.12) za prethodni

izraz dobivamo

d
dt

0

@z3(t) � � 2x4(t)
| {z }

w2

1

A = � �z 3(t) + �w 1(t) (5.19)
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gdje izraz za uvedenu varijabluw2(t) glasi

w2(t) = z3(t) � � 2x4(t) (5.20)

Uvoženjem supstitucije zaw2(t) u jednadºbu (5.19) dobivamo izraz zaw2(t) u diferenci-

jalnom obliku

_w2(t) = � �z 3(t) + �w 1(t) (5.21)

Izraºavanjem (5.20) prekoz3(t) dobivamo izraz za estimirani signal vanjskog poreme¢aja

koji glasi

z3(t) = w2(t) + � 2x4(t) (5.22)

gdje je x4(t) estimirana varijabla stanja pozicije. Uvr²tavanjem prethodnog izraza u

jednadºbu (5.21) dobivamo izraz za drugu varijablu stanja estimatora vanjskog poreme¢aja

koji glasi

_w2(t) = � �w 2(t) + �w 1(t) � � 3x4(t) (5.23)

Kori²tenjem prethodno uvedenih izraza (5.7) za pogre²ku sliježenja referentne trajektorije

xd(t) moºemo izraziti zakon upravljanja pojednostavljene jednodimenzionalne letjelice

za sliježenje referentne trajektorije s kompenzacijom vanjskog poreme¢aja kori²tenjem

varijante estimacije vanjskog poreme¢aja �ltriranjem drugog reda opisane izrazom (5.22).

Kona£ni izraz za zakon upravljanja glasi

u(t) = m
�
•xd(t) � K D _~x(t) � K P ~x(t) � z3(t)

�
(5.24)
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5.2 Rezultati simulacija

5.2.1 Parametri simulacije

Za predloºene asimptotske estimatore vanjskog poreme¢ajap(t) za opisani sustav (5.1)

provedene su simulacije za razli£ite parametre ²uma u mjerenome signlau akceleracije.

Prema prethodno opisanoj pretpostavi o po£etnim uvjetima sustava za sve simulacije

po£etni uvjeti su jednaki nuli. Parametri sustava kori²teni u simulacijama glase

T = 15 s K P = 6 � = 10

m = 3 kg K D = 5 d = 5
(5.25)

Referentna trajektorijaxd(t) za sve simulacije zadana je izrazom

xd(t) = sin(2 t) (5.26)

dok izraz za vanjski poreme¢ajp(t) za sve simulacije glasi

p(t) = 3 + sin( t) (5.27)

5.2.2 Mjerenje akceleracije bez ²uma

Na slici 5.1 prikazani su rezultati simulacije provedene bez ²uma u mjerenome signalu

akceleracije sustava za estimator vanjskog poreme¢aja prvog reda opisan jednadºbom

(5.5) te zakonom upravljanja (5.8). Vidljivo je da sustav zadovoljavaju¢e slijedi zadanu

referentnu trajektorijuxd(t), dok je kod signala estimiranog poreme¢ajaz1(t) vidljivo

blago ka²njenje u odnosu na referentni signal poreme¢ajap(t) ²to je o£ekivani slu£aj za

predloºeni asimptotski estimator poreme¢aja.

Za estimator vanjskog poreme¢aja drugog reda opisan izrazima (5.22) te zakonom uprav-

ljanja (5.24) provedena je simulacija sa istim po£etnim uvjetima £iji rezultati su prikazani

na slici 5.2. Dobiveni rezultati ne²to su slabijih svojstava nego za estimator vanjskog

poreme¢aja prvog reda, dok je na gra�£kome prikazu estimacije poreme¢ajaz3(t) vidljivo

ve¢e ka²njenje estimiranog signala poreme¢aja u odnosu na referentni signalp(t) ²to je i

o£ekivano obzriom da je sustav estimatora poreme¢aja vi²eg reda ²to je i vidljivo na slici

5.3 gdje su signali estimacije poreme¢aja za provedene simulacije prikazani usporedno u

ve¢em mjerilu radi zornijeg prikaza.
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Slika 5.1: Estimacija vanjskog poreme¢aja kori²tenjem estimatora prvog reda bez ²uma
mjerenja
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Slika 5.2: Estimacija vanjskog poreme¢aja kori²tenjem estimatora drugog reda bez ²uma
mjerenja
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Slika 5.3: Usporedba estimacije vanjskog poreme¢aja za estimator prvog i drugog reda
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5.2.3 Mjerenje akceleracije sa ²umom

Provedene su simulacije sa prisutsvom ²uma varijacijeA = � 2 = 1 bez driftad = 0

za estimatore vanjskog poreme¢aja prvog i drugog reda s gra�£kim prikazom rezultata

simulacija na slikana 5.4 i 5.5. Za svaki od predloºenih estimatora vanjskih poreme¢aja

odmah moºemo uo£iti drift vrijednosti estimirane pozicije kao i same pozicije sustava ²to

je posljedica statisti£ke prirode ²uma koji nije uvijek nuºno srednje vrijednosti jednake

nuli nego dolazi do odstupanja iako smo kao parametar simulacije odredilid = 0. Vrijedi

uo£iti da bez obzira na lo²e pra¢enje referentne trajektorije sustav u oba dva slu£aja

dobro estimira vanjski poreme¢ajp(t) dok je na slici 5.5 jasno vidljivo bolje prigu²enje

za²umljenog signala sustava drugog reda u odnosu na sustav prvog reda.
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Slika 5.4: Estimacija vanjskog poreme¢aja kori²tenjem estimatora prvog reda sa ²umom
mjerenja
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Slika 5.5: Estimacija vanjskog poreme¢aja kori²tenjem estimatora drugog reda sa ²umom
mjerenja
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5.3 Zaklju£ak

Provedene simulacije za predloºeni asimptotski estimator vanjskog poreme¢aja predlo-

ºenog sustava jednodimenzionalne letjelice pokazuju zadovoljavaju¢a svojstva estimacije

samog vanjskog poreme¢ajap(t) £ime je zadatak samog estimatora poreme¢aja zado-

voljen, ali za potrebe estimacije varijabli stanja pozicije i brzine kompenzacija samog

poreme¢aja nije dovoljna za slu£ajeve prisutsva ²uma u mjerenome signalu akceleracije

iako nije uveden drift akcelerometra u samo mjerenje. Razlog tome je ²to sredina nasu-

mi£no generiranog ²uma nije uvijek to£no jednaka nuli ²to uzrokuje akumuliranje takve

pogre²ke mjerenja prilikom integracije akceleracije i brzine s ciljem dobivanja estimira-

nih varijabli stanja istih za predloºeni sustav ²to naravno uzrokuje i lo²ije performanse

sliježenja zadane referentne trajektorije.
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6 Algebarska metoda kori²tenjem metode frekvencijskog

pomaka

Uo£avanjem nedostataka prethodno opisane konvencionalne metode algebarske estimacije

varijabli stanja radi usporedbe iste potrebno je provesti estimaciju varijabli stanja algebar-

skom metodom kori²tenjem metode frekvencijskog pomaka. U svrhu izvoženja izraza

za estimaciju predloºenog poreme¢aja mjerenja akceleracije, drifta, kori²ten je prethodno

opisani pojednostavljeni sustav jednodimenzionalne letjelice (4.1) koja ponovno glasi

•x(t) =
1
m

u(t)

y(t) = •x(t)
(6.1)

Takožer ponovno koristimo pretpostavku polijetanja letjelice sa stacionarne podloge u

prostoru iz £ega moºemo odrediti po£etne uvjete pozicijex(0) = 0 i _x(0) = 0 . Mjereni

izlaz sustav akceleracija prema pretpostavci je podloºna ²umu i driftu akcelerometra kojim

provodimo mjerenje. Izraz za mjerenu akceleraciju glasi

g(t) = a(t) + d (6.2)

gdje jeg(t) mjereni signal akcelerometra,d je konstantni drift akcelerometra dok jea(t)

stvarna akceleracija promatranog sustava.

6.1 Algebarska estimacija drifta primjenom invarijantnog �ltriranja

Za sustav (6.1) uvodimo izraz za akceleraciju izraºenu preko mjerene akceleracije sustava

i nepoznatog iznosa konstantnog drifta akcelerometra koji glasi

•x(t) = g(t) � d (6.3)

Kori²tenjem Laplaceove transformacije sustav u frekvencijskoj domeni glasi

s2x(s) = g(s) +
d
s

(6.4)

Nakon mnoºenja jednadºbe sas dobivamo izraz

s3x(s) = s g(s) + d (6.5)

U svrhu invarijantnog �ltriranja uvodimo izraz za �lter sa £etiri razli£ita pola koji glasi

G0(s) =
1

(s + � 1)(s + � 2)(s + � 3)(s + � 4)
(6.6)

£ijim uvr²tavanjem u (6.5) moºemo opisani sustav zapisati kao
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G3(s) x(s) � G1(s) g(s) = d G0(s) (6.7)

gdje su £lanoviG3(s), G1(s) i G0(s) te njihovi razvoji na parcijalne razlomke de�nirani

izrazom

Gk(s) =
sk

Q 4
i =1 (s + � i )

=
4X

i =1

Aki

(s + � i )
k = 0; 1; 3 (6.8)

Koe�cijente parcijalnih razlomakaAkj prethodnog izraza odrežujemo slijede¢im izrazom

Akj = lim
s!� � j

(s + � j )Gk(s) =
(� � j )k

4Y

i =1
i 6= j

(� i � � j )

(6.9)

Ukoliko polove �ltera � j odaberemo na linearnim razmacima de�niranima izrazom

� j = j� 0 j = 1; � � � ; 4 � 0 > 0 (6.10)

£ijim uvr²tavanjem u prethodni izraz (6.9) dobivamo izraz za koe�cijente parcijalnih

razlomakaAk j za jednako udaljene polove koji glasi

Akj =
(� j )k

4Y

i =1
i 6= j

(i � j )

� k� 3
0 (6.11)

Za slu£aj kada jek = 0 koe�cijenti parcijalnih razlomaka funkcijeG0(s) glase

A01 =
1

6� 3
0

A02 = �
1

2� 3
0

A03 = �
1

6� 3
0

A04 =
1

2� 3
0

(6.12)

Uvr²tavanjem izraza (6.8) izraºenog preko parcijalnih razlomaka u izraz (6.7) dobivamo

izraz

4X

i =1

1
s + � i

h
A3i x(s) � A1i g(s)
| {z }

x i (s)

i
= d

4X

i =1

A0i

s + � i
| {z }

�( s)

(6.13)

gdje uvoženjem varijabli stanjax i (s) te supstitucije za�( s) prethodni izraz sustava mo-

ºemo zapisati kao
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4X

i =1

x i (s) = d �( s) (6.14)

Kori²tenjem inverzne Laplaceove transformacije sustav u vremenskoj domeni glasi

4X

i =1

x i (t) = d �( t) (6.15)

gdje izraz za�( t) u vremenskoj domeni glasi

�( t) =
4X

i =1

A0i e� � i t (6.16)

Vrijedi uo£iti iznos funkcije�( t) u trenutkut = 0

�(0) =
4X

i =1

A0i = A01 + A02 + A03 + A04 =

=
1

6� 3
0

�
1

2� 3
0

�
1

6� 3
0

+
1

2� 3
0

= 0

(6.17)

Kona£no moºemo raspisati sustav diferencijalnih jednadºbi za algebarsku estimaciju drifta

akcelerometra primjenom invarijantnog �ltriranja koje glase

_x1 = � � 1 x1 + A31x(t) � A11g(t)

_x2 = � � 2 x2 + A32x(t) � A12g(t)

_x3 = � � 3 x3 + A33x(t) � A13g(t)

_x4 = � � 4 x4 + A34x(t) � A14g(t)

(6.18)

Obzirom da je�(0) = 0 izraz za estimaciju drifta akcelerometra glasi

d̂ =

8
<

:

0 ; t 2 [0; " i
x1 + x2 + x3 + x4

�( t)
; t � "

(6.19)

gdje kona£ni izraz za�( t) glasi

�( t) = A01 e� � 1 t + A02 e� � 2 t + A03 e� � 3 t + A04 e� � 4 t (6.20)

6.1.1 Metoda frekvencijskog pomaka

Prilikom primjene konvencionalne algebarske metode koristimo korake deriviranja izraza

sustava te korake integriranja za dobivanje linearno nezavisnih sustava jednadºbi. Tako

dobivene rezultiraju¢e linearno nezavisne jednadºbe uobi£ajeno sadrºe £lanovetn koji
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£ine nestabilne vremenski ovisne �ltere estimatora. Kako bi izbjegli navedene nedostatke

konvencionalne algebarske metode [4] uvodi metodu frekvencijskog pomaka koja koristi

operator kona£nih diferencija. Kona£ni operator diferencija funkcijef (s) u frekvencijskoj

domeni de�niran je izrazom

� qf (s) = f (s + q) � f (s) (6.21)

gdje operator diferencija� q moºemo izraziti kao

� q = eq d
ds � 1 (6.22)

gdje jeeq d
ds operator pomaka sa svojstvom

eq d
ds f (s) = f (s + q) (6.23)

Za f (s) = sn dobivamo

� qsn = ( s + q)n � sn =
nX

k=1

�
n
k

�
sn� kqk (6.24)

Za proizvoljnu funkcijuf (s) vrijedi izraz

� n
q f (s) =

nX

k=0

(� 1)k

�
n
k

�
f

�
s + ( n � k)q

�
(6.25)

Kori²tenjem operatora kona£nih diferencija u frekvencijskoj domeni dobivamo pomaknute

funkcije poputF (s+ q). Svojstvo frekvencijskog pomaka Laplaceove transformacije glasi

F (s + q) = L
�

e� qtf (t)
	

(6.26)

koje koristimo za inverznu Laplaceovu transformaciju algebarskih izraza u vremensku

domenu.

6.1.2 Estimacija drifta akcelerometra

Potrebno je primjeniti algebarsku metodu frekvencijskog pomaka s ciljem estimacije drifta

akcelerometra. Uvodimo izraz za akceleraciju sustava (6.1) izraºenu preko mjerene akce-

leracije sustava kompenzirane za nepoznati iznos drifta akcelerometrad.

•x(t) = g(t) � d (6.27)

Za navedenu diferencijalnu jednadºbu provodimo Laplaceovu transformaciju u frekven-

cijsko podru£je u kojemu prethodni izraz glasi
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s2x(s) = g(s) +
d
s

(6.28)

Dobivenu jednadºbu u frekvencijskom podru£ju mnoºimo operatorom pomaka opisanim

u (6.23) nakon £ega slijedi izraz

(s + q)2 � x
�
s + q

�
= a

�
s + q

�
+

d
s + q

(6.29)

U svrhu provoženja invarijantnog �ltriranja uvodimo izraz

G0(s) =
1

(s + q)3
(6.30)

gdje jeq proizvoljno odabrani pol �ltera. Nakon mnoºenja izraza (6.29) s prethodnim

izrazom dobivamo

1
s + q

x
�
s + q

�
=

1
(s + q)3

a(s + q) +
d

(s + q)4
(6.31)

Prebacivanjem poznatih varijabli na lijevu stranu te grupiranjem prethodni izraz moºemo

prikazati na sljede¢i na£in

1
s + q

 

x(s + q) �
1

s + q

�
1

s + q
a(s + q)

| {z }
x1 (s)

�

| {z }
x2 (s)

!

| {z }
x3 (s)

=
d

(s + q)4
(6.32)

iz £ega moºemo izraziti varijable stanja estimatora drifta akcelerometra u frekvencijskoj

domeni koje glase

(s + q) x1(s) = a(s + q)

(s + q) x2(s) = x1(s)

(s + q) x3(s) = x(s + q) � x2(s)

(6.33)

Kori²tenjem inverzne Laplaceove transformacije pomo¢u izraza (6.26) moºemo prethodne

varijable stanja izraziti u vremenskoj domeni nakon £ega dobivamo

_x1(t) = � qx1(t) + e� qta(t)

_x2(t) = � qx2(t) + x1(t)

_x3(t) = � qx3(t) � x2(t) + e� qtx(t)

(6.34)

Kori²tenjem uvedenih supstitucija te uvr²tavanjem (6.30) izraz (6.32) moºemo zapisati
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x3(s) = d G0(s) (6.35)

uvoženjem inverzne Laplaceove transformacije za (6.30)

�( t) = L � 1 f G0(s)g = L � 1

�
1

(s + q)4

�
=

1
6

t3e� qt (6.36)

izraz (6.35) moºemo napisati izraz za estimaciju drifta akcelerometrad u vremenskoj

domeni izraºen zad koji glasi

d =
x3(t)
�( t)

(6.37)

Obzirom da se funkcija�( t) nalazi u nazivniku izraza za estimaciju drifta vrijedi uo£iti

da je za trenutakt = 0 funkcija �(0) jednaka nuli�(0) = 0 zbog £ega uvodimo kona£ni

izraz za estimaciju drifta

d̂ =

8
><

>:

0 ; t 2 [0; " i

x3(t)
�( t)

; t � "
(6.38)

Usporedimo li izraze algebarskog estimatora drifta akcelerometra dobivenog metodom

frekvencijskog pomaka sa algebarskim estimatorom drifta akcelerometra dobivenog inva-

rijantnim �ltriranjem (6.18) i (6.19) moºemo primjetiti da je estimator drift dobiven

metodom frekvencijskog pomaka bolji i jednostavniji za primjeniti.

6.2 Estimacija varijabli stanja

Iz diferencijalnih jednadºbi estimatora drifta akcelerometra (6.34) vidljivo je da osim ²to

je potrebno mjeriti akceleraciju sustava, potrebno je i mjeriti poziciju sustavax(t) uslijed

£ega uvodimo izraze za estimaciju brzine koji glasi

_x4(t) = g(t) � d̂

v̂(t) = x4(t) � " � d̂
(6.39)

Nakon formiranja izraza za estimaciju nepoznatih varijabli stanja moºemo uvesti izraze

pogre²ke sliježenja referentne trajektorijexd(t) koji glase

~xd(t) = x(t) � xd(t)

_~x(t) = v̂(t) � _xd(t)
(6.40)

Kori²tenjem uvedenih izraza za pogre²ku sliježenja referentne trajektorijexd(t) moºemo

izraziti zakon upravljanja pojednostavljene jednodimenzionalne letjelice za sliježenje re-

ferentne trajektorije s kompenzacijom vanjskog poreme¢aja koji glasi
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u(t) = m
�
•xd(t) � K D _~x(t) � K P ~x(t)

�
(6.41)

6.3 Rezultati simulacija

6.3.1 Parametri simulacije

Za predloºeni algebarski estimator drifta akcelerometra te estimator varijabli stanja prove-

dene su simulacije za razli£ite parametre aditivnog ²uma u mjerenome signalu akceleracije.

Za sve simulacije prisutan je driftd konstantne vrijednosti dok su po£etni uvjeti jednaki

nuli. Parametri sustava kori²teni u simulacijama glase

T = 15 s K P = 6 q = 12

m = 3 kg K D = 5 " = 0:5 s

d = 5

(6.42)

Referentna trajektorijaxd(t) za sve simulacije zadana je izrazom

xd(t) = sin(2 t) (6.43)

6.3.2 Mjerenje bez ²uma

Na slici 6.1 prikazani su rezultati simulacije provedene bez prisutsva ²uma za parametre

sustava zadane u (6.42) te zadanu referentnu trajektoriju (6.43). Iz navedene slike je vid-

ljivo prakti£ki trenutno estimiranje vrijednosti drifta akcelerometrad koja je za trenutak

" > t � 0 proizvoljno odabrana jednaka nuli. Obzirom na dobra svojstva estimiranja

drifta akcelerometra rezultiraju¢e estimiranje varijable stanja brzine o£ekivano je zado-

voljavaju¢e uslijed £ega je postignuto vrlo dobro sliježenje zadane referentne trajektorije

xd(t) ²to moºemo vidjeti iz gra�£kog prikaza pogre²ke sliježenja.
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