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SaZetak

U ovom radu razmatrana je algebarska metoda identifikacije parametara u realnom vre-
menu. Algebarska metoda omogucuje skoro trenutnu estimaciju realnih parametara
sustava te je stoga primijenjena na problem identifikacije parametara autonomne letje-
lice u realnom vremenu. U prvom dijelu rada na modelu mehanickog oscilatora imple-
mentirane su asimptotske metode algebarske identifikacije te zatim ne asimptotska ko-
nvencionalna metoda identifikacije parametara zasnovana na algebarskim derivacijama.
Implementirana je takoder ne asimptotska metoda algebarske identifikacije parametara
koja se zasniva na metodi frekvencijskog pomaka. Spomenute metode koristene su za
estimaciju konstante opruge. Provedena je komparativna analiza stabilnosti i robusnosti
na Sum mjerenja spomenutih metoda. U drugom dijelu rada dani su osnovni koncepti
rada kvadkoptera te je izvedena njegova kinematika i dinamika. Metoda frekvencijskog
pomaka iskoristena je za identifikaciju parametara mase i momenata tromosti kvadro-
tora te su identificirani parametri koriSteni za sintezu adaptivnog regulatora na vise

modela kvadrotora uz dodan Sum mjerenja.

Kljuéne rijeci: Identifikacija parametara, Linearni dinamicki sustavi, Autonomne

letjelice, Adaptivno upravljanje
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Summary

In this thesis algebraic method for real time parameter identification was considered.
Algebraic method enables almost instantaneous estimation of real system parameters
and therefore it was applied to the problem of parameter identification of autonomous
aircraft in real time. In the first part of thesis asymptotic methods of algebraic iden-
tification were implemented, then came conventional non-asymptotic method based on
algebraic derivations and non-asymptotic, frequency-shift based method of algebraic pa-
rameter identification. Mentioned methods were used to estimate the constant of the
spring. Comparative analysis was conducted to determine the stability and robustness to
measuring noise of aforementioned methods. In the second part of thesis basic concepts
of quadcopter were given and kinematics and dynamics were derived. Frequency-shift
based method was used to identify mass and inertia moments of quadcopter and these
identified parameters were used to construct adaptive controller on multiple quadcopter

models with added measurement noise.

Keywords: Parameter identification, Linear dynamical systems, Autonomous

aircrafts, Adaptive control
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1 Uvod

1.1. Algebarska estimacija parametara

Model prema [1] je matematicka reprezentacija postojeceg sustava. Ako se taj model
moze opisati pomocu konacnog broja varijabli i parametara nazivamo ga parametarski
model. Neki primjeri takvih parametarskih modela su prijenosne funkcije elektriénih
krugova, jednadzbe gibanja mehanickog ovjesa itd. Modeli koriSteni u modernoj teoriji
upravljanja su, s nekim iznimkama, parametarski modeli s linearnim i nelinearnim jed-
nadzbama stanja. Da bi implementirali kontroler koji se bazira na modelu potrebno
je poznavati preciznu strukturu modela sustava i njemu pripadajuc¢e parametre. Stoga,
ako su parametri nepoznati proces identifikacije parametara je iznimno vazan za kons-
truiranje upravljackog sustava.

Problem estimacije parametara dinamickog modela datira jos iz 3. stoljec¢a pr. Kr.
gdje je gibanje nebeskih tijela opisano sa Sest parametara [2].

Estimacija koja se zasniva na minimizaciji funkcije pogreske pripisuje se Galileu [3],
a jedan od najvaznijih ranih doprinosa podrucju smatra se staticki pogled na problem
identifikacije parametara koje je predlozio Gauss [4].

Sredinom prosloga stolje¢a pa na dalje pojavljuje se niz metoda za estimaciju. Preko

2

Zadeha koji je utvrdio izraz "identifikacija” pa preko Kalmana [5], Ljunga [6] i drugih
dolazimo do klasi¢nih metoda za identifikaciju i estimaciju. Novi pristup u identifikaciji
parametara zasnovan na metodi algebarskog deriviranja predlozen je nedavno u [7] i
[1] za brzu i pouzdanu estimaciju parametara u sustavima s povratnom vezom. Ova

metoda koristena je za identifikaciju parametara [8], stanja [9], derivacija signala [10],



Poglavlje 1. Uvod 2

polinomnih poremecaja, te detektirati greske [11].

Algebarksa metoda omogucuje identifikaciju parametara i stanja te robusnost s ob-
zirom na aditivne perturbacije poput Suma mjerenja. Tehnika je primjenjiva na line-
arne i nelinearne sustave. Kod linearnih sustava postoje dva pristupa, u vremenskoj
i frekvencijskoj domeni. Algebarska metoda omogucava konstruiranje robusnih on-line
identifikatora parametara i varijabli stanja uz prisutnost suma. Pri tome nije potrebno
statisticko poznavanje Suma. Osnovno invarijantno filtriranje koje se uobicajeno ko-
risti kod ove metode zasniva se na svojstvu prigusenja Suma kod integriranja. Takoder,
tradicionalni nisko propusni filteri i nelinearni filteri su prikladni za koristenje s ovom
metodom. Valja napomenuti da uz skoro trenutnu identifikaciju parametara i sve na-
vedene prednosti postoje neke mane. Primjena algebarskog deriviranja za eliminaciju
pocetnih uvjeta s kombinacijom invarijantnog filtriranja u formi lancanih integratora do-
vodi do nestabilne vremenski promjenjive realizacije identifikatorskih filtera u prostoru
stanja. Kako su varijable identifikatora neogranicene potreban je dodatan mehanizam
za iskljucivanje nakon kratkog vremena. Da bi se rijesio taj problem u [12] je predlozeno
koristenje konac¢nih diferencija i operatora pomaka. Koristenjem ovih operatora u kom-
binaciji s asimptotski stabilnim invarijantnim filterima dobiva se stabilna realizacija

identifikatorskih filtera u prostoru stanja.

1.2. Objekt upravljanja

Zadnjih godina drastiéno se povec¢ao interes za robotiku. Stovie, mnoge industrije
zahtijevaju robote kako bi zamijenili ljude u opasnim i monotonim okruzenjima. Tu
do izrazaja dolaze mala leteca vozila koja otvaraju Siroku paletu novih moguénosti pri-
mjene.

Kvadkopter je multirotorska letjelica pogonjena s ¢etiri rotora. Posjeduje dobru mane-
vrabilnost, mehanicku jednostavnost i veliku nosivost. Najve¢a mana je velika potrosnja
energije zbog Cetiri motora. Struktura kvadkoptera moze biti izuzetno pogodna za nad-

zor, snimanje, za rad u opasnom okruzenju, unutarnja navigacija i mapiranje.
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1.3. Organizacija po poglavljima

Osnovni cilj ovog rada je implementacija algebarskih metoda za identifikaciju para-
metara autonomne letjelice s ciljem adaptivnog upravljanja letjelicom tijekom prenosenja
tereta nepoznatih masa i momenata inercije. Rad je strukturiran kroz poglavlja na

sljedec¢i nacin.

U poglavlju 2 implementiranu su algebarske metode identifikacije parametara na sustavu
mehanickog oscilatora. Identificira se konstanta opruge, a zatim je provedena kompa-

rativna analiza stabilnosti i robusnosti na Sum mjerenja metoda algebarske identifikacije.

U poglavlju 3 dane su osnovne definicije, konfiguracije rotokoptera te osnovni koncepti
kvadkoptera. Izvedena je kinematika i dinamika kvadkoptera te napravljena sinteza

upravljanja.

U poglavlju 4 izvedene su jednadzbe koje su nam potrebne za identifikaciju mase i

momenata tromosti kvadkoptera.

U poglavlju 5 provedene su simulacije i dani rezultati identifikacije mase i momenata
tromosti kvadkoptera te takoder simulacijski rezultati regulacije adaptivnim regulato-

rom.



2 | Algebarske metode iden-

tifikacije parametara

U ovom poglavlju bit ¢e prikazan postupak identifikacije konstante opruge na pri-

mjeru mehanickog oscilatora

() + ky(t) = 0 (2.1)

pomocu asimptotskih i neasimptotskih metoda algebarske identifikacije parametara.

2.1. Asimptotska metoda algebarske identifikacije

Estimaciju parametara preko ove kao i drugih metoda koje ¢e uslijediti zapocet ¢emo

primjenom Laplace-ove transformacije na 2.1 i pritom dobivamo

s*y(s) + ky(s) = c15 + co (2.2)

gdje je c1 = yo 1 co = vy

2.1.1. Invarijantno filtriranje s razli¢itim polovima

Jednadzbu 2.2 pomozit ¢emo filterom

1

(s + a1)(s + az)(s + as) (2.3)

gdje su ay, ag, ag pozitivni parametri pri ¢emu se dobivaju negativni polovi i stabilnost

sustava. Nakon mnozenja dobivamo

Ga(s)y(s) + kGoy(s) = H(s) (2.4)
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gdje su

s? Aoy Ag Ags
G = = + + , 2.5
2(s) (s+a)(s+az)(s+a3) s+a s+ay s+as (2:5)

1 Ao Apz Aoz
Go(s) = — + + , 2.6
() (s+a)(s+ag)(s+az) s+a s+ay s+ag (2:6)

B B B

H(s) = Gs T - LB (2.7)

(s+a)(s+az)(s+as) s+a s+ay s+ag
Zbog dodatnog pojednostavljenja izraz 2.4 mozemo zapisati kao

Y2(s) + kyo(s) = H(s) (2.8)

u kojemu je
(s) = Galoly(s) = An L+ 4y ML gy MO (2.9)
yo(s) = Go(s)y(s) = An y( >1 + A Sy+< C)LQ +A038y+(523. (2.10)

Prethodni sustav jednadzbi potrebno je zaplsatl u prostoru stanja. To mozemo posti¢i

uvodenjem kanonski varijabli stanja tako da je

~y(s)

rils) = s+ ay’
_y(s)

:C2(S) - S + a2a (211)
_y(s)

73(s) = s+ as

Mnozenjem jednadzbi 2.11 s nazivnikom dobivamo
sr1(s) + arz(s) = y(s),
sza(s) + agx(s) = y(s), (2.12)
st3(s) + azz(s) = y(s),

i primjenom obrnute Laplace-ove transformacije dobivamo set diferencijalnih jednadzbi

u vremenskom podrucju

i1(t) = —arx1(t) + y(t),
a(t) = —aswa(t) + y(t), (2.13)
i5(t) = —azzs(t) + y(t)
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i izlazne jednadzbe

Yo(t) = A1y + Agoxs + Agss,

(2.14)
Yo(t) = Aoy + Apxy + Agzs.
Prethodne jednadzbe u matricnom zapisu nalaze se ispod.
i a0 0] [n] [1]
ft3 0 0 —as T3 1
0] o Ag Ag] |70
Yo _ 01 02 03 2o(1) (2.16)
Ya(t) Agr Agy Ags
3(t)

Naposljetku nam ostaje ¢lan H(s) dobiven mnozenjem pocetnih uvjeta Laplace-ove
transformacije s invarijantnim filterom. Ako sada na taj clan prikazan u jednadzbi 2.7

primijenimo obrnutu Laplace-ovu transformaciju dobivamo

h(t) = Ble_‘”t + B12€_a2t + Bge_“?’t. (217)

Iz prethodne jednadzbe da se zakljuciti da h(t) tezi u 0 kada ¢ tezi u beskonaé¢nost,
a brzinu odreduje pozicija polova. Drugim rijecima, sto su polovi pomaknuti vise u
negativno h(t) ¢e brze iéi u 0.

Sada kad imamo sve ¢lanove opet u vremenskom podrucju 2.8 mozemo zapisati kao

ya(t) + kyo(t) = h(t), (2.18)

i iz te jednadzbe mozemo dobiti konstantu opruge

(2.19)

Drugi ¢lan na desnoj strani jednadzbe postaje zanemariv nakon tranzijentnog vre-

mena zbog toga $to h(t) tezi u 0 te nam ostaje

(2.20)
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Iz prethodne jednadzbe vidimo da postoji opasnost dijeljenja s 0. Do tog dijeljenja
¢e sigurno doc¢i u trenutku ¢ = 0, a mozda i u nekom kasnijem trenutku. Zato je u
[13] predlozena metoda da se na brojnik i nazivnik u izrazu 2.20 primjeni apsolutna
vrijednost i potom integriraju, odnsno
Jo lyat)dt
k==0""— za t>c>0. (2.21)
Jo lvo(®)|dt
Brojnik i nazivnik mozemo sada proglasiti varijablama stanja i derivirati ih i uz 2.20
dobiti jos
Ty = |ya2(t
1 = ) oo
5 = |yo(t)]
Na kraju dolazimo do konacnog algoritma koji ¢e se implementirati u Matlabu.

Imamo izlazne jednadzbe 2.9 i 2.10, zatim jednadzbe 2.13 i 2.22 koje ¢e biti rjeSavane

numerickim metodama integracije(ODE45) 1 jos ¢emo zapisati da je

I4(t>
Ty (t) ’

gdje je ko proizvoljna(procjena) vrijednost parametra. U simulacijama se uzima

k=ky, za 0<t<e i k= za t>c¢ (2.23)

da je ko = 0 i valja napomenuti da se uzima pretpostavka da je predznak parametra
poznat. Jedino Sto je joS ostalo za odrediti su koeficijenti u jednadzbama 2.9 i 2.10, a

njih odredujemo kao

2

. . S
Az :xh_>n([111(5 +)Ga(s) = xh—gzll(s ) (s 4 a1)(s + az)(s + as) B (2.24)
_ af '
(az —ar)(as — ar)’

Agy = 1i Gols) = a3 2.2
2= ILIEQ(S + a2) 2<S) o (a1 — ag)<a3 — CLQ)’ ( ' 5)
Agy = li Gas) = % 2.26
2B xl—>rl;Ll3(S + (13) 2<8) - (a1 — a3)<a2 — ng)’ ( ’ )

1

A01 = lim (S + al)Go(S) = (227)

) (ay —ay)(az — ay)’
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pozicija bez Suma estimacija parametra

05 7
’ L
[} Sey—
—
g E-
=~
~ 0 2
- 3
X
2
1
05 Q
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)
pozicija sa Sumom pogreska estimacije
08 102
06
—
0
£ w0
04 =
— =
€ 02 <
~ —, 102
> 0 k4
X
U
02 X g0
0.4
06 106
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)

Slika 2.1: Asimptotska identifikacija parametara pri filtriranju s razli¢itim polovima za

pocetnu brzinu vy = 1 i pocetnu poziciju yy = 0.

AOZ = xh_gg(s + a2)G0<8) = (al . a2)1<a3 o UJ2)’ (228)
Ags = lim (s + a5)Go(s) = ! (2.29)

rras (a1 — as)(a2 — as)’

Nakon implementacije dobivenih jednadzbi u Matlabu dobivamo simulacijske rezul-
tate. Polovi filtera smjesteni su u -4,-5 i -6.

Iz slike 2.5 se da primijetiti da se vrijednost konstante u trenutku uklju¢ivanja iden-
tificira s odredenim prebacajem te potom asimptotski hvata pravu vrijednost. Iz tog
razloga ova metoda se zove asimptotska. Na slici 2.6 vidimo da ve¢ pri samoj promjeni
pocetnih uvjeta identifikacija znatno pogorsava. Tocnost identifikacije mozemo popra-
viti kasnijim uklju¢ivanjem identifikatora Sto se moze primijetiti na slici 2.3, a promjena
amplitude Suma nema veliki utjecaj na konacni rezultat. To se moze vidjeti na slici 2.4
u kojoj je amplituda Suma uvecana tri puta u odnosu na dosadasnje simulacije. Svi ti

prebacaji koji se pojavljuju posljedica su neponistenih pocetnih uvjeta.
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pozicija bez Suma

estimacija parametra
1
05
—
— E
£ =
=0 2
- =
X
05
A 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)
pozicija sa Sumom pogreska estimacije
15
1 —
£
05
— =3
£, =
> 4
05 e
w0
-1
-15
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)

Slika 2.2: Asimptotska identifikacija parametara pri filtriranju s razli¢itim polovima za

pocetnu brzinu vy = 0 i pocetnu poziciju yo = 1.

pozicija bez Suma estimacija parametra

05 6 K
—
— o e e i
£, >
- -
X
05 2
1 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)
pozicija sa Sumom pogreska estimacije
15 5
4
1 =,
£
05
— =
E = 2
= 0 —
> 4
05 X
0
1
-1
15
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)

Slika 2.3: Asimptotska identifikacija parametara pri filtriranju s razli¢itim polovima za

pocetnu brzinu vy = 0 i pocetnu poziciju yo = 1, € = 2.
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pozicija bez Suma estimacija parametra

0.5 6 \
—
—_ cr—=—=-=—==-=-=-=-====
E 0 24
- =
X
0.5 2
-1 Q
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)
pozicija sa Sumom pogreska estimacije
15 5
4
1 —
E 3
0.5 >
— =,
c =
= 0 —
> b4
05 =
v 1
-1

t(s) t(s)

Slika 2.4: Asimptotska identifikacija parametara pri filtriranju s razli¢itim polovima za
pocetnu brzinu vy = 0 i pocetnu poziciju yo = 1, € = 2 i tri puta uve¢anom amplitudom

suma.

2.1.2. Invarijantno filtriranje s viSestrukim polom

Kao i u proslom poglavlju izraz 2.1 pomnozit ¢emo s invarijantnim filterom
1
(s +a)

koji sada ima 3 jednaka pola. Zatim kao i u proslom slucaju dobivamo izraz 2.4 ¢iji su

(2.30)

¢lanovi sada

s 1 s 1 S\’
Gz(s):<s+a>3:<s+a><s+a>2:<s+a><s+a> B

1 a 1 a a 2
~ () o )
S+ a S+ a S+ a S+ a S+ a

(it () o
() ().

o) = i = ()’ o)

H(s) = 221 (2.33)

(s+a)
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Ako uzmemo kao i u proslom slucaju pojednostavljenje u obliku izraza 2.8 dobivamo

da su

s+a s+a

n(s) = Galoo) = 1 (o —2( ) () o e

(s) = Galohuls) = o “)i (2.35)

ad\s+a

Prethodne izraze potrebno je raspisati da bi mogli lakse odrediti kanonske varijable

stanja kao
1 a 1 a a 1 a a a
_ _ 9= - 2.
a(s) as—l—ay(S) as+as+ay(5)+as+as+as+ay(s)’ (2.36)
() = o0y (237
Yo _a38+a3+a5+ay ' ‘
Ako sada uzememo da je
71(s) = ——y(s)
! s+a” "
a
To(s) = s aarl(s), (2.38)
a
z3(s) = st a 2(s),
izlazne jednadzbe sustava postaju
1
yo(s) = E(xl(s) — 2x5(s) + z3(s)), (2.39)
1
yo(s) = 5.1:3(3). (2.40)

Kao i u prethodnom primjeru gornje jednadzbe potrebno je vratiti u vremensko

podruéje obrnutom Laplace-ovom transformacijom. Time iz jednadzbe 2.38 dobivamo,

1 = —axy + ay(t),
o = —aTo + axy, (2.41)
jfg = —axrs + axs,

a iz jednadzbi 2.39 i 2.40 dobivamo
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pozicija bez Suma estimacija parametra

05 7
’ L
[} Sey—
—
g E-
=~
~ 0 2
- 3
X
2
1
05 Q
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)
pozicija sa Sumom pogreska estimacije
08 102
06
—
0
£ w0
04 =
— =
€ 02 <
~ —, 102
> 0 k4
X
U
02 X g0
04
06 106
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)

Slika 2.5: Asimptotska identifikacija parametara pri filtriranju s visestrukim polovom za

pocetnu brzinu vy = 1 i pocetnu poziciju yy = 0.

lt) =~ (22(0) — 20(1) + (1)), (2.42)

1
Yo(t) = 5%@)- (2.43)
Radi preglednosti jednadzbe 2.41, 2.42 i 2.43, mozemo zapisati u matri¢nom obliku kao

Ty —a 0 0 T a
ol =1a —a 0 zo| + [0] y(t), (2.44)
T3 0 a —al |x3 0
[2,(t)
t 0 0 %
i) _ LT ] - (2.45)
ya(t) ¢ i 3
| 25(t)

Sada kada imamo sve potrebno mozemo odrediti konstantu opruge na isti nacin kao
u izrazu 2.19 i primijeniti nelinearno invarijantno filtriranje sto znaci da ¢e svi izrazi od
2.19 do 2.23 biti identicni. Rezultati simulacije dobivenih izraza prikazani su na slikama

2.512.6. Visestruki pol smjesten u -5, §to je srednja vrijednost polova iz proslog primjera.
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pozicija bez Suma estimacija parametra

y (m)
k (N/m)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)

pozicija sa Sumom pogreska estimacije

v (m)
[k-kgg | (N/m)

t(s) t(s)

Slika 2.6: Asimptotska identifikacija parametara pri filtriranju s visestrukim polovom za

pocetnu brzinu vy = 0 i1 pocetnu poziciju yy = 1.

2.2. Neasimptotske metode algebarske identifikacije

2.2.1. Metoda algebarskog deriviranja

Zbog problema kojim smo se susreli u prethodnim poglavljima kao Sto su veliki
preskok u estimaciji koji je posljedica pocetnih uvjeta u ovom poglavlju naglasak ¢e biti
na poniStavanju istih. Proces ¢e biti slican kao u [14] samo za drugi primjer. Kao i
do sada polazisna toc¢na je izraz 2.2 na koji primjenjujemo operator deriviranja dok ne
uklonimo pocetne uvjete iz jednadzbe. Deriviranjem izraza 2.2 po varijabli s dobivamo

1zraz d() d()

2 AY\S y(s
k

ds + ds

u kojem nam ostaje jos ¢lan c¢; Sto znaci da je potrebno derivari jos jednom. Time

2sy(s) + s

— ¢ (2.46)

dobivamo izraz » () dy(s) » (s)
2@"Y\S Y\s Yyis
4
o ds? +as ds ds?

koji u sebi ne sadrzi pocetne uvjete ali sadrzi derivacije reprezentirane faktorom s i

+2y(s) + k =0 (2.47)

njegovim pozitivnim eksponentom. Zbog nepovoljnih svojstava derivacija uklonit ¢emo
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ih mnoZenjem gornjeg izraza sa s~2 i dobiti

d? d
y(‘S) +4 —1 y(S) —|—2$_2y(8)+k‘8_2

d*y(s)
ds? 5 ds

ds?

= 0. (2.48)

Novonastali izraz, kao sto se moze primijetiti, sadrzi samo s s negativnim eksponentima

i iz tog izraza mozemo odrediti konstantu opruge kao

k:—%%, (2.49)
gdje je ,
b(s) = ddy—s(;) + 45_16%—28) + 257 %y(s) (2.50)
i o d?y(s)
n(s)=s FER (2.51)

Sada, da bi mogli provesti simulaciju, brojnik i nazivnik trebamo zapisati u obliku

prostora stanja. Krenut ¢emo od brojnika kojeg ¢emo zapisati kao

d*y(s)
b(s) = ds? +4§ ds

1dy@)+—2%§y@) (2.52)

iz ovakvog zapisa jasno je vidljivo da je iz druga dva ¢lana moguce izluciti % i nakon
toga proglasiti da je
1
x1(8) = 2-y(s). (2.53)

Time brojnik ponovo mozemo zapisat kao

d’y(s) | 1T dy(s)
i iz toga uzeti da ¢e druga varijabla stanja biti
1| dy(s
To(8) = B [4 ‘Zi ) + xl(s)} (2.55)
Na kraju brojnik kao izlazna varijabla postaje
d*y(s
b(s) = di(z ) 4 (). (2.56)

U vremensko podrucje z1(s) i x5 prebacit ¢emo tako da ih prvo pomnozimo sa s i onda

primijenimo obrnutu Laplace-ovu transformaciju. Za x1(s) to znaci

sz1(s) = 2y(s) (2.57)
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i naposlijetku
t1(t) = 2y(t). (2.58)

Kod druge varijable treba poznavati obrnutu Laplace-ovu transformaciju za d’é—(j). U [14]

mozemo pronaci opéi izraz za to koji glasi

L{"f(t)} = (=1)"F"(s), (2.59)
gdje je
F(s) = L{f(t)}. (2.60)
Tim postupkom dobivamo prvo
sa(s) = {4%@ + xl(s)], (2.61)
te zatim

Za dobivanje izlazne jednadzbe u vremenskom podrucju posluzit ¢emo se istim postup-
kom i time dobivamo da je
b(t) = t2y(t) + zo(t). (2.63)

Nakon zapisanog brojnika u vremenskom podrucju isto treba uciniti i za nazivnik. Radi

jednostavnosti zapisat ¢emo ga kao

11 d%y(s)
= —— : 2.64
n(s) = -5 (2.64)
Iz toga direktno odredujemo da je
1 d?y(s)
= 2.65
BT T (2.65)
te zatim da je )
Ty = —T3. (2.66)
s
Kao i prije to prebacimo u vremensko podrucje i dobivamo
a3(t) = ty(t), (2.67)

Fa(t) = @3, (2.68)
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i izlaznu varijablu

n(t) = z4(t). (2.69)
Izlazne varijable dodatno su filtrirane pomoc¢u nisko propusnog filtera drugog reda

by = —2Cwnby — w2(by — b(t)),

(2.70)
iy = —2Cwprip — w2 (ny — n(t)).
Spomenuti filter u prostor stanja ¢emo prebaciti tako da postavimo da je
I = bf,
i1 = by = o, (2.71)

o = by = —2Cwnby — wh(by = b(t)).
Kao i do sada na izraz 2.49 primijeniti ¢emo nelinearno invarijantno filtriranje i zamije-
niti b(t) i n(t) s b(f) i n(f) te dobiti
L )
t )
Jo In(f)]

Brojnik i nazivnik prethodnog izraza deriviramo i proglasavamo novim varijablama sta-

za t>¢e>0. (2.72)

nja. Sustav koji smo dobili ukupno je 10. reda. Zapisani u matricnom obliku izrazi
2.58, 2.62, 2.67 1 2.68 postaju

i’l 0 0 0O T 2
T 1 00 0] |z —4t
Ul = | + y(t). (2.73)
i3 000 O |23 12
Ty 00 1 0| |24 0

Simulacijski rezultati kao Sto se moze vidjeti iz slika 2.7 i 2.8 znatno su bolji od pret-
hodnih.
Glavni problem ovoga pristupa je u tome $to je dobiveni sustav nestabilan. To se

moze primjetiti u izrazu 2.73 gdje imamo ¢lanove —4t i t2.

2.2.2. Metoda frekvencijskog pomaka

Izraz 2.2 mozemo zapisati kao

N(s)y(s) = R(s), (2.74)
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pozicija bez Suma estimacija parametra

y (m)
k (N/m)
- T
1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)
pozicija sa Sumom pogreska estimacije
06 102
04
g
02 >
B € o
~ 0 -
> D 10
02 <
= ]
04 10
06 108
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)

Slika 2.7: Neasimptotska identifikacija parametara primjenom metode algebarskog de-

riviranja pri pocenoj brzini vy = 1, a pocetnoj poziciji yo = 0.

pozicija bez Suma estimacija parametra

ooy (m)
k (N/m)
T - T
1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)
pozicija sa Sumom 5 pogreska estimacije
15 1o
1
g
0.5 >
B g w
= 0 —
> B 10
05 3
= 5
4 10
15 108
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s) t(s)

Slika 2.8: Neasimptotska identifikacija parametara primjenom metode algebarskog de-

riviranja pri pocenoj brzini vy = 0, a pocetnoj poziciji yo = 1.
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gdje je
N(s)=s*+k, R(s)=ci5+co. (2.75)

Da bi mogli nastaviti dalje s ponistavanjem pocetnih uvjeta prvo ¢emo se upoznati sa
svojstvima diferencijskog operatora u Laplace-ovoj domeni. Primjenom diferencijskog

operatora na funkciju f(s) dobivamo
0gf(s) = f(s+a)— f(s), (2.76)
tako da se operator o, moze prikazati kao
= c%is — 1 (2.77)

gdje je e%ds operator pomaka sa svojstvom eq%f(s) = f(s + q). Nadalje, poveéanjem

stupnja operatora dobivamo
2
52 = (dfﬁ - 1) _ 2l 9etd 41, (2.78)

odnosno
02 = f(s+2q) —2f(s +q) + f(s). (2.79)
Ako je R(s) = ¢18 + ¢p, onda
d,R(s) = R(s+q) — R(s) =c1(s + q) + co — c1(s) — o

= (19

(2.80)

2 _ _ =

0;R(s) = R(s +2q) — 2R(s + q) + R(s) (2.81)
=ci(s+29) +co—2c(s+q) —2co+c1s+¢=0

S obzirom na to da koristenje diferencijskog operatora u Laplace-ovoj domeni rezultira

dobivanjem pomaknutih funkcija F(s + ¢q), Laplaceova transformacija
F(s+q) = ale " f(t)] (2.82)

¢e se koristiti za transformaciju algebarskih izraza u vremensku domenu. S obzirom na

. . 2 .o ~ . z . . o . . .

to da primjenom 5q poniStavamo pocetne uvjete operator ¢emo sada primijeniti na cijeli
izraz 2.2 i time dobivamo

Z9 + /{ZZO = 0, (283)
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gdje je
20 = y(s +2q) — 2y(s +q) +y(s) (2.84)
bas kao u izrazu 2.78 1

2 = (54 29)*y(s + 29) — 2(s + q)*y(s + q) + s°y(s). (2.85)

Sada kada smo dobili izraz 2.83 potrebno je primijeniti invarijantno filtriranje kao kod

asimptotskih metoda. Stoga, imat ¢emo filtar s tri razlicita i tri jednaka pola.

2.2.3. Invarijantno filtriranje s razlicitim polovima

Izraz 2.83 pomnozit ¢emo s 2.3 i time dobivamo

50(s) + kZo(s) = 0 (2.86)

gdje je
Zo(s) = Goo(s)[y(s +2q) — 2y(s + q) + y(s)], (2.87)
Z5(8) = Gao(8)y(s + 2q) — 2Ga1(8)y(s + q) + Gao(s)y(s). (2.88)

Iz prethodno izraza dobivamo da je

1 AOOI A002 A003

Goo(s) = = 2.89
0(s) (s +ay)(s+az)(s+as) 5+a1+s—|—a2+s—|—a3’ (2.89)
(s 4 2¢) Ao Ago Agas
Gaa(s) = = : 2.90
2(5) (s +a1)(s+ az)(s + a3) s+a1+s+a2+s—|—a3 ( )
(s+q)? Aony Agia Aoz
Gai(s) = = 2.91
21(5) (s + a1)(s+ az)(s + a3) 5+a1+s—|—a2+s—|—a3’ (2.91)
s Agor Agpa Ags
Gao(s) = = . 2.92
20(5) (s +a1)(s+ az)(s + a3) 5+a1+8+a2+s—|—a3 (2.92)
Koeficijente ¢emo odrediti kao i prije i dobivamo
1
Ao =
o (az - al)(a3 - Cl1)
1
Aoz = 2.93
o (al - a2)(a3 - GQ) ( )
1
Agoz =
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A — (2q - a1)2
21 (CLQ - a1)(a3 - a1)
(29 — ap)?
A - 9
27 (a1 — as) (a3 — as)
(2q — ag)?
Agos = ,
228 (Cll - CL3)(CL2 - a3)
(q - a1)2
Ao = ,
2 (Gz - al)(a3 - CL1)
(Q - a2)2
Asiy = ,
e (a1 — az)(as — az)
(q— @3)2
Agyg = ,
2 (a1 — az)(az — az)
2
a
A 1
200 (az — al)(a?» —ay)
A a3
e (a1 — az)(az — az)
a3
A203 -

(a1 —a3)(az — a3)'
Ako dobivene koeficijente vratimo u 2.87 tada ona postaje

. Ao Agzo Az
f— 2
2(s) (S+a1 Lo L CRa)
)y(s+q)

A A A
_2( 211 + 212 + 213
s+a s+ta S+as
A A A
+ ( 201 + 202 + 203 ) y(s),
s+a s+ay S+as

te sada mozemo grupirati ¢lanove s istim nazivnikom i time dobivamo

R 1
Z(s) = [As21y(s + 2q) — 2A211y(s + q) + Aa1y(9))]
S+ aq
+ [Agoy(s +2q) — 2A210y(s + q) + Az02y(9))]
S+ asg
1
[A23y(s + 2q) — 2A213y(s + q) + Aa03y(9))].
S+ asg
Isto ¢emo napraviti s izrazom 2.86 i dobivamo
1
Z = A 2q) — 2
Zo(s) st an 001y (s + 2q) y(s+q) +y(s))]
1
A 2q) — 2
St 002[y(s +2q) — 2y(s +q) +y(s))]
1
+ Aoos[y(s +2q) — 2y(s +q) +y(s))].

S+ as

20

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)
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Dobivene izraze 2.97 i 2.98 prebacit ¢emo u prostor stanja da bi mogli izrac¢unati kons-
tantu opruge. Pri vra¢anju u vremensko podrucje posluzit ¢emo se ve¢ spomenutim
izrazom 2.82. Prvo ¢emo svaki red iz jednadzbi 2.97 i 2.98 proglasiti novom varijablom

stanja i pomnoziti s njenim nazivnikom te tim dobivamo

s+ ar)xy = [Aeny(s + 2q) — 2A2119(s + q) + Asy(s))],
S+ a9)To = [Agaoy(s + 2q) — 2A210y(s + q) + Asp2y(s))],

) ) — 2A213y(s + q) + A203y(5))]; (2.100)
S + Cll)f[4 001 Yy(s + 26]) - 23/(5 + Q) + y(s))],

) y(s +2q) — 2y(s + ) + y(s))],

) )

( (
( (
(s + ag)rs = [Azsy(s + 2¢
( (
( (
(s +as)ws = Aoosly(s + 2q) — 2y(s + q) + y(s))]-

[
s+ as)xs = Apoz]
[

Zatim samo primjenom izraz 2.81 i druge ve¢ koristene Laplace-ove transformacije i u

konaénici dobivamo set diferencijalnih jednadzbi

T1 = —a1x; + [A221€_2qt — 2Ag11e7" + Agon]y(t),
To = —QTy + [A222€_2qt — 2A910e™ " + Aggoly(t),
i3 = —azrz + [Asze " — 2A513¢7 % + Asgsly(t),

(2.101)
4 = —a124 + Ao [e 727 — 2e74 + 1]y(t),
5 = —ayxs5 + Agoee 2 — 2¢7" + 1]y(t),
g = —a1x6 + Agosle > — 2e7 " + 1]y(t),
i izlaznih jednadzbi
Zo(t) = x1(t) + x2o(t) + x3(1),
2(t) = 21 (1) + 2a(t) + 23(t) (2.102)
20(t) = za(t) + a5(t) + w6 (1)
Jednadzba za izracun konstante opruge sada izgleda
2o (t
L _§2< ) (2.103)
Zo(t)

i kao i prije primijenit Ce se nelinearno invarijantno filtriranje koje ¢emo derivirati i
dobiti jos dvije varijable stanja

i = |22(t)],

s = |20(1)].

Rezultati se mogu vidjeti na slikama 2.9 i 2.10.

(2.104)
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pozicija bez Suma estimacija parametra
05 6
5 =
—~1
— c
E o 2 3
> =
X5
1
05 0
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
t(s) t(s)
pozicija sa Sumom pogreska estimacije
06 102
04 —
g n°
02 =>
— =
c =
= 0 — 102
> 4
02 ~
X g0
04
06 108
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
t(s) t(s)

Slika 2.9: Neasimptotska identifikacija parametara primjenom metode frekvencijskog
pomaka te filtriranje s razlicitim polovima pri pocenoj brzini vy = 1, a pocetnoj poziciji

yOIO.

pozicija bez Suma estimacija parametra
1 6
5 =
05
—~1
— E
=~
E. >
- =
X2
05
1
1 Q
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
t(s) t(s)
pozicija sa Sumom 5 pogreska estimacije
15 .
1
g
0.5 >
E =
= 0 —
> D 10
05 <
= ]
1 10
15 0%
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
t(s) t(s)

Slika 2.10: Neasimptotska identifikacija parametara primjenom metode frekvencijskog
pomaka te filtriranje s razli¢itim polovima pri pocenoj brzini vy = 0, a pocetnoj poziciji

y():l.
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2.2.4. Invarijantno filtriranje s viSestrukim polom

Po uzoru na prosli slucaj na izraz 2.83 primjenit ¢emo filtar 2.30 time dobivamo

odnosno,
Z0(s) = Goo(s)[y(s + 2q) — 2y(s + q) + y(s)], (2.106)
Z9(8) = Gaa(8)y(s + 2q) — 2G91(8)y(s + q) + Gao(s)y(s), (2.107)
gdje je 1 1 1 1
Goo(S) = = (2108)

(s+a)?® s+as+as+a’

(s +2q)? 1 (s+29) (s+2q)
= = 2.1
Gaa(s) (s+a)3® s+a s+a s+a’ (2.109)

_ (49 1 (s+q(s+q)
GQl(S)_(s—ira)?*_s—l—a s+a s+a’ (2.110)

s 1 s s
G = = . 2.111
20(8) (s+a)? s+as+as+a ( )

Zbog toga Sto

s a
=1- =1—-aG(s) =1 G
s+a s+a aG(s) =1+ noG(s),
s+q q—a
=1 =1 —a)G(s) =1 G
o LT, = 1@ a)Gls) =1+ mGls), (2.112)
s+ 2q 2qg —a
=1 =1+ 2¢—a)G(s) =1 G(s),
s+a + s+a +(2g — a)G(s) + 112G (s)

gdje su g = —a, 1 = q—ai s = 2q — a, dobivamo

Gls) = - i - (1 - a) (1 - a) — Gs)[1 + poGls), (2.113)
G () = —— (1 + Z - Z) (1 + Z; Z) = G(s)[1 + mG(s)2, (2.114)

Ci(s) = — (1 e a) (1 s a) — G(s)[1 + 1 G(s), (2.115)

S+ a S+ a S+ a
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Konacno,

Vracanjem gornjih koeficjenata u 2.105 i 2.106 dobivamo

20(s) = G(s)’[y(s + 2q) — 2y(s + q) + y(s)]

a(s) = Gls) + 2uG(s)* + p3G()%y(s + 2q) — 2G(s) + 2 G(s)’
+uiG(s)’y(s + q) + G(s) + 210G (5)? + 115G (5)°y(s).

Preuredivanjem gornjih izraza dobivamo

Zo(s) = G(s{G(s)[G(s)ya(s)]},

2(8) =G(s)y1(s) + G(8)*ya(s) + G(s)*ys(s)
G(s){yi(s) + G(s)[ya(s) + G(s)ys(s)]},
gdje su
yi(s) = y(s +2q) — 2y(s +q) + y(s),
ya(s) = 2u2y(s + 2q) — 4pay(s + q) + 2p0y(s),
ys(s) = p3y(s +2q) — 247y (s + q) + pgy(s).

Sada ¢emo uvesti varijable stanja kao

z6(s) = G(s)y(s),

z5(s) = G(s)[G(s)yr(s)] = G(s)xe(s)

24(s) = G(s){G(s)[G(s)yr(s)]} = G(s)s(s),

3(s) = G(s)ys(s)

w2(s) = G(5)[ya(s) + G(s)ys(s)] = G(s)[ya(s) + x3(s)]

21(s) = G(s){tn(s) + G()[ya(s) + G(s)ys(s)]} = G(s)[ya(s) + w2(s)]

i izlazne jednadzbe postaju

Zo(8) = x1(8), Zo(s) = w4(s).

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)
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pozicija bez Suma
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05
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t(s)
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>
05
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-15
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6
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=
X2
1
0
0 6 8 10 12
t(s)
pogreska estimacije
102
—
£
=
=
<
— 102
]
v
¥
N g
108
0 6 8 10 12
t(s)

Slika 2.11: Neasimptotska identifikacija parametara primjenom metode frekvencijskog

pomaka te filtriranje s visestrukim polom pri pocenoj brzini vy = 1, a pocetnoj poziciji

y0:0.

Prebacivanjem izrza 2.122 u vremensku domenu dobivamo

T
To
T3
Ty
T5

T

= —ar4 + Ts,

= —axs + g,

—axg + [e721" — 2e7 1 + 1]y(t).

—axy + To + [e72" — 27 + 1]y(1),
—axs + 3 + 2[poe 2" = 2pe” " + poly(t),
—axs + [pae " — 2ufe™ + gy (t),

(2.124)

Sljedeci koraci su jednaki kao u izrazima 2.102 i 2.103. Simulacijski rezultati nalaze

na slikama 2.11 i 2.12. Na slici 2.11 moze se primjetiti da kod filtriranja razli¢itim

ili viSestrukim polom u metodi frekvencijskog pomaka nema velike razlike, odnosno

performanse su gotovo jednake.
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pozicija bez Suma estimacija parametra

05 6
5 =
—~1
— E
=~
E. >
- =
X2
1
05 Q
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
t(s) t(s)
pozicija sa Sumom pogreska estimacije
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g
02 >
E =
~ 0 i
> D 10
02 <
= ]
04 10

t(s) t(s)

Slika 2.12: Neasimptotska identifikacija parametara primjenom metode frekvencijskog
pomaka te filtriranje s viSestrukim polom pri pocenoj brzini vy = 0, a pocetnoj poziciji

Yo = L.

2.3. Usporedba metoda

U ovom poglavlju prikazana je usporedba performansi u ovisnosti o SNR~u(Signal to

Noise Ratio)
Piional 1 (7 1 (7 !
SNR = 24" — | — 2(t)dt —/ 2(t)dt 2.125
Pnoise (TA y() )(T 0 £<> > ( )

i vremenu uzorkovanja. Greska se mjeri preko srednje apsolutne postotne greske (MAPE-

Mean Absolute Percentage Error) [15] u intervalu od [, T] pomoc¢u

100
MAPE =
T

/ ' ARE(t)dt (2.126)

—€
gdje je ARE(Absolut Relative Error) definiran kao

k(t) - kreal

2.127
kreal ( )

ARE(t) = '

Da pojednostavimo, u programu ¢emo imati tri ugnijezdene petlje. Prva petlja ¢e se vriti
po broju razli¢itih vremena uzorkovanja. U ovom slucaju ¢e to biti ¢etiri. Rezultati ¢e

biti bolji Sto je vrijeme uzorkovanja manje. Druga petlja i¢i po razli¢itim vrijednostima
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Slika 2.13: Usporedba performansi metode algebarskog deriviranja(ADM), i frequency-

shifting pirstupa s razli¢itim(FSRP) i visestrukim polovima(FSIP) pri pocetnoj brzini

U():Oiygzl

SNR-a, konkretno jedanaest i zadnje petlja ¢e biti po broju Monte Carlo simulacija

kojih ¢e biti tristo. Rezultati su prikazani na slikama 2.13, 2.14, 2.15 i 2.16 za razlicite

pocetne uvjete.



Slika 2.14: Usporedba performansi asimptotske metode pri filtriranju razlicitim polo-
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vima(IFRP) i visestrukim polom(IFIP) pri poc¢etnoj brzini vg = 01 yo = 1.

h=0.002 h=0.005
1 15
ADM ADM
= —FSRP _ —FSRP
S —FsIP 1 —FsIP
Wos W
< o5
0 0
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o o
0

o
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SNR (dB)

30

10 15 20 25
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30

Slika 2.15: Usporedba performansi metode algebarskog deriviranja(ADM), i frequency-
shifting pirstupa s razli¢itim(FSRP) i visestrukim polovima(FSIP) pri pocetnoj brzini
vo =111, =0.
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Slika 2.16: Usporedba performansi asimptotske metode pri filtriranju razlicitim polo-

vima(IFRP) i visestrukim polom(IFIP) pri pocetnoj brzini v; =01 yo = 0.



3 Dinami¢ki model auto-

nomne letjelice

3.1. Uvod

U ovom poglavlju proé¢i ¢emo kroz neke opce definicije, osnovne koncepte te jed-

nadzbe kinematike i dinamike kvadkoptera.

3.2. Definicije

Definicije pojmova preuzete su iz [16].
LETJELICA

Letjelice su bilo kakve naprave sposobne za let, te mogu biti podijeljene u dvije skupine.

e Teze: Gyrocopter, helikopter i njegove varijacije i konvencionalni zrakoplovi s

fiksnim krilima.

e Lakse: Baloni i zracni brodovi. Razlika izmedu balona i zracnog broda je u tome

Sto zracni brodovi mogu kontrolirati kretanje u naprijed dok balone nosi vjetar.

Kratica VTOL(eng. Vertical take-off and landing) se primjenjuje za letjelice, koje nisu

helikopter, a mogu vertikalno uzletjeti i sletjeti.

HELIKOPTER

30
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Helikopter je letjelica koja moze uzletjeti i sletjeti vertikalno. Ove letjelica moze lebdjeti,
rotirati se u zraku, kretati se bo¢no i unatrag. Moze mijenjati smjer velikom brzinom i
prestati se kretati i poceti lebdjeti.

Preciznost dijelova zbog industrijske revolucije omogucéila je helikopteru da evoluira u
moderne letjelice koje vidamo danas. Vidljivo je da je bilo potrebe za preciznijim dijelo-

vima jer prvi helikopteri nisu imali efikasnost i sposobnost letenja modernih helikoptera.
UAV

Bespilotna letjelica iliti UAV (eng. Unmanned Aerial Vehicle), takoder zvana dron,
je zadnja generacija letjelica koje nemaju pilota. UAV-ovi su definirani kao letjelice, bez
prisutnosti pilota u letjelici, za izvrSavanje misija prikupljanja podataka, nadgledanja i
izvidanja. Dronovi imaju nekoliko osnovnih prednosti naspram sustava s ljudima, po-
put ve¢e manevarske sposobnosti, manje cijene, smanjene mogué¢nost da budu zapazene

radarom, vece izdrzljivosti i bez rizika za posadu.

3.3. Konfiguracije rotokoptera

Rotokopteri se mogu podijeliti na sljedece:

1. Konvencionalna konfiguracija s glavnim rotorom i rotorom na repu
2. Konfiguracija s jednim rotorom

3. Konfiguracija s dvostrukim koaksijalnim rotorima

4. Konfiguracija s dvostrukim rotorom jedan pokraj drugoga

5. Multirotor (primjer: kvadkopter)

3.3.1. Konvencionalna konfiguracija s glavnim rotorom i roto-

rom na repu

Najuobicajenija konfiguracije je kombinacija glavnog rotora i rotora na repu. Rotor

na repu kompenzira okretni moment koji proizvodi glavni rotor. Rotor na repu takoder
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kontrolira helikopter oko vertikalne osi tijekom lebdenja. Tako konvencionalna konfigu-
racija ima dobru kontrolabilnosti i manevarsku sposobnost njegova mehanicka struktura

je kompleksna. Odnosno, zahtjeva jedan vrlo veliki rotor i dugi rep.

3.3.2. Konfiguracija s jednim rotorom

Ovaj tip aerodinamicke konfiguracije ima jedan rotor i krilca za kompenzaciju okret-
nog momenta tog rotora. Kako rotor nema moguénost naginjanja ima dodatna krilca
za proizvodnju okretnih momenata oko z i y osi. Ova konfiguracija je mehanicki jed-
nostavnija od helikoptera ali nema veliku moguénost kontrole. U oba sluc¢aja velika
koli¢ina energije se trosi za ponistavanje okretnog momenta rotora. Konfiguracija s

jednim rotorom vrlo je pogodna za mikro-letjelice zbog svoje mehanicke jednostavnosti.

3.3.3. Konfiguracija s dvostrukim koaksijalnim rotorima

U ovoj konfiguraciji jedan rotor je smjesten na iznad drugoga te se oni okrecu u
suprotnim smjerovima. Zavisno o razlici kutne brzine izmedu dva rotora letjelica ¢e
skretati lijevo ili desno. Ova konfiguracija ne moze dose¢i velike brzine. Koaksijalna
konfiguracija ima prednost kompaktnosti ali znac¢ajan dio energije se gubi zato sto rotori

interferiraju.

3.3.4. Konfiguracija s dvostrukim rotorom jedan pokraj dru-
goga

Konfiguracija tandema rotora uobicajeno se koristi kod velikih letjelica. Zbog su-
protne rotacije rotora okretni momenti ¢e se poniStavati. Dizajn upravljackog sustava
znatno je zamrseniji nego kod uobicajenih helikoptera te stoga ova konfiguracija nikada

nije dosegla ve¢u popularnost.

3.3.5. Multirotor

Rotokopter s cetiri rotora najpopularniji je multirotor. Ovaj tip rotokoptera odrzava
stabilno lebdenje i precizan let balansirajuéi sile koje proizvode cetiri rotora. Jedna od

prednosti kod koristenja multirotora je pove¢ana nosivost. Proizvodi viSe uzgona te
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Slika 3.1: Kvadkopter [16]

samim time moze vise nositi. Kvadkopteri imaju visoke manevarske sposobnosti koje
omogucavaju vertikalno uzlijetanje i slijetanje te letenje u tesko pristupacna mjesta.
Mane ovakve letjelice su povec¢ana masa i konzumacija energije zbog veceg broja rotora.
Kod kvadkoptera prikladnije je koristiti elektricne motore s obzirom da se kontrolira

promjenom brzine vrtnje rotora. Prikaz kvadkoptera vidljiv je na slici 3.1.

3.4. Osnovni koncepti kvadkoptera

Cetiri rotora kvadkoptera povezana su kriznom strukturom. Ta struktura mora biti
tanka i lagana ali opet dovoljno kruta kako bi mogla povezati ¢etiri motora. Svaki
propeler povezan je s motorom pomocu reduktora, te sve osi propelera moraju biti
fiksne i paralelne [17]. Takoder, imaju lopatice s konstantnim nagibom za usmjeravanje
toka zraka prema dolje. S obzirom na receno do sada dolazi se do zakljucka da jedino na
Sto se moze utjecati kod kvadkoptera je brzine vrtnje motora. Kod kvadkoptera prednji
i zadnji propeler se okre¢u u smjeru obrnutom od kazaljke na satu dok se lijevi i desni
okre¢u u smjeru kazaljke na satu. Ova konfiguracija sa suprotnim smjerovima vrtnje
eliminira potrebu za rotorom na repu. Na slici 3.2 je prikazan kvadkopter u lebdenju
dok svi propeleri imaju jednaku brzinu.

Na slici 3.2 kvadkopter je prikazan crnom bojom, njegov koordinatni sustav zelenom,
a rotacijske brzine rotora plavom bojom. U modelu na slici 3.2 svi propeleri imaju jed-

naku brzinu 5 da poniste akceleraciju gravitacije. Iako kvadkopter ima Sest stupnjeva
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LIJEVI PREDNJI
Q, Q,
STRAZNJI DESNI
QS QZ

Slika 3.2: Kvadkopter u modu lebdenja

slobode gibanja iliti 6 DOF (eng. Degrees Of Freedom) opremljen je sa samo cetiri
rotora. Drugim rijecima kvadkopter je podaktuiran sustav. No zahvaljujuc¢i njegovoj
strukturi, lako je odabrati ¢etiri varijable i razdvojiti ih kako bi ucinili kontrolu jednos-
tavnijom. Cetiri osnovne naredbe omoguéuju kvadkopteru da ostvari zeljenu visinu i

poziciju. Te naredbe su:
e Potisak (end. Throttle)

Ova naredba postize se povecavanjem(ili smanjivanjem) brzina svih propelera za jednaki
iznos. To dovodi do vertikalne sile koje podize ili spusta kvadkopter. Ako je kvadkopter
u horizontalnom smjeru vertikalni smjer unutarnjeg i vanjskog koordinatnog sustava
se poklapaju. U protivnom potisak proizvodi i vertikalne i horizontalne akceleracije
u vanjskom koordinatnom sustavu. Na slici 3.3 se moze vidjeti naredba potiska na
pojednostavljenom kvadkopteru. Ukupna kutna brzina sada postaje Qg + A4 gdje je

A 4 pozitivna varijabla koja povecanje s obzirom na konstantan .
e Valjanje (eng. Roll)

Ova naredba se postize povecanjem ili smanjenjem brzine lijevog propelera i smanjenjem
ili povecanje brzine desnog propelera kako je prikazano na slici 3.4. To dovodi do pojave
okretnog momenta oko x osi unutarnjeg koordinatnog sustava. Sveukupni vertikalni
potisak ostaje isti kao kod lebdenja, stoga ova naredba dovodi samo do akceleracije kuta

valjanja. Varijable A4 i Ap se odabiru tako da vertikalni potisak ostane nepromijenjen.
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LIJEVI PREDNJI
Q,+A, x’ Q.+,

STRAZNJI DESNI
Q.+, Q,*A,

Slika 3.3: Potisak

LIJEVI PREDNJI
Q 3 +AA Q1
STRAZNJI DESNI
Qs Qz 'AB

Slika 3.4: Valjanje

35
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LIJEVI PREDNJI
Q, Q,-A,
STRAZNJI DESNI
QS +AA QZ

Slika 3.5: Poniranje

e Poniranje (eng. Pitch)

Ova naredba je slicna naredbi valjanja. Postize se pove¢anjem ili smanjenjem brzine
vrtnje prednjeg rotora i smanjenjem ili pove¢anjem brzine straznjeg rotora. Dovodi
do okretnog momenta oko y osi unutarnjeg koordinatnog sustava. Kao i u proslom
slucaju varijable se izabiru tako da sveukupni vertikalni potisak ostaje isti. Prikaz

pojednostavljenog modela kvadkoptera i kuta poniranja nalazi se na slici 3.5
e Skretanje (eng. Yaw)

Za ostvarivanje ove naredbe potrebno je povecati ili smanjiti brinu vrtnje prednjeg i
straznjeg para ili smanjiti i povecati brzinu lijevog i desnog para kao sto je prikazano
na slici 3.6. To dovodi do okretnog momenta oko z osi unutarnjeg koordinatnog sustava
sto dovodi do skretanja letjelice. Skretanje se ostvaruje zahvaljujuéi ¢injenici da se lijevi
i desni rotor okre¢u u smjeru kazaljke na satu, a prednji i straznji u smjeru suprotnom
od kazaljke na satu. Stoga, dolazi do disbalansa u okretnim momentima i kvadkoptera
se okrece oko z osi unutarnjeg koordinatnog sustava. Ako se varijable A4 i Ag odaberu

tako da ne dode do promjene vertikalnog potiska on ostaje isti kao kod lebdenja.

3.5. Kinematika i dinamika

3.5.1. Referentni koordinatni sustav

Za opisivanje pozicije i orijentacije letjelice, prema [18] neophodno je koristiti neko-

liko koordinatnih sustava zbog toga sto su:
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LIJEVI PREDNJI

Q,+A, Q,-A,
STRAZNJI DESNI

Qs 'AB Qz +AA

Slika 3.6: Skretanje

Newtonove jednadzbe gibanja su dane za koordinatni sustav pri¢vrséen za kvad-

kopter

Aerodinamicke sile i momenti su dane za koordinatni sustav kvadkopter

Senzori na letjelici kao $to su akcelerometri i ziroskopi mjere poziciju u odnosu na
koordinatni sustav letjelice dok GPS mjeri poziciju u odnosu na neki inercijalni

koordinatni sustav

Tocke i trajektorije se specificiraju u inercijalnom koordinatnom sustavu.

3.5.2. Rotacijske matrice

Ako razmotrimo dva koordinatna sustava na slici 3.7 mozemo uociti da se vektor
p moze prikazati preko F° koji je odreden s (1°,7° k%) i preko F' koji je odreden s
(i, 7', kY. U FO
p = p0i® + p5° + p2k°, (3.1)
au F!
p=pi' +pyjt + pikt. (3.2)

Ako prethodna dva izraza izjedna¢imo dobivamo

pait 4yt + pikt = p0i® + pyj® + pIk°. (3.3)
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Slika 3.7: Rotacija u 2D

~

Uzimajuéi dot produkt od obje strane s obzirom na (i%, 71, k') i slazuéi rezultate u

matricu dobivamo da je

pglg 1.0 7 .30 il ffo pg
p = py| = - G50 R )] (3:4)
pi ];1 .70 ];1 _50 ]%1 . jco pg
Iz geometrije na slici 3.7 dobivamo da je
p' = R{p’, (3.5)
gdje je
cos(f) sin(d) 0
Ry £ |—sin(d) cos(d) 0] - (3.6)
0 0 1

Notacija Ry se koristi za oznacavanje rotacijske matrice iz F° u F' koordinatni sustav.

Slicno, rotacija sustava oko y osi daje

cos(f) 0 —sin(0)
Re2| 0o 1 o0 |, (3.7)
_sin(@) 0 cos(f) |

te oko z osi

1 0 0
Ry = [0 cos(f) sin(f) | - (3.8)
0 —sin(f) cos(f)
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7 (Sjever)

2 (Istok)

v kK (U zemlju)

Slika 3.8: Inercijalni koordinatni sustav

Rotacijske matrice kao ove prethodno napisane imaju sljedec¢a svojstva:

e (R;) 1=(R;)" =R,
e R{R! =R¢
° RZ =1.

U derivaciji jednadzbe (3.5) vektor p ostaje konstantan i novi koordinatni sustav F* je

dobiven desnom rotacijom kuta 6.

3.5.3. Koordinatni sustavi kvadkoptera

Kod kvadkoptera koristi se vise koordinatnih sustava, te ¢e stoga biti opisani inerci-

jalni i koordinatni sustavi vozila.

e Inercijalni koordinatni sustav F*
Inercijalni koordinatni sustav je sustav fiksiran za zemlju s ishodistem u definiranoj
home poziciji, a prikazan je na slici 3.8. Jedini¢ni vektor ¢ je usmjeren prema

sjeveru, j° prema istoku, a k' ide u zemlju.
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e Koordinatni sustav vozila F*

Centar koordinatnog sustava vozila nalazi se u tezistu kvadkoptera. Medutim, osi

F? sustava poravnate su s osima inercijalnog koordinatnog sustava.

e Koordinatni sustav vozila 1 F!

Ishodiste koordinatnog sustava F'! identi¢no je ishodistu koordinatnog sustava
F* ali je pozitivno rotirano oko osi kv. Sada os 1*! pokazuje u smjeru nosa letjelice
i to u principu oznacava skretanje (eng. Yaw). S obzirom na to da kvadkopter
zapravo nema 'nos” mi ¢emo pretpostaviti da ima zbog toga Sto na njega moze
biti montirana kamera ili slicno koja gleda u jednom smjeru. Transformacija iz

sustava F¥ u F*! dobiva se kao

p"' =R} (¥)p" (3.9)
gdje je
cosy siny 0
RY' = |—sinty cosy 0 . (3.10)
0 0 1

e Koordinatni sustav vozila 2 F??

Ishodiste i ovog koordinatnog sustava lezi u tezistu, a dobiva se rotiranjem u
pozitivnom smjeru sustava F*! oko osi ' za kut 6. Ako je kut valjanja jednak
nuli onda "2 upire prema nosu letjelice, 3’”2 upire u desno, a ;o2 prema dolje.

Transformacija iz F*! u F*? dobiva se kao

p”* = Ry?(¢)p”"! (3.11)
cosf 0 —sinf
R'=|0 1 o0 |. (3.12)

sinf 0 cos6

e Koordinatni sustav vozila b F?

Ovaj koordinatni sustav dobiva se rotiranjem koordinatnog sustava F*2 oko 2 za
kut ¢. Stoga, ishodiste je u tezistu, :* pokazuje u smjeru nosa, j° u desno, a kb

ide iz trbuha. Transformacija iz F*2 u F° dobiva se kao

p’ = R;(v)p” (3.13)
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1 0 0
R'= [0 cos¢ sing|. (3.14)
0 —sing coso¢

Transformacija izmedu F¥ u F° dana je kao

RZ(CM@/’) = R22(¢)RZ1(9)R22(¢)

1 0 0 cosf 0 —siné cosy siny 0
= |0 cos¢ sing 0 1 0 —siny cosy 0
0 —sing cos¢| |sinf 0 cosd 0 0 1 (3.15)
[ chcy clsi) —s6
= | spsOcy) — cpsyp  spshsih + copcp  speh |
cpstc) + spsih  cpstsi — spcy  copch

gdje je s predstavlja sin, a ¢ cos.

3.5.4. Kinematika

Ako kazemo da je & = (x,vy, 2)T vektor pozicije, a x, y i z pozicije kvadkoptera u
smjeru i Jii ki u koordinatnom sustavu Fi te ako je v = (u,v, w)? vektor brzine u

koordinatnom sustavu F? mozemo napisati njihovu povezanost kao

d X u U

el — R’U — Rb T

dt Yy b |V ( v) v
—Z w w

(3.16)
clcyp  spshc) — copsy  cpsbe) + spsi| | u

= |clsy spsOs) + cocy  copshsyy — socp| | v
—s0 soch coch w

Ako su ¢, 0, ¢ kutovi valjanja s obzirom na F2, poniranja s obzirom na F°! i skretanja
s obzirom na F", a p, ¢ i r kutne brzine zadane u koordinatnom sustavu F° njihova
povezanost postaje poprilicno zamrsena. Potrebno je povezati p, g i r s gz.S, 0 i ¢ S

obzirom na to da su ¢, 6 1 ¢) mali i da je

Ry*(0) = Ri3(0) = Ry, (v) =1 (3.17)
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dobivamo
p ) 0
q| =Ri(9) |0 +RL(GRIO) [§] +RLGRIOR () |0
r 0 w
s [t o o ]]o
=10+ |0 cos¢p sing 0
0 0 —sing cos¢| |0
- (3.18)
1 0 0 cos# 0 —sinf| |0
+ [0 cos¢ sing 0 1 0 0
0 —sing cos¢| [sinf 0 cosf 1/)
1 0 —s0
=10 cop s¢b
0 —s¢ coch
Ivenrtiranjem prijasnjeg izraza dobivamo
b 1 singtanf cosgtang| |p
Ol =10 coso —sin ¢ ql - (3.19)

¥ 0 singsect cos¢sechd| |r

3.5.5. Dinamika krutog tijela

Neka v bude vektor brzine kvadkoptera. Newtonovi zakoni vrijede samo za inercijalni
koordinatni sustav, stoga Newtonov zakon primijenjen na translacijsko gibanje je

dv

— =1 3.20
ma =t (320)

gdje je m masa kvadkoptera, f je ukupna sila primijenjena na kvadkoptera, a % je
vremenska derivacija u inercijalnom koordinatnom sustavu. Iz Coriolisovih jednadzbi

dobivamo da je

dv dv
— = =f 21
mdt m(dtb + Wy X v> : (3.21)

gdje je wy; kutna brzina okvira s obzirom na inercijalni koordinatni sustav. S obzirom
na to da se upravljacka sila rac¢una i primjenjuje u koordinatnom sustavu vozila F° i

da je w mjerena u koordinatama vozila jednadzbu (3.21) izrazit ¢emo u koordinatama
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vozila gdje je v £ (u, v, w)T iwy; = (p,q,7)7. Stoga u koordinatama vozila izraz (3.21)

postaje
U TV — qw fe
)| = — — 3.22
0 pw —ru| + - fy ( )
w qu — pv 2

Za rotacijsko gibanje, Newtonov drugi zakon govori da je

dh®
= (3.23)

=m,
dt;

gdje je h kutni moment, a m primijenjeni moment. Koriste¢i opet Coriolisa dobivamo

h dh
h_d (3.24)

gr_aa . xh=m,
a an, Y m

Ponovo izraz (3.24) se najlakse rjesava u F° koordinatnom sustavu gdje je h’ = Iwg Jio

a I je matrica inercija koje se izracunava kao

-f(y2 + 2%)dm  — [xydm — [xzdm
I=| —[aydm  [(z*+2%)dn  — [yzdm
— [ xzdm — [ yzdm (2% + y*)dm
- / / / (3.25)
]x _Iazy _I:vz
L _Ixy Iy _[yz
_[mz _[yz [z

S obzirom na to da je kvadkopter simetri¢an oko sve tri osi,odnosno J,, = J,. = J,. =0

matrica inercije je zapravo

I, 0 0
I={0 1, 0], (3.26)
0 0 I,
a njen inverz je
i 0 0
I''=1o0 r 0 (3.27)
0 0 Ii

Inercija za punu sferu se racuna kao I = 2M R?/5 te time dobivamo,
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Slika 3.9: Model kvadkoptera

2M R?
I, = 5R + 21°m,
2M R?
I, = 5R +20%m, (3.28)
2
I, = 2]\45]% + 20%m.

Ako definiramo m® £ (M, M,, M,)T izraz (3.24) mozemo zapisati kao

P _i 0 0 » —q| |L 0O Of |p M,
qzoio - 0 pl| |0 L, 0| |q|+ M,
P 0 0 + g p 0|0 O L||r M,
- : (3.29)
M| | EM.
= —Izl’ylzpr + iMy
=) M

Kinematicki i dinamicki modeli kvadkoptera sa Sest stupnjeva slobode mogu se sazeti

i clcp  spsOc) — cosyy  cosbc) + sops| | u
y| = | s spsOsi) + copc)  cpshsy) — spep| |v |, (3.30)
Z s6 —soch —coch w
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Slika 3.10: Sile i momenti

U rv — qw 1 fa
= — — 3.31
v pw —ru| + - vl ( )
w qu — pv I-

) 1 singtanf cos¢tang| [p
0| =10 coso —sin ¢ ql - (3.32)
Y r

0 sing¢sect cos¢psect

p legr| | M,

q| =[BTl | + | 1M, (3.33)
. Ip—1I,

4 ] M.

3.5.6. Sile i momenti

Sada ¢emo prodi kroz sile i momente koje djeluju na kvadkopter. Zbog samog dizajna
kvadkoptera aerodinamicke sile koje djeluju na njega su zanemarive. Kada zanemarimo
aerodinamicke sile ostaju nam sile zbog gravitacije i zbog cCetiri propelera. Kao Sto se
moze vidjeti iz slike 3.10 svaki motor proizvodi silu F' i moment M. Ukupna silu koja

djeluje na kvadkopter dobivamo zbrajanjem sila svih motora odnosno

F=F+F. +F+F, (3.34)
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gdje f,r,bil oznacavaju front, right, back i left odnosno prednji, desni, straznji i lijevi.

Moment valjanja se dobiva iz sila lijevog i desnog motora kao

M, = I(F — F), (3.35)
a moment poniranja iz prednjeg i straznjeg motora kao

M, =Il(F; — F). (3.36)

Zbog 3. Newtonovog zakona, okretni momenti propelera proizvode moment skretanja na
tijelu kvadkoptera. Smjer tog momenta bit ¢e suprotan od smjeru okretanja propelera.

Stoga, ukupni moment skretanja dobivamo kao
M,=74+71—-1—7. (3.37)

Uzgoni i okretni moment koji proizvode propeleri je proporcionalan kvadratu kutne
brzine. Ako pretpostavimo da je kutna brzina direktno proporcionalna naredbi pulsno

sirinske modulacije mozemo silu i moment svakog motora zapisati kao
F, = k0., (3.38)

M, = k., (3.39)

gdje su ki i ko konstante koje treba odrediti eksperimentalno, ¢, je upravljacki signal
motora, a * predstavlja f,r,b i [. Sile i momente mozemo zapisati u matri¢noj formi

radi preglednosti kao

F k1 k1 Er o k| |9y oy

M, 0 —lk 0 Ik Oy Oy
= ! ! 2 M (3.40)

My lkl 0 lkl 0 5[; 6b

M, —ko ke —ko ko 0 0

Strategije upravljanja koje ¢e biti poslije biti izvedene odnosit ¢e se na sile i momente,

a stvarne naredbe motorima mogu se dobiti kao

5 F
5, M,
5 M,
5 M,

(3.41)
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Uz sile motora gravitacija takoder djeluje na kvadkopter. U koordinatnom sustavu vozila

F? sila gravitacije koja djeluje na centar mase dana je kao

0
f=10]. (3.42)

myg

S obzirom na to da je v u izrazu 3.31 izrazen u F° potrebno je transformirati prethodnu

jednadzbu da dobijemo

0 —mgsin 6
fg =R | 0 | = |mgcosBsing (3.43)
mg mg cos 0 cos ¢

Stoga, izrazi 3.30 do 3.33 postaju

T clcp  spshc) — cpsyy  copsbe) + sops| | u
y| = |[clsy spsOs) + copcy  copshs — sopcp| |v ], (3.44)
Z s6 —s¢pch —coch w
U rv — qw —gsinf
0| = |pw—ru| + | gcosfhsing —l—% 01, (3.45)
w qu — pv g cosf cos ¢ —F
gz5 1 singtanf cos¢tang| [p
0| =10 coso —sin ¢ ql - (3.46)
¢ 0 Zio%g % r
p %QT iqu
gl = %pr + iTg ) (3.47)
T %pq im

3.6. Pojednostavljeni modeli

Izrazi 3.44 do 3.47 su koje bi se koriste za simuliranje gibanja u Sest stupnjeva slo-
bode. No, zbog svoje kompliciranosti nisu pogodne za izvod upravljanja. Za kvadkopter

mi nismo u stanju estimirati unutarnju poziciju ili kut ¢. Umjesto toga, zanimat ¢e nas
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relativna pozicija i smjer kvadkoptera u odnosu na neku tocku na zemlji. Relativna
pozicija kvadkoptera mjerit ¢e se u koordinatnom sustavu vozila 1. Koordinatni sustav
vozila 1 pogodan je s obzirom na to da su x,y i z pozicije mjerene u odnosu na zemlju
ali su orijentirane na vozila za razliku od unutarnjih velicina. Neka x,y i z predstav-
ljaju relativni vektor pozicije izmedu tocke i vozila u F*! koordinatnom sustavu. Time

jednadzba 3.44 postaje

x cd  spsh cost| |u
gl=10 & -so|]|v]. (3.48)
z —s0 spch  cochd| |w
Pod pretpostavkom da su kutovi ¢ i # mali jednadzba 3.46 se moze pojednostaviti kao
ol |p
ol =|q|- (3.49)
Y r
Na slican nacin mozemo pojednostaviti izraz 3.47. Pretpostavljajuc¢i da su umnosci gr,

pr i pg zanemarivo mali dobivamo da je

p| | M.
gl = iMy , (3.50)
te kombinacijom s jednadzbom 3.49 dobivamo
o| | M.
0| = |+M,| . (3.51)
Y M,
Deriviranje izraza 3.44 i zanemarivanjem R}j dobivamo
i clcp  spsbc) — cosyy  cosbc)y + sps| | U
| = | sy spshsip + copcp  cpslsy) — spep | |0 (3.52)
Z —s6 spcl coch w

Zanemarivanjem Coriolisovih ¢lanova i ubacivanjem jednadzbe 3.45 u prethodnu jed-

nadzbu dobivamo
0 —cpscyy) — spsy "

= 0| + | —copshsy) + spcyp - (3.53)
g —coch

SN
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Pojednostavljene jednadzbe kvadkoptera dane su kao:

& = (—cos ¢sinf cos ) — sin ¢ sin )

i = (—cos ¢sinfsiny + sin ¢ cos )

SIm 3

i=g— (cos¢cos€)%,

== _Mam
6 — [—My,
— M.

Y

Y

49

(3.54)

(3.55)
(3.56)

(3.57)
(3.58)

(3.59)

Prethodne jednadzbe dinamike mozemo jos pojednostavniti ako pod pretpostavkom

malih kutova zanemarimo c¢lanove u zagradama. Time dobivamo nove jednadzbe

. F
F=—,
m
. F
y=—,
m
F
Z2=49g—- —,
m
é: Ma:y
§— =M,
1
w = _Mz-

3.7. Upravljanje

(3.60)

(3.61)
(3.62)

(3.63)
(3.64)

(3.65)

Upravljanje kvadkoptera bit ¢e izvedeno kao §to je to ucinjeno u [19], [20] i [21].

Zapocet ¢emo s najjednostavnijim dinamickim modelom ali ¢emo sada sile i momente

zamijeniti upravljackim varijablama tako da w; odgovara F', a us,u3 i ugy odgovaraju

M,, M, i M,

mx = Ouq,

(3.66)
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my = —¢'LL1,

mz = —mg + Uy,

(3.67)
(3.68)
Lo = uy, (3.69)
L0 = us,, (3.70)
L) = uy. (3.71)

Cilj upravljanja je pracenje zeljene pozicije kvadkoptera {z4(t), ya(t), z4(t)}, dok je vy =

0. Prije pocetka potrebno je definirati regulacijske pogreske

=1
Il
8
|
8
a

—~

N

<
I

y — ya(t), (3.72)

(
Z=1z—z(t).

Prvi korak je sinteza zakona upravljanja wu;, Sto je potrebno za slijedenje po visini,
odnosno komponente referentne trajektorije z4(t). Kombiniranjem prethodnog izraza s
izrazom 3.68 dobivamo

mz = —mZq — mg + uy + dym.. (3.73)

Ako izaberemo da je
uy = m(Zg+ g — kaz — kaoZ), (3.74)

dobivamo da je dinamika pogreske
7t kaZ 4 koZ =0, (3.75)

koja je asimptotski stabilna za vrijednosti pojacanja k,; i k.1 > 0.

Nakon u; potrebno je napraviti sintezu zakona upravljanja za us, koji ¢e omoguditi
slijedenje komponente referentne trajektorije y4(t). Iz jednadzbe 3.67 dobivamo dina-
miku greske

my = —mija(t) — uy. (3.76)

Kako smo u; veé¢ odredili, moramo derivirati prethodnu dinamiku pogreske sve dok nam

se ne pojavi upravljacka varijabla uy. Prva derivacija
my =—-mYat) — duy — puy, (3.77)

te druga,
mg® = —myc(;l) — uy — 2001 — Pily. (3.78)
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Sada mozemo iskoristi jednadzbu 3.69 te time dobivamo

i eksplicitno pojavljivanje druge upravljacke varijable. Izborom upravljacke varijable

Iy

7. . m x X P ~ ~
wp = == (myy) + 200+ i) + = (kya § + Ryl + kil + kyod), (3.80)
1 1
dobivamo dinamiku pogreske
G + ks Y + Kyt + by + kyoy = 0, (3.81)

gdje su kys, ky2, k1 1 kyo pozitivna pojacanja koja zadovoljavaju Hurwitzov kriterij sta-
bilnosti.

Za kraj ostaje jos napraviti sintezu zakona upravljanja us koji ¢e omoguciti slijedenje
komponente referentne trajektorije x4(t). Iz jednadzbe 3.66 dinamickog modela dobi-
vamo dinamiku pogreske

ma = —miq(t) + Ou,. (3.82)

Kao i u prethodnom slucaju potrebno je derivirati jednadzbu dok se eksplicitno ne pojavi

upravljacka varijabla us. Prva derivacija,

mi = —m¥ () + 6 + Oy, (3.83)
te druga
ma® = —ma(t) + Guy + 200, + 01y (3.84)

U prethodnu jednadzbu mozemo ubaciti jednadzbu 3.70 i time dobivamo da je

i = —mail) (1) + Fur + 20in + iy (3.85)
Y

te nam se pojavila upravljacka varijabla us. Ako sada izaberemo da je

I . I . .
uy = - (mal? + 20+ 0i) + mu—ly (Kus© + kuod + kit + ko), (3.86)

dobivamo konac¢nu dinamiku pogreske

gdje su kys, kyo, kp1 1 kzo pozitivna pojacanja koja zadovoljavaju Hurwitzov kriterij sta-

bilnosti. Da bi upravljacke varijable us i uz mogli prikazati preko varijabli stanja,
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potrebno je izvesti eksplicitnu ovisnost o varijablama stanja za prvu i drugu derivaciju

upravljacke varijable u; te za drugu i tre¢u derivaciju pogresaka z,7y i Z. Imamo

i =m( (2)a(t) = ka? — ko), (3.88)
iy = m(z{ () — ko 7 — kao) (3.89)

T =i —ig(t) = %eul — Fq(t), (3.90)
7 = %éul + %eul — T 4(t), (3.91)
== dalt) = 6w lt) (3.92)
J = —%QBM + %@11 — Ya(t), (3.93)

é =z — éd(t) = —g + %Ul - éd(t)7 (394)
Z = %ul — F4(t). (3.95)

Iz zakona upravljanja vidljivo je da je za slijedenje referentne trajektorije { x4(t), ya(t) i
24(t) } dovoljno primijeniti tri upravljacke varijable. Cetvrta upravljacka varijabla moze

se primijeniti na stabilizaciju kuta .



4 | Algebarska identifikacija

parametara letjelice

4.1. Identifikacija mase

Za identifikaciju mase mozemo koristiti bilo koju od prve tri jednadzbe iz pojednos-

tavljenog dinamickog modela kvadkoptera ali ovdje je odabrana druga zbog oznaka,
mi(t) = (sin() sin(#) cos(¢p) — cos(y) sin(¢))F,. (4.1)
Ako desni dio izraza (4.1) zapisemo kao
f(t) = (sin(y) sin(0) cos(¢) — cos(¢) sin(¢)) F- (4.2)

dobivamo
mij(t) — £(t) = 0. (4.3)

Dobiveni izraz mozemo podijeliti s masom te pritom dobivamo

§(t) —kf(t) =0 (4.4)
gdje je,
k= % (4.5)

Kao i prije na izraz (4.4) primijeniti ¢emo Laplace-ovu transformaciju i time dobivamo
s*y(s) — syo — vg — kF(s) =0 (4.6)
ili

s*y(s) — kF(s) = ¢15 + co. (4.7)

53
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Izraz 4.7 mozemo zapisati kao
s’y(s) — kF(s) = R(s), (4.8)
gdje je
R(s) = c15 + ¢p. (4.9)

Veé je pokazano da primjenom diferencijskog operatora drugog reda, 52 , se ponistavaju

pocetni uvjeti, a izraz (4.8) ¢e sada postati

29(8) — kzo(s) = 0, (4.10)

gdje je
20(8) = F(s+2q) —2F (s + q) + F(s), (4.11)
2a(s) = (s +20)"y(s + 2q) — 2(s + ¢)*y(s + q) + s"y(s). (4.12)

Sada ¢emo primijeniti invarijantno filtriranje s razli¢itim polovima jer se to pokazalo

kao jednostavnija metoda. Invarijantni filtar

1

4.13
(s+a1)(s+az)(s+ as) ( )
primijeniti ¢emo na izraz (4.10) i time dobivamo
Z5(s) — k2o(s) =0, (4.14)
gdje je
Zo(s) = Goo(s)[F'(s +2q) — 2F (s + q) + F(s)], (4.15)
Zo(s) = Gaa(8)y(s + 2q) — 2Ga1(8)y(s + q) + Gao(s)y(s), (4.16)
* 1 A A A
e _ _ Ao Ao Aoy 417
o) = GG alG e stm tita ate 1D
(s +2¢)* Agon Az Agos
Gaa(s) = - + + , 4.18
2(s) (s 4 a1)(s+az)(s + asz) Ss+a S+a S+as ( )
(s+q)? Aony Azio Agis
G = = + + , 4.19
26) = e raGra) sra Tsra T ara 1
2 A A A
Giao(s) = : =y g (4.20)

(s+a1)(s+az)(s+a3) s+a s+a s+az
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Koeficijenti ¢e biti jednaki kao i prije ali dani su u sljede¢im izrazima radi preglednosti.

1
Ao = ,
o (ag — ay)(as — a)
1
Agpo = ,
00 (a1 — az)(az — az)
1
Agos = ,
0 (a1 — as)(az — as)
(2q - a1)2
A - )
2 (az — al)(a3 - al)
(29 — ap)?
Aggy = ,
22 (a1 — az)(a?» — a)
(2q — ag)?
Agos = ,
22 (al - CL3)(CL2 - a3)
(q - a1)2
Aoy = ,
2t (ag —ar)(az — a)
(CI - a2)2
Asiy = ,
2 (a1 — az)(% — a)
(q— G3)2
Agiz = :
2 (a1 — az)(az — as)
2
a
A 1
T (a2 — ar)(az — ar)
A a
202 (al _ a2)(a3 _ CLQ)’
a3
A203 -

dobivamo isto sto i prije. Odnosno

o) =(
y
ut

A221 + A222 A223
s+a; s+ as s + as
A211 + A212 A213
S+ a S+ ag s + as
A201 + A202 A203
S+ a S+ ag s + as

(a1 — az)(az — az)’

Sada je potrebno dobivene koeficijente vratiti u izraze (4.15) i

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.16). Iz izraza (4.16)

(4.25)
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ako sada grupiramo ¢lanove s istim nazivnikom dobivamo

1

Z(s) = sta [A21y(s +2q) — 2A211y(s + q) + A201y(9))]
1
1
+ s+ s [A222y(8 + 2q) — 2A212y(8 —+ q) + A202y<8))] (426)
1
+ St a5 [A23y(s +2q) — 2A213y(s + q) + Aa03y(9))],

Sto je jednako kao i prije. Nova jednadzba dolazi iz (4.15) uvrstavanjem koeficijenata te
grupiranjem kao u (4.26) dobivamo

1

Zo(s) = o alem[F(S +2q) = 2F (s +q) + F(s))]
- —:(Iz Agna[F(s+2q) —2F (s + q) + F(s))] (4.27)
4 AuslF(s + 20) = 2F(s-+ ) + F(9)].

Dobivene izraze (4.26) i (4.27) prebacit ¢emo, kao i prije, u vremensku domenu da bi

mogli izracunati konstantu k. Time dobivamo

(s + ar)zr = [A221y(s + 29) — 242119(s + ¢) + A201y(s))],
(s + az)re = [Asay(s +2q) — 2A210y(s + q) + Az02y(9))],
(s + as)zs = [Azesy(s + 2q) — 2Ax3y(s + q) + Azosy(s))], (4.28)
(s +a1)ry = At [F (s +2q) — 2F (s + q) + F(s))],
(s + as)zs = Aoz F (s + 2q) — 2F (s + q) + F(s))],
(s + ag)zg = Aos|F(s + 2q) — 2F (s + q) + F(s))],
te zatim
T = —a1xy + [Agre™ 2% — 2451179 + Ay ]y(t),
o = —aoly + [Asgoe " — 245107 + Aspo]y(t),
B3 = —azT3 + [Ageze 2% — 2451379 + Agps]y(t), (4.29)
4 = —a1zg + Ago[e 7" = 2e7T 1] (1),
@5 = —agws + Agozle 2" — 2e7 T + 1] f (1),
g = —asws + Agosle " — 2e7 + 1] f(t),
i izlazne jednadzbe
25(t) = 1 (1) + 2(t) + 3(t), (4.30)
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Jednadzba za izracun konstante opruge sada izgleda

Z5(t)
Zo(t)

i kao i prije primijenit ¢e se nelinearno invarijantno filtriranje koje ¢emo derivirati i

k= (4.31)

dobiti jos dvije varijable stanja

T7 = |29(t)],
’ |A2< ) (4.32)
s = |20(t)].
U konaénici masu kvadkoptera dobivamo iz izraza (4.5).
4.2. Identifikacija momenata tromosti
Jednadzbe momenata tromosti kvadkoptera
.1
¢ =M, (4.33)
.1
0= [—My, (4.34)
|
Y = [—Mz7 (4.35)
mozemo malo preformulirati i time dobivamo
L — M, =0,
1,0 — M, =0, (4.36)
Li— M, =0.

Ako sada svaku jednadzbu iz izraza (4.36) podijelimo s pripadaju¢im momentom tro-

mosti dobivamo

6 — k,M, =0, (4.37)
W — k.M, =0,
gdje je
1
Eo— —
X Ix’
1
ky, = I—y, (4.38)
1
k, = —.
I,
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Daljnji izvod bit ¢e prikazan samo za prvu jednadzbu iz izraza (4.37) i bit ¢e vrlo slican
onome za identifikaciju mase stoga ¢e neki koraci biti preskoceni. Pocetak je naravno

prebacivanje u podrué¢je kompleksne varijable, stoga prva jednadzba iz (4.37) postaje
$20(5) — ke Ma(s) = R(s), (4.39)
gdje je
R(s) = c15 + ¢. (4.40)

Nadalje primjenjujemo diferencijski operator s kojim se ponistavaju pocetni uvjeti te se

ponovo dobiva izraz (4.10) u kojemu je sada

20(8) = My (s +2q) — 2M,(s + q) + M,(s), (4.41)

2(s) = (s +29)*0(s + 2q) — 2(s + q)?d(s + q) + 5°¢(s). (4.42)

Primjenom invarijantnog filtera iz izraza (4.13) na izraze (4.41) i (4.42) dobivamo
20(8) = Goo(8)[My(s + 2q) — 2M,(s + q) + M,(s)], (4.43)

29(8) = Gaa(8) (s + 2q) — 2Ga1(8)d(s + q) + Gao(s)P(s). (4.44)

Koeficijenti prethodnih jednadzbi ée biti jednaki kao u izrazima od (4.17) do (4.24).

Nadalje, jednadzbe (4.26) i (4.27) ¢ée u ovom slucaju biti nesto drugacije odnosno,

£2() = Ao + 20) — 24201005+ ) + Ai6(s))
b0l +20) — 24a0(s + )+ o) (449
4 ad(s + 20) — 2213005 + 0) + Azsd(5)].
£0(5) = —— Ao (M (s +20) = 2Mo(s + ) + Mls))]
+ Aol Mi (s + 20) = 20,5 + @) + M, s)) (1.46)
+ Aoos[ Mz (s + 2q) = 2Mz(s + q) + Ma(s))]-

S+ as
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Po uzoru na izraz (4.29) diferencijalne jednadzbe u vremenskoj domeni sada postaju
i1 = —a1x1 + [Asme " — 2451167 + Aogpr]p(t),

By = —agTy + [Azee 2 — 245107 + Agna]p(2),
i3 = —azTs + [Asze " — 291377 + Ago3)d(t),

(4.47)
j?4 = —Qa1T4 + A001 [672qt — 2€7qt + 1]Mm(t),
.ﬁt5 = —Q2X5y + Aoog [672qt — 2€7qt -+ 1]Mz(t),
jj6 = —a3Tg + Aoog [B_th — 2€—qt + 1]M$(t),
i izlazne jednadzbe
Zo(t) = x1(t) + 22(t) + x3(t),
o(t) = 21(t) + 22(t) + w3(t) (4.48)
Konac¢no |,
g, = 20 (4.49)
Zo(t)

na jednaki nacin se dobivaju i druge dvije konstante £, i k..
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Prethodni izvodi implementirani su u Matlabu te se testiraju na tri dinamicka mo-
dela kvadkoptera, odnosno punom modelu, pojednostavljenom te najjednostavnijem.
Sinteza regulatora napravljena je u potpoglavlju Upravljanje, a prati se spiralna trajek-
torija. Prvo ¢e biti prikazani simulacijski rezultati za sve tri metode bez identifikacije
parametara da bi se poslije imali na Sto referencirati. Na slikama od 5.1 do 5.4 nalaze
se simulacijski rezultati za puni dinamicki model kvadkoptera. Na slici 5.1 prikazane su
vrijednosti Sest varijabli stanja, na 5.2 nalazi se slijedenje referentne trajektorije, na 5.3
su vrijednosti upravljackih varijabli te na 5.4 su prikazane pogreske slijedenja. Isti pore-
dak slika je i za ostala dva dinamicka modela. Simulacijski rezultati za pojednostavljeni
model prikazani su na slikama od 5.5 do 5.8 te za najjednostavniji model na slikama od
5.9 do 5.12.

60
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1 1 ! 20
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Slika 5.1: Varijable stanja punog dinamickog modela kvadkoptera
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0 0

X (m) 1o y (m)

Slika 5.2: Slijedene referentne trajektorije za puni dinamicki model
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Slika 5.3: Upravljacke varijable kod punog dinamickog modela
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Slika 5.4: Pogreske slijedenja referentne trajektorije kod punog dinamickog modela
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Slika 5.5: Varijable stanja pojednostavljenog dinamickog modela kvadkoptera
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0 0

X (m) 1o y (m)

Slika 5.6: Slijedene referentne trajektorije za pojednostavljeni dinamicki model
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Slika 5.7: Upravljacke varijable kod punog dinamickog modela
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Slika 5.8: Pogreske slijedenja referentne trajektorije kod pojednostavljenog dinamickog

modela
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Slika 5.9: Varijable stanja najjednostavnijeg dinamickog modela kvadkoptera
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Slika 5.10: Slijedene referentne trajektorije za najjednostavniji dinamicki model
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Slika 5.11: Upravljacke varijable kod punog dinamickog modela
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Slika 5.12: Pogreske slijedenja referentne trajektorije kod najjednostavnijeg dinamickog

modela

S obzirom na to je izvod identifikacije parametara baziran na pojednostavljenom mo-
delu postavlja se pitanje da li postoji greska u identifikaciji i kolika je kada se primjeni
na punom modelu ili najjednostavnijem. Na slici 5.13 bit ¢e prikazana identifikacija pa-
rametara kod pojednostavljenog modela. Da bi bolje vidjeli sto se dogada kada dode do
identifikacije na slici 5.14 se nalazi uvecan prikaz slike 5.13 oko podrucja interesa. Sada
¢e na isti nacin biti prikazana identifikacija kod punog modela. Na slici 5.15 prikazana
je identifikacija parametara za puni dinamicki model. Na prvi pogled se ¢ini da nema
razlike u odnosnu na identifikaciju kod pojednostavljenog modela ali na uve¢anom pri-
kazu na slici 5.16 mozemo vidjeti da se pojavljuje mala pogreska kao sto je i za ocekivati.

Jos ostaje provijeriti rezultate kod najjednostavnijeg modela. Na slici 5.17 nalazi se
identifikacija parametara kod najjednostavnijeg modela, a na slici 5.18 njeno uvecanje.
Razlika izmedu rezultata najjednostavnijeg i pojednostavljenog modela nije vidljiva na
ovakvom prikazu. Sada kada smo vidjeli Sto se dogada s pogreskom identifikacije zbog
modela mozemo provijeriti §to se dogada kada uklju¢imo sum mjerenja. Sum je izmedu
51 10% te je prikazan na slici 5.19 Za pojednostavljeni model slike 5.13 1 5.14 uz dodani
Sum mjerenja prikazane su ponovo na slikama 5.20 i 5.21. Tako se i za puni model
identificirani parametri sa Sumom mjerenja nalaze na slikama 5.22 i 5.23 te za najjed-
nostavniji model na slikama 5.24 i 5.25.

Algebarska metoda identifikacije parametara implementirana je kao dio upravljackog al-

goritma opisanog u potpoglavlju 3.7. To je ucinjeno tako da se u poc¢etnom vremenu (2
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Slika 5.13: Identificirani parametri za pojednostavljeni model
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Slika 5.14: Identificirani parametri za pojednostavljeni model s uvecanjem
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Slika 5.15: Identificirani parametri za puni model
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Slika 5.16: Identificirani parametri za puni model s uve¢anjem
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Slika 5.17: Identificirani parametri za najjednostavniji model
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Slika 5.18: Identificirani parametri za najjednostavniji model s uvecanjem
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Slika 5.19: Signali s dodanim Sumom
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Slika 5.20: Identificirani parametri za pojednostavljeni model uz dodani sum
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Slika 5.21: Identificirani parametri za pojednostavljeni model s uve¢anjem uz dodani

sum

sekunde) za upravljanje koriste neki predodredeni parametri koji se podosta razlikuju od
stvarnih, a nakon pocetnog vremena se identificirani parametri ukljuc¢uju u upravljanje.
Zbog toga Sto se identificirani parametri koriste u upravljackom algoritmu mozemo to
nazvati kao adaptivno upravljanje. Tako za puni model dobivamo rezultate na slikama
od 5.26 do 5.30. Na slici 5.26 se nalaze varijable stanja s adaptivnim upravljanjem.
Slika 5.27 prikazuje slijedenje referentne trajektorije s adaptivnim upravljanjem §to od-
mah mozemo usporediti sa slikom 5.28 koja prikazuje sto se dogada kada pokuSavamo
slijediti referentnu trajektoriju bez adaptivnog upravljanje, odnosno s ve¢ spomenutim
pogresnim parametrima sustava. Iz te dvije slike moze se jasno vidjeti koje su pred-
nosti adaptivnog upravljanja naspram neadaptivnog. Slike 5.29 i 5.30 prikazuju gresku
slijedenja referentne trajektorije te upravljacke varijable za adaptivno upravljanje. Spo-
menute slike od 5.26 do 5.30 mozemo usporediti s rezultatima sa slika 5.1 do 5.4. Za
pojednostavljeni model imamo isti poredak slika od 5.31 do 5.35 koje mozemo uspore-
diti sa slikama od 5.5 do 5.8, a za najjednostavniji model slike 5.36 do 5.40 mozemo

usporediti sa slikama 5.9 do 5.12.  Simulacijske rezultate pojednostavljenog modela sa
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Slika 5.22: Identificirani parametri za puni model uz dodani sum
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Slika 5.23: Identificirani parametri za puni model s uve¢anjem uz dodani Sum
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Slika 5.24: Identificirani parametri za najjednostavniji model uz dodani Sum

slika od 5.31 do 5.35 mozemo usporediti sa slikama od 5.5 do 5.8.  Konacno mozemo

usporediti i najjednostavniji model koji koristi identificirane parametre u upravljanju sa

slika 5.36 do 5.40 s rezultatima od 5.9 do 5.12.
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Slika 5.25: Identificirani parametri za najjednostavniji model s uveé¢anjem uz dodani
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Slika 5.26: Varijable stanja punog dinamickog modela kvadkoptera uz upravljanje s

identificiranim parametrima
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Slika 5.27: Slijedene referentne trajektorije za puni dinamicki model uz upravljanje s

identificiranim parametrima
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Slika 5.28: Neadaptivno slijedene referentne trajektorije za puni dinamicki model uz

upravljanje s identificiranim parametrima
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Slika 5.29: Upravljacke varijable kod punog dinamickog modela uz upravljanje s identi-

ficiranim parametrima
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Slika 5.30: Pogreske slijedenja referentne trajektorije kod punog dinamickog modela uz

upravljanje s identificiranim parametrima
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Slika 5.31: Varijable stanja pojednostavljenog dinamickog modela kvadkoptera uz uprav-

ljanje s identificiranim parametrima
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Slika 5.32: Slijedene referentne trajektorije za pojednostavljeni dinamicki model uz

upravljanje s identificiranim parametrima
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Slika 5.33: Neadaptivno slijedene referentne trajektorije za pojednostavljeni dinamicki

model uz upravljanje s identificiranim parametrima
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Slika 5.34: Upravljacke varijable kod punog dinamickog modela uz upravljanje s identi-

ficiranim parametrima
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Slika 5.35: Pogreske slijedenja referentne trajektorije kod pojednostavljenog dinamickog

modela uz upravljanje s identificiranim parametrima
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Slika 5.36: Varijable stanja najjednostavnijeg dinamickog modela kvadkoptera uz uprav-

ljanje s identificiranim parametrima
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Slika 5.37: Slijedene referentne trajektorije za najjednostavniji dinamicki model uz

upravljanje s identificiranim parametrima
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Slika 5.38: Neadaptivno slijedene referentne trajektorije za najjednostavniji dinamicki

model uz upravljanje s identificiranim parametrima
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Slika 5.39: Upravljacke varijable kod punog dinamickog modela uz upravljanje s identi-

ficiranim parametrima
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Slika 5.40: Pogreske slijedenja referentne trajektorije kod najjednostavnijeg dinamickog

modela uz upravljanje s identificiranim parametrima



6 | Zakljutak

U sklopu ovog rada obradene su metode algebarske tehnike za identifikaciju para-
metara. Provedena je komparativna analiza stabilnosti i robusnosti na Sum mjerenja
te je kao bolja izabrana metoda frekvencijskog pomaka za kasniju primjenu u identifi-
kaciji parametara kvadkoptera. Objasnjeni su principi rada kvadkoptera te su izvedeni
kinematicki i dinamicki modeli. Na osnovu lineariziranog modela napravljena je sinteza
adaptivnog regulatora. Takoder, na osnovi pojednostavljenog modela izvedena je identi-
fikacija parametara mase i momenata tromosti pomoc¢u metode frekvencijskog pomaka u

realnom vremenu. Identificirani parametri su potom koristeni u upravljackom algoritmu.

Algebarska tehnika je relativno novo podrucju koje se tek intenzivnije istrazuje po-
sljednjih desetak godina. Najcesce koriStena ne asimptotska metoda algebarskog deri-
viranja u osnovi daje dobre rezultate cak i Sto se tice robusnosti na Sum ali je problem
njena nestabilnost te potreba za dodatnim mehanizmima ogranicavanja varijabli stanja
Sto je veliki nedostatak kod realnih sustava. Metoda frekvencijskog pomaka, sa stabil-
nim sustavom te poboljsanim performansama u odnosu na algebarsko deriviranje otvara
nove mogucénosti u sintezi regulatora gdje je potrebno poznavati parametre. Takoder,
zbog svoje relativne jednostavnosti i lake implementacije moze se iskoristi i tamo gdje je
potrebno poznavati samo gornju ocjenu vrijednosti parametra za dobivanje bolje ocijene

te samim time i boljih performansi.
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