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SAZETAK

Kvaliteta proizvoda postala je klju¢ni faktor u konkurentnosti i poslovnom uspjehu.
Poboljsanje kvalitete ukljuCuje smanjenje varijabilnosti procesa §to rezultira smanjenjem
kvarova i povecanjem stabilnosti. Statisticka kontrola procesa (SPC) vazan je alat za postizanje
stabilnosti i poboljsanja kvalitete koriste¢i sedam osnovnih alata. Kontrolne karte pomazu u
praéenju procesa i identifikaciji odstupanja. One omoguéuju prepoznavanje problema u
proizvodnji i pruzaju informacije za poboljSanje procesa. Proces kontrole podrazumijeva dvije
faze gdje se prva koristi za postavljanje stabilnih kontrolnih granica dok druga sluzi za pracenje
procesa i otkrivanje manjih odstupanja. U radu je objaSnjena statistiCka osnova X i R
univarijantne kontrolne Kkarte te T? multivarijantne kontrolne karte. U diplomskom radu
osmisljeni su razli€iti primjeri kojima je pokazano kako se analizom istih mjernih podataka
mogu dobiti drugacija rjeSenja statisticke kontrole ovisno dali se karakteristike kvalitete

(varijable) gledaju pojedinacno ili skupno. Kontrolne karte su izradene u programu Excel.

Kljuéne rijeci: Statisti¢ka kontrola procesa, x i R kontrolne karte, T2 multivarijantna kontrolna

karta
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SUMMARY

The quality of a product has become a key factor in competitiveness and business success.
Improving quality involves reducing process variability which results in fewer defects and
increased stability. Statistical Process Control (SPC) is an important tool for achieving stability
and improving quality using the seven basic tools. Control charts help monitor processes and
identify deviations. They enable the recognition of problems in production and provide
information for process improvement. The control process involves two phases. The first is
used to set stable control limits, while the second is for monitoring the process and detecting
minor deviations. This paper explains the statistical foundation of the X and R univariate control
charts, as well as the 7> multivariate control chart. Examples of these charts are provided to
demonstrate how certain data can lead to different statistical control solutions depending on
whether quality characteristics (variables) are viewed individually or collectively. The control

charts are constructed and presented in Excel.

Key words: statistical process control, X i R control charts, 72 multivariate control chart
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1. UVOD

Kvaliteta je postala jedan od najvaznijih faktora pri odabiru medu konkurentskim proizvodima
1 uslugama bez obzira na to je li potrosac pojedinac, industrijska organizacija, maloprodajna
trgovina, banka ili financijska institucija. Posljedi¢no, razumijevanje i poboljsanje kvalitete
kljucni su faktori koji vode poslovnom uspjehu, rastu i poboljsanoj konkurentnosti. PoboljSanje
kvalitete predstavlja smanjenje varijabilnosti procesa i proizvoda Sto ima direktan utjecaj na
smanjenje broja kvarova proizvoda.

Ako proizvod treba ispuniti ili nadmasiti ocekivanja kupaca potrebno ga je proizvoditi
postupkom koji je stabilan i ponovljiv. To¢nije, proces mora biti sposoban funkcionirati s
malim varijabilnostima oko ciljnih ili nominalnih dimenzija karakteristika kvalitete proizvoda.
Statisticka kontrola procesa (SPC) moc¢na je zbirka alata za rjeSavanje problema korisnih u

postizanju stabilnosti procesa i poboljSanju sposobnosti kroz smanjenje varijabilnosti.[1]

SPC je veliko dostignuce jer se temelji na zdravim temeljnim nacelima, jednostavan je za
koriStenje, ima znaCajan utjecaj i moze se primijeniti na bilo koji proces. Njegovih sedam
glavnih alata su: histogram, kontrolni list, Pareto dijagram, uzro¢no-posljedi¢ni dijagram,

dijagram koncentracije defekata, dijagram rasprSenosti, kontrolna karta.[1]

Iako su ti alati koji se ¢esto nazivaju sedam veliCanstvenih vazan dio SPC-a, oni obuhvacaju
samo njegove tehnicke aspekte. Pravilna implementacija SPC-a pomaze u stvaranju okruzenja
u kojem svi pojedinci u organizaciji traZze kontinuirano poboljSanje kvalitete 1 produktivnosti.
Ovo se okruZenje najbolje razvija kada se menadZment ukljuci u proces. Jednom kada se
okruzenje uspostavi, rutinska primjena SPC-a postaje dio uobiajenog nacina poslovanja, a

organizacija je na dobrom putu da postigne svoje ciljeve poboljSanja poslovanja.[1]

Od sedam alata, Shewhartova kontrolna karta vjerojatno je tehniCki najsofisticiranija.
Kontrolna karta je tehnika online pracenja procesa. Kontrolne karte takoder se mogu koristiti
za procjenu parametara proizvodnog procesa i za odredivanje sposobnosti procesa. Kontrolna

karta moZe pruziti informacije korisne i za poboljSanje procesa.[2]

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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Kontrolne karte je razvio 1920-ih godina Walter A. Shewhart iz Bell Telephone Laboratories.
Da bi se razumjeli statisticki koncepti koji ¢ine osnovu SPC-a, prvo je potrebno opisati

Shewhartovu teoriju varijabilnosti.[2]

U svakom proizvodnom procesu, bez obzira na to koliko je dobro osmisljen ili pazljivo
odrzavan, uvijek ¢e postojati odredena koli¢ina inherentne ili prirodne varijabilnosti. Ova
prirodna varijabilnost ili "pozadinska buka" je kumulativni u¢inak mnogih malih, neizbjeznih
uzroka. U okviru statistiCke kontrole kvalitete, ova se prirodna varijabilnost Cesto naziva
stabilnim sustavom slu¢ajnih uzroka. Za proces koji funkcionira uz prisutne samo slucajne
uzroke kaZze se da je pod statistickom kontrolom. Drugim rijecima, slu€ajni uzroci su sastavni
dio procesa.[1]

Druge vrste varijabilnosti mogu povremeno biti prisutne u izlazu procesa. Ova varijabilnost u
klju¢nim karakteristikama kvalitete obi¢no proizlazi iz tri izvora: neispravno podeSeni ili
kontrolirani strojevi, pogreske operatera i neispravan materijal. Takva je varijabilnost op¢enito
velika u usporedbi s prirodnom varijabilnosti i obi¢no predstavlja neprihvatljivu razinu izvedbe
procesa. Ove izvore varijabilnosti koji nisu dio slu¢ajnog uzroka nazivaju se varijabilnosti koji
se mogu pripisati odredenom uzroku. Za proces koji djeluje u prisutnosti uzroka koji se mogu

pripisati kaze se da je izvan kontrole.[1]

U primjeni statistickih metoda za kontrolu kvalitete tipicno je klasificirati podatke o
karakteristikama kvalitete kao podatke o atributima ili varijablama. Varijabilni podaci obi¢no
su kontinuirana mjerenja, primjerice duljina ili napon. Podaci o atributima obi¢no su diskretni

podaci, Cesto u obliku prebrojavanja. [3]

Karakteristike kvalitete Cesto se ocjenjuju u odnosu na specifikacije. Za proizvedeni proizvod,
specifikacije su Zeljene mjere za karakteristike kvalitete komponenti 1 podsklopova koji ¢ine
proizvod. Tako se onda mjerna vrijednost koja odgovara Zeljenoj vrijednosti za tu
karakteristiku kvalitete naziva se nominalna ili zeljena vrijednost. Ove nominalne vrijednosti
obi¢no su ograni¢ene rasponom vrijednosti za koje se vjeruje da ¢e biti dovoljno blizu cilja da
ne utjeCu na funkciju ili izvedbu proizvoda ako je karakteristika kvalitete u tom rasponu.

Najveca dopustena vrijednost za karakteristiku kvalitete naziva se gornja granica specifikacije
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USL (eng. Upper Specification Limit), a najmanja dopustena vrijednost kvalitete se naziva
donja granica specifikacije LSL (eng. Lower Specification Limit).[3]

Upotreba standardne kontrolne karte ukljucuje fazu 1 i fazu 2 s dva razlicita cilja. U fazi 1 skup
podataka o procesu skuplja se i analizira odjednom u retrospektivnoj analizi, konstruirajuci
kontrolne granice ispitivanja kako bi se utvrdilo je 1i proces bio pod kontrolom tijekom
vremenskog razdoblja tijekom kojeg su podaci prikupljeni i kako bi se vidjelo mogu li se
uspostaviti pouzdane kontrolne granice za pracenje buduce proizvodnje. To je obi¢no prva stvar
koja se radi kada se kontrolne karte primjenjuju na bilo koji proces. Kontrolne karte u fazi 1
prvenstveno pomazu operativnom osoblju u dovodenju procesa u stanje statisticke kontrole.
Faza 2 pocinje nakon $to imamo "Cist" skup podataka o procesu prikupljenih pod stabilnim
uvjetima i reprezentativnih za izvedbu procesa u kontroli. U fazi 2 kontrolna karta se koristi za
praéenje procesa usporedujuéi statistiku uzorka za svaki uzastopni uzorak kako se izvlaci iz
procesa do kontrolnih granica.[2]

Bitno je naglasiti da su granice kontrolne karte statistiCke granice izraCunate iz podataka
dobivenih pra¢enjem procesa i nisu u vezi s granicama specifikacija proizvoda. Uobicajeno se
koristi oznaka UCL (eng. Upper Control Limit) za gornju kontrolnu granicu dok se LCL (eng.
Lower Control Limit) koristi za donju kontrolnu granicu.

Shewhartove kontrolne karte vrlo su u¢inkovite u fazi 1 jer ih je lako konstruirati i interpretirati
1 jer su ucinkovite u otkrivanju velikih, trajnih pomaka u parametrima procesa. Uzorke na
Shewhartovim kontrolnim kartama je lako protumaciti 1 imaju izravno fizi¢ko zna€enje. U fazi
2 se obi¢no pretpostavlja da je proces stabilan. Cesto pripisivi uzroci koji se javljaju u fazi 2
rezultiraju manjim procesnim pomacima, jer je ve¢ina izvora varijabilnosti sustavno uklonjena
tijekom faze 1. Naglasak je sada na pracenju procesa, a ne na dovodenju procesa pod

kontrolom.[2]
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2. X iR KONTROLNE KARTE

2.1.  Statisticka osnova X i R kontrolnih karti

Pretpostavlja se da je karakteristika kvalitete normalno distribuirana sa ocekivanjem u i
standardnim odstupanjem o, gdje sui u 1 o poznati. Ako je x1, x2, . . . , X, uzorak veli¢ine n, tada

je aritmeticka sredina ovog uzorka[1]:

X +x_+...+x
L (2.1)

n

— . . . . v . . . . . g
a, X je normalno distribuiran sa o¢ekivanjem y i standardnim odstupanjem oz = NG

Nadalje, vjerojatnost je 1 — a da ¢e bilo koje oCekivanje uzorka biti izmedu[1]:
u+Z o= u+Zm,2 — i ,u—mezG; =u—-Z

g g
al2 x ! \/; al2 ﬁ

Stoga, ako su u i o poznati, jednadzba 3.2 moze se koristiti kao gornja i donja kontrolna granica

(2.2)

na kontrolnoj karti za aritmeti¢ku sredinu uzorka. Uobicajeno je zamijeniti Zu» s 3, tako da se
koriste 30 odstupanja. Ako aritmeti¢ka sredina uzorka padne izvan ovih granica, to je
pokazatelj da aritmetic¢ka sredina procesa viSe nije jednaka u.[1]

Iako se pretpostavlja da je distribucija karakteristike kvalitete normalna, navedene formule su
jo$ uvijek priblizno to¢ne Cak i1 ako temeljna distribucija nije normalna zbog srediSnjeg

grani¢nog teorema [1]

U praksi se obi¢no ne znaju u 1 0. Stoga se moraju procijeniti iz preliminarnih uzoraka ili
podskupina uzetih kada se smatra da je proces pod kontrolom. Te se procjene obi¢no trebaju
temeljiti na najmanje 20 do 25 uzoraka. Pretpostavlja se da je dostupno m uzoraka, od kojih
svaki uzorak sadrzi n komada. Obi¢no ¢e n biti malen, ¢esto 4, 5 ili 6. Ove male veli¢ine uzorka
obicno proizlaze iz konstrukcije racionalnih podskupina i ¢injenice da su troSkovi uzorkovanja
1 inspekcije povezani s mjerenjima varijabli relativno visoki.[1]

il +x_ 4...+x

H

~ Tada je najbolji

Neka je Xq, X,,..., X, aritmeticka sredina svakog uzorka.x =
m

procjenitelj ocekivanja procesa (u), aritmeticka sredina svih X, odnosno[1]:
X otx +.+x
1 2 m

= (2.3)

m

=1l
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Stoga bi se X koristila kao srediSnja linija na kontrolnoj karti.
Za konstruiranje kontrolnih granica potrebna je procjena standardnog odstupanja o.
iz raspona m uzoraka. U ovom radu se koristi metoda raspona. Ako je x4, x5, ..., X, uzorak

veli¢ine n, tada je raspon uzorka razlika izmedu najvece i najmanje vrijednosti odnosno[1]:

R=x  —x 2.4)
Neka su Ry, R,, ..., Ry, rasponi od m uzoraka. Aritmeticka sredina raspona iznosi[1]:
R] +R 5 +...+R
oy "
R= (2.5)
m

Onda su izrazi za izraCunavanje kontrolnih granica x karte[1]:

UCL = §+A2§

=1

Centralna linija = (2.6)
UCL =3-A R

Izrazi za izraCunavanje kontrolnih granica R karte su[1]:
UcCL=D R
Centralna linija = R (2.7
LCL=D.R

Faktori 4>, D3, D4 se ocitavaju iz tablica za razli¢ite veliine uzorka koji se nalazi u prilogu na

slici 28.

2.2. Karte faze 11i 2 primjene X i R karte

U fazi 1 koriStenja kontrolnih karti, kada se koriste preliminarni uzorci za izradu X 1 R kontrolne
karte, uobicajeno je tretirati kontrolne granice dobivenih iz jednadzbi 2.6 1 2.7 kao probne
kontrolne granice. One omogucuju da se odredi je li proces bio pod kontrolom kada je odabrano
m inicijalnih uzoraka. Kako bi se utvrdilo je li proces bio pod kontrolom kada su preliminarni
uzorci prikupljeni, potrebno je iscrtati vrijednosti X 1 R iz svakog uzorka na dijagramu i
analizirati rezultate. Ako su sve tocke unutar kontrolnih granica i nema nikakvog sustavnog
ponasanje zakljucuje se da je proces bio pod kontrolom, a probne kontrolne granice su

prikladne za kontrolu sadasnje ili buduce proizvodnje. PozZeljno je imati 20-25 uzoraka ili
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podskupina za izraCunavanje kontrolnih granica ispitivanja. Moguce je raditi s manje podataka,
ali onda kontrolne granice nisu toliko pouzdane. [4]

Kako bi kontrolne granice za sadasnju ili buducu proizvodnju imale smisla moraju se temeljiti
na podacima iz procesa koji je pod kontrolom. Stoga, ukoliko se pretpostavi da je jedna ili vise
vrijednosti X 1 R izvan kontrolnih granica potrebno je izmijeniti probne kontrolne granice. To
se radi ispitivanjem svake od toCaka izvan kontrole, traze¢i uzrok koji se moze pripisati. Ako
tocki izvan kontrolne granice pronademo uzrok, uzorak se odbacuje i probne kontrole granice
se ponovno izraCunavaju, koriste¢i samo preostale uzorke. Ovaj se proces nastavlja sve dok svi
uzroci ne budu pod kontrolom, a tada se probne kontrolne granice usvajaju za trenutnu

upotrebu. [4]

U nekim slu¢ajevima mozda nece biti moguée pronaci uzrok koji se moze dodijeliti za tocku
koja se iscrtava van kontrole. Tada su moguce dvije opcije. Prva opcija je eliminirati to¢ku kao
da je pronaden uzrok koji joj se moze pripisati. Ne postoji analiti¢ko opravdanje za odabir ove
opcije, osim da su tocke koje su izvan kontrolnih granica vjerojatno izvucene iz distribucije
vjerojatnosti karakteristi¢ne za stanje izvan kontrole. Alternativa je zadrzati tocku i smatrati da
su probne kontrolne granice i dalje prikladne za trenutnu kontrolu. Problem kod ove opcije je
ako tocka doista predstavlja stanje izvan kontrole, kontrolne granice bit ¢e presiroke. Medutim,
ako postoje samo jedna ili dvije takve tocke, to ne¢e znacajno iskriviti kontrolnu kartu. Ako
budu¢i uzorci 1 dalje pokazuju kontrolu, tada se neobjas$njene to€ke mogu sigurno odbaciti.
Opcenito, ako obje karte u pocetku pokazuju tofke izvan kontrole, dobra je strategija
uspostaviti kontrolu na R karti $to je prije moguce. Ako je R kontrolna karta izvan kontrole, to
znali da je varijabilnost procesa nestabilna, a kontrolne granice na X karti, koje zahtijevaju

procjenu varijabilnosti procesa, su nepouzdane.[4]

Povremeno, kada se pocetne vrijednosti uzorka X i R iscrtaju na kontrolnu kartu s probnim
kontrolnim granicama, mnoge ¢e tocke biti izvan kontrole. Ako se samovoljno maknu te tocke
ostat ¢e malo podataka s kojima mozemo ponovno izra¢unati pouzdane kontrolne granice. Ovaj
bi pristup zanemario mnogo korisnih informacija u podacima. S druge strane, traZenje uzroka
koji se moze pripisati svakoj tocki izvan kontrole vjerojatno nece biti uspjesSan. U tom slucaju

je bolje usredotociti se na obrasce tih kontrolnih tocaka, a ne na svaku to¢ku pojedinacno.
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Takav ¢e obrazac gotovo uvijek postojati. Obi¢no je uzrok koji se moze pripisati uzorku tocaka
izvan kontrole prilicno lako identificirati te uklanjanje ovog problema u procesu rezultira

velikim poboljSanjem procesa. [4]

2.3. Revizija kontrolnih granica i sredi$njih linija

Ucinkovita uporaba bilo koje kontrolne karte zahtijevat ¢e povremenu reviziju kontrolnih
granica i srediS$njih linija. Mogu se uspostaviti periodic¢ke revizije granica kontrolne karte kao
Sto je svaki tjedan, svaki mjesec ili svakih 25, 50 ili 100 uzoraka. Prilikom revidiranja
kontrolnih granica, pozeljno je koristiti najmanje 25 uzoraka ili podskupina u izraCunavanju

kontrolnih granica.[5]

2.4. Kontrolne granice, granice specifikacije i granice prirodne tolerancije

Treba naglasiti da ne postoji veza ili odnos izmedu kontrolnih granica na x i R dijagramima i
specifikacijskih granica proizvoda. Kontrolne granice su vodene prirodnom varijabilno$éu
procesa, koja je procijenjena standardnim odstupanjem iz mjernih podataka, tj. prirodnim
granicama tolerancije procesa. Uobicajeno je definirati gornju i donju prirodnu granicu
tolerancije, UNTL 1 LNTL, kao 3¢ iznad 1 ispod procesa. Granice specifikacije, s druge strane,
odredene su izvana. MoZe ih postaviti uprava, inZenjeri proizvodnje, kupac ili razvojni
programeri/dizajneri proizvoda. Prilikom postavljanja specifikacija treba imati znanje o
inherentnoj varijabilnosti procesa, ali ne postoji matematicki ili statisticki odnos izmedu

kontrolnih granica 1 granica specifikacije.[6]

2.5. Racionalne podskupine

Racionalne podskupine igraju vaznu ulogu u koristenju X i R kontrolnih karata. Definiranje
racionalnih podskupina u praksi moze biti lakSe uz jasno razumijevanje funkcija dviju vrsta
kontrolnih karata. Kontrolna karta x prati aritmeti¢ku sredinu razine kvalitete u procesu. Stoga
uzorke treba odabrati na takav na¢in da se maksimiziraju Sanse da se pomaci u aritmetickoj

sredini procesa dogode izmedu uzoraka i da se na kontrolnoj karti prikazu kao tocke izvan
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kontrole. Kontrolna karta R mjeri varijabilnost unutar uzorka stoga uzorke treba odabrati tako
da varijabilnost unutar uzoraka mjeri samo slucajne uzroke. To znaci da x kontrolna karta prati
varijabilnost izmedu uzoraka (varijabilnost u procesu tijekom vremena), a R kontrolna karta

mjeri varijabilnost unutar uzorka (trenuta¢nu varijabilnost procesa).[6]

2.6. Smjernice za konstruiranje kontrolne karte

Kako bi se konstruirale X i R kontrolne karte potrebno je odrediti veli¢inu uzorka, Sirinu
kontrolne granice i ucestalost uzorkovanja koja ¢e se koristiti. Nije moguce dati to¢no rjesenje
kako konstruirati kontrolne karte, osim ako nema detaljnih informacija o statistickim
karakteristikama testova kontrolne karte i ekonomskim ¢imbenicima koji utjeCu na problem.
Cjelovito rjesenje problema zahtijeva poznavanje troskova uzorkovanja, troskova istrazivanja
1 moguceg ispravljanja procesa kao odgovor na signale izvan kontrole te troSkova povezanih s
proizvodnjom proizvoda koji ne zadovoljava specifikacije. Na osnovu ovih informacija, mogu
se konstruirati optimalne kontrolne karte za svaki problem.[2]

Ako se x dijagram prvenstveno Koristi za otkrivanje umjerenih do velikih pomaka u procesu,
npr. 20 ili vise, tada su relativno mali uzorci veli¢ine n = 4, 5 ili 6 u¢inkoviti. S druge strane,
ako pokusavamo otkriti male pomake tada su potrebne vece velicine uzorka od » = 15 - 25.
Kada se koriste manji uzorci, manji je rizik od promjene procesa tijekom uzimanja uzorka. Ako
do pomaka dode tijekom uzimanja uzorka, aritmetiCku sredinu uzorka moze prekriti sam
pomak. Ovo je razlog za koriStenje male veli¢ine uzorka koliko je u skladu s velicinom pomaka
procesa koji se pokuSava otkriti. Alternativa povecanju veli¢ine uzorka je koriStenje obrazaca
u kontrolnim kartama koji povecavaju osjetljivost kako bi se poboljsala sposobnost kontrolne
karte za otkrivanje malih pomaka u procesu. No, to znatno povecava tip 1 pogreske pa se u tom
slucaju preporucuje korisStenje CUSUM ili EWMA kontrolne karte.[2]

R kontrolna karta je relativno neosjetljiva na pomake standardnog odstupanja procesa za male
uzorke. Npr. uzorci veli¢ine n = 5 imaju oko 40% vjerojatnosti da na prvom uzorku otkriju
pomak standardnog odstupanja procesa sa ¢ na 2¢. Veéi broj uzoraka nebi bio u€inkovitiji jer
metoda raspona za procjenu standardnog odstupanja opada u ucinkovitosti kako n raste.
Posljedi¢no, za velike veli¢ine uzorke, n > 10 ili 12 najbolje je koristiti s ili s> kontrolnu kartu

umjesto R karte.[7]
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2.7. Interpretacija X i R kontrolnih karti

Ako tocke na kontrolnoj karti viSe nisu nasumic¢ne nego ukazuju na neki obrazac onda
kontrolna karta moze ukazivati na stanje izvan kontrole iako nijedna tocka nije ucrtana izvan
kontrolnih granica. U mnogim sluCajevima ovi obrasci ¢e pruziti korisne dijagnosticke
informacije o procesu, a te se informacije mogu koristiti za izradu modifikacija procesa koje
smanjuju varijabilnost. Ti se obrasci prili¢no ¢esto pojavljuju u fazi 1, a njihovo uklanjanje je
kljucno za dovodenje procesa pod kontrolu.[1]

Navest ¢e se nekoliko uobicajenih uzoraka koji se pojavljuju na X i R kontrolnim kartama i
neke od karakteristika procesa koje mogu proizvesti takve obrasce. Za uc¢inkovito tumacenje x
1 R karte potrebno je biti upoznat i sa statistickim principima koji se nalaze u osnovi kontrolne
karte i sa samim procesom.[1]

U tumacenju uzoraka na x karti, prvo je potrebno utvrditi da li je R kontrolna karta u kontroli
ili ne. Neki pripisivi uzroci pojavljuju se i na X i na R kontrolnim kartama. Ako obje karte
pokazuju neki obrazac, najbolja strategija je prvo eliminirati uzroke koji se mogu pripisati R
karti. U mnogim slu€ajevima ovo ¢e automatski eliminirati obrazac i na X kontrolnoj karti.

Nikada ne treba tumaciti x kontrolnu kartu ako R karta ukazuje na stanje izvan kontrole.[1]

Na kontrolnoj karti povremeno se pojavljuju cikli¢ki obrasci. Tipi¢an primjer prikazan je na
slici 1. Takav obrazac na dijagramu mozZe proizaci iz sustavnih promjena okoline kao §to su
temperatura, umor operatera, redovita rotacija operatera i/ili strojeva ili neke druge varijable u
proizvodnoj opremi. R kontrolna karta ¢e ponekad otkriti cikluse zbog rasporeda odrzavanja,

umora operatera ili istroSenosti alata Sto rezultira pretjeranom varijabilnoscéu.[4]
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UCL

LCL

Broj uzoraka

Slika 1.  Cikli¢ki obrazac|3]

Mixture je obrazac kada ucrtane tocke padaju blizu ili malo izvan kontrolnih granica s relativno
malo tocaka blizu sredi$nje linije kao §to je prikazano na slici 2. Obrazac generiraju dvije (ili
viSe) preklapajuce distribucije koje dovode do takvih rezultata procesa. Distribucije
vjerojatnosti koje bi se mogle povezati s uzorkom na slici 2 prikazane su na desnoj strani te
slike. Ozbiljnost obrasca ovisi o opsegu u kojem se distribucije preklapaju. Ponekad je ova
vrsta obrasca rezultat "pretjerane kontrole", gdje operateri precesto prilagodavaju proces
reagirajuci na nasumicne varijacije u izlazu, a ne na sustavne uzroke. Ovaj se obrazac takoder
moze pojaviti kada se izlazni proizvod iz nekoliko izvora dovodi u zajednicki tok koji se zatim

uzorkuje u svrhu pracenja procesa.[4]

UCL
wj\/
Broj uzorka

Slika 2.  Mixture obrazac|3]

Pomak srednje vrijednosti procesa ilustriran je na slici 3. Ove promjene mogu biti rezultat
uvodenja novih radnika, promjene u metodama, sirovinama ili strojevima, promjena metode

inspekcije ili standarda, promjena u vjestini, pazljivosti ili motivaciji operatera. Ponekad se
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primijeti poboljSanje u izvedbi procesa nakon uvodenja programa kontrolne karte, jednostavno

zbog motivacijskih ¢imbenika koji utjecu na radnike.[4]

UCL

LCL

Broj uzoraka

Slika 3. Pomak srednje vrijednosti procesa[3]

Trend odnosno kontinuirano kretanje u jednom smjeru je prikazano na kontrolnoj karti na slici
4. Trendovi su obi¢no posljedica postupnog troSenja ili propadanja alata ili neke druge kriti¢ne
komponente procesa. U kemijskim procesima cesto nastaju zbog taloZenja ili odvajanja
komponenata smjese. Takoder mogu proizaci iz ljudskih uzroka kao $to je umor operatera ili
prisutnost nadzora. Kada su trendovi posljedica troSenja alata ili drugih sustavnih uzroka

pogorsanja to se moze izravno ugraditi u model kontrolne karte.[4]

LCL

Broj uzorka .

Slika 4.  Obrazac trenda|3]

Stratifikacija ili tendencija da se to¢ke umjetno grupiraju oko sredisnje linije je ilustrirana na
slici 5. Primjecuje se da postoji znacajan nedostatak prirodne varijabilnosti u promatranom
obrascu. Jedan potencijalni uzrok je netocan izraCun kontrolnih granica. Ovaj obrazac takoder
moze nastati kada proces uzorkovanja prikupi jednu ili viSe jedinica iz nekoliko razli¢itih

temeljnih distribucija unutar svake podskupine. Npr. ukoliko je uzorak veli¢ine 5 dobiven
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uzimanjem jednog komada iz svakog od pet paralelnih procesa. Ako su najveca i najmanja
jedinica u svakom uzorku relativno puno udaljene jer dolaze iz dvije razliCite distribucije, tada
¢e R biti netoc¢an uzrokujuc¢i da ograni¢enja na kontrolnoj karti budu presiroka. U ovom slucaju
R netocno pokazuje varijabilnost izmedu razli¢itih osnovnih distribucija, uz varijaciju

slucajnog uzroka koju namjerava mjeriti.[4]

UCL

AAATTN NS

LCL

Broj uzorka
Slika 5.  Obrazac stratifikacije[3]

U tumacenju uzoraka na x 1 R kontrolnoj karti treba uzeti u obzir dvije karte istovremeno. Ako
je temeljna distribucija normalna, tada su slu¢ajne varijable X i R izraCunate iz istog uzorka
statisticki nezavisne. Dakle, X i R bi se trebali ponasati nezavisno jedna o drugoj na kontrolnoj
karti. Ako postoji korelacija izmedu vrijednosti X i R, tj. ako tocke na dvije kontrolne karte
slijede jedna drugu, to znaci da je temeljna distribucija iskrivljena. Ako su specifikacije

odredene uz pretpostavku normalnosti te analize mogu biti pogresne.|[1]
2.8. Primjer X i R kontrolnih karti[1]

Proces tvrdog pecenja koristi se zajedno s fotolitografijom u proizvodnji poluvodica. Potrebno
je uspostaviti statistiCku kontrolu Sirine protoka otpornika u ovom procesu koriste¢i X 1 R
kontrolne karte. U fazi 1 uzeto je 25 uzoraka, svaki veli¢ine 5 ploCica. Razmak izmedu uzoraka

je jedan sat. Podaci mjerenja Sirine protoka iz ovih uzoraka prikazani su u tablici 1.
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Tablica 1. Sirina protoka svih uzoraka|1]

Plocice (um)
Broj uzorka 1 2 3 4 5
1 1,3235 1,4128 1,6744 1,4573 1,6914
2 1,4314 1,3592 1,6075 1,4666 1,6109
3 1,4284 1,4871 1,4932 1,4324 1,5674
4 1,5028 1,6352 1,3841 1,2831 1,5507
5 1,5604 1,2735 1,5265 1,4363 1,6441
6 1,5955 1,5451 1,3574 1,3281 1,4198
7 1,6274 1,5064 1,8366 1,4177 1,5144
8 1,4190 1,4303 1,6637 1,6067 1,5519
9 1,3884 1,7277 1,5355 1,5176 1,3688
10 1,4039 1,6697 1,5089 1,4627 1,5220
11 1,4158 1,7667 1,4278 1,5928 1,4181
12 1,5821 1,3355 1,5777 1,3908 1,7559
13 1,2856 1,4106 1,4447 1,6398 1,1928
14 1,4951 1,4036 1,5893 1,6458 1,4969
15 1,3589 1,2863 1,5996 1,2497 1,5471
16 1,5747 1,5301 1,5171 1,1839 1,8662
17 1,3680 1,7269 1,3957 1,5014 1,4449
18 1,4163 1,3864 1,3057 1,6210 1,5573
19 1,5796 1,4185 1,6541 1,5116 1,7247
20 1,7106 1,4412 1,2361 1,3820 1,7601
21 1,4371 1,5051 1,3485 1,5670 1,4880
22 1,4738 1,5936 1,6583 1,4973 1,4720
23 1,5917 1,4333 1,5551 1,5295 1,6866
24 1,6399 1,5243 1,5705 1,5563 1,5530
25 1,5797 1,3663 1,6240 1,3732 1,6887
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Prilikom konstruiranja x 1 R kontrolnih karti najbolje je zapoceti s R kontrolnom kartom.
Buduc¢i da kontrolna ograni¢enja na x karti ovise o varijabilnosti procesa, ova ogranicenja nece
imati znacenje ako varijabilnost procesa nije pod kontrolom.

Prvi korak je izracunati raspon svakog uzorka pomocu jednadzbe 3.4. Rezultati su prikazani u

tablici 2. Zatim se racuna sredis$nja linija za R kartu pomocu jednadzbe 3.5 i ono iznosi:
25

ZR

— i=1 8,1302

R = = =0,3252 (2.8)
25 25

Za veli¢inu uzorka n = 5, iz slike 34 se izvuku konstante D; = 0 1 D, = 2,114. Kontrolne

granice za R kartu iznose:
LCL=RD,=0,3252-0=0
_ (2.9)
UCL = RD4 =0,3252-2,114=0,6875

Tablica 2. Vrijednosti aritmeti¢ke sredine i raspona svih uzoraka|1]

Broj uzorka X R;
1 1,5119 0,3679
2 1,4951 0,2517
3 1,4817 0,1390
4 1,4712 0,3521
5 1,4882 0,3706
6 1,4492 0,2674
7 1,5805 0,4189
8 1,5343 0,2447
9 1,5076 0,3589
10 1,5134 0,2658
11 1,5242 0,3509
12 1,5284 0,4204
13 1,3947 0,4470
14 1,5261 0,2422
15 1,4083 0,3499
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16 1,5344 0,6823
17 1,4874 0,3589
18 1,4573 0,3153
19 1,5777 0,3062
20 1,5060 0,5240
21 1,4691 0,2185
22 1,5390 0,1863
23 1,5592 0,2533
24 1,5688 0,1156
25 1,5264 0,3224

Zfi = 37,6400 ZRi = 8,1302

x =1,5056 R =0,3252

R kontrolna karta je prikazana na slici 6 1 kada se svih 25 uzoraka iscrta na dijagram vidljivo
je da su sve tocke unutar kontrolnih granica.

S obzirom da R karta sugerira da je procesna varijabilnost u statisti¢koj kontroli moze se
konstruirati X kontrolna karta. Sredi$nja linija se dobije uvrStavanjem podataka u jednadzbu

3.3 te iznosi:
25

2.x,

— =1 37,6400

X= = =1,5056 (2.10)
25 25

Kako bi se pronasle kontrolne granice na x kontrolnoj karti, za uzorak n = 5, iz slike 34 se

izvuce konstanta A, = 0,577 i uvrsti u jednadzbu 3.6:

UCL=x +A7E =1,5056 +(0,577)(0,3252) = 1,6932
- (2.11)
LCL=xX —A R =1,5056 +(0,577)(0,3252) = 1,3179

Na slici 6 je prikazana X kontrolna karta. Kada su preliminarne aritmeticke sredine uzoraka
iscrtaju na kontrolnoj karti zaklju€uje se da je proces pod kontrolom jer su sve toCke unutar
kontrolnih granica i probne kontrolne granice se koriste u fazi 2 odnosno u kontroli toga

procesa u buduénosti.
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Slika 6. X i R kontrolna karta[1]
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3. MULTIVARIJANTNE KONTROLNE KARTE

Pretpostavljaju se dvije karakteristike kvalitete koje moraju biti pod kontrolom kako bi sam
proces bio pod kontrolom. Ako se kretanje aritmetickih sredina ovih dviju karakteristika prati
univarijantnom kontrolnom kartom, rezultat je pravokutno kontrolno podrucje na
dvodimenzionalnom dijagramu. Granice ovog podrucja su u osnovi gornja i donja kontrolna
granica dviju karakteristika kvalitete. Ako je bivarijantno promatranje uzorka (X1, X») unutar

kontrolnih granica, proces ¢e biti pod kontrolom.[4]

Medutim, takve pravokutne granice ¢esto mogu biti neto¢ne. Stvarno kontrolno podrucje za
dvije karakteristike je elipti¢ne prirode i prikazano je na slici 7. Jednadzba koja ukljucuje dvije
karakteristike kvalitete je elipsa kao Sto je prikazano u jednadzbi 3.3. Ako su dvije
karakteristike neovisne jedna o drugoj, velika i sporedna os elipse paralelne su s odgovaraju¢im
osima dijagrama (elipsa A na slici 7). Ako par aritmetic¢kih sredina uzorka (X1, X») padne unutar
granice elipse, kaze se da je proces pod kontrolom. Ako su dvije karakteristike kvalitete u
negativnoj korelaciji, oblik kontrolne elipse bit ¢e slican obliku elipse B, a ako su dvije

karakteristike kvalitete u pozitivnoj korelaciji, kontrolna elipsa bit ¢e slicna onoj elipsi C.[4]

Slika 7 pokazuje da ako su varijable u pozitivnoj korelaciji 1 pogreSno se koristi pravokutno
podrugje kao kontrolno podrucje, mogu se donijeti razni netoéni zakljuéci. Npr., ako X1, X»
pada u podrucje E ili podrucje F, proces je pod kontrolom iako je tocka izvan pravokutnog
podrucja. S druge strane, toka u podru¢ju G nalazi se unutar pravokutnog podrucja, ali je

proces izvan kontrole.[4]
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Slika 7.  Elipti¢ne kontrolne granice[2]

Stupanj korelacije izmedu varijabli utjeCe na veli¢inu pogreSaka na koje se nailazi pri
donosenju zaklju¢aka. Ako se za svaku karakteristiku konstruira zasebna X kontrolna karta na
temelju vjerojatnosti pogreske tipa 1 (a) 1 koristi se pravokutno kontrolno podrugje, tada je za

nezavisne varijable vjerojatnost pogreske tipa 1 za multivarijantni kontrolni postupak:[8]
a'=1-—(1—-a)P (3.1)

gdje p predstavlja broj zajednicki kontroliranih varijabli. Vjerojatnost da sve p aritmeticke
sredine uzorka budu unutar pravokutnog podrucja je (1 — a)P. Umjerene ili velike vrijednosti

p imaju velik utjecaj na pogreske tipa 1. [8]

Ako se pretpostavi da su univarijantne granice kontrolne karte konstruirane pomocu
vjerojatnosti pogreske tipa 1 od 0,0026 i ako imamo Cetiri neovisne karakteristike kvalitete (tj.

p =4), ukupna vjerojatnost pogreske tipa 1 za postupak zajednicke kontrole je [8];
a' =1-(09974)* = 0,0104 (3.2)

Ako varijable nisu neovisne, bit ¢e tesko dobiti veli¢inu pogreske tipa 1. U praksi, kontrolnu
elipsu treba odabrati tako da je vjerojatnost uzorka da se iscrta unutar elipti¢nog podrucja kada

je proces pod kontrolom 1 — a, gdje je a zeljena ukupna vjerojatnost pogreske tipa 1.[8]
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3.1. Hotelling-ova 7% kontrolna karta

Pretpostavljaju se dvije karakteristike kvalitete, X1 1 X2, rasporedene zajedno prema
bivarijantnoj normalnoj distribuciji. Zeljene aritmetic¢ke sredine karakteristika oznaGene su s
Xo1 odnosno Xo>. Neka aritmeticke sredine uzorka budu X i X, s procijenjenim varijancama
uzorka s? i s2, a kovarijanca izmedu dviju varijabli oznagena je sa s;, za uzorak veli¢ine n.
Pod tim uvjetima, 7° statistika iznosi[2]:

n

2

2 _
T°= 2.2
S8, =Sy,

_ — \2 _ _ 2 _ — _ _
[sg(xl—xm) +57 (X2 = Xa) =25, (X1 = Xar)(X: —on)} (3.3)
i distribuira se prema Hotelling-ovoj 72 distribuciji s 2 i (n - 1) stupnjeva slobode. Dva u ovom
sluc¢aju dolazi iz dvije karakteristike koje se razmatraju, a (n - 1) su stupnjevi slobode povezani
s varijancom uzorka. Ako izradunata vrijednost 7° dana jednadzbom 3.3 premasuje Tz, ,_;

to¢ku na 7?2 distribuciji tada je barem jedna od karakteristika izvan kontrole.[2]

Ovaj postupak se moze prikazati graficki. Jednadzba 3.3 predstavlja kontrolne elipse prikazane
na slici 7. Ako su varijable nezavisne onda je kovarijanca izmedu njih nula (tj. si2 = 0), a
zajednic¢ko kontrolno podrucje predstavljeno je podru¢jem unutar kontrolne elipse A. Ako
dijagram bivarijatne sredine (X1, X») spada u ovo kontrolno podru¢je, moZe se pretpostaviti da
je sustav pod kontrolom. Ako su dvije varijable u pozitivnoj korelaciji, tada je si2> 0, a
kontrolna elipsa je sli¢na elipsi C. Ako su varijable u negativnoj korelaciji, tada je s12< 0, a

kontrolna elipsa ¢e biti sli¢na elipsi B.[2]

Hotelling-ov postupak kontrolne elipse ima nekoliko nedostataka. Prvo, gubi se vremenski
slijed iscrtanih todaka (Xi, X2). To implicira da se ne mogu provjeriti obrasci kao kod
univarijantnih kontrolnih karata. Drugo, konstrukcija kontrolne elipse postaje prilicno teska za
vise od dvije karakteristike. Kako bi se prevladali ovi nedostaci, vrijednosti 7° dane
jednadzbom 3.3 iscrtavaju se na kontrolnoj karti za 'uzorak po uzorak' kako bi se ocuvao
vremenski redoslijed u kojem su dobivene vrijednosti podataka. Takva kontrolna karta ima

gornju kontrolnu granicu T(f,p,n_l gdje p predstavlja broj karakteristika. U takvim dijagramima

mogu se istraziti obrasci koji nisu slu¢ajne prirode.[2]
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Vrijednosti Hotelling-ovih 72 percentilnih to¢aka mogu se dobiti iz percentilnih to¢aka F-

distribucije koriStenjem relacije:

2 n_l
Ta,p,n—l = p(rpj I:uz,p,n—p (34)

gdje Fopn-p predstavlja tocku na F-distribuciji tako da je podrucje s desne strane a s p stupnjeva

slobode u brojniku i (n - p) stupnjeva slobode u nazivniku.[2]

Ako se razmatraju viSe od dvije karakteristike kvalitete, vrijednost 77 dana jednadzbom 3.3 za

uzorak moze se generalizirati kao:
Tzzn(Y—,uo)Zfl(Y—,uo) (3.5)

gdje X predstavlja vektor aritmetickih sredina uzoraka p karakteristika za uzorak veli¢ine n, uo
predstavlja vektor procijenjenih aritmeti¢kih sredina procesa za svaku karakteristiku i X

oznacava matricu varijance—kovarijance p karakteristika kvalitete.[2]

3.2. Karte faze 1i faze 2

Pretpostavlja se da za proces kontrole imamo m uzoraka svaki veli¢ine n s brojem karakteristika

p. Vektor aritmetickih sredina uzorka dan je izrazom:

_Ylj -

X = Xf" . j=12,...,m (3.6)

X |

gdje X predstavlja aritmeticku sredinu i-te karakteristike za j-ti uzorak, a izracunava se:

n

— Z Xiik
Xij = ket (3.7)
n

i=12,...,p, j=12,..,m

gdje Xjx predstavlja vrijednost k-tog komada i-te karakteristike u j-tom uzorku.[2]
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Varijance uzorka za i-tu karakteristiku u j-tom uzorku dane su izrazom[2]:

S-?—i y (Xijk—Yij)z

o1& (3.8)
i=12,...p, j=12,...m
Kovarijanca izmedu karakteristika i i 4 u j-tom uzorku izracunava se izrazom|[2]:
S.. :L y (X-- —Yij )(X - —th)
ijh n _1 — ijk hjk (39)

j=12,....m, izh

Vektor Xi predstavlja procijenjenu aritmeti¢ku sredinu procesa svake karakteristike za m

uzoraka i izraCunava se izrazom[2]:

. ZYij
xi=':1m L i=12,...,p (3.10)

Elementi matrice kovarijance-varijance procesa 2 u jednadzbi 3.5 procjenjuju se iz sljedeceg

prosjeka za m uzoraka[2]:

2= i=12..,p (3.11)

Zsihj
s =32 izh 3.12
ih m ( )

Konaéno, matrica X' se procjenjuje koriStenjem S na sljede¢i nacin (matrica je simetricna)[2]:

S S Slp
. 2
sim S «-+ S
S=| .t . (3.13)
SIm  SIM t. :

sim sim sim st
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3.3. Kontrolne granice faze 1

Gornja kontrolna granica 7% kontrolne karte dana jednadzbom 3.4 moZe se modificirati u

sljedeci oblik:[2]

mnp—mp—-np+p
UCL=[ ] JFa,p,mn_m_pﬂ (3.14)

gdje m predstavlja broj uzoraka, svaki veli¢ine n, koriStenih za procjenu XiS. Vrijednost 72 za

svaki od m uzoraka izraGunava se pomodéu procijenjene 77 statistike:[2]
T2=n(Y—?)sl(Y—?) (3.15)

i zatim se usporeduje s UCL-om danom jednadzbom 3.14. Ako je vrijednost 72 za j-ti uzorak

iznad UCL-a, to se tretira kao toCka izvan kontrole.[2]

3.4. Kontrolne granice faze 2

Nakon Sto se obriSu tocke izvan kontrole, pod pretpostavkom da su poduzete odgovarajuce

korektivne radnje, postupak se ponavlja dok svi zadrZani uzorci ne budu pod kontrolom.

Sada se faza 2 postupka koristi za pracenje buducih uzoraka iz procesa. Ako se oznaci broj
uzoraka zadrzanih na kraju faze 1 s m, od kojih svaki sadrzi » komada uzoraka onda je

jednadZba za gornju kontrolnu granicu u fazi 2 dana izrazom:[2]

m+1(n-1
UCL = (E](r]T)_(IOJFij Fy oo (3.16)
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3.5. Upotreba i tumacenja

Hotelling-ova kontrolna karta konstruira se koriStenjem gornje kontrolne granice i iscrtanih
vrijednosti 7% za svaki uzorak danih jednadzbom 3.15, gdje se vektor X i matrica S nalaze
pomocu prethodnog postupka. Vrijednost uzorka 72 iznad gornje kontrolne granice ukazuje da

je sustav izvan kontrole. [9]

No, kako odrediti koja je karakteristika kvalitete uzrokovala stanje izvan kontrole? Cak i sa
samo dvije karakteristike kvalitete situacija moze biti slozena. Ako su dvije karakteristike
kvalitete u visokoj pozitivnoj korelaciji, ocekuje se da ¢e aritmeticka sredina za svaku
karakteristiku u uzorku zadrzati isti odnos u odnosu na procijenjenu aritmeticku sredinu
procesa X. Npr. u j-tom uzorku, ako je X1; < X;, onda se o&ekuje da Xo; < X,, §to bi potvrdilo

da se aritmeticke sredine uzorka za svaku karakteristiku kre¢u u istom smjeru. [9]

Ako su dvije karakteristike u visokoj pozitivnoj korelaciji i X1, > X1, ne o¢ekuje se da ¢e Xoj <
X,. Medutim, ako se to dogodi ovaj se uzorak moze pokazati kao tocka izvan kontrole u
Hotelling-ovoj 7 karti, §to ukazuje da je bivarijantni proces izvan kontrole. Isti zaklju¢ak moze
se izvesti pomocu pojedinacnih dijagrama 3¢ kontrolnih granica konstruiranih za svaku
karakteristiku ako Xi; premasuje X + 30g, ili ako )?2]‘ premasuje X, + 30%,. Medutim,
pojedinacne karakteristike mogu se iscrtati unutar kontrolnih granica na univarijantnim
kontrolnim kartama iako se 77 iscrtava iznad UCL-a na multivarijantnoj kontrolnoj karti.
KoriStenje multivarijantnih kontrolnih dijagrama za karakteristike koje je potrebno ispitati

istovremeno ima prednost.[9]

Opcenito, potrebne su vece veli€ine uzoraka za otkrivanje promjena procesa s pozitivnho
koreliranim karakteristikama nego s negativno koreliranim karakteristikama. Nadalje, za
visoko pozitivno korelirane karakteristike potrebne su vece veli¢ine uzorka za otkrivanje
velikih pozitivnih pomaka u aritmetic¢koj sredini procesa nego za otkrivanje malih pozitivnih

pomaka.[9]

Ako se pomoc¢u Hotelling-ove kontrolne karte otkrije stanje izvan kontrole, pojedinacni

kontrolni intervali izraCunavaju se za svaku karakteristiku za taj uzorak. Ako je vjerojatnost
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pogreske tipa 1 za postupak multivarijantne kontrole a, tada je za uzorak j pojedinacni kontrolni

interval za i-tu karakteristiku kvalitete:[9]

= fm—l :
Xitt, 00 moS el 1=12,..,p (3.17)

gdje su Xii s? dani jednadzbom 3.10 i 3.11. Ako je X; izvan ovog intervala, odgovarajuéu
karakteristiku treba ispitati zbog nedostatka kontrole. Ako se otkriju posebni uzroci, uzorak
koji sadrzi podatke koji se odnose na sve karakteristike kvalitete treba izbrisati kada se ponovno

izraCunava gornja kontrolna granica.[9]

Kao $to je prethodno opisano, iako je 72 kontrolna karta korisna u otkrivanju pomaka u vektoru
aritmeticke sredine procesa, ona ne identificira koje su specifi¢ne varijable odgovorne. Metoda
dekompozicije T2 je jo$ jedan od nacina kako otkriti koja karakteristika kvalitete je izvan
kontrole. U metodi dekompozicije potrebno je odrediti pojedinacne doprinose svake od p
varijabli ili njihovih kombinacija, ukupnoj 77 statistici. Ovi pojedinaéni doprinosi ili

djelomi¢ne 77 statistike nalaze se pomoéu jednadzbe[9]:

D=T"-T5 i1ia i=12,.,p (3.18)

i 12,014, p?

gdje le'z'__'i_l'iﬂ'__'p oznacava T? statistiku kada je i-ta varijabla izostavljena. Velike vrijednosti

D; pokazat ¢e znaCajan utjecaj varijable i za odredeno opazanje koje se promatra.[9]

3.6. Pojedinacni uzorci s nepoznatim parametrima procesa

Prethodno razmatrana situacija bavila se podskupinama podataka, gdje veli¢ina uzorka n za
svaku podskupinu prelazi 1. Sada se razmatraju pojedinacni uzorci 1 pretpostavlja se da su
parametri procesa, vektor ocekivanja procesa ili elementi matrice varijance-kovarijance
nepoznati. U fazi 1 koriste se preliminarni podatci kako bi se zadrzali uzorci pod

kontrolom.[10]

Vrijednost 77 kod pojedinaénih uzoraka dan je izrazom:
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T2=(X =X)SHX =X) (3.19)
U jednadzbi 3.19 vektor odekivanja procesa procjenjuje se iz uzoraka pomoéu X, dok se
matrica varijance—kovarijance procesa procjenjuje pomocu podataka S. Gornja kontrolna

granica u ovoj situaciji, u fazi 1, dana je izrazom [10]:

— 2 — —
UCL:MB(Q,B’m—plj (3.20)
m 2 2

gdje B(ap2,m-p-1y2) 0znacava gornji o-ti kvantil beta distribucije s parametrima p/2 i (m-p-

1)/2.[10]

Ako vektor uzorka ima vrijednost 77 koja premasuje vrijednost UCL-a, bride se iz skupa
preliminarnih podataka. Revidirani vektor procijenjene aritmeticke sredine procesa i elemenata
procijenjene matrice varijance—kovarijance nalaze se koriStenjem preostalih uzoraka i proces

se ponavlja dok svi uzorci ne budu unutar kontrolnih granica.[10]

Sada se prelazi na fazu 2 za pracenje budu¢ih uzoraka. Procjene X i S dobivene na kraju faze 1
koriste se za izradun T2 za buduée uzorke. Uz pretpostavku da je broj uzoraka zadrzanih na

kraju faze 1 dan s m, gornja kontrolna granica za fazu 2 dobiva se izrazom [10]:

UCL = p(m+1)(m-1)
m(m - p)

Fopmop (3.21)

Stoga ¢e se vrijednosti 7% za nove uzorke usporediti s UCL-om za odredivanje stanja izvan

kontrole.[10]

3.7. Generalizirani dijagram varijance

Multivarijantne kontrolne karte o kojima se prethodno raspravljalo su se bavile praéenjem
vektora procijenjene aritmeticke sredine procesa. Time se nije moglo pratiti varijabilnost
samog procesa te su zbog toga razvijene metode za pracenje varijabilnosti procesa na temelju
matrice kovarijance-varijance uzorka S. Mjera generalizirane varijance uzorka dana je sa |S|,

determinantom matrice varijance—kovarijance uzorka.[2]
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Oznacavajuci aritmeticku sredinu i varijancu |S| s E(|S|) odnosno V (|S|) te koriste¢i svojstvo

da je vecina distribucije vjerojatnosti |S| sadrzana u intervalu E(|S|) = 3/V(|S]) , mogu se

dobiti parametri |S| kontrolne karte. [2]

Ako je:
E(|S[)=b|| (3.22)
v () =b.[3f (323)

gdje X predstavlja matricu varijance—kovarijance procesa. Jednadzbe za parametre b i b2

iznose:[2]

by =w (3.24)
[10-9(TT(r-i+2)-T](n-])
b, = = (3.25)

Matrica varijance-kovarijance 2 je obi¢no nepoznata te se procjenjuje na temelju informacija
o uzorku. Koristenjem jednadzbe 3.22 i 3.23 sredi$nja linija i kontrolne granice za |S| dijagram

dane su izrazom [2]:

CL=h 3]
UCL =|%|(b, +30;?) (3.26)
LCL =[|(b, ~30;%)

Kada je navedena ciljana vrijednost za matricu varijance-kovarijance 2o, || se zamjenjuje s
|2o] ujednadzbi 3.26. Alternativno, varijanca-kovarijanca uzorka | 2| dana sa |S|/b, koristit ¢e
se za izraCunavanje srediSnje linije i kontrolnih granica u jednadzbi 3.26. U slucaju da je LCL

manji od nule, pretvara se u nulu.[2]
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Za dati uzorak j, |S;|, determinanta matrice varijance-kovarijance izracunava se 1 iscrtava na
generaliziranom dijagramu varijance. Ako je iscrtana vrijednost |Sj| izvan kontrolnih granica,

oznacava se proces i traze se posebni uzroci.[2]

Iako je generalizirani dijagram varijance uzorka koristan, budu¢i da grupira varijabilnost
nekoliko varijabli u jedan indeks mora se koristiti s oprezom. To je zato $to razli¢ite vrijednosti
S; matrice mogu dati istu vrijednost |Sj |, dok struktura varijance moze biti sasvim drugacija.
Stoga dijagram univarijantnog raspona (R) ili dijagram standardnog odstupanja (s) moze
pomo¢i pri razumijevanju karakteristika kvalitete koje doprinose da zajednicki utjecaj na

generaliziranu varijancu bude znacajan.[2]

3.8 Primjer multivarijantne kontrolne karte|[2]

Zadatak: Faktor loma jedne niti i tezina tekstilnih vlakana vazni su za odrzavanje procesa
proizvodnje tkanine pod kontrolom. Tablica 1 prikazuje podatke za dvije karakteristike za 20

uzoraka veli¢ine 4.[2], [3]

Tablica 3. Bivarijantni podaci prilikom proizvodnje tkanine[2]

Uzorak Faktor loma, i =1 Tezina tekstilnih vlakana, i = 2
1 80 82 78 85 19 22 20 20
2 75 78 84 81 24 21 18 21
3 83 86 84 87 19 24 21 22
4 79 84 80 83 18 20 17 16
5 82 81 78 86 23 21 18 22
6 86 84 85 87 21 20 23 21
7 84 88 82 85 19 23 19 22
8 76 84 78 82 22 17 19 18
9 85 88 85 87 18 16 20 16
10 80 78 81 83 18 19 20 18
11 86 84 85 86 23 20 24 22
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12 81 86 82 79 16 18 20 19
13 81 86 82 79 16 18 20 19
14 75 78 82 80 22 21 23 22
15 77 84 78 85 22 19 21 18
16 86 82 84 84 19 23 18 22
17 84 85 78 79 17 22 18 19
18 82 86 79 83 20 19 23 21
19 79 88 85 83 21 23 20 18
20 80 84 82 85 18 22 19 20

Da bi se konstruirao Hotelling-ov 72 dijagram potrebno je izraunati aritmeticke sredine
uzorka, varijance i kovarijance uzorka i 72 vrijednosti. Te vrijednosti su prikazane u tablici 2.
Broj karakteristika p = 2, n = 4 za veli¢inu uzorka i m = 20 za broj uzoraka. Proracun se

odvija na sljede¢i nacin.

Aritmeticke sredine uzorka svake karakteristike se izraCunavaju pomocu jednadzbe 3.7. Za

uzorak 1, aritmeticka sredina faktora prijeloma je

_  80+82+78+85
X = y = 81,25 (3.27)

Sli¢no tome, aritmeticka sredina teZine vlakana za uzorak 1 je 20,25. Ovaj se postupak ponavlja

za svaki uzorak, dajuci rezultate prikazane u tablici 4.

Tablica 4. Iznosi statistika potrebnih za konstrukciju 7> kontrolne karte[2]

Aritmeticke Varijance Kovarijanca | Hotelling | Generalizirana
sredine uzoraka uzorka uzorka, varijanca,
Uzorak, | Faktor | Tezina,
Jj loma, X St S5; S12j T? 1S
Xy
1 81,25 20,25 8,92 1,58 0,92 0,78 13,28
2 79,50 21,00 15,00 | 6,00 -9,00 5,25 9,00
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3 85,00 21,50 3,33 4,33 3,00 5,98 5,44
4 81,50 17,75 5,67 2,92 1,17 7,95 15,17
5 81,75 21,00 10,92 4,67 5,33 1,03 22,50
6 85,50 21,25 1,67 1,58 0,17 6,72 2,61
7 84,75 20,75 6,25 4,25 4,58 3,36 5,55
8 80,00 19,00 13,33 4,67 -7,33 5,27 8,44
9 86,25 17,50 2,25 3,67 -2,50 15,25 2,00
10 80,50 18,75 4,33 0,92 -0,50 4,86 3,72
11 85,25 22,25 0,92 2,92 0,92 10,08 1,83
12 81,75 21,75 0,92 0,92 0,58 3,17 0,50
13 82,00 18,25 8,67 2,92 -0,33 4,74 25,17
14 78,75 22,00 8,92 0,67 1,33 10,66 4,17
15 81,00 20,00 16,67 3,33 -7,33 1,21 1,78
16 84,00 20,50 2,67 5,67 -2,67 1,45 8,00
17 81,50 19,00 12,33 4,67 3,00 2,31 48,55
18 82,50 20,75 8,33 2,92 -4,50 0,41 4,05
19 83,75 20,50 14,25 4,33 3,17 1,06 51,72
20 82,75 19,75 4,92 2,92 2,92 0,25 5,83
Srednje vrijednosti: X; = 82,46, X,=20,17, s?=7,51, s2=329, si=-035

Zatim se varijanca uzorka svake karakteristike izra¢unava pomocu jednadzbe 3.8. Za faktor

loma niti (i = 1), varijanca uzorka 1 iznosi:

$2 = %[(80—80,25)2+(82—81,25)2+(78—81,25)2+(85—81,25)2]= 892 (3.28)

Kovarijance izmedu dviju karakteristika se zatim izraCunava za svaki uzorak pomocu

jednadzbe 3.9. Za uzorak 1 izraCunava se:

17 (80-281,25)(19-20,25) +(82-81,25)(22 - 20,25)

s = =0,917 3.29
1217 3 +(78—81,25)(20—20,25)+(85—81,25)(20—20,25)] (329)
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Zatim se nalaze procijenjene aritmetiCke sredine procesa svake karakteristike pomocu
jednadzbe 3.10. Procjene elemenata matrice varijance kovarijance matrice S izraCunate su

pomo¢u jednadzbi 3.11 i 3.12. Vrijednosti 7% dane su jednadzbom 3.3.

Gornja kontrolna granica za 77 kartu za ukupnu vjerojatnost pogreske tipa 1 od 0,0054 nalazi

se pomocu jednadzbe 3.14:

[ 20)(4)(2) -(20)(2) - (4)(2) +2
B (20)(4)=20-2+1 £ 0.0054.2.(20)(4)— 20~ 2+ | (3.30)
= 1,932F0!0054'2'59 =(1,932)(6,406) =12,376

Vrijednost Fo.0054,2,50 moze se aproksimirati iz slike 33 koriste¢i linearnu interpolaciju.

Multivarijantna T2 kontrolna karta za ove dvije karakteristike je prikazana na slici 8 i karta
pokazuje da je uzorak 9 izvan kontrole. Iz tablice 4, 72= 15,25 za taj uzorak $to prelazi gornju

kontrolnu granicu od 12,376. Sljedeci korak je istraziti koja karakteristika uzrokuje ovo stanje.

Aritmeticka sredina raspona (R) faktora loma za 20 uzoraka je 5,75, dok je za tezinu vlakana
3,95. Kada se konstruiraju pojedinacne 3¢ granice (o/2p = 0,0054/4 = 0,0013, Sto daje z

vrijednost od 3,00), kontrolne granice nalaze se na sljede¢i nacin.

Za faktor loma niti, gornja kontrolna granica iznosi:

UCL =):{l +A21_€ =82,46+(0,729)(5,75) = 86,652 (3.31)
Za tezinu niti, gornja kontrolna granica iznosi:

UCL =):(2+A21_€ =20,17+(0,729)(3,95) =23,050 (3.32)

Univarijantne kontrolne karte ne pokazuju da je uzorak 9 izvan kontrole. Stoga, u ovom slu¢aju
multivarijantna kontrolna karta ukazuje na stanje izvan kontrole dok pojedina¢ne kontrolne

karte to ne pokazuje.

U sljedec¢em koraku potrebno je utvrditi $to je uzrokovalo da faktor loma niti ili tezina vlakna
izmakne kontroli. Nakon §to se poduzmu potrebne korektivne mjere, Hotelling-ove 72

kontrolne granice treba revidirati brisanjem uzorka 9 za obje karakteristike.
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T? kontrolna karta, UCL i uzorci

16

—o— I
144 —a— UCL

12- | o o e B b ol o o e Be b o o oR 26 B b o o |

0 5 10 15 20

Uzorci

Slika 8. T2 kontrolna karta za bivarijantnu proizvodnju tkanine [2]

Temeljem postupka multivarijantne kontrole ovaj proces je identificiran kao izvan kontrole.
Treba identificirati i provesti korektivne radnje temeljene na posebnim uzrocima za uzorak 9.
Kontrolne granice za Hotelling-ov 7° dijagram treba revidirati brisanjem cijelog uzorka za sve
karakteristike kvalitete. Ovaj primjer ilustrira da multivarijjantna kontrolna karta moze

ukazivati na proces izvan kontrole iako pojedinacne karte to ne Cine.
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4. PRAKTICNI DIO

U prakticnom dijelu je potrebno usporediti univarijantne kontrolne karte (X i R) sa
multivarijantnom kontrolnom kartom (7?) i prikazati razli¢ite moguénosti dobivanja rezultata
izmedu univarijantnih 1 multivarijantnih karti. Cijeli proracun i kontrolne karte je potrebno

napraviti u excelu te nakon toga interpretirati rezultate.

Potrebno je napraviti tri primjera te koristiti isti broj varijabli, uzoraka i veli¢inu uzoraka.
Razlikuju se mjerenja. U drugom primjeru su uzeta mjerenja iz primjera za multivarijantnu
kontrolnu kartu kako bi se napravio proracun i kontrolna karta, te provjerila valjanost proracuna
u excelu. U primjeru 1 i 3 su ti podaci mjerenja promijenjeni kako bi se dobili drugadiji rezultati

kontrolnih karata.

4.1. Primjer1

U tablici 5 je prikazan broj varijabli p, broj uzoraka m, te veli¢ina samog uzorka n. Sva mjerenja

su prikazana u tablici 6.

Tablica 5. Vrijednosti p, n, m

Broj varijabli Veli¢ina uzorka Broj uzoraka
p n m
2 4 20

Tablica 6. Podaci mjerenja

Uzorak Karakteristika kvalitete i = 1 Karakteristika kvalitete i =2
1 80 82 78 85 19 22 20 20
2 75 78 84 81 24 21 18 21
3 83 86 84 87 19 24 21 22
4 79 84 80 83 18 20 17 16
5 82 81 78 86 23 21 18 22
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6 86 84 85 87 21 20 23 21
7 84 88 82 85 21 22 22 25
8 76 84 78 82 22 17 19 18
9 85 88 85 87 21 22 24 20
10 80 78 81 83 18 19 20 18
11 86 84 85 86 23 20 24 22
12 80 81 83 82 24 24 23 23
13 81 86 82 79 16 18 20 19
14 &3 78 78 77 20 20 19 19
15 77 84 78 85 22 19 21 18
16 86 82 84 84 19 23 18 22
17 84 85 78 79 17 22 18 19
18 82 86 79 83 20 19 23 21
19 79 88 85 83 21 23 20 18
20 80 84 82 85 18 22 19 20

Prvo se konstruira univarijantna kontrolna karta. Da bi se konstruirala univarijantna kontrolna

karta potrebno je prvo izraCunati aritmeticke sredine i raspone za svaki uzorak i za svaku

karakteristiku kvalitete pomocu formula 2.1 1 2.4. Rezultati su prikazani u tablici 7 za

aritmeticku sredinu uzorka i tablici 8 za raspone. Funkcija za raspon u excelu je '=max()-min()".

Tablica 7. Aritmeti¢ka sredina svakog uzorka X;;

Broj uzorka, j

Aritmeti¢ka sredina za

Aritmeti¢ka sredina za

i=1,Xi i=2,X
1 81,25 20,25
2 79,50 21,00
3 85,00 21,50
4 81,50 17,75
5 81,75 21,00
6 85,50 21,25
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7 84,75 22,50
8 80,00 19,00
9 86,25 21,75
10 80,50 18,75
11 85,25 22,25
12 81,50 23,50
13 82,00 18,25
14 79,00 19,50
15 81,00 20,00
16 84,00 20,50
17 81,50 19,00
18 82,50 20,75
19 83,75 20,50
20 82,75 19,75

Tablica 8. Raspon svakog uzorka R;

Broj uzorka Rasponzai =/, | Rasponzai=2,
Rij Ry
1 7 3
2 9 6
3 4 5
4 5 4
5 8 5
6 3 3
7 6 4
8 8 5
9 3 4
10 5 2
11 2 4
12 3 1
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13 7 4
14 6 1
15 8 4
16 4 5
17 7 5
18 7 4
19 9 5
20 5 4

Zatim se racuna aritmetiCka sredina svih X;; i X,; i aritmeticka sredina svih Ri; i Ry; pomocu
jednadzbi 2.3 1 2.5. Te vrijednosti ujedno predstavljaju i srediSnje linije X i R kontrolnih karti.

Rezultati su prikazani u tablici 9.

Tablica 9. Sredi$nje linije X i R kontrolnih karti

Karakteristika kvalitete Sredi$nja linija X karte Sredi$nja linija R karte
i=1 82,46 5,80
i=2 20,44 3,90

Nakon toga se ratunaju kontrolne granice za X 1 R kartu. Kontrolne granice se ratunaju pomocu
jednadzbi 2.6 1 2.7. Kako bi se izracunale potrebno je prvo odrediti faktore 4>, D31 Dszan =

4 iz slike 28. Vrijednosti faktora su prikazani u tablici 10.

Tablica 10. Vrijednosti faktora 4,, D3 i D4

A> 0,729
D3 0
Dy 2,282

Vrijednosti kontrolnih granica za X kontrolnu kartu su prikazani u tablici 11, a za R kontrolnu

kartu u tablici 12.
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Tablica 11. Vrijednosti kontrolnih granica za X kontrolnu kartu

X kontrolna karta
Karakteristika kvalitete CL LCL UCL
i=1 82,46 78,23 86,69
i=2 20,44 17,59 23,28
Tablica 12. Vrijednosti kontrolnih granica za R kontrolnu kartu
R kontrolna karta
Karakteristika kvalitete CL LCL UCL
i=1 5,80 0 13,24
i=2 3,90 0 8,90

Sada se kontrolne karte mogu prikazati u excelu pomocu prethodno izra¢unatih podataka kao

Sto je prikazano na slikama 9-12.

R karta,i=1
14 -
ucL
12 4
10 4
ga- _ ‘CL
g,V \/ Y
2
I ———————-a——-— A e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Broj uzorka

Slika 9. R kontrolna kartazai=1
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R karta,i=2

[EnY
o
]

7 UCL

'

LCL

1 1 1 1 1 -

Raspon uzorka
o = N w H [0} o)} ~ o] (e}
1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Broj uzorka

Slika 10. R kontrolna kartazai=2

X kartazai=1

88 -
UCL
86 -

“ ANSVAA A A,
VAR AV

76 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Broj uzorka

Aritmeticka sredina uzorka

Slika 11. X kontrolna kartazai=1
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24 -

18

17 4

Aritmeticka sredina uzorka

16 A

X kartazai=2

L AL a
NV

UCL

15 L) L L L

Slika 12.

Sljede¢i korak je konstruiranje multivarijantne kontrolne karte.

6 7 8 9

X kontrolna kartazai=2

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Broj uzorka

Kako bi izra¢unali 77

vrijednost za svaki uzorak pomocu formule 3.15 potrebno je izraunati inverz matrice

varijance-kovarijance uzorka i Xx;;

— X;. Kako bi dobili matricu varijance-kovarijance uzorka

potrebno je prvo izracunati varijancu i kovarijancu uzorka. Varijanca s; se racuna pomocu

jednadZbe 3.8 1 formule VAR.S u excelu, a nakon toga se ratuna kovarijanca uzorka s;;, pomocu

jednadZzbe 3.9 1 formule COVARIANCE.S. Vrijednosti varijance i1 kovarijance za svaki uzorak

su prikazani u tablici 13.

Tablica 13. Vrijednosti varijance i kovarijance uzorka

Varijanca uzorka Kovarijanca uzorka
Broj uzorka s1j 8$2j 812
1 8,92 1,58 0,92
2 15,00 6,00 -9,00
3 3,33 4,33 3,00
4 5,67 2,92 1,17
5 10,92 4,67 5,33
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6 1,67 1,58 0,17
7 6,25 3,00 0,50
8 13,33 4,67 -7,33
9 2,25 2,92 -0,92
10 4,33 0,92 -0,50
11 0,92 2,92 0,92
12 1,67 0,33 -0,67
13 8,67 2,92 -0,33
14 7,33 0,33 1,00
15 16,67 3,33 -7,33
16 2,67 5,67 -2,67
17 12,33 4,67 3,00
18 8,33 2,92 -4,50
19 14,25 4,33 3,17
20 4,92 2,92 2,92

Zatim se racunaju aritmeticke sredine varijanci 1 kovarijanci uzorka koriste¢i formule 3.11 1

3.12. Rezultati su prikazani u tablici 14.

Tablica 14. Aritmeticke sredine varijanci i kovarijance uzorka

Aritmeticka sredina varijance uzorka

Aritmeticka sredina kovarijance uzorka

S1

852

S12

7,47

3,15

-0,56

Sljedeci korak je da se pomocu tih vrijednosti napiSe matrica varijance-kovarijance uzorka kao

u jednadzbi 3.13 te njezin inverz. Matrica S i S su prikazani u tablici 15. Inverz matrice se

racuna pomoc¢u formule MINVERSE.
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Tablica 15. Matrica varijance kovarijance uzorka i njezin inverz

Matrica varijance-kovarijance uzorka, S

7,47 —0,56
-0,56 3,15

Inverz matrice varijance-kovarijance uzorka, S™!

[0,1357 0,0241
0,0241 0,3222

Nakon toga je potrebno izracunati vrijednosti X;; — X;. Iz formule se moze vidjeti da je

potrebno oduzeti aritmeticku sredinu za svaki uzorak od ukupne aritmeticke sredine svih

uzoraka. Vrijednosti su prikazani u tablici 16.

Tablica 16. Vrijednosti X;; — X;

Xij — X;

Broj uzorka i=1 i=2
1 -1,21 -0,19
2 -2,96 0,56
3 2,54 1,06
4 -0,96 -2,69
S -0,71 0,56
6 3,04 0,81
7 2,29 2,06
8 -2,46 -1,44
9 3,79 1,31

10 -1,96 -1,69
11 2,79 1,81
12 -0,96 3,06
13 -0,46 -2,19
14 -3,46 -0,94
15 -1,46 -0,44
16 1,54 0,06
17 -0,96 -1,44
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18 0,04 0,31
19 1,29 0,06
20 0,29 -0,69

Sada se moze izraunati vrijednosti 72 pomoéu jednadzbe 3.15. Formula za ra¢unanje u excelu

je n*MMULT(MMULT;TRANSPOSE) gdje je MMULT funkcija za mnoZenje matrica, a

TRANSPOSE funkcija za transponiranje matrice. Vrijednosti 72 su prikazane u tablici 17.

Tablica 17. Vrijednosti 77 statistike

Broj uzorka

Hotelling 77

1 0,89
2 4,85
3 5,47
4 10,31
5 0,61
6 6,33
7 9,23
8 6,63
9 10,96
10 6,40
11 9,42
12 12,02
13 6,48
14 8,26
15 1,53
16 1,31
17 3,43
18 0,13
19 0,92
20 0,62
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Kako bi se nacrtala 72 kontrolna karta potrebno je jo$ izratunati gornju kontrolnu granicu. UCL
se racuna pomocu jednadzbe 3.14. Kako bi se uvrstili svi podaci u tu jednadzbu potrebno je
linearnom interpolacijom iz slike 27 odrediti vrijednost F-distribucije za Fo.0054,2,59. Vrijednost
koja se dobije je 6,406. UvrStavanjem u jednadzbu 3.14 dobije se vrijednost gornje kontrolne

granice 12,378. Sada se moZe nacrtati 72 kontrolna karta kao $to je prikazano na slici 13.

T? kontrolna karta

1 ucL

10 A

TZ
(@)}

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Broj uzorka

Slika 13. 77 kontrolna karta

Kako T”? kontrolna karta prikazuje samo promjenu aritmeticke sredine procesa potrebno je
nacrtati 1 kontrolnu kartu koja ¢e dati podatke o varijabilnosti multivarijantnog procesa. To
omogucuje kontrolna karta generalizirane varijance. Za izracunavanje vrijednosti
generalizirane varijance potrebno je odrediti determinantu matrice S; svakog uzorka. Funkcija
u excelu za izraCunavanje determinante matrice je MDETERM. Vrijednosti su prikazane u

tablici 18.
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Tablica 18. Vrijednosti generalizirane varijance

Broj uzorka

Generalizirana varijanca

1 13,25
2 9,00
3 5,44
4 15,17
5 22,50
6 2,61
7 5,55
8 8,44
9 2,00
10 3,72
11 1,83
12 0,50
13 25,17
14 4,17
15 1,78
16 8,00
17 48,55
18 4,05
19 51,72
20 5,83

Sada je potrebno izracunati kontrolne granice pomoc¢u jednadzbi 3.26, no prije toga je potrebno

izraCunati faktore b1 1 b2 pomocu jednadzbi 3.24 1 3.25. Vrijednosti faktora su dani u tablici 19,

a kontrolnih granica u tablici

20.

Tablica 19. Vrijednosti faktora b, i b»

b1

0,667

b

1,037
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Tablica 20. Kontrolne granice generalizirane varijance

CL UCL LCL
23,19 129,46 -83,08 — 0

Sada se moze nacrtati kontrolna karta generalizirane varijance kao $to je prikazano na slici 14.

Kontrolna karta generalizirane varijance

140 -
UCL
120 A
100 -
80 -
60 A
40 -

. NJ\,.»W/\J Vo o\

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Broj uzorka

Generalizirana varijanca

Slika 14. Kontrolna karta generalizirane varijance

U ovom primjeru se moze vidjeti da x kontrolna karta za varijablu 2 pokazuje da je uzorak 12
izvan kontrolnih granica. U T2 kontrolnoj karti su sve tocke unutar granica $to ukazuje da je
sustav u kontroli te da nema potreba za revidiranjem granica. Ta razlika ukazuje da treba
koristiti multivarijantne kontrolne karte ukoliko je potrebno kontrolirati viSe varijabli na istom
uzorku zato §to multivarijantna karta uzima u obzir korelaciju izmedu varijabli, dok

univarijantne karte to ne uzimaju u obzir.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 44



Dominik Grizelj

Diplomski rad

4.2. Primjer 2

U primjeru 2 su koristeni podaci iz primjera za multivarijantne kontrolne karte. Prvo ¢e se

konstruirati univarijantna kontrolna karta. Postupak rac¢una je isti kao i u Primjeru 1. Rezultati

su prikazan u sljede¢im tablicama i dijagramima.

Tablica 21. Aritmeticka sredina svakog uzorka X;;

Broj uzorka, j Aritmeticka sredina Aritmeticka sredina
faktora loma, X1, tezine vlakana, X
1 81,25 20,25
2 79,50 21,00
3 85,00 21,50
4 81,50 17,75
5 81,75 21,00
6 85,50 21,25
7 84,75 20,75
8 80,00 19,00
9 86,25 17,50
10 80,50 18,75
11 85,25 22,25
12 81,75 21,75
13 82,00 18,25
14 78,75 22,00
15 81,00 20,00
16 84,00 20,50
17 81,50 19,00
18 82,50 20,75
19 83,75 20,50
20 82,75 19,75
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Tablica 22. Raspon svakog uzorka R;;

Broj uzorka Raspon faktora Raspon tezine
loma, Ry; vlakana, Ry;
1 7 3
2 9 6
3 4 5
4 5 4
5 8 5
6 3 3
7 6 4
8 8 5
9 3 4
10 5 2
11 2 4
12 2 2
13 7 4
14 7 2
15 8 4
16 4 5
17 7 5
18 7 4
19 9 5
20 5 4
Tablica 23. SrediSnje linije X i R kontrolnih karti

Karakteristika kvalitete

SrediS$nja linija X karte

Sredi$nja linija R karte

Faktor loma, i =1

82,46

5,80

Tezina niti, i = 2

20,18

4,00
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Tablica 24. Vrijednosti kontrolnih granica za X kontrolnu kartu

X kontrolna karta

Karakteristika kvalitete CL LCL UCL
Faktor loma, i =1 82,47 78,234 86,691
Tezina niti, i = 2 20,18 17,259 23,091

Tablica 25. Vrijednosti kontrolnih granica za R kontrolnu kartu

R kontrolna karta
Karakteristika kvalitete CL LCL UCL
Faktor loma, i = 1 5,80 0 13,24
Tezina niti, [ = 2 4,00 0 9,13

Aritmeticka sredina uzorka

88

86

84

82

80

78

76

X kartazai=1

UCL

LCL

2 3 4 5 6 7 8 9

Broj uzorka

Slika 15. Xx kontrolna karta za faktor loma

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Raspon uzorka

Aritmeticka sredina uzorka

B R R, RN NN NDN
O N 0 O O B N W b

[EEN
w

14

12

10

X kartazai=2

UCL

e f”\\//\\/\‘,.vf\\a

LCL

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Broj uzorka

Slika 16. x kontrolna karta za tezinu vlakana

Rkartazai=1

UCL

v ¥CL

LCL

— 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Broj uzorka

Slika 17. R kontrolna karta za faktor loma
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[EnY
o
]

R kartazai=2

Raspon uzorka
o = N w H (9] (o)} ~ (0] o
1 1
)
)

Slika 18. R kontrolna karta za tezinu vlakana

Sljedeci korak je konstruiranje multivarijantne kontrolne karte.

Tablica 26. Vrijednosti varijance i kovarijance uzorka

UCL

LCL

\—

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Broj uzorka

Varijanca uzorka Kovarijanca uzorka
Broj uzorka s1j 8$2j 812
1 8,92 1,58 0,92
2 15,00 6,00 -9,00
3 3,33 4,33 3,00
4 5,67 2,92 1,17
5 10,92 4,67 5,33
6 1,67 1,58 0,17
7 6,25 4,25 4,58
8 13,33 4,67 -7,33
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9 2,25 3,67 -2,50
10 4,33 0,92 -0,50
11 0,92 2,92 0,92
12 0,92 0,92 0,58
13 8,67 2,92 -0,33
14 8,92 0,67 1,33
15 16,67 3,33 -7,33
16 2,67 5,67 -2,67
17 12,33 4,67 3,00
18 8,33 2,92 -4,50
19 14,25 4,33 3,17
20 4,92 2,92 2,92

Tablica 27. Aritmeticke sredine varijanci i kovarijance uzorka

Aritmeticka sredina varijance uzorka

Aritmeticka sredina kovarijance uzorka

S1

$2

S12

7,51

3,29

-0,35

Tablica 28. Matrica varijance kovarijance uzorka i njezin inverz

Matrica varijance-kovarijance uzorka, S 7,51  —0,35
-0,35 3,29
Inverz matrice varijance-kovarijance uzorka, 5! [0,1338 0,0144
0,0144 0,3053
Tablica 29. Vrijednosti X;; — X;
Xij — X
Broj uzorka i=1 i=2
1 121 0,07
2 22.96 0,82
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3 2,54 1,33
4 -0,96 2,43
5 -0,71 0,82
6 3,04 1,08
7 2,29 0,57
8 2,46 -1,18
9 3,79 22,68
10 -1,96 -1,43
11 2,79 2,08
12 0,71 1,58
13 20,46 -1,93
14 3,71 1,83
15 _1,46 0,18
16 1,54 0,32
17 20,96 1,18
18 0,04 0,57
19 1,29 0,32
20 0,29 -0,43

Tablica 30. Vrijednosti 77 statistike

Broj uzorka

Hotelling 7*

1

0,78

525

5,98

7,95

1,04

6,73

3,36

| N O O B W N

5,26
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9 15,25
10 4,86
11 10,08
12 3,17
13 4,74
14 10,66
15 1,21
16 1,45
17 2,31
18 0,41
19 1,06
20 0,25

Kako bi se nacrtala 7° kontrolna karta potrebno je jos izra¢unati gornju kontrolnu granicu. UCL

se racuna pomocu jednadzbe 3.14. Kako bi se uvrstili svi podaci u tu jednadZbu potrebno je

linearnom interpolacijom iz slike 27 odrediti vrijednost F-distribucije za Fo.0054,.2,59. Vrijednost

koja se dobije je 6,406. UvrStavanjem u jednadzbu 3.14 dobije se vrijednost gornje kontrolne

granice 12,378. Sada se moZe nacrtati 7> kontrolna karta kao $to je prikazano na slici 19.
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16 A

14 -

10 A

T-kvadrat

T2 kontrolna karta

I

UCL

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Broj uzorka

Slika 19. 77 kontrolna karta

Tablica 31. Vrijednosti generalizirane varijance

Broj uzorka Generalizirana varijanca
1 13,25
2 9,00
3 5,44
4 15,17
5 22,50
6 2,61
7 5,55
8 8,44
9 2,00

10 3,72
11 1,83
12 0,50
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13 25,17
14 4,17
15 1,78
16 8,00
17 48,55
18 4,05
19 51,72
20 5,83

Tablica 32. Vrijednosti faktora b, i b,

b1

0,667

b>

1,037

Tablica 33. Kontrolne granice generalizirane varijance

CL

UCL

LCL

24,60

137,35

-88,14 — 0
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Kontrolna karta generalizirane varijance

140 A UCL

[Eny
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1
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o
1

Generalizirana varijanca
[e2) [0
o o
'l 'l

D
o
1

N
o
1

AN .
M_/\_,// V \oLCL

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Broj uzorka

o
l

Slika 20. Kontrolna karta generalizirane varijance

Univarijantne X i R kontrolne karte ukazuju da je sustav u statistickoj kontroli zato $to su sve
tocke unutar kontrolnih granica i nema obrazaca koji bi ukazivali na kretanje koje nije slu¢ajne
prirode. No, multivarijantna karta pokazuje da je uzorak 9 iznad gornje kontrolne granice Sto
ukazuje da je sustav izvan kontrole te je potrebno odrediti zaSto je sustav izvan kontrole 1
revidirati kontrolne granice. Ovaj primjer prikazuje kako univarijantne karte mogu prikazati da
je svaka varijabla u kontroli, medutim multivarijantna karta pokazuje da je jedan uzorak izvan
kontrole §to znaci da je potrebno varijable kontrolirati skupno, a ne odvojeno zato $to postoji

korelacija izmedu varijabli koja se u univarijantnim kontrolnim kartama ne moZe vidjeti.
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4.3. Primjer3

U primjeru 3 su iste vrijednosti p, n, m, a podaci mjerenja su prikazani u tablici 35. Postupak

racuna je isti kao 1 u Primjeru 1. Rezultati su prikazan u sljede¢im tablicama 1 dijagramima.

Tablica 34. Vrijednosti p, n, m

Broj varijabli Veli¢ina uzorka Broj uzoraka
P n m
2 4 20

Tablica 35. Podaci mjerenja

Uzorak Karakteristika kvalitete i = 1 Karakteristika kvalitete i = 2
1 81 84 78 85 20 22 20 20
2 76 80 84 81 25 21 18 21
3 84 86 84 87 20 24 21 22
4 80 86 80 83 19 20 17 16
5 81 83 78 86 24 21 18 22
6 86 86 85 87 22 20 23 21
7 85 90 82 85 20 23 19 22
8 77 86 80 82 23 17 19 18
9 84 88 80 85 21 18 22 18
10 81 80 81 83 19 19 20 18
11 86 86 81 86 24 20 24 22
12 82 83 81 82 23 21 23 21
13 82 88 82 79 17 18 20 19
14 76 80 82 80 23 21 23 22
15 78 86 78 85 23 19 21 18
16 87 84 84 84 20 23 18 22
17 85 87 78 79 18 22 18 19
18 83 88 79 83 21 19 23 21

Fakultet strojarstva i brodogradnje 56



Dominik Grizelj

Diplomski rad

19

80

90

85

83

22

23

20

18

20

81

86

82

85

19

22

19

20

Tablica 36. Aritmeticka sredina svakog uzorka X;;

Broj uzorka, j

Aritmeti¢ka sredina za

Aritmeti¢ka sredina za

i=1,Xy i=2 Xy
1 82,00 20,50
2 80,25 21,25
3 85,25 21,75
4 82,25 18,00
5 82,00 21,25
6 86,00 21,50
7 85,50 21,00
8 81,25 19,25
9 84,25 19,75
10 81,25 19,00
11 84,75 22,50
12 82,00 22,00
13 82,75 18,50
14 79,50 22,25
15 81,75 20,25
16 84,75 20,75
17 82,25 19,25
18 83,25 21,00
19 84,50 20,75
20 83,50 20,00
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Tablica 37. Raspon svakog uzorka R;;

Broj uzorka

Raspon faktora

loma, Ry,

Raspon tezine

vlakana, Ry;

[a—
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2
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Tablica 38.

SrediS$nje linije X i R kontrolnih karti

Karakteristika kvalitete

SrediS$nja linija X karte

SrediS$nja linija R karte

i=1

82,95

6,40

i=2

20,53

3,95
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Tablica 39. Vrijednosti faktora 4,, D3 i Dy

A> 0,729
Ds 0
Da 2,282

Tablica 40. Vrijednosti kontrolnih granica za X kontrolnu kartu

X kontrolna karta

Karakteristika kvalitete CL LCL UCL
i=1 82,95 78,28 87,62
i=2 20,53 17,65 23,40

Tablica 41. Vrijednosti kontrolnih granica za R kontrolnu kartu
R kontrolna karta

Karakteristika kvalitete CL LCL UCL
i=1 6,40 0 14,60
i=2 3,95 0 9,01

Fakultet strojarstva i brodogradnje

59



Dominik Grizelj Diplomski rad

16
14
12
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Raspon uzorka
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o

Raspon uzorka
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R karta, i=1

UCL

la A ™~ Aa L
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LCL
-
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Broj uzorka

Slika 21. R kontrolna kartazai=1

R karta, i=2

b UCL

VR VAV, b

LCL

T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 [ |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Broj uzorka

Slika 22. R kontrolna kartazai=2
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X karta, i=1

UCL
88 o /
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N VIV Y
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Broj uzorka

LCL

Aritmeticka sredina uzorka

Slika 23. x kontrolna kartazai=1

X karta, i=2
24 -
ucL
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Ao
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LCL
17 -+

Aritmeticka sredina uzorka

16 A

15 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Broj uzorka

Slika 24. x kontrolna kartazai=2
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Tablica 42. Vrijednosti varijance i kovarijance uzorka

Varijanca uzorka Kovarijanca uzorka
Broj uzorka s1j 52 S12j
1 10,00 1,00 1,33
2 10,92 8,25 -9,42
3 2,25 2,92 1,75
4 8,25 3,33 2,00
5 11,33 6,25 4,33
6 0,67 1,67 -0,67
7 11,00 3,33 5,33
8 14,25 6,92 -9,08
9 10,92 4,25 -5,92
10 1,58 0,67 -0,67
11 6,25 3,67 -2,50
12 0,67 1,33 -0,67
13 14,25 1,67 -1,50
14 6,33 0,92 -0,50
15 18,92 4,92 -8,58
16 2,25 4,92 -0,75
17 19,58 3,58 5,25
18 13,58 2,67 -6,00
19 17,67 4,92 3,50
20 5,67 2,00 3,00
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Tablica 43. Aritmeticke sredine varijanci i kovarijance uzorka

Aritmeticka sredina varijance uzorka

Aritmeticka sredina kovarijance uzorka

S1 52 S12
9,32 3,46 -0,99
Tablica 44. Matrica varijance kovarijance uzorka i njezin inverz
Matrica varijance-kovarijance uzorka, S [ 932 -0,99
—-0,99 3,46

Inverz matrice varijance-kovarijance uzorka, S™!

[0,1107 0,0316
0,0316 10,2982

Tablica 45. Vrijednosti X;; — X;

Xij — X;

Broj uzorka i=1 i=2
1 -0,95 -0,02
2 -2,70 0,73
3 2,30 1,23
4 -0,70 -2,53
S -0,95 0,73
6 3,05 0,98
7 2,55 0,48
8 -1,70 -1,28
9 1,30 -0,77
10 -1,70 -1,53
11 1,80 1,98
12 -0,95 1,48
13 -0,20 -2,03
14 -3,45 1,73
15 -1,20 -0,27
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16 1,80 0,23
17 20,70 -1,28
18 0,30 0,48
19 1,55 0,23
20 0,55 -0,52

Tablica 46. Vrijednosti 77 statistike

Broj uzorka

Hotelling 77

1 0,41
2 3,36
3 4,84
4 8,27
5 0,85
6 6,00
7 3,45
8 3,77
9 1,21
10 4,71
11 6,99
12 2,64
13 5,01
14 7,31
15 0,81
16 1,60
17 2,38
18 0,34
19 1,21
20 0,39
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Kako bi se nacrtala 72 kontrolna karta potrebno je jo$ izratunati gornju kontrolnu granicu. UCL

se racuna pomocu jednadzbe 3.14. Kako bi se uvrstili svi podaci u tu jednadzbu potrebno je

linearnom interpolacijom iz slike 27 odrediti vrijednost F-distribucije za Fo.0054,2,59. Vrijednost

koja se dobije je 6,406. UvrStavanjem u jednadzbu 3.14 dobije se vrijednost gornje kontrolne

granice 12,378. Sada se moZe nacrtati 72 kontrolna karta kao $to je prikazano na slici 25.

T? kontrolna karta

14 -

TZ

UCL

Slika 25.

9

Broj uzorka

T? kontrolna karta

Tablica 47. Vrijednosti generalizirane varijance

Broj uzorka

Generalizirana varijanca

1

13,25

9,00

5,44

15,17

22,50

2
3
4
5
6

2,61

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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7 5,55
8 8,44
9 2,00
10 3,72
11 1,83
12 0,50
13 25,17
14 4,17
15 1,78
16 8,00
17 48,55
18 4,05
19 51,72
20 5,83
Tablica 48. Vrijednosti faktora b i b;
by 0,667
b> 1,037
Tablica 49. Kontrolne granice generalizirane varijance
CL UCL LCL
31,24 174,43 -111,94 — 0
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Kontrolna karta generalizirane varijance
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Generalizirana varijanca
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10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Broj uzorka

Slika 26. Kontrolna karta generalizirane varijance

U ovom primjeru se moZze vidjeti da X kontrolna karta pokazuje da su univarijantne X 1 R
kontrolne karte te multivarijantna 72 kontrolna karta u kontroli $to zna¢i da nema toc¢aka izvan
kontrolnih granica. To zna¢i da se te kontrolne granice mogu uzeti za fazu 2 primjene
kontrolnih karti odnosno moze se pratiti proces u trenutnom vremenu pomocu izracunatih

granica.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 67



Dominik Grizelj Diplomski rad

5. ZAKLJUCAK

U ovom diplomskom radu dana je teorijska osnova X i R univarijantnih kontrolnih karti i
Hotellingove 72 multivarijantne kontrolne karte. Opisana je razlika tih dviju kontrolnih karti te
prednosti 1 nedostaci jedne u odnosu na drugu. Zatim su u eksperimentalnom dijelu rada
konstruirana 3 primjera u excelu kako bi vidjela razlika izmedu rezultata univarijantnih i

multivarijantnih kontrolnih karti.

Izabrani je primjer iz literature (Primjer 2) kako bi se verificirao izracun u excelu. Iako je
primjer za bivarijantni problem, koriStene su funkcije za matri¢ni racun i uz male prilagodbe

excel programa mogao bi se koristiti i za multivarijantno pracenje procesa.

U primjeru 1 univarijantna X kontrolna karta je pokazala da je jedan uzorak izvan kontrolnih
granica dok su u multivarijantnoj 77 karti sve to¢ke unutar kontrolnih granica. Ta pokazuje da
univarijantne nisu dovoljno dobre za kontroliranje vise varijabli istovremeno jer ne uzimaju u

obzir korelaciju izmedu varijabli.

U primjeru 2 je univarijantne karte pokazuju da je svaka varijabla u kontroli, medutim
multivarijantna karta pokazuje da je jedan uzorak izvan kontrole. To dovodi do istog zakljucka,

da je potrebno varijable kontrolirati skupno, a ne odvojeno.

U primjeru 3 su univarijantne X i R kontrolne karte te multivarijantna 7> kontrolna karta u
kontroli §to znaci da nema to¢aka izvan kontrolnih granica. To znaci da se te kontrolne granice
mogu uzeti za fazu 2 primjene kontrolnih karti odnosno moze se pratiti proces u trenutnom

vremenu pomocu izracunatih granica.
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PRILOG
v = Degrees of Freedom for Numerator

¥z o 1 2 3 4 5 i) 7 ] 9 10 11
0,100 3.01 262 2.42 2.29 2.20 2.13 2.08 2.04 2.00 1.98 1.95
0.050 4.41 3.55 i.l6 293 277 2.66 2.58 251 246 241 2.37
18 0.025 598 4.56 395 361 338 322 310 301 293 2.87 2.81
0.010 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 384 371 3.60 351 343
0.005 10.22 721 6.03 537 496 4.66 4.44 428 4.14 4.03 394
0.001 15.38 10.39 §.49 T7.46 6.81 6.35 6.02 5.76 5.56 5.39 5.25
0100 297 2.59 238 225 2.16 209 204 2.0 1.96 1.94 1.91
0.050 4.35 349 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 245 2.39 235 231
20 0.025 5.87 4.46 3.86 351 329 3.13 3.01 291 2.84 2.77 272
0.010 8.10 5.85 494 443 4.10 3.87 3.70 3.56 346 3.37 3.29
0.005 9.94 6.99 582 517 4.76 4.47 4.26 4.00 396 385 376
0.001 14.82 995 8.10 7.10 6.46 6.02 5.69 5.44 5.24 5.08 494
0,100 2.92 253 2.32 2.18 2.09 2.02 1.97 1.93 1.89 1.87 1.84
0.050 424 339 299 276 2.60 249 240 2.34 228 2.24 2.20
25 0.025 5.69 429 3.69 335 313 297 2.85 2.75 2.68 2.61 2.56
0.010 1.37 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 346 3.32 3.22 313 3.06
0.005 9.48 6.60 5.46 4.84 4.43 4.15 3.94 378 3.64 3.54 345
0.001 13.88 9.22 745 6.49 5.89 546 5.15 491 471 4.56 442
0100 288 249 228 2.14 205 1.98 1.93 1.88 1.85 1.82 1.79
0.050 417 332 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 3.27 2.21 2.16 213
30 0.025 5.57 418 3.59 335 3.03 287 275 2.65 2.57 251 246
0.010 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 347 3.30 317 3.07 2.98 291
0.005 9.18 6.35 524 4.62 4.23 3.95 3.74 358 345 334 325
0.001 13.29 877 7.05 6.12 553 5.12 4.82 4.58 4.39 4.24 4.11
0,100 2.84 244 2.23 2.09 2.00 1.93 1.87 1.83 1.79 1.76 1.74
0.050 4.08 323 2.84 261 245 234 225 2.18 2.12 2.08 2.04
40 0.025 542 4.05 346 313 2.90 274 2.62 2.53 245 2.39 233
0.010 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 312 2.99 2.89 2.80 273
0.005 8.83 6.07 498 4.37 399 371 351 335 322 312 3.03
0.001 12.61 8.25 6.59 570 513 473 4.44 421 4.02 3.87 375
0100 2.81 241 220 206 1.97 1.90 1.84 1.80 1.76 1.73 1.70
0.050 4.03 318 2.79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 207 203 1.99
50 0.025 534 397 3.39 3.05 2.83 2.67 2.55 2.46 2.38 232 226
0.010 7.17 5.06 4.20 72 341 319 302 2.89 278 2.70 2.63
0.005 8.63 5.90 4.83 4.23 3.85 3.58 3.38 3.22 3.09 299 2.90
0.001 12.22 7.96 6.34 5.46 4.90 4.51 4.22 4.00) 3.82 367 3.55
0,100 279 2.39 218 204 1.95 1.87 1.82 1.77 1.74 1.71 1.68
0.050 4.00 315 2.76 253 237 225 217 2,10 2.4 1.99 1.95
60 0.025 529 393 334 3.01 279 263 251 241 233 2.27 2.22
0.010 T.08 498 4.13 3.65 334 312 2.95 2.82 2.72 2.63 2.56
0.005 8.49 5.79 473 4.14 3.76 349 3.29 313 3.01 2.90 2.32
0.001 11.97 177 6.17 5.31 4.76 4.37 4.09 3.86 3.69 354 342

Slika 27. Vrijednosti F-distribucije[2]
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