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Sazetak

U okviru ovog rada razvijena je analiticka i numericka metoda za statistiCku procjenu
spektralnog zamora. Proracuni u vremenskoj domeni racunalno su zahtijevniji od proracuna u
frekvencijskoj domeni, stoga su razvijene metode koja su temeljene na proracunima u

frekvencijskoj domeni.

U prvom dijelu rada opisana je pojava zamornog loma, propagacija pukotine u

materijalu, Wohlerova krivulja i S-N metoda proracuna zamora materijala.

U drugom dijelu rada dan je opis na¢ina brojanja ciklusa nepravilnih amplituda

koristenjem Rainflow metode za ponavljajucu povijest naprezanja.

Nadalje, opisani su matematicki izrazi potrebni za procjenu visokociklickog zamora u

frekvencijskoj domeni. Dan je opis Dirlikove priblizne spektralne teorije.

Pored toga dan je matematicki opis modalne analize, buduc¢i da je ista koristena u

razvijenim metodama.

U zadnjem dijelu usporedeni su rezultati analiticke metode dobivenih u programskom
paketu MATLab i rezultati numericke metode dobivenih u kombinaciji programskih paketa
Abaqus i FE-Safe.

Kljuéne rijeci: zamorni lom, Rainflow metoda, povijest naprezanja, modalna analiza,

spektralna teorija, frekvencijska domena, Abaqus, FE-Safe.
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Summary

Within this study, an analytical and numerical method for statistical estimation of
spectral fatigue has been developed. Since time-domain calculations are computationally
demanding, the methodology presented encompasses frequency-domain calculations for

efficient resource utilization.

The first part of the thesis describes the phenomenon of fatigue failure, crack
propagation in materials, the Wohler curve, and the S-N method for fatigue calculations.

The second part of the thesis provides a description of the method for counting cycles
of irregular amplitudes using the Rainflow method for repeating stress history.

Furthermore, mathematical expressions necessary for the estimation of high-cycle
fatigue in the frequency domain are described. A description of Dirlik's approximate spectral
theory is given.

In addition, a general description of modal analysis is provided, as it has been used in

the developed methods.

In the last part, a comparison of the results obtained from the analytical method using
the MATLAB software package and the results obtained from the numerical method using a

combination of the Abaqus and FE-Safe software packages was performed.

Keywords: fatigue failure, Rainflow method, stress history, modal analysis, spectral

theory, frequency domain, Abaqus, FE-Safe.

Fakultet strojarstva i brodogradnje



Igor Ciganovic¢ Diplomski rad

1. Uvod

Visokociklicki zamor materijala uzrokovan spektralnim mehanickim vibracijama
malenih amplituda Cest je razlog kolapsa konstrukcija u tehni¢koj praksi. Sama pojava zamora
vrlo je komplicirana i predstavlja veliki izazov inzenjerima. Do zamora materijala dolazi zbog
opterecenja koje je promjenjivo u vremenu. Optereéenje moze biti deterministickog ili
stohastickog karaktera odnosno ponavljajuce ili potpuno nasumic¢no. Proraun zamora

materijala moze se izvrSiti u vremenskoj ili frekvencijskoj domeni.

U ovom radu osmiSljena je analiticka 1 numericka metoda za procjenu zamora u
frekvencijskoj domeni. Budu¢i da je metodologija radena u frekvencijskoj domeni objasnjen je
nacéin transformacije signala iz vremenske u frekvencijsku domenu. Cilj rada je usporedba
rezultata dobivenih analitickom i numericCkom metodom te prikaz metodologije na
jednostavnom primjeru s dva stupnja slobode gibanja koja kasnije moze posluziti za rjeSavanje

sustava mnogo vece kompleksnosti.
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2. Zamor

Zamor materijala je fenomen, odnosno pojava, u inZenjerskoj praksi koja nastaje pod
utjecajem ponavljajucih opterecenja i moze dovesti do lomova i deformacija materijala. Ovaj
fenomen se prvi put spominje u 19. stoljeéu, a znanstvenici i inzenjeri su ga poceli proucavati
zbog sve vece uporabe zeljeznih i1 ¢eliénih konstrukcija, posebno u ZeljezniCkim sustavima.
Zamor se moze javiti u materijalima kao $to su metali, polimerni materijali, drvo i drugi
materijali koji se svakodnevno koriste u inzenjerskoj praksi. Uzrok zamora je ponavljajuce
naprezanje materijala, a ono moZe biti uzrokovano razli¢itim faktorima, kao $to su ciklicka
opterecenja, vibracije, temperature 1 sli¢ni faktori. Najces¢e primjene proucavanja zamora su u
konstrukciji aviona, automobila, brodova, mostova, zgrada i drugih konstrukcija. Prethodno
navedeni objekti su izlozeni razli¢itim vrstama opterecenja i deformacija tijekom svog Zivotnog
vijeka, a pravilno proucavanje zamora materijala moze pomo¢i u sprjeCavanju lomova i

o$tecenja konstrukcija, Sto ima veliki utjecaj na sigurnost i Zivotni vijek istih.

Jedan od klju¢nih dogadaja u povijesti istrazivanja zamora materijala bio je nesreca
koja se dogodila u zrakoplovstvu 1940. godine. Tog je dana jedan od novih americkih
bombardera B-17 pao nakon samo nekoliko sati leta, a uzrok nesrece bila je upravo njegova
strukturalna slabost. Istrazivanje ove nesrece otkrilo je da su ciklicka optere¢enja tijekom leta
uzrokovala oStecenja strukture aviona, koja su se nakupljala tijekom vremena, sve dok materijal
nije kona¢no popustio svojom mehanickom stabilno$¢u. Ova je nesreca dovela do intenzivnog
istrazivanja zamora materijala u zrakoplovstvu, $to je, pak, dovelo do razvoja novih metoda i
materijala koji bi bili izdrzljiviji pod ciklickim optereCenjima. Danas se¢ ta ista nacela
primjenjuju u istrazivanju zamora u razlicitim podruc¢jima, ukljucujuéi gradevinsku industriju,

medicinu i transport.

Znanstvenici te inzenjeri u danasnjici koriste razli¢ite metode za proucavanje zamora
materijala, kao $to su ispitivanje na zavojnom stroju, ispitivanje zavojnih oscilacija, ispitivanje
otpornosti materijala i slicne. Ove metode omogucuju mjerenje ponasanja materijala pod
razli¢itim opterecenjima i otkrivanje stvarnih granica materijala koje ne smiju biti prekoracene

kako bi se osigurala sigurnost i trajnost konstrukcija.

Nastanak zamora materijala je moguce opisati kao postupak koji je usko povezan s
nastankom i gibanjem dislokacije unutar kristalne resetke. Pukotine nastaju upravo na mjestima
lokalizirane koncentracije naprezanje. U nastavku ¢e biti opisan sami postupak nastanka

zamornog loma.[1]

Fakultet strojarstva i brodogradnje
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2.1. Zamorni lom

Zamorni lom nastaje kao posljedica rasta i stapanja nepravilnosti u kristalnoj resetci
materijala. Odnosno, nepravilnosti rastu, gomilaju se i Sire sve dok ne nastupa konacno

puknuce. Tako je mogucée izdvojiti tri etape (koraka) kod zamora materijala:

e Inicijalni nastanak pukotine
e Sirenje, odnosno rast pukotine

e Prisilni i trenutni lom.

Pukotine u materijalu se najceS¢e iniciraju na slobodnoj povrsSini, a povrSinska
osteCenja su CeS¢a kod materijala s veCom vlacnom ¢vrstoéom. Promjenjivo opterecenje
uzrokuje stvaranje intruzija i ekstruzija na povrsini metala, koje su upravo mjesta inicijacije
pukotina. Inicijalni korak umora materijala odreduje umorni vijek materijala. Sirenje, odnosno
rast pukotine spada u drugi korak koji opisuje stvaranje makropukotine iz niza mikropukotina
iniciranih u prvom koraku. Ovisno o vlachom naprezanju, korak inicijacije pukotine moze biti
u velikom broju slucaja, neprimjetan. Pukotina se obi¢no Siri okomito na pravac maksimalnog
vlaénog naprezanja, a brzina rasta je od priblizno 1078 mm do 1073 mm po ciklusu.
Naposljetku, nakon prva dva koraka, pukotina po¢inje naglo rasti i uzrokovati nestabilan
(prisilni, nagli) lom konstrukcije. U materijalima koji su skloni krhkom lomu, ova faza
zapocinje kada se dostigne kriti¢na duljina pukotine, dok kod rastezljivih materijala pocetak

loma ovisi o razini naprezanja [2]-[4].

(@) (b) (©

Slika 1. Propagacija mikropukotine preko kristalnih zrna [1]
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|

Smjer opterecenja

7

Slobodna povrsina

Slika 2. Shematski prikaz etapa nastanka i Sirenja pukotine [1]

Zamor materijala je moguce 1 sistematizirati ovisno o vremenu nastanka loma:

e Visokocikli¢ki lom

e Niskocikli¢ki lom.

Visokocikli¢ki lom

Nastupa pri visokim ciklickim optere¢enjima na frekvencijama ve¢im od 1000 ciklusa/sekundi.
Takoder je moguce navesti kako su naprezanja i deformacije u elasti¢nom podrugju. Cesta je
uporaba upravo Wohlerovih S-N krivulja. Ovaj tip loma obi¢no se dogada na metalima i
legurama koji se koriste u aplikacijama s velikim brojem ciklusa optere¢enja, poput motora s

unutrasnjim izgaranjem, zrakoplova, automobila i strojeva.
Niskociklicki lom

Nastupa pod utjecajem niskociklickog naprezanja, uobi¢ajeno manje od 10000 ciklusa. Ovaj
tip loma materijala je karakteristi¢an za situacije u kojima postoji koncentracija naprezanja, §to
moze uzrokovati stvaranje i Sirenje mikropukotina (zbog nepravilnosti u materijalu, poput
povrsinskih ogrebotina, reznih rubova ili nedovoljno obradenih povrSina). U takvim
situacijama, mikropukotine se mogu proSiriti dovoljno da postanu kriti€éne i uzrokuju
niskociklicki lom materijala. Ovaj tip loma materijala je karakteriziran velikim deformacijama

pri lomu i Cesto se javlja kod materijala koji su podlozni plastifikaciji, kao §to su aluminij, bakar
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i Celik. Naprezanja i deformacije su tipi¢no u elasto-platicnom podrucju te je od proracuna

potrebno provesti proracun [2]-[5]:

e Broja ciklusa do nastanka pukotine, (N;) e-N metoda

e Broj ciklusa rasta pukotine do kriti¢ne duljine N,,

e Broj ciklusa do loma: Ny = N; + N,,.

Niskociklicki zamor

VisokocikliEki zamor

[

Amplituda naprezanja

Broj ciklusa do loma

Slika 3. Visokocikli¢ki i niskocikli¢ki zamor u logaritamskom mjerilu [prilagodeno iz 4]

Kao jedan od osnovnih testova koji se koriste za analizu zamora materijala se koristi staticki
vlaéni pokus. Uz pomo¢ njega se utvrduje ponasanje materijala pod opterecenjem, sto ukljucuje
njegovu elasti¢nost, granicu izdrzljivosti i deformacijske karakteristike. Postupak se obavlja na
nacCin da se uzorak materijala podvrgava postupnom povecanju napetosti sve dok ne dode do
puknuca. Ovaj postupak omogucuje mjerenje rastezljivosti materijala, odnosno omjer izmedu
promjene duljine uzorka i pocetne duljine. Nakon toga se procjenjuje grani¢nO naprezanje
materijala, odnosno najveca napetost koju materijal moze podnijeti bez veéeg oSteCenja. U
nastavku ¢e biti definirani parametri statickog vla¢nog pokusa koji su potrebni za analizu

zamora materijala:
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Slika 4. Staticki vla¢ni pokus a) o, S-e dijagram, b) korelacija A0/A s uzorkom [5]

InZenjersko naprezanje:

s=F. 2.1)
A
Stvarno naprezanje:
F
o=—. 2.2
A (2.2)
InZenjerska deformacija:
-1,
IO
Stvarna deformacija:
|
dl I
E=|—= In —. 2.4
{ =t (24)
6
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Valjano je i navesti kako inZenjersko naprezanje uzima u obzir pocetnu povrsinu A4,
dok stvarno naprezanje uzima u obzir popreénu povrSinu A koja je, po iznosu manja od
prethodno navedene. Upravo je tako mogu¢ nastanak jednadzbe stvarnog naprezanja, koje je u
stvarnosti ve¢e od inZenjerskog naprezanja te znacajno utjeCe na sami dalji tijek proracuna

zamora materijala.

Ujedno dinamicka optere¢enja materijala mogu biti idealizirana ili pak stvarnog
prikaza. Odnosno, mogu biti harmonijska (vibracije strojeva) ili pak stohasticka (opterec¢enja
uslijed djelovanja vjetra). Harmonijska optere¢enja su pravilnog sinusoidnog oblika s
konstantnom frekvencijom i amplitudom, dok su stohasti¢ka, promjenjive amplitude. Cesto se
harmonijski prikaz opterecenja koristi pri provodenju eksperimentalnih ispitivanja. U usporedbi
s harmonijskim opterec¢enjem, stohasticko optere¢enje moze biti manje predvidljivo, ali takoder

moze biti manje Stetno za materijale zbog variranja ciklickog optereéenja tijekom vremena. [2]-

[5].

¢ /\\/ .

Slika 5. Dinami¢ko naprezanje: a) harmonijsko, b) nepravilne amplitude [5]

Pri prora¢unu konstrukcija periodicka dinamicka opterecenja najcesce se aproksimiraju s
harmonijskim dinamic¢kim optere¢enjem, uz uvjet da amplituda i srednje naprezanje ostaju
konstantni tijekom vremena. Izrazi koristeni za raGunanje stvarnog naprezanja vrijede i za

inZenjersko naprezanje S.

Raspon naprezanja jednak je dvostrukoj amplitudi ili razlici najveceg i najmanjeg
naprezanja:

0, =Ac =0, —Onn|=2-0,. (2.5)

Fakultet strojarstva i brodogradnje



Igor Ciganovié Diplomski rad

Amplituda naprezanja jednaka je polovici raspona naprezanja:

O max ~ Omin

2

o, =

O-r
==t (2.6)

Srednje naprezanje jednako je srednjoj vrijednosti izmedu najveéeg i najmanjeg

naprezanja:
o, = Omax + Oin (2.7)
2
Odnos grani¢nih naprezanja jednak je omjeru najmanjeg 1 najveceg naprezanja:
R = Znin_ (2.8)
o

Harmonijsko ciklicko naprezanje odredeno je odnosom grani¢nih naprezanja R
1 srednjom vrijedno$¢u naprezanja. Odnos grani¢nih naprezanja odredeno je granicama -
1<R<1. Najjednostavniji oblik promjenjivog, dinamickog optere¢enja je kada je naprezanje
¢isto naizmjeni¢no, slu¢aj R=-1. Takvo naprezanje obuhvaca i vla¢no i tlatno podrucje s

jednakim apsolutnim vrijednostima. Slika 6. prikazuje slucajeve za razlicite vrijednosti R.

o NAIZMJENICNO | ISTOSMJERNO | STATICKO
GsTo | i fiETo: - |
| | O, | |
| ! I ! =
| ! | | max  min
: max : } : —
max | : ; :
R e all ! o.=0 !
O I 7 /\ E min l E
l [ﬁ o =0 1 | t
&, | A |
| |
GI'HN'I : i } i maf min
: O | } |
| e o 1 |
| | max | |
: | ; |
: : } max :
R=-1 ! -1<R<0 : R=0 ! 0<R<1 : R=1

Slika 6. Slu¢ajevi harmonijskog ciklickog naprezanja ovisni o vremenu [6]
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2.2. S-N metoda

Metoda se temelji na pretpostavci da je zivotni vijek materijala odreden rasponom naprezanja
koji se na njega primjenjuje te da postoji odnos izmedu raspona naprezanja i broja ciklusa do
otkaza. S-N metoda ukljucuje graficki prikaz raspona naprezanja prema broju ciklusa do otkaza
na logaritamskoj skali, §to rezultira nastankom pojedine S-N krivulje. Ta se krivulja moze
koristiti za procjenu Zivotnog vijeka materijala za odgovarajuci raspon naprezanja. Valjano je i
navesti kako je S-N metoda temeljena na statistickim podacima pa tako ne uzima u obzir sve
¢imbenike koji mogu utjecati na zivotni vijek materijala, poput svojstava materijala, uvjeta
opterecenja i utjecaja okoline. Stoga je potrebno Koristiti i druge metode poput analize loma
mehanike (mjerenje dimenzija pukotine u materijalu te vrijednosti i utjecaja svih naprezanja
kojima je materijal izloZzen), kako bi se procijenila sigurnosti te pouzdanost strojnih

konstrukcija. Metoda se provodi u nekoliko koraka:

1. Priprema dovoljnog broja uzoraka koji bi trebali biti reprezentativni za materijal i uvjete
opterecenja koji se Zele ispitati.

2. Materijal se podvrgava ciklickom optere¢enju pod kontroliranim uvjetima dok se ne
dogodi lom ili puknuce. Opterecenje se postupno povecava i smanjuje u amplitudama,
a vrijeme, koje je potrebno za izvodenje ciklusa, se mjeri.

3. Tijekom ispitivanja materijala se biljeze podaci o optereCenju (npr. naprezanje, sila),
broju ciklusa opterec¢enja i vremenu koje je proteklo prije nego Sto se dogodio lom. Ti
se podaci potom Koriste za izradu odgovarajuée S-N krivulje.

4. Nakon prikupljanja podataka, izraduje se graficki prikaz S-N krivulje (Wdohlerov
dijagram), prikazivanjem broja ciklusa do loma (N) kao funkcije amplitude naprezanja
(S). Za svaki se pojedini uzorak zapisuje broj ciklusa N pri kojem je doslo do pukotine
ili do loma. Smanjenje amplitude naprezanja provodi se sve do trenutka kada se uzorak
ne lomi iako je izdrzao veliki broj grani¢nih ciklusa. Krivulju kroz tocke je moguce

opisati izrazom:

S, =S -(N,), (2.9)

gdje je S't koeficijent zamorne ¢vrstoCe, b eksponent zamorne cCvrstoce, Sa amplituda
naprezanja, a Nr broj ciklusa do loma. Izraz vrijedi samo za slucaju R=-1, odnosno ¢isti

naizmjenican slucaj.
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| --0--S-N krivulja

Amplituda naprezanja S,,q), MPa
s

il e BRI o)

(5:=055,

Brojciklusa do loma N,

Slika 7. S-N krivulja za €eli¢ni materijal [5]

Karakteristican je prijelaz nagiba krivulje u horizontalu (konstantnu vrijednost) pri
izjednacavanju vrijednosti amplitude s polovi¢nom vrijedno$¢u vlaéne ¢vrstoc¢e. Upravo je taj
dio jednak vrijednosti trajne dinamicke ¢vrstoce (kada je R = -1, odnosno srednje naprezanje je
jednako nuli). Takoder, primjena S-N krivulje, odnosno dijagrama, za slucaj stohastickog
opterecenja materijala promatranog objekta, se svodi na primjenu za svaki ciklus zasebno. Kako
amplituda kod stohastiCkog slu¢aja nije konstanta, potrebno je stvoriti povijest naprezanja te
signalu, koji je podijeljen u cikluse, odrediti i pridruziti odgovaraju¢e skupine konstantnih
amplituda.

Kod stohastickog opterecenja, uz dovoljno dugu povijest naprezanja, moze se
takvo optereéenje smatrati periodi¢kim. Na Slici 8. prikazana je povijest naprezanja za ve¢
sredeno stohasti¢ko opterecenje. Signal naprezanja u vremenu razvrstan je po ciklusima, gdje

je svaki ciklus odreden pripadaju¢om konstantnom amplitudom naprezanja. [4],[5].

10
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Slika 8. Povijest naprezanja s razvrstanim ciklusima konstantnih amplituda [4]

Ostecenje uzrokovano jednim ciklusom definirano je izrazom:

1
D=—, 2.10
N (2.10)

gdje je N broj ponavljanja istog ciklusa tj. srednji Zivot do loma.

Svaki ciklus ima pripadaju¢e akumulirano oStecenje koje je proporcionalno broju
ciklusa do loma N¢ pri konstantnoj amplitudi Sa.. Ostecenje uzrokovano za vise razli¢itih n

ciklusa je:

| (2.11)

Akumulirano (nakupljeno) oSte¢enje uslijed dinamic¢kog opterecenja s promjenjivom
amplitudom prikazano je izrazom:
o n, n

n n
Dy =) ~=—L+—2 4+,
it N N Np Ny, (2.12)

gdje je Duk ukupno akumulirano ostecenje, N je broj ciklusa odredeno iz S-N krivulje, a n; je
ukupan broj ciklusa pri konstantnoj amplitudi naprezanja Sai . Izrazom (2.12) je matematicki
opisano Palmgren-Minerovo pravilo. Prema opisanom pravilu do loma dolazi kada zbroj
omjera bude ve¢i ili jednak 1. Kako bi se Palmgren-Minerovo pravilo moglo primijeniti
potrebno je slozeni ciklus promjenjive amplitude rastaviti na jednostavnije cikluse konstantne

amplitude [2]-[5].

11
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3. Metode brojanja ciklusa

Povijest naprezanja Cesto je nepravilna i moZze biti stohasticka ili periodicka.
Medutim, za primjenu Palmgren-Minerovog pravila, koje je objasnjeno u poglavlju 2., potrebno
je pojednostaviti takvu slozenu povijest naprezanja tako da se mogu prebrojati sve promjene
tijekom trajanja signala. ASTM norma pruza nekoliko metoda za sazimanje slozene povijesti
naprezanja. Metode brojanja ciklusa omogucuju identificiranje broja pojavljivanja ciklusa

odredenog raspona naprezanja za slozenu povijest naprezanja slu¢ajnog signala.

Kako bi se povijest naprezanja mogla analizirati, potrebno je znati krajnje tocke, tj.

lokalne ekstreme. Uzimaju se u obzir samo vrhovi i udoline, a odbacuju se tocke koje su izmedu

[31.[51.[7].

3.1. Rainflow metoda za ponavljajucu povijest naprezanja

Za ponavljajuci ciklus (povijest naprezanja) se pretpostavlja da predstavlja period nekog duljeg
signala, tj. da se ponavlja u vremenu. Buduc¢i da se ciklusi u praksi, koliko god bili kompleksni
redovito ponavljaju, prorac¢un zamora moze se provesti pojednostavljenom Rainflow metodom
[3]. Ova metoda naziva se jo§ metoda triju uzastopnih tocaka, te je jedna od poznatijih Rainflow
metoda. Povijest naprezanja rasporedi se tako da brojanje po¢ne s najvi§im vrhom ili najnizom
udolinom. TrazZe se zatvoreni ciklusi te se briSu iz dijagrama i zapisuju u tablicu, sve dok ne
ostane nijedan. Svi rasponi broje se kao puni ciklusi, i svi rasponi odgovaraju zatvorenoj krivulji

histereze, tj. ¢ine zatvorene trokute.

X predstavlja raspon koji se razmatra, a Y prethodni raspon susjedan rasponu X. Kada je X >
Y, tada se prethodni raspon smatra punim ciklusom. Ako ciklus nije izbrojan, onda treba

provjeriti sljedeca 4 vrha, sve dok se ne dode do punog ciklusa. [7]
Na primjeru slike 9. pokazano je brojanje ciklusa prema ASTM normi [7]:
Y=E-F, X=F-G, X>Y, E-F s tockom F, koja se nalazi na dijelu F-G, zatvaraju trokut te se broji

kao puni ciklus, i to¢ke E 1 F se odbacuju. Brojanje se zaustavlja kada se odrede svi puni ciklusi
u signalu (E-F-E', A-B-A', H-C-H' i D-G-D).

12
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Slika 9. Primjer Rainflow metode za ponavljajucu povijest naprezanja [3]
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4. Slucajan signal

Procesi se mogu podijeliti u dvije grupe, a to su: deterministicki ili stohasti¢ni procesi.
Klasi¢an primjer deterministi¢kog signala je sinusna funkcija. Za razliku od deterministickih
signala, stohastickim signalima nije moguce predvidjeti buduc¢a stanja. Kao primjer jednog
stohastickog signala moze se uzeti proces pomicanja tla prouzrokovanog potresom. U okviru
ovog diplomskog rada uzeto je kao pretpostavka da je stohasti¢ki proces s kojim se radi

Gaussovski, stacionaran 1 ergodican .

Za stohasticki signal kaze se da je stacionaran onda kada njegove statisticke

karakteristike ostaju konstantne u vremenu.

Za stohasticki signal kazemo da je ergodican onda kada mu statisticko mjerenje za
svaki uzorak predstavlja statisticko mjerenje za bilo koji drugi uzorak. Drugim rije¢ima moze
se iskoristiti samo jedan uzorak kako bi se izraCunale statisticke vrijednosti od interesa, a ne
treba se mjeriti na viSe razli¢itih uzoraka. Moze se re¢i da ako je signal stacionaran da je i
ergodican [2]-[4].

4.1. Statisticka parametrizacija Gaussovske distribucije

Slucajna varijabla je veli¢ina ¢ija se trenutna vrijednost ne moze predvidjeti. Ako ima
normalnu distribuciju, naziva se normalna devijacija i moze se objasniti pomoc¢u centralnog
grani¢nog teorema. Kada se zbroj velikog broja nezavisnih slucajnih varijabli normalizira, tezi
asimptotski normalnoj ili Gaussovoj distribuciji. Opceniti oblik funkcije gustoce vjerojatnosti
za sluCajne varijable u rasponu od {—oo, +o0} je poznat kao generalizirana slucajna varijabla

[3],[10],[11].

, (4.1)

4 > ocekivana raspodjela

o : standardna devijacija
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Aritmeticka sredina uzoraka, oznacava se sa x , definirana je kao zbroj vrijednosti

uzoraka podijeljenih s ukupnim brojem uzoraka.

= N . (4.2)

Varijanca se definira kao ocekivanje kvadratne devijacije slucajne varijable xi od

srednje vrijednosti odnosno daje nam informaciju koliko skup brojeva odstupa od prosjeka.
N
Var(x)=o :LZ 1 [(xi—x)z+(x2—i)2+...+(xN—X)z] (4.3)

Standardna devijacija je mjera broja varijacija ili rasipanje skupa vrijednosti.

o = Var(x) FJN 12 x)z:\/Ni_l[(xl-x)z+(x2-x)2+...+(xN-x)z].

i=1

(4.4)

Efektivna vrijednost RMS (eng. root mean square) skupa vrijednosti je Kkorijen
kvadrata aritmeticke sredine za vrijednosti X', U slu¢aju kada su skupovi od N uzoraka, RMS je

odreden relacijom

1 N
Xpms = _inz : (4-5)

Za Gaussovski slu¢ajni signal s nultom srednjom vrijednosti 1 dovoljno dugim
trajanjem, vrijednosti 6 1 xgyg su priblizno jednake, a aritmeticka srednja vrijednost naprezanja

iz izraza (4.2) je jednaka nuli.

Faktor asimetrije predstavlja mjeru odstupanja raspodjele slu¢ajne varijable oko njene
srednje vrijednosti. Ova mjera moze biti pozitivna, negativna, nula ili nedefinirana, a naziva se
1 koeficijent iskrivljenosti. Ako se radi o normalnoj distribuciji ili bilo kojoj savrSeno
simetri¢noj distribuciji, faktor asimetrije jednak je nuli. Formula za izracun faktora asimetrije

se koristi u statistici 1 pomaze u odredivanju oblika i svojstava distribucije slu€ajne varijable.
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1< 1 \3 3 N3
N (% =X) + (X, =X) +...4(X, =X
s Mssz P L6 =%) (%) 4 (6, %) @
M 2 13 1 = o -
( [\/NZ j {\/N[(xi—x)2+(x2—x)2+...+(xN—X)ZU
i=1
gdje su Mz i M3 drugi i treéi statisticki centralni momenti. Opéi izraz za n-ti statisticki
centralni momenat glasi
1 N

|:1

Faktor zaSiljenosti ili kurtoza je mjera oblika raspodjele vjerojatnosti koja opisuje
vr$nu vrijednost krivulje raspodjele. On odreduje stupanj zaSiljenosti oko vrha krivulje
raspodjele 1 moZe biti pozitivan, nula ili negativan. Faktor zaSiljenosti se moZe izracunati kao
normalizirani Cetvrti centralni moment raspodjele. Ukratko, kurtoza se koristi za opisivanje
oblika distribucije vjerojatnosti, a visoka vrijednost kurtoze ukazuje na vecu zaSiljenost

distribucije.

= i _ N cee | (4l8)

Ako je vrijednost faktora zaSiljenosti manja od 3, to ukazuje na to da je krivulja
raspodjele vjerojatnosti (PDF) ravnija nego $to je to uobicajeno. Ako je faktor zaSiljenosti
jednak 3, to ukazuje na to da je raspodjela normalna. Ako je faktor zasiljenosti ve¢i od 3, to

ukazuje na to da je krivulja raspodjele vjerojatnosti (PDF) zaostrenija od normalne.

Ako je uzorak podataka Gaussovski, tada je vrijednost kurtoze jednaka 3. Prekoracenje

faktora zasiljenosti ( kurtoze ) dano je izrazom

Ky=Kk—3. (4.9)

Faktor vrha je uobicajena mjera u analizi signala koja se odnosi na omjer maksimalne
apsolutne vrijednosti uzorka signala i njegove RMS vrijednosti. On pokazuje koliko su vrhovi
signala ekstremni. Ako se promatra signal s nultom srednjom vrijednosti, tada se faktor vrha

moze izraziti preko izraza

16

Fakultet strojarstva i brodogradnje



Igor Ciganovié Diplomski rad

¢, - mexixl} (4.10)
XRMS

Faktor vrha bitno je svojstvo signala, s obzirom da ukazuje koliko je Siljasta krivulja

normalne raspodjele.

Ako se analizira postojeci slucajni signal, njegova aritmetiCka srednja vrijednost
naprezanja i faktor asimetrije trebali bi biti blizu nule, a kurtoza bi trebala biti oko 3, dok bi
faktor vrha trebao biti ve¢i od 4. Ako je signal takav, moZze se smatrati statisticki relevantnim i

dovoljno dugim da se smatra normalnim/Gaussovskim signalom.

4.2. Spektralna gustoca snage -PSD

PSD -(eng. Power Spectral Density)

e P-(eng. Power —snaga )- kvantificira u kojoj mjeri doprinosi svaka frekvencija
e S-(eng.Spectral — spektralna ) -oznacava da se radi u frekvencijskoj domeni
e D-( eng.Density — gustoca ) oznacava doprinos snage signala na odredenoj frekvenciji
u odredenom frekvencijskom rasponu
Svaki se signal iz vremenske domene moze prevesti u frekvencijsku domenu koristeci
Fourierovu transformaciju. Primjenom Fourierove transformacije svaki se slozeni signal

razlaze na viSe pojedina¢nih sinusnih funkcija koje ga tvore [11].

ANAW
\/

JAYVANYAWPANFANYAY — [\M/\m
T / \/VV\} \/\"”J

Slika 10. Razlaganje sloZenog signala [11]

Svaka sinusna funkcija opisana je pomocu tri karakteristicne veli¢ine:
e Amplituda
e Frekvencija
o Faza
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Amplituda 4

|
VERV.

Frekvencija ¢

-

Faza P
Slika 11. Karakteristi¢ne veli¢ine sinusne funkcije [12]

Ukoliko se radi o deterministiCkom signalu, primjenom Fourierove transformacije

signal se moze prikazati u frekvencijskoj domeni kao sto prikazuje Slika 12.

-
T

Amplituda

| h
1 3 5 7 9
Frekvencija

Slika 12. Prikaz deterministi¢kog signala u frekvencijskoj domeni [12]

Ako se radi sa stohasti¢kim signalom, da bi se isti prikazao u frekvencijskoj domeni
potrebno je stvoriti PSD dijagram. Taj dijagram na ordinatnoj osi ima umjesto amplitude kao
Sto je to slucaj kod deterministickog signala amplitudu varijable na kvadrat podijeljenu sa

frekvencijskom razluc¢ivoscéu.

Sesp () =——, (4.11)
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Gdje je:

|FFT]: apsolutna vrijednost kompleksne amplitude originalnog signala na odredenoj

frekvenciji

Af: frekvencijska razluéivost

o
2

FHHHT

g’Hz |

1E4

1E5 T T O B VI T T T L1 T N L1 1
0 20 0 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

Slika 13. Prikaz stohasti¢kog signala u frekvencijskoj domeni[12]
PSD dijagram je Cest nacin prikaza rezultata Fourierove transformacije u inzenjerskoj

praksi. Na taj se na¢in prikazuju razine snage signala u odnosu na frekvenciju i moze se Koristiti

za odredivanje frekvencija od interesa [13].

Vazno svojstvo PSD dijagrama je da povrsina ispod dijagrama odgovara korijenu

RMS-a signala kao $to prikazuje Slika 14.

|

Snaga

| x | Frekvencija

Slika 14. Matemati¢ka interpretacija povrsine ispod grafa PSD-a [13]
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4.3. Spektralni parametri

U vremenskoj domeni povijest naprezanja funkcija je vremena. Prednost RFC metode
je moguénost primjene Palmgren-Minerovog pravila. Standardan RFC algoritam koristi se radi
procjene ukupne kumulativne Stete Drrc 1 odgovarajuceg broja ciklusa do loma Nrrc. Relacije

za RFC primjenom Palmgren-Minerovog zapisa [4] glase

LN 1
Drec I:Sh (t):l = ZN_I = Nigee = D— = Tec =t Nirec
i=1 Ng RFC : (4.12a-c)

gdje je Tiwrec vrijeme do loma. Uvedeno je ukupno vrijeme trajanja analize ponavljajuteg

procesa naprezanja tmax.

Stohasticko opterecenje tj. naprezanje slucajnog procesa u frekvencijskoj domeni
definirano je pripadaju¢om spektralnom gustoCom snage naprezanja Sesp(f), gdje je f
frekvencija izrazena u Hz. StatistiCke karakteristike stacionarnog procesa mogu biti opisane
spektralnim momentima PSD-a. Generalizirani oblik za n-ti spektralni moment mp, i

odgovarajuca efektivna vrijednost tj. standardna devijacija, prikazane su sljede¢im izrazima:

fmax —>® max

Frnax =
m, = '[ fnSPSD(f)df’ SRmsz\/ J. SPSD(f)df =\/m_o
0

0 , (4.13a-b)

gdje je Srms efektivna vrijednost nultog spektralnog momenta mo prikazana kao funkcija
sirokopojasne frekvencije. Spsp(f) uobicajeno je definiran mjernom jedinicom MPa?/Hz.

Nadalje, tipi¢ne spektralne statisticke veli¢ine glase:

E[O]:\/%’ E[P]=\/::‘2‘, 7(03731)=%, A(0<a<1)= -7

(4.14)

gdje je E[0] o¢ekivani broj gore usmjerenih nistica po sekundi, E[P] o¢ekivani broj vrhova po
sekundi, y faktor nepravilnosti, a A parametar spektralne Sirine pojasa. Za idealni uskopojasni
proces (Narrow-Band), y tezi prema 1, dok za Sirokopojasne procese y je jednak nuli. S obzirom

da su svi spektralni parametri iz jednadzbe (4.14) realne i pozitivne skalarne vrijednosti, granice
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od y i 4 su uvijek izmedu 0 i 1, buduéi da je E[P]>E[0] [9], [3]. Iz opéenitog spektralnog

momenta mn, dobija se odgovarajuci bezdimenzijski spektralni parametar on:

=y, (4.15a-c)

gdje 0 = a1 1 a2 =7y su specijalni slucajevi dobiveni iz bezdimenzijskog spektralnog parametra
an za n = 1 odnosno n = 2. Osteenje po sekundi, tj. intenzitet oSteCenja, broj ciklusa do
zamornog loma i pripadajuée vrijeme do zamornog loma u frekvencijskoj domeni dane su

relacijama:

Deoe

E[P]% . 1
|:p(PDF) (Sr):| = [ ]JS p(PDF) (Sr>dsr = NfPDF :D_ = TfPDF :tmafoPDF’ (4.16a—c)
0

' r
max B rf PDF

gdje je tmax Ukupno maksimalno vrijeme ponavljajuceg referentnog signala, B', spektralni

eksponent zamorne ¢vrstoce iskazan u mjernoj jedinici MPa™, a peor je funkcija gustoce
vjerojatnosti u mjernim jedinicama 1/MPa. Inverzni negativni Basquinov eksponent m je

bezdimenzijski parametar i definiran je izrazom m=—b™. Izraz za radunanje integrala glasi

Tom D E[P
on (8= 87 (585, = 2= EFLy ). @17

5. Priblizna Dirlikova spektralna metoda

5.1. Dirlik

Najkoristenija spektralna metoda je upravo Dirlikova metoda. Ta se metoda sastoji od
tri vrste raspodjela, a to su: eksponencijalna i dvije Rayleigh-eve funkcije gustoce

vjerojatnosti.[14]

Izraz za Dirlikov priblizni PDF glasi:

eksponencijalno Rayleigh/NB Rayleigh/NB
—N—
47 _72 _72

1 | e
2ym, | S

Z=—"— = p,(2)= +%92R2+Dgze2 , (5.1)
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Z: normalizirani raspon naprezanja

D,,R, D,, D5 definiraju se izrazima:

_ _ 2 _ _ 2
0y gor20)=0° 1 y(29)-DF y p p,. (s.204)

D, =2 . R= ,
AT 1-7,-D+DZ" *  R-R

U jednadzbama (5.2a-d) valja primijetiti da su koeficijenti ovisni 0 J i y, odnosno jednadzbe

(4.17). Intenzitet ostecenja D/tmax definira se kao:

Dy, _ E[
==

P]JsrmpDr(Sr)dSr: IDr(Sr) = NfDr:_ = TfDr:t
f 0

max

Integral iz jednadzbe (5.3) se pise kao

eksponencijalno Rayleigh/NB

|Dr(sr)=zsrmpm(sr)dsr=(Jﬁo)m @j D1m+1r(1+m)+(J§)m(D2|R|m+Da)r(1+%j (5.4)

Kumulativni integral i pripadaju¢e akumulirano ostecenje dobivaju se odredivanjem

granica integracije u vrijednosti raspona naprezanja Sy

eksponencijalno

S [gj Dl””“r[1+m,5DZSr ]+
T m m
I;r(sr):jsrm pDr(S )dS ZIDF(SF)_(\/HTU) Rayleigh/NB l 0
0
m m m S2 m S?
8] |D,|R| T 1+—,— D,I'1+—,—
_+(\/_) [ o[R| [+2 8R2m0j+ 3 [+2 8moﬂ_ (5.5)
D;, _ E[P]
—Dr _ 1€ (S.). 5.6
tmax B'rf D’( r) ( )

Kako ova metoda nije teorijski potkrijepljena, dobiveni rezultati uzimaju se kao aproksimativni
[10].

22

Fakultet strojarstva i brodogradnje



Igor Ciganovi¢ Diplomski rad

6. Modalna analiza

6.1. Modalna analiza op¢enito

Vibracije se mogu podijeliti u dvije skupine, a to su slobodne vibracije i prisilne
vibracije koje se potom dijele u ovisnosti o postojanju prigu$nog elementa U sustavu na

prigusene i neprigusene kao $to i prikazuje Slika 15.

Slobodne <

Neprigusene

Vibracije

Prigusene

Slika 15. Tipovi vibracija

Ukoliko nema vanjske sile koja djeluje na sustav, sustav moze slobodno vibrirati.

Gibanje sustava moze biti zapoceto zbog pocetnog kratkotrajnog poremecaja.

X
k |"
k*x mix
m “— m  e—

TR

Slika 16. NepriguSeni sustav s jednim stupnjem slobode

Iz nepriguSenog sustava s jednim stupnjem slobode gibanja koji prikazuje Slika 16.

moze Se izvesti konacni izraz za vlastitu kruznu frekvenciju sustava koja glasi

2 Y . (61)
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Gdje su:
k: krutost sustava, N/m

m: masa sustava, kg

Prema definiciji, vlastita kruzna frekvencija je vrijednost frekvencije na kojoj tijelo
vibrira kada je pobudeno iz ravnoteze ( npr. kratkotrajni udarac). Nadalje vazno je za zapamtiti
da svaki sustav koji vibrira moze imati beskonac¢no vlastitih kruznih frekvencija i ovisi samo o

krutosti sustava i masi.

Modalna analiza ( naziva se jo$ i problem vlastitih vrijednosti ) je matematicki pristup
pronalaska vlastitih kruznih frekvencija sustava. Za svaku vlastitu kruznu frekvenciju mogu se
pronaci tzv. forme vibriranja koje predstavljaju oblik deformacije u tijelu na razli¢itim vlastitim

kruznim frekvencijama.

U programskom paketu Abaqus postoje nekolicina tzv. rjeSavaca ( eng. solvera ) Koji

se koriste u modalnoj analizi za pronalazak vlastitih kruznih frekvencija.

Slika 17. Najpoznatiji rjeSavaci u programskom paketu Abaqus
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6.2. Matematicki pregled modalne analize

2

Cril ke R A
% . .. . O
Tx"’ x"’ -r”
7 0 0

i ik €% = X)X, - X,)

.E

X-X;) hylx-xy)

Fi(n]

O

=t

oy kx

s

b)

Slika 18. Sustav s n-stupnjeva slobode gibanja (prilagodeno iz [14])

Za sustav s n stupnjeva slobode gibanja dan je matematicki opis modalne analize.

Nakon oslobadanja tijela veza dobije sustav se n jednadzbi koje se onda mogu

formirati u matri¢nu jednadzbu gibanja

M(t)+Cx(t)+Kx(t)=F(t) . (6.2)

Gdje je:

M:globalna matrica masa
C:globalna matrica prigusenja
K:globalna matrica krutosti

F:vektor uzbudne sile

x:vektor pomaka masa m,, m,, ...m,
x:vektor brzina masa m,, m,,...m,

X:vektor akceleracija masa mq,m,,...my,
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m O 0 0
0 m, 0 0
M=| : R 2ol (6.3)
m., O
| Sim. 0 m,|
[c,+c, —C, 0 0 |
-C, C,+C, 0 0
C=| : : : : (6.4)
C,,+C, C,
| Sim —C, Co+Co |
k,+k, -k, 0 0 |
-k, kK, +k, 0 0
K=| : : : (6.5)
K, ,+K, -k,
| Sim -k, Ky +Ko |
% (t)
- (66)
X, ()
(1)
0
F=l . | (6.7)
0

Vlastite kruzne frekvencije w,,y neprigusenog sustava s n-stupnjeva slobode mogu se
dobiti analiti¢ki rjesavanjem klasi¢nog problema svojstvenih vrijednosti koji je dan izrazom
it |

(6.8). Pretpostavlja se rjeSenje u harmonijskom obliku X(t) =Xx,e sila uzbude u

harmonijskom obliku F(t) = F,e'".

K-(@, )’ M ]x(t) =0. (6.8.)
[K-(@,0)"M ]
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IzraCunate vrijednosti vlastitih kruznih frekvencija koristiti ¢e se za formiranje
normaliziranog vektora formi vibriranja x,,, te iz toga matrice @ koju nazivamo normalizirana

modalna matrica formi vibriranja

XOl,n (a)n,N ) XOl,n (a)nl) XOl,n (a)nz) e XOl,n (a)nN )
Xoz,n (@, Xy, - (@ X, (o e %o (o

xon(ap)z| 2O | | Xen () o) Xanlom) | g )
XON,n(wn,N) XON,n(a)nl) XON,n(a)nz) XON,n(a)nN)

Mnozenjem normalizirane i transponirane modalne matrice formi vibriranja globalne
matrice mase i ponovno normalizirane modalne matrice formi vibriranja dobiva se modalna

matrica masa Mgy, te iz toga modalna transformacijska matrica masa @, .

[ XOl,n (a)nl) XOl,n (a)nz) . XOl,n (a)nN ) ]
\/(m¢)1,1 \/(m¢)2,2 \’(mqﬁ)N,N
(m,) 0 0 0
g " (m ) 0 0 Xo2.n (a)nl) Xo2.n (a)nz) . Xo2.n (a)nN ) (6 10)
Mg, =@ M = 0 ¢(>)2,2 0 >0, = \/(m¢)1,1 \/(m¢)z,z \[(mqﬁ)N,N
0 0 0 (M) 5 : ; :
XON,n(a)nl) XON,n(a)nz) X()N,n(a)nN)
L \/(m¢)1,1 \/(m¢)2,2 \/(m¢)N,N i
MnozZenjem globalnih matrica mase, prigusenja 1 Kkrutosti sa modalnom

transformacijskom matricom mase u nastavku vrsi se modalna transformacija. Time se dobiva:

Modalna matrica mase

1000
. 010 0
Me=0'y M, =| = . |=diag.[1]=1. (6.11)
000 1

Modalna matrica prigusenja

o, 0 0 0
0 dw, 0
0 0 .
0 0 0 S yo,

Co(ly) =D ,, CD,, =2 =diag.[2{ @ ]=¢ (6.12)
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Modalna matrica krutosti

=diag.[ m,,’ |=Q (6.13)

Moze se primijetiti da su nove transformirane modalne matrice u dijagonalnoj formi
koja znatno olakSava racunanje. Nadalje mnoZenjem vektora amplituda sila F, s modalnom

transformacijskom matricom mase @, dobiva se modalni vektor sila Fy,. Nakon toga formira

se modalni vektor pomaka y, prema izrazu (6.14 b). Za potrebe proracuna u sklopu ovog
diplomskog rada za omjer prigusenja { uzeto je 5%. Konacno izvrSava se transformacija
modalnog vektora pomaka pomocu modalne transformacijske matrice masa ®; u vektor

amplituda pomaka u stvarnim koordinatama x, prema izrazu (6.14 c) [15].

yOl XOl
T Yoo .2 . -1 X2
Fo=®y'FpYo=| " |=[(Q°1+(Q)+Q] Fy=x,=| T |=d,y, (6.14a-C)

yON XO N

6.3. Hadamardov produkt matrica

Neka su zadane matrice A i B dimenzija m x n, gdje im je m broj redaka, a n broj

stupaca.
all alZ a13 al4 bll b12 b13 b14
A: a21 a'22 a23 a'24 B: bZl b22 b23 b24 ' (615)
a‘31 a32 a33 a34 b31 b32 b33 b34
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Hadamardov produkt matrica A i B je nova matrica C koja je takoder dimenzija m X
n, ¢iji se ¢lanovi dobivaju mnozenjem odgovaraju¢ih ¢lanova. Oznaka Hadamardovog

mnozenja je ,,© .

C=AOB (6.16.)

a‘11 alZ a13 a14 bll b12 b13 b14 allbll a12 b12 a‘13b13 al4bl4
a‘21 a22 a23 a'24 O bZl b22 b23 b24 = aZlel a22b22 a23b23 a24bZ4 (617)
a‘31 a‘32 a33 a‘34 b31 b32 b33 b34 a31b31 a32b32 a33b33 a34b34

Za matrice razli¢itih dimenzija Hadamardov produkt je nedefiniran.

Pored navedenog u okviru ovog rada koriStena je i operacija Hadamardovog dijeljenja.

Takoder je vazno da su matrice istih dimenzija, tako su za primjer ponovno uzete matrice A i
B iz izraza (6.15). Rezultat Hadamardovog dijeljenja je matrica C istih dimenzija kao matrice
A i B dobivena dijeljenjem odgovarajué¢ih ¢lanova. Oznaka Hadamardovog mnozenja je ,, @ .

[17].

C=A0B (6.18.)

all a12 alS a'14 bll b12 b13 b14 all/ bll a12/b12 a13/ b13 a14/bl4
a21 a‘22 a23 a24 % b21 b22 b23 b24 = aZl/ b21 a‘22/b22 a23/ b23 a24/ b24 (619)
a‘31 a'32 a33 a‘34 b31 b32 b33 b34 a3l/ b31 a'32/b32 a33/ b33 a‘34/b34
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7. Programski paketi

7.1. Abaqus

Abaqus je programski paket za numericko rjeSavanje problema mehanike i ¢vrstoce
konstrukcija. Razvijen je od strane tvrtke Dassault Systemes Simulia Corp. i koristi se u
industriji i akademskim istrazivanjima diljem svijeta. Abaqus nudi mnoge moguénosti za
modeliranje materijala i struktura, ukljucuju¢i linearnu 1 nelinearnu analizu, dinamicku analizu,
analizu loma, analizu vibracija i termomehanic¢ku analizu. Abaqus takoder nudi niz dodatnih
modula koji proSiruju moguénosti programa. Primjerice, modul za modeliranje kompozitnih
materijala i modul za simulaciju teku¢ina. Kada se model izradi, moguce je provesti analizu
koriste¢i razli¢ite metode, poput kona¢nih elemenata ili metoda konacnih razlika. Abaqus
takoder nudi moguénosti za optimizaciju modela i za vizualizaciju rezultata analize. Abaqus se
koristi u mnogim industrijama, ukljucujuéi inZenjerstvo, proizvodnju, naftnu industriju,
geotehnicko inzenjerstvo, medicinu i mnoge druge. Koristi se 1 u akademskim istrazivanjima,

poput istrazivanja materijala, inZenjerskih simulacija i biomehanike.
7.2. FE-Safe

FE-Safe je programski paket za procjenu trajnosti, pouzdanosti materijala i
konstrukcija. Razvijen je od strane tvrtke Dassault Systemes Simulia Corp., koristi se u
industriji i akademskim istrazivanjima diljem svijeta. ISti omogucuje analizu ponaSanja
materijala i konstrukcija pod razliitim uvjetima opterecenja, ukljucujuci ciklicko opterecenje,
vibracije 1 termomehanicke uvjete. Takoder nudi moguénosti za analizu utjecaja razlicitih
procesa proizvodnje na trajnost materijala. Osnovna ideja FE-Safe je da analiza trajnosti i
pouzdanosti na procjeni mjesnog naprezanja materijala pod razli¢itim uvjetima opterecenja. Za
to se koristi metoda kona¢nih elemenata. FE-Safe nudi moguénosti procjene trajnosti materijala
i konstrukcija, odnosno predvidanje vremena do pojave zamora materijala i otkaza konstrukcije.
Takoder nudi moguénosti za optimizaciju materijala i konstrukcija u cilju poboljSanja trajnosti
i pouzdanosti. FE-Safe se koristi u mnogim industrijama, ukljucujuci inZenjerstvo, proizvodnju,
naftnu industriju, geotehnic¢ko inzenjerstvo, medicinu i mnoge druge. Koristi se i u akademskim

istrazivanjima, poput istraZivanja materijala, inZzenjerskih simulacija i biomehanike.
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8. Metodologija

8.1. Analiticka metoda

:r Maodalno priguienje —\:
m2 l
Ami |
—3—1 |
z |
S k2 :
- '
|
mi :
I | |
g : |
2 k1 > |
: < |
r i it £ J
________ —

a) b)

Slika 19. Prora¢unski model a) opéi b) prilagodeni

U okviru ovog diplomskog rada razvijena je analiticka metoda za statisti¢ku procjenu
spektralnog zamora. Analiticka metoda razvijena je u programskom paketu MATLab 2017b.
Slika 19.a prikazuje op¢i model s dva stupnja slobode gibanja prema kojem je metoda razvijena.
Slika 19.b prikazuje prilagodeni prora¢unski model u kojem je opruga k, prikazana peko jednog

konac¢nog elementa.

Za potrebe razvoja analiticke metode opruga k, smatrana je kao Stapni konac¢ni
element. Svaki Stap ima svoje karakteristike, a to su modul elasti¢nosti, duljina i povrSina
popre¢nog presjeka. Jedno od svojstava Stapa je njegova aksijalna krutost kojom se opire

promjeni duljine. 1zraz za aksijalnu krutost Stapa

k=DE (8.1)

L,
Gdje su:
A- povriina popre¢nog presijeka m?
E- Youngov modul elasti¢nosti N/m?

Lo~ pocetna duljina Stapa m
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Naprezanje se definira kao omjer aksijalne sile F po presjeku stapa A

s=—. (8.2.)

Sila u opruzi se definira kao umnozak krutosti opruge i relativnog pomaka

F =k, AX. (8.3.

Kombincijom izraza (8.1 - 8.3) i sredivanjem dobija se izraz koji povezuje relativni

pomak i naprezanje.

S=—" AX. (8.4.)
0

Na taj se na¢in nakon provedene modalne analize dobije vektor amplituda pomaka iz
kojeg se potom moze izraCunati naprezanje. Omjer E/L, za potrebe ovog rada nazvan je

korekcijski faktor naprezanja.

Slika 20. prikazuje potrebne korake za izra¢un vremena do loma u frekvencijskoj

domeni u obliku dijagrama toka.

Metoda zapocinje formiranjem matrice mase M, matrice krutosti K, te vektora
uzbudnih sila F, uz predefinirano prigusenje {. Nadalje se odvija modalna analiza koja
zapocinje izraC¢unom vlastitih kruznih frekvencija w,. U narednim koracima izraGunava se
transformacijska matrica @y, pomocu koje se prelazi u modalne koordinate te se na kraju dobiva

vektor amplituda pomaka x,,.

Da bi se iz vektora amplitude pomaka dobila naprezanja potrebno je najprije
vrijednosti naprezanja x,; 1 xg, oduzeti ¢ime se dobija xg. te potom pomnoziti sa

korekcijskim faktorom naprezanja.

F@l '(I)Mll + Fcpz '(Dlvllz

Xo1 = : 8.5.

B 2.4,Q0f-0 2¢,Q 0, -0 (8.5)

X = For" Pz Foo Pz . (8.6.)
? 24,00, -0 2i,Q 0,0

Xorel = Xo1 = %oz - (8.7)
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E
S0:_ 01~ o2/ (8.8.)
I_O(X X52)

Da bi se iz naprezanja dobila prijenosna funkcija potrebno je koristiti Hadamardovo
dijeljenje matrica.

PF=S,0F,. (8.9)

Potom se formira Spgp najprije kvadriranjem prijenosne funkcije, a potom

Hadamardovim mnozenjem matrica sa Fpgp.
Sesp = (PF)? O Fogp - (8.10.)

Frekvencijski raspon Spsp potom se dijeli na n dijelova i koriStenjem trapeznog
pravila izraCunavaju se spektralni momenti m, m; m, i m,. Nadalje se izraCunavaju
spektralni parametri a;ia, te E[P]. S prethodno izracunatim spektralnim parametrima,
odabranom Dirlickovom PDF funkcijom i podacima o materijalu iz S-Nf dijagrama dobije se

kona¢no vrijeme do loma.

Mx (7)+Cx()+Kx(1)=F (1) (7" o
Vrijeme doloma  _ .+
m x| F]
- D, ) EP|T . N
‘A(")u,,\' H K‘J:n H (D I =]] I\Iq:.g } J} q))[ P I:P\mn(‘s-ﬂf B[‘ ]J'S, Hm;‘(s.)dg.
max o+ 0
L 7
X, = Y, F,K,C, M, R
e _.Jman.’:
ey M
] E T _V)H{\’”J
Xora S =Xp 7 PF=S,2 F, —
L, E[P]= |2
\m:
T
mO
. Prijenosna funkcija
3 m
— S PH Ry — m
PSD | D | 1 — 5
(St LY o
— m =3 (Ll s (n-ar m,

Slika 20. Dijagram toka razvijene analiti¢ke metode
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8.2. Numericka metoda

U okviru ovog diplomskog rada osmisljena je numericka metoda za statistiCku
procjenu spektralnog zamora. Metoda je razvijena u kombinaciji programskih paketa Abaqus i
FE-Safe. Slika 21. prikazuje potrebne korake u svakom od prethodno navedenih programa kako
bi se izra¢unalo vrijeme do loma. Radi jednostavnosti prikaz je u obliku dijagrama toka.

PF=S,oF,

FE-Safe
; Abagus
(‘)Jil q B ,
a,, i Vijeme doloma __
. A
@ P Y
-
N S
_ E[P]; o>
PDF m
r '_th(S)J B, '.[S Hm-.(s.](ﬁ
m,
psn 1} o =0= 1
¢ e {in, i,
] iglity
y
[#) o =y
1, Y NJmgh,

] e

S'Hz pgp \m,

k.

* f w2l

a

S

L
4y
i

Slika 21. Dijagram toka za razvijenu numeri¢ku metodu

Postavljanje modela zapocinje u modulu Part izradom geometrije odnosno kocke
dimenzija 1x1x1 koja predstavlja oprugu k, i koja je diskretizirana s jednim kona¢nim
elementom. Nadalje kreirana su u modulu Property materijalna svojstva, a to su modul
elasti¢nosti i poissonov faktor te su geometriji dodijeljena svojstva. Sljedeci korak se nastavlja
u modulu Assembly gdje su izradene tri referentne tocke. Jedna referentna tocka predstavlja

podlogu (ground), druga masu m, tre¢a masu m,.
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Slika 22. Prikaz numeri¢kog modela s pripadnim referentnim to¢kama

Kako referentne tocke ovako izradene nisu spojene s geometrijom ve¢ samo postoje u

prostoru na ru¢no definiranim koordinatama potrebno ih je vezati na geometriju, a to se izraduje

u modulu Interaction naredom Create constraint. Tako se referentna tocka m, preko naredbe

coupling spaja na geometriju, te na isti nacin i tocka m,.

Slika 23. Spajanje referentnih to¢aka sa geometrijom

4> Edit Constraint 2
Name: m1
Type:  Coupling
§ Control points: m1 [y
P Surface: ml [y
Coupling type: O Kinematic
(@ Continuum distributing
O Structural distributing
Constrained degrees of freedom:
M Uur1 (UR2 [ UR3
Weighting method: |Uniform v
Influence radius: @ To outermost point on the region
O Specify:
[ Adjust control points to lie on surface
CsYs (Global) [y A

OK Cancel

U sljedec¢em koraku to¢kama mi m, pridruzuje se masa naredbom inertias.

£ Edit Inertia

Name: m1
Type:  Point Mass/Inertia
Region: ml [}
Magnitude  Damping
Mass

@® Isotropic

O Anisotropic:

Rotary Inertia

[ Specify off-diagonal terms
n:

2

133

Csvs: (Global) [3 L

MNote: Values wil be spplied per point.

oK Cancel

Slika 24. Pridruzivanje mase
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Naredbom springs/dashpots u modulu interactions definira se opruga k, . Odabirom
opcije connect two pairs stvara se izmedu tocaka ground i m; oprugak; sa prethodno

definiranom krutosti.

Slika 25. Kona¢ni prikaz definiranog modela

U modulu Step definirana su tri stepa, a to su: initial (Abaqus ga stvara sam) te ru¢no
definirani fn, dyn_fn. Step-ovi fn i dyn_fn potrebni su za kasniji nastavak rada u programskom
paketu FE-Safe jer isti radi samo s modalnim matricama.

Prvo je potrebno kreirati step fn u kojem ¢e se odvijati modalna analiza odnosno u

kojem ¢e programski paket ra¢unati vlastite kruzne frekvencije.

4% Create Step X

Name: | Step-4
Insert new step after
Initial

dyn_dir

dyn_fn

Procedure type:  Linear perturbation

Buckle A
Complex frequency

Frequency

Modal dynamics

Random response

Response spectrum

Static, Linear perturbation

Steady-state dynamics, Direct v

Continue... Cancel

Slika 26. Kreiranje koraka za izra¢un vlastitih kruzZnih frekvencija
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U stepu fn trazene su dvije svojstvene vrijednosti. U opciji Edit step odabire se solver
Lanczos i broj svojstvenih. U postavkama stepa fn moguce je dodatno definirati minimalnu
frekvenciju i maksimalnu frekvenciju od interesa te se time odreduje raspon u kojem ¢e se

traziti vlastite kruzne frekvencije.

% Edit Step. X

Name: fn

Slika 27. Postavljanje parametara rjeSavaca za izracun vlastitih kruznih frekvencija

Kreiran je u stepu fn Field Output Request gdje je moguce odabrati varijable koje ¢e
Abaqus spremati u .odb file. Odabrani su pomaci U i naprezanja S. Dodatno se postavilo da je
domena odnosno dio geometrije na kojoj ¢e Abaqus pratiti promjene u naprezanjima i
pomacima, opruga k, ( ,kocka*“ u modelu) i da se to odvija kroz cijeli prethodno definirani

frekvencijski raspon.

Slika 28. Odabrane varijable za Field Output

Da bi se mogla provesti modalna analiza u programskom paketu Abaqus morao se
kreirati step fn u kojem se pronalaze svojstvene vrijednosti, a tek nakon step dyn_fn u kojoj se

odvija proces modalne analize ( obrnuti postupak ne funkcionira).
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4% Create Step x

Name:  Step-4
Insert new step after
Initial

fn

dyn_dir

Procedure type: | Linear perturbation

Frequency A
Medal dynamics

Random response

Response spectrum

Static, Linear perturbation

Steady-state dynamics, Direct

Steady-state dynamics, Modal

Steady-state dynamics, Subspace v

Continue... Cancel

Slika 29. Izrada koraka za provedbu modalne analize

U koraku Edit Step postavljen je frekvencijski raspon od interesa izmedu 11 100 Hz te

broj dijelova na koji se dijel taj raspon. U modulu Damping odabrana su oba moda i uneseno

prigusenje 0,05.

4 Edit Step
Name: dyn_fn
Type: Steady-state dynamics, Modal

Bac]| Darmping

Description: | dyn_fn, for zeta = 0.05 --> alphaRy = 2.336056152114079 rad/s, betaRy = 0.000738725818272926 1/rad

Nigeom: Off
Scale: O Logarithmic @ Linear

[] Use eigentrequencies to subdivide each frequency range

Data
Lower u Number 8
Frequency  Frequency  of Points ol
1 1 100 501 1

Mote: Bias applies only when more than 3 points are requested.

oK

Cancel

Slika 30. PdétaVIjahjérﬁr’ekvencijskog raspona
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Name: dyn_fn
Type: Steady-state dynamics, Modal
Basic Damping

Specify damping over ranges of: ® Modes () Frequencies

[ Use direct damping data

Start End Critical
Mode  Mode  Damping Fraction

.,
1 2 0.05

oK Cancel

Slika 31. Postavljanje prigusenja

Dodatno su kreirana cetiri History Outputa. Prvi je nazvan dyn_fn-GPU-GU-Fe-Safe
i u njega se biljeze vrijednosti GPU i GU na opruzi k,. Potom dyn fn S22 u kojem se biljeze
vrijednosti naprezanja u smjeru y osi koja se javljaju u opruzi k,. Te dodatno dyn_fn-U22-m1
i dyn_fn_U22-m2 kojima se prate vrijednosti pomaka u smjeru osi y referentnih to¢aka m, i
m,.

- o dyn_fn
B2 Field Output Requests

i

dyn_fn-GPU-GU-Fe-5afe (Created)
dyn_fn-522 (Created)

dyn_fn-U22-m] (Created)
dyn_fn-U22-m2 (Created)

Slika 32. Sadrzaj History Outputa

U modulu Load postavljeni su rubni uvijeti i optere¢enja sustava. Referentna tocka
ground je potpuno ukljestena dok su referentnim to¢kama m; i m, omogucéene translacije u
smijeru y osi odnosno U,. Postavljena je sila u tocku m; u stepu dyn_fn i iznosi 100 N. Na

kraju se definira Job u modulu Job, u ovom slu¢aju nazvan vib_fat.

Numericki prora¢un nakon Abaqusa se nastavlja u programskom paketu FE-Safe. Za
dobivenu prijenosnu funkciju izracunatu preko izraza (8.9) i ulazni PSD sile, rac¢una se PSD
naprezanja preko izraza (8.10) koji se kasnije koristi za izra¢un spektralnih momenata m, m,
m, i m,, te potom a,, a, . FE-Safe radi sa Dirlikovim PDF-om i na na kraju uz prethodno

unesene podatke o materijalu izracunava vrijeme potrebno do loma.
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9. Rezultati

Budu¢i da je opruga k, predstavljena kao kocka moze se smatrati kao §tap dimenzija
kvadratnog poprec¢nog presjeka 1mm x Imm i duljine 1mm. PovrSina poprecnog presjeka je
tada 1 mm?, a krutost opruge je tada izracunato 1N/mm prema izrazu (8.1), uz uzimanje modula

elasti¢nosti kao 1 MPa.
Ulazni podaci su tada:

m,=0.001 t, m,=0.0001 t, k,=1 N/mm, k,=1 N/mm, F,,=100 N, F,,=0 N, ¢=0.05,
m=10, S;,=10000.

U Tablici 1. dani su rezultati numericke i analiticke metode te je prikazana relativna
greSka izmedu istih. Relativna greska izraGunava se prema izrazu:

Numericko rjesenje-Analiticko rjeSenje

Relativna greska= -100% . (9.2)

Analiticko rjeSenje

Tablica 1. Usporedba veli¢ina dobivenih analitickim i numeri¢kim putem

Analiti¢ka metoda Numericka metoda Relativna greska

fa1 4,7772 47772 0%

fnz 16,767 16,7673 0,00179%

my 32420,3502 32420,3 0,000155%

my 449402,1981 449401 0,000267%

m, 7209254,1725 7209190 0,000890%

my 258974226,8268 258890000 0,032523%
RMS 180,0565 180,056 0,000278%
E[O] 14,912 14,912 0%
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E[P] 18,9526 18,9502 0,012663%
a, 0,78681 0,786901 0,011566%
Tr 541,3356 541,72 0,070196%

Vidi se izrazito veliko poklapanje svih potrebnih veli¢ina za proracun zamora za obije
metode ( poklapanje veée od 99%) kao i kona¢ni rezultat $to je broj ciklusa odnosno vrijeme

do loma.

Slika 33. prikazuje graf ovisnosti amplituda pomaka x, o frekvenciji uzbude.

Plava linija i crna linija prikazuju vrijednosti amplituda pomaka mase

my I m, dobivene analitickim putem dok crvena i roza linija prikazuju vrijednosti amplituda
pomaka masa m; i m, dobivene numerickim putem. Vertikalne linije prikazuju rezonantne

frekvencije. Dodatno, vidljivo je i poklapanje rezultata analiticke i numeri¢ke metode.

10-2 E

_
S
L

,_.
S,
=y

Amplituda pomaka |x0|, mm

— — | Abg
g (m)

10° 10! 10*
Frekvencija uzbude f=£2/(2n), Hz

Slika 33. Ovisnosti amplitude pomaka o frekvenciji uzbude

Slika 34. prikazuje ovisnost amplitude naprezanja o frekvenciji uzbude, crna linija
prikazuje rezultate dobivene analitickom metodom dok crvena linija prikazuje rezultate
dobivene numerickim putem. Vertikalne iscrtkane linije prikazuju vrijednosti rezonantnih

frekvencija. Za obije metode rezultati se u potpunosti poklapaju.
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Amplituda naprezanja | .')'“I, MPa

10" 10! 10°

Frekvencija uzbude f=£2/(2r), Hz
Slika 34. Ovisnosti amplituda naprezanja o frekvenciji uzbude

Slika 35. prikazuje ponasanje sustava kada se potpuno zanemari prva odnosno druga
rezonantna frekvencija. Zelena i plava linija predstavljaju odziv sustava u neposrednoj blizini
samo prve rezonantne frekvencije izracunate analiticki i numeric¢ki.. Roza i crvena linija
predstavljaju odziv sustava u neposrednoj blizini samo druge rezonantne frekvencije izracunate
analiticki 1 numeric¢ki. Crna krivulja prikazuje amplitude pomaka pri djelovanju obije
rezonantne frekvencije.

1
! ¢
| EX
= | mnl
= s
- 1 mnl
—~ 10°F A A [ | Sem
%] 1
- |
§ K/ "\ I )
= Y, -_‘ : - omn |
g + t“.-../ | ADbg
Lo |
2, 10‘ i i e w — — ", [
e o\ !
= . 1
= i
— hY 1
= b |
E N
L |
< 10 "
I
| Jt
I *,
I 1 M
10° 10! 10

Frekvencija uzbude f=£2/(2n), Hz

Slika 35. Ovisnost amplitude pomaka za svaku rezonantnu frekvenciju posebno

Slika 36. prikazuje ovisnost broja dijelova na koji se dijeli frekvencijski pojas o broju
ciklusa do pojave loma. Lijevi graf pokazuje rezultate dobivene analitickom metodom dok

desna prikazuje rezultate dobivne numerickom metodom. Na obije slike moze se primijetiti u
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da povecavanjem broja dijelova broj ciklusa do pojave loma raste sve do vrijednosti n= 500,
nakon koje vrijednost Ny konvergiraju. Grafovi su identi¢ni $to potvrduje toc¢nost rezultata

obaju metoda.

n -Nf n-Nf
800 800
600 600
400 / 400 /
200 200
0 0
50 100 200 300 400 500 600 800 1000 50 100 200 300 400 500 600 800 1000

Slika 36. Graf ovisnosti broja dijelova n frekvencijske domene o broju ciklusa do loma

Mijenjanjem parametra prigusenja { broj ciklusa do loma se mijenja kao sto i prikazuje
Slika 37.. Dijagram lijevo predstavlja rezultate dobivene analitickim putem dok graf desno
rezultate dobivene numeri¢kim putem. Grafovi su identi¢ni §to dodatno potvrduje toc¢nost

numericke 1 analitiCke metode.

¢-Nf (-Nf

7000 7000
6000 6000
5000 5000
4000 4000
3000 3000
2000 2000
1000 1000

0 0

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Slika 37. Dijagram ovisnosti prigusenja o broju ciklusa do loma
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10. Zakljucak

U okviru ovog rada opisan je fenomen pojave zamornog loma te dan detaljan pregled
metode brojanja ciklusa za ponavljaju¢u povijest naprezanja koja se jo§ zove pojednostavljena
Rainflow metoda.

Pored toga dan je osnovni opis tipova signala s naglaskom na stohasti¢ke signale |
njihovu pretvorbu iz vremenske domene u frekvencijsku i prikaz u dijagramima spektralne
gustoce snage. Opisane su osnovne statisticke veli¢ine potrebe za rad sa stohasti¢kim signalima

u kontekstu proracuna zamora. Uz to dan je matematicki opis Dirlikove spektralne metode.

Nadalje matemticki je opisana modalna analiza koja je koriStena u numerickoj i u

analitickoj metodi, te dan uvod za bolje razumijevanje navedene metode.

Razvijena je analiticka metoda u programskom paketu MATLab i ista je prikazana u
obliku dijagrama toka uz opis. Uz to je razvijena i numericka metoda u programskim paketima
Abaqus i FE-Safe uz koju je takoder izraden pripadni dijagram toka uz dodatna detaljna

pojasnjenja o postavljanju numerickog modela u Abaqusu.

Na kraju rada moze se zakljuciti iz dobivenih rezultata da razvijene metode daju
smislene i fizikalne rezultate. Obije metode daju rezultate ¢ija je uzajamna greska manja od 1%.
Ova metoda prikazana je za dva stupnja slobode gibanja, medutim moze se koristiti za slozenije

modele s mnogo vise stupnjeva slobode.
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