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SAZETAK

U ovom radu objasnjeni su problemi pri ugadanju klavira koji nastaju zbog nezanemarive
savojne krutosti klavirskih zica. Klavirski tehnicar kontrolira tenziju zica tako da omjeri medu
frekvencijama budu zadovoljavaju¢i. Kod konsonantnih intervala tezit ¢e se izostanku
akustickih udara, percipiranih kao periodicke promjene u glasno¢i koje nastaju interferencijom
dvaju tonova s malom razlikom u frekvencijama. Matemati¢ki model napete idealne Zice (bez
savojne krutosti) predvida drugu prirodnu frekvenciju dvostruko visu od prve, treéu trostruko
viSu od prve i tako dalje. Medutim, praksa pokazuje da klavirske zice imaju drugu vlastitu
frekvenciju nesto viSu od dvostruke prve. Zbog ovoga kod ugadanja klavira nastaje tzv. efekt
rastezanja muzicke skale. Klavirski tehnicar podesava napetost zZice tako da se druga prirodna
frekvencija osnovnog tona podudara s prvom prirodnom frekvencijom oktavu viSeg tona
nastojeci eliminirati akusticke udare. U ovom radu objaSnjeni su uzroci efekta rastezanja
koriste¢i matematicki model za proracun prirodnih frekvencija grede optere¢ene konstantnom
aksijalnom silom. Usporedeni su rezultati dobiveni modelom grede opterec¢ene konstantnom
aksijalnom silom s modelom nategnute Zice bez savojne krutosti, i ti rezultati usporedeni s
mjerenim fundamentalnim prirodnim frekvencijama tonova stvarnog klavira. Na primjeru
slobodno oslonjene grede pokazano je da u takvom slucaju druga prirodna frekvencija nije
dvostruka vrijednost prve, nego nesto visa. Pokazano je da s porastom natezne sile vise prirodne
frekvencije zaista teze prema vlastitim frekvencijama nategnute zice, medutim kod konacne

natezne sile to nije slucaj te zbog toga nije moguce jednostavno izbjeci efekt rastezanja.

Kljucne rijeci: Vibroakustika muzi€kih instrumenata, Ugadanje klavira, Efekt rastezanja tonske
ljestvice, Vibracije nategnute Zice, Vibracije Euler-Bernoullijeve grede, Vibracije nategnute

Euler-Bernoullijeve grede.
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SUMMARY

This thesis explains problems that occur in piano tuning process due to the non-negligible
bending stiffness of piano strings. Normally, a piano technician adjusts tensions of the strings
such that the ratios between their fundamental frequencies follow a certain harmonic pattern.
In consonant intervals it is aspired towards the absence of acoustic beats, which are perceived
as slow periodic variations in volume that occur due to the interference of two tones with
slightly different frequencies. Typical mathematical models of an ideal string (without bending
stiffness) under axial tension predict the second natural frequency to be twice the first, the third
three times the first, and so on. However, piano wires under realistic conditions have the second
natural frequency slightly higher than twice the first natural frequency. As a result, the musical
scale during the piano tuning process becomes stretched. This is because a piano technician
adjusts the tension of the string so that the second natural frequency of its octave lower
counterpart matches the first natural frequency of the string currently tuned, trying to eliminate
acoustic beats. In this thesis the causes of the stretching effect are explained using a
mathematical model to calculate natural frequencies of a beam under constant axial tension.
The results obtained using the model of a tensioned beam are compared to the results obtained
using the model of an ideal string without bending stiffness, and those results are compared to
measured fundamental natural frequencies of tones on a real piano. In the example of a pinned-
pinned beam it is shown that the second natural frequency is not equal to twice the fundamental
natural frequency, but slightly higher. It is shown that with the increase of the tensile force, the
higher natural frequencies of a tensioned beam tend to the natural frequencies of a tensioned
string. However, with a finite axial load that is not the case so that the stretching effect cannot

be easily avoided.

Keywords: Vibroacoustics of musical instruments, Piano tuning, Stretching effect, Vibrations
of tensioned strings, Vibrations of Euler-Bernoulli beams, Vibrations of tensioned Euler-

Bernoulli beams.
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1. UVOD

1.1. Podjela muzickih instrumenata i mehaznizmi nastajanja zvuka

Glazbeni ili muzicki instrumenti su predmeti koji se koriste za proizvodnju zvuka u umjetnicke
svrhe [1]. Najstariji paleoliticki slikovni prikaz glazbala otprije Cetrdesetak tisu¢a godina,
pronaden u Francuskoj, potvrduje da glazbala pripadaju medu najstarija oruda. Kroz povijest
proizveden je velik niz muzickih instrumenata vrlo razli¢itih oblika i veli¢ine, opsega i boje

zvuka.

Prema nacinu nastajanja zvuka glazbala dijelimo na aerofonske, membranofonske, idiofonske,
elektrofonske 1 kordofonske instrumente [1]. Aerofonska glazbala su predmeti koji vibriranjem
zranoga stupca proizvode zvuk. Prema materijalu od kojega su sagradeni 1 nacinu na koji se
izazivaju vibracije zraéne mase ta se skupina dijeli na limena i drvena puhacka glazbala. U
aerofonske instrumente su ubrajaju flauta, truba, klarinet, orgulje i mnogi drugi.
Membranofonska glazbala su predmeti kod kojih se zvuk proizvodi vibriranjem napete
membrane. Membrana je najceS¢e nacinjena od koze, zivotinjskog mjehura ili papira. Zvuk na
membranofonskim glazbalima se moZe proizvesti udaranjem (npr. bas-bubanj i timpani),
trljanjem Stapa o membranu (zambomba) ili sutitranjem membrane (loncani bas). Idiofonski
instrumenti su glazbala koji zvuk proizvode vibracijom samog instrumenta. Dijele se na
glazbala na kojima se zvuk proizvodi udaranjem (npr. ¢inele, gong, marimba, zvono),
treskanjem (Cegrtaljka, zvecka), trzanjem (drombulja) te struganjem ili trljanjem
(glasharmonika) cijelog korpusa instrumenta. Elektrofonska glazbala su elektroakusticki
uredaji u kojima se elektri¢ni titraji stvaraju elektronskim oscilatorima ili se gibanje mehanickih
elemenata (zica, jeziCaca, ploCica i dr.) pretvara u elektri¢ne titraje na elektromagnetskom,
elektrooptickom 1 elektrostatiCkom nacelu, koji se zatim obraduju u razliCitim filtrima,
1zobli¢iva¢ima, modulatorima i1 pojacalima zvuka te vode u zvucnik [1]. NajceS¢i predstavnici

elektrofonskih glazbala su elektri¢na gitara 1 sintisajzer.

Kordofonska glazbala su predmeti koji zvuk proizvode vibriranjem napete Zice. Prema obliku
glazbala 1 polozaju napetih Zica kordofonska glazbala se grupiraju u tip citre, lutnje, lire 1 harfe
[1]. Tip citre oznacava grupu glazbala sa Zicama napetima preko ravne drvene povrsine. Zvuk
se na takvim glazbalima moze proizvesti trzanjem Zice (Cembalo, spinet), udarcem bati¢a po
zici (klavir, dulcimer) ili struganjem tangente po Zici (klavikord). Tip lutnje obuhvaca skupinu
glazbala ovalnog korpusa i1 izduzenog vrata. Kod glazbala tipa lutnje zvuk se moze dobiti

trzanjem Zice (gitara, mandolina, bisernica) ili povlacenjem gudala preko zica (violina,
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violoncelo, kontrabas). Tip lire oznacava skupinu glazbala u obliku potkove, a tip harfe glazbala

trokutastog oblika. Kod oba tipa zvuk se dobije trzanjem zice [1].

Slika 1.  Podjela muzickih instrumenata prema nacinu nastajanja zvuka: a) truba —
aerofonski instrument, b) bas-bubanj — membranofonski instrument, c) gong — idiofonski
instrument, d) elektri¢na gitara — elektrofonski instrument, e) violina — kordofonski instrument

1.2. Grada suvremenog klavira

Klavir ili glasovir je kordofonski (Zicani) instrument s tipkama kod kojeg zvuk nastaje udarom
bati¢a od zicu [2]. Danas se smatra glavnim instrumentom koncertnog solistickog i komornoga
muziciranja. Koristi se u gotovo svim glazbenim Zanrovima, od klasi¢ne do pop-glazbe.

Duzina klavira seZe od metra i pol kod malih polukoncertnih klavira, a masa im je oko 300 kg.
Polukoncertni klavir moze biti dugacak 1 do 2 m, dok mu je masa priblizno 400 kg. Dimenzije

koncertnog klavira premasuju 274 cm, a mase sezu od 500 kg do 1100 kg [3]. Sirina klavira
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najvise ovisi o klavijaturi pa razlike medu pojedinim modelima nisu toliko znacajne. Sirina je

najcesce dimenzionirana od 150 cm do 165 cm.

150— 371cm

150 - 165 cm \ N
' e ﬁ 300 - 1100kg

Slika 2. Dimenzije i masa klavira [3]

Prema [3] klavir je graden od oko 12 000 dijelova koji se mogu grupirati u pet glavnih

mehanizama:
a) klavijatura s unutarnjom mehanikom,
b) okvir s razapetim Zicama,
¢) rezonantna ploca,
d) pedali,

e) drvena kutija postavljena na tri noge.
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Slika 3.  Eksplodirani prikaz grade suvremenog klavira [3]

. . , 1 .
Suvremeni klavir obuhvaca raspon od 7 " oktava, odnosno od note Az do cs. Tipke su danas
najcesce oblozene plastikom.

Unutarnja mehanika s kojom su tipke u vezi, predstavlja niz poluga kojima je cilj prenijeti snagu
s tipki na niz bati¢a koji odozdo udaraju po Zicama. U drugoj polovici 18. stoljeca u upotrebi
su bile dvije razlicite klavirske mehanike: becka 1 engleska. Kod becke mehanike vrlo lagan 1
mali bati€ je u izravnoj vezi s tipkom. Nakon §to bati¢ udari o Zicu, dolazi u polozaj iz kojeg je
ponovni udar nemogué¢, sve dok se tipka sasvim ne otpusti. Becka mehanika je ograni¢ena u
moguénostima brzog repetiranja tonova te je postepeno izasla iz upotrebe [3]. Nasuprot tome,
engleska mehanika omogucava ponovni udar bez potpunog otpustanja tipke Sto olakSava brzu
repeticiju pojedinog tona. Kada se udarom prsta pritisne prednji kraj tipke, ona podigne
prijenosni mehanizam koja je osovinom vezana na svoje kuiSte. Za vrijeme podizanja
prijenosnog mehanizma, vrh udarne poluge udara rolicu koja je fiksirana na drSci bati¢a te na
taj nain baca bati¢ prema gore koji zatim udara od Zicu proizvode¢i zvuk. Istodobno, zub
udarne poluge zakaci zapinjac radi ¢ega vrh poluge sklizne s rolice te odvaja glavu bati¢a od
zice neposredno nakon udara [3]. Zasebno, pritiskom na tipku, podiZe se i poluga na kojoj lezi

prigusivac. Kada se tipka pritisne, priguSiva¢ se digne te oslobodi Zicu, a puStanjem tipke
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prigusivac¢ legne na Zzicu i prigusi njezino vibriranje. PriguSivaci sprjeCavaju mijesSanje i

slijevanje zvukova koje bi nastalo uslijed produzenog vibriranja zica [3].

prigusivac

H

batic leziste batica
rolica .
-"““m, ¥
g
1 2N
. o' J

-

S

LAY

& 7

.,-.'r 7

—

S ticka |

leziste prijenosnog prijenosni mehanizam
mehanizma

Slika 4.  Prikaz grade engleske (repeticione) mehanike [3]

Na suvremenom klaviru postoje tri pedala koji se pritiSéu nogama. Desni pedal oslobada
prigusivace svih Zica tako da svaka udarena Zica nastavlja zvucati i po otpustanju tipke, sve dok
se ton prirodno ne ugasi. Srednji pedal drzi podignutima prigusiva¢e samo onih tipaka koje su
u tom trenutku ve¢ oslobodeni. Lijevi pedal pomice cijelu klavijaturu 1 njenu unutarnju

mehaniku ulijevo tako da bati¢ udara od manje Zica ¢ime se stvara tisi zvuk [3].

Unutar drvene kutije, u obliku krila postavljenog na tri noge, nalazi se okvir s razapetim zicama.
Okvir se danas izraduje od lijevanog Zeljeza. Prema [3] okvir preuzima sile koja premasuju 200
kN (oko 20 tona), a kod velikih koncertnih klavira i po 300 kN (oko 30 tona), nastala zbog
velikog broja napetih Zica razli¢itih duljina. Kao pojacanje, na okvir su dodana i rebra na
pravcima najvecih napetosti. Klavir u prosjeku ima 230 Zica, u srednjem 1 viSem registru
upotrebljavaju se 1 po dvije ili tri zice za jedan ton, radi ravhomjernije raspodjele glasnoce
razli¢itih registara. Zice su postavljeno dijagonalno i unakrsno $to ravnomjernije rasporeduje
naprezanja, ali 1 omogucava ravnomjernije glasno¢e tonova jer je vecina zica tada smjestena
iznad sredine rezonantne ploée. Zice su izradene od ¢elika, a u donjem registru se jo§ omotavaju
1 bakrenom niti [3]. Za dobivanje visih frekvencija potrebne su tanje i krace Zice. Zadnji kraj
zZice zakacen je za metalni klin koji je kroz filc zaboden direktno u okvir. Prednji kraj Zice

omotan je oko zavrtnja Cijim se okretanjem, odnosno otpuStanjem i zatezanjem, mijenja
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napetost zice pomocu specijalnog kljuca. Zavrtnji su zabijeni u podlogu koja se naziva Stimstok
izradenu od viSeslojnog punog i tvrdog drveta [Slika 5]. Zvucna duljina zice, koja je krac¢a od
stvarne duljine, polazi od okvira agrafa (u basovskom i srednjem registru) ili kapodastra (u
diskantu) te zavrSava na mostu. Most je izvijena i dugacka drvena letva koja vibriranje Zica
prenosi na rezonantnu plocu. Zadaca rezonantne ploCe je pojaCavanje glasnoce zvuka, a

najcesce se izraduje od smreke ili jelovine [3].

zavrtnji

o~

Slika 5.  Prikaz prednjeg kraja omotane klavirske Zice [3]

Ton klavira nakon udarca bati¢a od zicu se vremenom stiSava. Za razliku od gudackih
instrumenata gdje glazbenik pritiskom gudala moZze kontrolirati glasno¢u zvuka, kod klavira

navedeno nije moguce nakon pocetne uzbude Zice.

1.3. Muzicki izrazi - objaSnjenja

Glazba je umjetnost zvuka te je kao takva usko povezana s akustikom, znanosti o zvuku. Dva
razli¢ita polja stvorila su drugacije izraze za priblizno sli¢ne pojave, a objasnjenja izraza ¢e se
prikazati u ovom poglavlju.

Intonacija je psihoakustic¢ka karakteristika zvuka, tj. nacin na koje ljudsko uho percipira visinu

zvuka. Intonacija je usko vezana s pojmom frekvencije, ali navedeni pojmovi nisu ekvivalentni.

Frekvencija je fizikalna veli¢ina koja iskazuje broj ponavljanja neke periodi¢ne pojave.

Frekvencija se mjeri u hercima [Hz] §to je ekvivalent recipro¢noj sekundi [5].

U zapadnoj klasi¢noj glazbi postoji 12 tonova unutar oktave. Oznacavaju se nazivima: c, cis ili
des, d, dis ili es, e, f, fis ili ges, g, gis ili as, a, ais ili b, h. Svaka crna tipka ima dva naziva, a
koji naziv ¢e se upotrebljavati najcesce ovisi o tonalitetu u kojem je skladba napisana. Tonovi

na klavijaturi su smjeSteni kao na Slika 6.
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Slika 6. RazmjeStaj tonova na klavijaturi

Slika 6 prikazuje da se niz od 12 tonova nastavlja jednakim uzorkom kroz cijelu klavijaturu.
Kako bi razlikovali u kojem registru se ton nalazi, razlikuje se veliko i malo slovo te se dodaje
broj pored slova. Vazno je napomenuti da se isto slovo koristi kroz viSe registara jer takve note
ljudsko uho percipira kao isti ton u muzickoj skali. Isto slovo u nazivu tona oznacava i ¢injenicu
da se navedeni tonovi dobiju vibriranjem zica kod kojih je omjer frekvencija 2 (ili nesto veci
kao Sto ¢e se pokazati naknadno u radu), a omjer duljina vibrirajucih zica takoder 2, ukoliko su
zice jednakog poprecnog profila i napravljene od istog materijala. Primjerice, nota a; i nota a
zvuce kao (oktavni) ekvivalenti. Frekvencija note a; iznosi 440 Hz, dok je frekvencija note a

priblizno 220 Hz $to daje medusobni omjer 2.

Prema [6] interval u glazbi oznaCava razmak izmedu dvaju tonova. Interval se mjeri u
polustepenima. Polustepen je razmak izmedu dva susjedna tona, npr. c i cis ili e i f. Intervali se
s obzirom na razmak izmedu tonova prema rastu¢em redoslijedu dijele na primu, sekundu,
tercu, kvartu, kvintu, sekstu, septimu i oktavu. Prima, kvarta, kvinta 1 oktava se nazivaju i ¢istim
intervalima. Kvarta jo§ moZe biti povecana, a kvinta sniZena. Ta dva intervala su ekvivalenti,
razlika je samo u teoretskom zapisu, a takav interval naziva se jo$ i tritonusom. Sekunda, terca,
seksta 1 septima su intervali koji mogu biti veliki ili mali, ovisno o tome koliko polustepena

sadrze.

Cista prima je interval izmedu dva identiéna tona, tj. takav interval u sebi ne sadrzi nijedan
polustepen. Cista oktava je interval koji u sebi sadrzi dvanaest polustepena, §to znaci da je

oktava zapravo razmak izmedu dva muzicki ekvivalentna tona, primjerice c1 1 ¢c2[7].

Muzicka skala ili ljestvica je naziv za graduirani slijed nota, tonova, intervala [8]. Ljestvica je
najcesce ogranicena intervalom oktave, a svi tonovi koji su smjesteni unutar neke druge oktave
onda imaju svoje ekvivalentne tonove unutar prve. Dakako, muzi¢ka skala moZze biti ograni¢ena

1 drugacijim intervalom u podruc¢ju kompleksnije glazbene teorije, ali to nije tema ovog rada.

Tonalitet u glazbi predstavlja sustav harmonijske 1 melodijske organizacije tonova oko

srediSnjega tona, tj. tonike. Tonika je prvi stupanj ljestvice i predstavlja ishodi$nu i zavrSnu
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toCku glazbenog protoka te osigurava jedinstvo skladbe ili glazbene misli. Tonalitet moze biti
durski ili molski, a ishodisna tocka bilo koji ton [9]. Tako npr. postoje tonaliteti G-dur, cis-mol,

E-dur itd.

U ovom radu ¢e se spominjati jos i pojmovi konsonantno i disonantno. Prema [10] kombinacija
dva ili vise istodobno odsviranih tonova koji rezultiraju skladom i stabilno$¢u zvuka predstavlja
konsonantnost. Suzvucje koje daje osjecaj ,,sudaranja“, nesklada i1 nestabilnosti predstavlja

disonancu.

1.4. Ugadanje klavira

U proslosti su glazbenici imali dosta Sirok spektar znanja. Trebali su znati muzicirati na vise
instrumenata, transponirati, improvizirati, skladati, odrzavati svoje instrumente te ih ugadati
(,,Stimati). Dok gotovo svi glazbenici u danasnje vrijeme i1 dalje sami ugadaju instrumente (npr.
gitaristi, violinisti), pijanistima je to postalo gotovo pa nemoguce. Vremenom se klavijatura
instrumenata s tipkama sve vise povecala, tako da se od monokorda (instrumenta koji se smatra
prvom pretecom klavira) sa samo jednom Zicom stiglo do relativno velikog broja od 230 Zica
(na nekim modelima klavira i vise) [3]. Upravo zbog velike kompleksnosti u gradi klavira gdje
je za jedno ugadanje potrebno podesiti 230 zica, tj. 88 tonova, te ih dovesti u skladnu
medusobnu korelaciju, nastalo je posebno akademsko zanimanje pod nazivom klavirski

tehnicar (,,klavir-stimer ) [11].

Slika 7. Ugadanje pianina [11]
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Klavirske zice su razapete izmedu dva kraja, metalnog klina i zavrtnja, a preko prednjeg kraja
(zavrtnja) postoji moguénost kontroliranja napetosti zice [3]. Klavirski tehni¢ar podeSavanjem
napetosti zica izravno utjeCe na frekvenciju svakog tona. U ugadanje klavira potrebno je
uracunati i mala odstupanja od teoretskog standarda [11]. Klaviri se jos uvijek ugadaju u velikoj
zavisnosti o znanju, sluhu 1 iskustvu tehniCara, dok razliCiti akusticki uredaji sluze kao
pomagala. Zbog dana$njih velikih zahtjeva za Sto boljom kvalitetom zvuka vazno je
kontinuirano nastojati poboljSavati objektivne, znanstvene i toCne teoretske pristupe pri
ugadanju klavira [12].

Klaviri su danas ve¢inom ugodeni prema referentnom tonu a; koji se jo§ naziva i komornim ili
koncertnim tonom a;. Kroz povijest se frekvencija referentnog tona a; podizala sve dok se nije
ustalila na dogovorom postignutu frekvenciju od 440 Hz. lako, i na danas$njim klavirima,
¢embalima, komornim sastavima ili orkestrima se moze prona¢i nizi ili visi ton a; od
uobicajenih 440 Hz zbog povijesnih ili estetskih razloga. Primjerice, neki od orkestara koji se

posveceni izvodenju barokne glazbe za referentni ton a; koriste frekvenciju od 415 Hz [13].

Vibriranjem zice ili stupca zraka ljudsko uho primarno percipira fundamentalnu prirodnu
frekvenciju tona. Toj prirodnoj frekvenciji odgovara fundamentalni prirodni oblik vibriranja
zice. Medutim, nakon impulsne uzbude koju energija unosi u sustav jednako na svim
frekvencijama, slobodne vibracije Zice karakterizirane su s beskona¢no mnogo drugih visih
prirodnih frekvencija 1 pripadnih prirodnih oblika koji se nazivaju viSim formama vibriranja
[14].

Model slobodnog vibriranja idealne Zice (bez savojne krutosti) pretpostavlja vibriranje
iskljucivo na vlastitim frekvencijama koje su umnosci fundamentalne frekvencije i prirodnog
broja. To bi znacilo da takav model napete Zice predvida drugu prirodnu frekvenciju dvostruko
viSu od prve, trecu trostruko viSu od prve 1 tako dalje. Medutim, u praksi, klavirske Zice

pokazuju da omjer izmedu druge vlastite 1 prve frekvencije nije jednak 2 ve¢ nesto veci.

Klavirski tehni€ar intonaciju nastoji uskladiti eliminiranjem ili kontroliranjem akustickih udara
koji nastaju interfiranjem dvaju tonova, engl. acoustic beats. Navedeno ¢e dovesti do pojave
nuznog rastezanja intervala oktave, a time i muzicke skale radi konsonantnosti [15]. ViSe rijeci

o pojavi efekta rastezanja oktave, tj. inharmonicnosti, nalazi se u poglavlju 4.

Posto je oktava raspodijeljena na 12 polustepena, tj. 12 tonova, ugadanje instrumenta zahtijeva
1 kontroliranje svakog pojedinog intervala medu njima. Ukoliko se klavir ugodi prema glazbeno
najispravnijim omjerima u ovisnosti na jedan referentni ton (primjerice prema tonu a), isto ¢e

dovesti do nesklada medu intervalima u odnosu na neki drugi referentni ton. Kroz povijest su
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se istrazivale mnoge takve kombinacije intervala unutar oktave koje bi razli¢itim
aproksimacijama dopustale muziciranje iz svih tonaliteta [16]. Vise rije¢i o glazbenim

temperamentima nalazi se u sljede¢em potpoglavlju.

Zbog varijacija u tehni¢ko — akustickim specifikacijama svakog modela klavira i razli¢itih
pristupa kod ugadanja klavira nemoguce je postaviti jedan specifican set frekvencija koji bi

savrseno odgovarao svim modelima [15].

1.5. Temperamenti
1.5.1. Definicija temperamenta

Temperament je sistem koji odreduje frekvencijsku relaciju izmedu tonova unutar oktave,
odnosno definira tocan razmak u frekvencijama svih intervala [ 17]. Kroz povijest su se mijenjali
temperamenti kako bi se muziciranje $to bolje prilagodilo tadasnjim zahtjevima. Tako postoji

Just, Pythagorean, Meantone, Kirnberger, Equal temperament i mnogi drugi.

Samo nekolicina ljudi moze percipirati apsolutnu vrijednost frekvencije (intonacije), a za takve
medu pojedinim frekvencijama, tj. na relaciju medu tonovima [17]. Tako da intervali, tj.

razmaci medu tonovima, imaju znacajnu ulogu u glazbi.

Pjevaci i velika vecina ostalih instrumentalista ima moguénost mijenjanja intonacije za vrijeme
izvedbe. Klavirist nema mogu¢nost prilagodbe intonacija tonova tijekom izvedbe zbog cega je

1 prijeko potreban unaprijed dobro promisljeni sistem organizacije tonova.

Prema [17] idealni temperament bi bio onaj koji ispunjava sljedece uvjete:
e intervali ukljucuju one omjere koje se nalaze i u prirodnim harmonicima jednog tona,
e ckvivalentni intervali imaju jednake omjere u svim tonalitetima.

Medutim, nemoguce je istovremeno ispuniti oba uvjeta. Just temperament ispunjava samo prvi
uvjet, Equal temperament ispunjava samo drugi uvjet, a svi ostali temperamenti su kompromis

izmedu navedena dva uvjeta.

Temperamenti se mogu podijeliti na otvorene temperamente, zatvorene nejednake
temperamente te Equal temperament koji je i najzastupljeniji u danaSnjoj praksi muziciranja
[17]. Povijesno najstariji su otvoreni temperamenti. To su oni koji sadrZe Ciste intervale Just
temperamenta u jednoj ili viSe muzickih ljestvica, ali su posljedi¢no neupotrebljivi u drugima.
Potreba za modulacijom u udaljenije tonalitete rezultirala je koncipiranjem zatvorenih

nejednakih temperamenata i Equal temperamenta. Kod takvih sustava postoje devijacije od
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¢istih intervala Just temperamenta u svim tonalitetima tako da nijedan tonalitet nije posve tocan,
ali su svi upotrebljivi [17].

Za ugadanje klavira najvazniji intervali su konsonance. Konsonancama se u glazbi smatraju
intervali prime, terce, kvinte, sekste i oktave. Konsonantnost se postize minimiziranjem ili
potpunom odsutnoséu akustickih udara [18]. Interval prime predstavlja odnos izmedu
frekvencija identi¢nih tonova, a omjer njihovih frekvencija je 1:1. Interval prime se smatra i
apsolutnom konsonancom zbog potpunog odsustva akustickih udara. Oktava je u razliitim
temperamentima uvijek jednaka i ima omjer frekvencija 2:1. Interval kvinte je promjenjiv kroz
temperamente, a Cista kvinta prema Just temperamentu ima omjer 3:2. Intervali velike terce
(5:4) 1 velike sekste (5:3) su takoder izuzetno bitne pri ugadanju [17]. Ostale konsonance, tj.
kvarta, mala terca i mala seksta, mogu biti izvedene iz prethodno navedenih intervala
inverzijom, odnosno transponiranjem nizeg tona za oktavu gore. Primjerice, interval kvinte C-
G rezultirat ¢e kvartom G-C u inverziji. Svaka konsonanca kako bi zvucala Cisto i skladno treba
biti izrazena preko jednostavnijih omjera kao ranije navedenih, a svako malo odstupanje od
navedenog omjera rezultira akustickim udarima i disonantnos$¢u Sto ljudsko uho percipira kao
neuskladenost ili ,,neStimanje“. Zbog toga je bitno da intervali kvinte, terce i sekste zvuce $to
pravilnije moguce, a ukoliko imaju devijaciju od ¢istih omjera Just¢ intonacije (objasnjena u
potpoglavlju 1.5.3) najbolje je da takvo odstupanje bude $to manje ili ak neprimjetno ljudskom

uhu.

Nasuprot tome, disonantnost je karakterizirana izrazitim akustickim udarima. U intervale
disonanci spadaju sekunda, septima te povecana kvarta (tritonus). Takvi intervali ¢e uvijek
zvucati disonantno, tj. malim odstupanjima u omjeru frekvencija ne moze se postici
konsonantnost bez obzira na odabir temperamenta tako da oni nemaju veliku ulogu u ugadanju

instrumenta [18].

Jedinica kojom se moZe opisati razmak izmedu dvije intonacije je cent. To je logaritamska
jedinica za mjerenje omjera izmedu dviju frekvencija. Najcesce se koristi za izraZavanje malih
intervala ili za usporedbu veli¢ina intervala u razli¢itim temperamentima [19]. Jedna oktava

sadrzi 1200 centa, a takva podjela ima smisla jer se oktava sastoji od 12 tonova.
U ovom poglavlju zanemarit ¢e se efekt rastezanja oktave pri ugadanju klavira te ¢e se
pretpostaviti da oktavu odreduju dva tona kojima je omjer frekvencija jednak 2. Omjer

frekvencija koje su udaljene za jedan cent iznosi “*"/2 . Ukoliko su poznate frekvencije dvaju

tonova, onda se moze odrediti koliko njihov interval sadrzi centa pomocu sljedeceg izraza:
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f
fi’

gdje f, predstavlja frekvenciju viSeg tona te f, frekvenciju nizeg tona. Dosta Cesto se

c =1200 -log, ¢y

temperamenti ne definiraju apsolutno zadanim frekvencijama pojedinih tonova ve¢ omjerima

medu frekvencijama [19].

Sljedece potpoglavlje prikazuje odrednice Equal temperamenta, jedinog temperamenta koji je

u danasnjoj primjeni.

1.5.2. Equal temperament

Najbitnija znacajka Equal temperamenta je u tome Sto predvida sve polustepene jednakog

razmaka. PoSto oktava sadrzi 12 polustepena, a oktava je u omjeru 2:1, to znaci da ¢e omjer

svakog od polustepena biti R = '3/2 = 1.05946. Omjer frekvencija intervala unutar oktave

moze se dobiti potenciranjem navedenog omjera jednog polustepena:

R = (32)", )

gdje je n cijeli broj koji predstavlja veli¢inu intervala. Ekvivalentni brojevi n za svaki pojedini

interval moze se pronaci u Tablica 1.
Svaki polustepen sadrzi tocno 100 centa. [17]

Frekvencija viSeg tona u intervalu moze se odrediti pomocu sljedece jednadzbe:

fo = fu R, G

Equal temperament ispunjava samo jedan od dva uvjeta koje bi idealni temperament trebao
imati. Ekvivalentni intervali imaju jednake omjere u svim tonalitetima, ali intervali odstupaju
od omjera koji se nalaze u prirodnim harmonicima jednog tona. U slu¢aju Equal temperamenta
svaka kvinta je sniZzena za 1/12 sintoni¢kog zareza (viSe u potpoglavlju 1.5.4), ali je ta razlika
neistreniranom uhu gotovo pa neprepoznatljiva, tj. svaka kvinta zvuci poprilicno konsonantno
[20]. Po nekim istrazivanjima kvinta prema Equal temperamentu mnogima zvuci prirodnije
nego savrSena kvinta omjera 1.5 koja se nalazi u prirodnim harmonicima tona. To je
najvjerojatnije zbog toga §to je Equal temperament jedini temperament u upotrebi veé
generacijama te su se glazbenici priviknuli na takav neznatno promijenjeni omjer. Radi
usporedbe kvinta je u Equal temperamentu omjera 1.49831 §to ne odstupa mnogo od savrSeno

Ciste kvinte omjera 1.5.
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Stovise, odstupaju i ostali intervali. Primjerice, velika terca prema Equal temperamentu je
omjera 1.25992 §to je poprilicno veci iznos od velike terce prema Just temperamentu koja ima

omjer 1.25 [17].

U razdoblju baroka uz dobro ugodene temperamente poneki glazbenici su odlucivali ugadati
instrumente po Equal temperamentu. Prema [20] u 17. stolje¢u Equal temperament nije bio
toliko zastupljen zbog favorizacije dobro ugodenih temperamenata (potpoglavlje 1.5.6). Na
pocetku se Equal temperament ve¢inom koristio na gudackim instrumentima, a svoju primjenu
je tijekom druge polovice stoljeca nasao i na instrumentima s tipkama. Postojanjem raznih
aktivno koriStenih temperamenata skladatelj nije mogao osigurati autenti¢nu izvedbu djela. Pod
tim argumentom (ali i mnogim drugim) tijekom 18. stolje¢a sve viSe glazbenika pocelo je
zastupati Equal temperament kao jedinog ispravnog. U 19. stolje¢u manifestirala se jasna
preferencija za Equal temperamentom [20]. No, nepostojanje akustickih uredaja u 19. stoljecu
koji bi pripomogli pri ugodbi instrumenta je znatno otezavalo ispravno ugadanje kvinti po
Equal temperamentu. Tek u 20. stolje¢u moze se tvrditi da je ugodba prema navedenom

temperamentu postala zaista ,,jednolika®.

U sljede¢im potpoglavljima prikazat ¢e se karakteristike 1 povijesni razvoj temperamenata koji

su rezultirali danasnjim Equal temperamentom.

1.5.3.  Just temperament

Kao $to je ranije spomenuto, zvuk nastao slobodnim vibriranjem Zice uz svoju fundamentalnu
frekvenciju na prvoj formi vibriranja sadrzi i brojne druge harmonike na viSim frekvencijama.
Frekvencije harmonika (u slucaju napete idealne Zice bez savojne krutosti) mogu se dobiti

jednadzbom:

fi=i-fl, i=1,23,.. @

gdje je f; frekvencija na i-toj formi vibriranja, a f; oznacava fundamentalnu frekvenciju.

Visi harmonici se odli¢no slazu jedni s drugima i s fundamentalnim tonom, a zvuce prirodno i
neusiljeno. Zbog toga bi bilo odli¢no organizirati intervale upravo prema takvim omjerima koje
imaju 1 visi harmonici medusobno [17].

Prema [17] promatranjem odnosa prvog viseg harmonika i fundamentalnog tona moZze se uociti
da im je omjer frekvencija 2:1 Sto predstavlja Cistu oktavu. Omjer izmedu frekvencija drugog
harmonika i prvog iznosi 3:2 §to predstavlja ¢istu kvintu. Frekvencija tre¢eg harmonika i drugog

dat ¢e odnos 4:3 Sto predstavlja Cistu kvartu. Frekvencije zvukova koje tvore veliku tercu imaju
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odnos 5:4. Takav odnos se postize izmedu Cetvrtog i1 tre¢eg harmonika. Relacija izmedu petog
i Cetvrtog harmonika predstavljat ¢e malu tercu u Just temperamentu. Nadalje, promatranjem
idu¢ih harmonika moze se izvesti i velika sekunda koja je omjera 9:8.
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Slika 8.  Prikaz nekoliko viSih harmonika kod fundamentalnog tona ¢

Takve je skladne odnose medu tonovima istrazivao i Pitagora jo§ u antickoj Grckoj.
Eksperimentom na monokordu istrazivao je pri kojim se omjerima dobiju skladni tonovi te tako
otkrio oktavu i kvintu. Monokord je instrument s jednom zicom napetom izmedu dva kraja kod
kojeg se pomocu pomicnog mostiéa moze varirati zvuéna duljina Zice. Pitagora je ne
poznavajuci pojavu harmonika u fundamentalnom tonu do takvih otkri¢a doSao vjerujuci da u
pozadini svih svjetovnih pojava stoji matematika i geometrija. Time je zauvijek promijenio

povijesni tijek razvitka glazbe i glazbene misli te postavio temelje koji vrijede 1 danas [21].

Najveci problem kod ovakvog temperamenta je $to ukoliko se postave Cisti intervali prema
nekom referentnom tonu, primjerice tonu ¢, on je ,,nastiman® samo prema tome referentnom
tonu dok ostali odnosi s drugim referentnim tonovima ¢e biti distorzirani i ne¢e zvucati skladno.
Odnosno moguce je svirati u limitranom broja tonaliteta Sto znacajno ogranicava skladanje 1
muziciranje. Just intonacija je bitna samo iz teoretskog aspekta dok u praksi nikada nije

posluZila kao osnova za ugadanje instrumenta.

Just temperament ne daje omjere svih 12 intervala unutar oktave, ali dijeljenjem ili inverzijom
prethodno navedenih intervala mogu se izvesti 1 preostali intervali. Tablica 1 prikazuje omjer

frekvencija u intervalima Just temperamenta [22].
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Tablica 1. Omjeri frekvencija u intervalima prema Just temperamentu

1 Cista prima 1/1
2 Mala sekunda 16/15
3 Velika sekunda 9/8
4 Mala terca 6/5
5 Velika terca 5/4
6 Cista kvarta 4/3
7 Tritonus 45/32
8 Cista kvinta 3/2
9 Mala seksta 8/5
10. Velika seksta 5/3
11 Mala septima 9/5
12 Velika septima 15/8
13 Cista oktava 2/1

Usporedba Just i Equal temperamenta prikazana je na sljede¢em grafu. Koristeni su centi kao

mjerna jedinica za prikaz razlike u veli¢inama ekvivalentnih intervala iz navedena dva

temperamenta. Vodoravna os je oznacena numerirano gdje pojedini broj na vodoravnoj osi

oznacava onaj interval koji je pod istim brojem naveden u Tablica 1.
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Slika 9.
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Usporedba Just i Equal temperamenta u centima
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1.5.4. Pythagorean temperament

Pitagorini u€enici nastavili su njegova istrazivanja te su osmislili sustav organizacije tonova
danas zvan Pythagorean temperamentom. Takav temperament je prvi u praksi koristeni
temperament koji se bazira na 12 polustepena unutar oktave [17]. Pythagorean temperament se
bazira na gradnji pomocu cistih kvinti omjera 3:2 iz Just intonacije. Omjer 3:2 je dosta
jednostavan $to olakSava ugadanje pa se Cista kvinta, najkonsonantniji interval poslije prime i

oktave, relativno lako moze to¢no ugoditi i bez posebnih uredaja.

Na pocetku je potrebno odabrati referentni ton od kojeg ¢e se poceti graditi intonacija. Zatim,
od tog tona gradi se kvinta prema gore i kvinta prema dolje te se pazi da omjer izmedu
frekvencija bude 1.5, a to se bez specijalnih uredaja moze posti¢i eliminiranjem akustickih
udara. Svakom tonu se vrlo jednostavno moze odrediti i njegov oktavni ekvivalent. Tako da
kada neka od izgradenih kvinti prijede oktavni rang u kojem temperiramo instrument lako je
»spustiti ili ,,podignuti* ton u onu oktavu koja je nama potrebna. Slika 10 prikazuje jedan od
mogucih na€ina kako ugoditi instrument u Pythagorean temperamentu. U ovom slucaju

referentni, odnosno pocetni ton je ton c.
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Slika 10. Prikaz jednog od nacina izgradnje Pythagorean temperamenta pocevsi od referentnog
tona c [17]

Temperament se zapravo onda gradi prema tzv. kvintnom krugu. Kvintni krug je graficki prikaz
svih 12 kromatskih tonova koji se dobije tako da se od pocetnog tona konstantno gradi Cista

kvinta prema gore ili ¢ista kvarta prema dolje.
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Slika 11. Kvintni krug

Problem kod Pythagorean temperamenta je $to se gradnjom ¢istih kvinti s omjerom 1.5 kvintni
krug ne moze zatvoriti. Pocetni i zavrsni ton se nece poklopiti u frekvenciji, a trebali bi. Time
je kvintni krug naruSen. Frekvencija zavr$nog tona u ovom temperamentu ¢e biti veca od
pocetnog za iznos koji se naziva sintonicki (pitagorejski) zarez [17].

To znaci da ¢e u teoriji postojati vise od dogovorenih 12 tonova. Instrumentima i ljudskom
glasu kojem je omoguceno lako mijenjanje frekvencija tijekom izvedbe ovakva pojava nece
predstavljati preveliki problem. No, instrumentima s tipkama kod kojih postoji fiksan raspored
frekvencija svakog tona, nije lako pronaci rjeSenje. Neki graditelji instrumenata su se kasnije
dosjetili da za jedan ton mogu postaviti i dvije frekvencije, a mjestom udara na tipku kontrolira
se koja ¢e frekvencija zazvucati kako bi se osigurali pravilniji odnosi medu tonovima. Ali,
vazno je napomenuti da su takve konstrukcije dosta kompleksne i neprakti¢ne Sto utjece na

povecanu cijenu, a izvoda¢ima dodatno kompliciraju izvedbu [21].
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Slika 12. Instrument s 18 tipki unutar oktave [21]

Takav sintonicki (pitagorejski) zarez moze se uociti 1 ako se prouci odnos izmedu omjera koji

se dobije slaganjem oktava i slaganjem kvinti jedne na drugu [17]. Slaganjem 12 kvinti omjera

12
frekvencija 1.5 omjer izmedu zavr$nog i pocetnog tona iznosit ¢e (%) = 129.75 dok ¢e

slaganjem 7 oktavi omjera frekvencija 2, omjer izmedu zavr$nog i po&etnog tona iznositi 27 =

128.

Kao $to se prethodno spomenulo oktava je bazi€ni interval te je stoga nepromjenjiva u svim
temperamentima, a izmedu svih ekvivalentnih tonova treba biti omjera 2:1. PoSto interval
oktave ima prioritet u glazbi, jedino §to preostaje u ovom slucaju je sniziti interval posljednje
ugodene kvinte. Zbog toga se sva distorzija ili pogreska u ugadanju nakuplja na jedno mjesto.
Odnosno, kod Pythagorean temperamenta posljednja kvinta preuzima cijelu ,,pogresku*
sintonickog zareza, a ne kao kod Equal temperamenta gdje se pogreska rasporedila na svih 12

kvinti u kvintnom krugu [17].

SniZeni interval kvinte se u Pythagorean temperamentu naziva wolf fifth. Omjer frekvencija
wolf kvinte je 1.47981 $to je poprili¢no daleko od savrSenog omjera kvinte iznosa 1.5 te stoga
zvuci vrlo neuskladeno, gotovo pa neiskoristivo. Glazbenici toga razdoblja su stoga izbjegavali

one tonove koji su dio wolf intervala te su koristili limitirani izbor muzic¢kih ljestvica [17].

Takoder, dodatan problem stvara §to dok se pazi na savrSene omjere medu kvintama pate omjeri
drugih konsonantnih intervala. Primjerice frekvencijski omjer velikih terci prema Pythagorean
temperamentu iznosi 1.26563, a kod fundamentalnog tona wolf intervala velika terca je omjera
1.2485. Obje veli¢ine su znacajno udaljene od savrSenog omjera velike terce od 1.25 iz Just

temperamenta i zvuce neprirodno [17]. Vecina skladbi iz toga perioda je pocinjala i zavrSavala
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s kvintom kao jedinim ¢istim intervalom uz oktavu, a terce su se Cesto koristile kao sredstvo

napetosti koje trazi svoje rjeSenje, upravo zbog navedene distorzije [20].

Usporedba Pythagorean i Equal temperamenta prikazana je na sljedecoj slici. Koristeni su centi
kao mjerna jedinica za prikaz razlike u veli¢inama ekvivalentnih intervala iz navedena dva
temperamenta, a brojevi na vodoravnoj osi oznacavaju interval koji je pod ekvivalentnim

brojem oznacen u Tablica 1.
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Slika 13. Usporedba Pythagorean i Equal temperamenta u centima

Usporedba Pythagorean 1 Equal temperamenta i sve naknadne usporedbe temperamenata
dobivene su eksperimentalnom metodom mjerenjem frekvencija sinusnih valova pojedinih

tonova na elektri¢nom klaviru pomoc¢u analizatora spektra.

1.5.5. Meantone temperament

Dolaskom razdoblja renesanse poceo se upotrebljavati sistem organizacije tonova pod nazivom
Meantone temperament. Takav temperament omogucio je vecu €istocu konsonantnih intervala
u polifoniji. Polifonija, tj. glazbeni slog koji se sastoji od dviju ili viSe samostalnih melodijskih
dionica, je jedna od najvaznijih odrednica renesansne glazbe. U ponekim skladbama dosezalo
se Cak 1 do osmeroglasja tako da je razvitak novog ¢iS¢eg temperamenta bio nuzan. Do takvog
razvitka nije se doSlo preko no¢i, ve¢ je to rezultat truda mnogih glazbenika koji su

eksperimentirali s intonacijom tijekom 15. stoljeca [20].

Za razliku od Pythagorean temperamenta, Meantone favorizira ¢istou intervala terce, a ne

kvinte. Postojalo je viSe razli¢itih Meantone temperamenta ovisno o tome kolika je devijacija
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od Ciste kvinte omjera 1.5. Ekstreman slucaj je 1/4 Meantone temperament koji koristi savrseno
Cisti omjer terci, Sto znaci da je devijacija od prave kvinte u tom slucaju najveca. Terce su u
renesansi zbog toga smatrane ,,drazesnim® intervalom koji nije stvarao tenziju te ne trazi svoje

rjesenje. Terca je Cesto bila smjestena na pocetku i zavrSetku djela [20].

No, kao i u Pythagorean temperamentu wolf interval i dalje postoji, a zbog toga je muziciranje

ograniceno te se takvi intervali izbjegavaju u skladbi [20].
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Slika 14. Usporedba Meantone i Equal temperamenta u centima

1.5.6. Dobro ugodeni temperamenti

Tijekom 17. stolje¢a novi suvremeniji zahtjevi u glazbenom izrazaju u razdoblju baroka doveli
su do pojave dobro ugodenih temperamenata. U ovakvim temperamentima muguce je u vecoj
ili manjoj mjeri muzicirati iz svih tonaliteta, ali svaki tonalitet ima svoju posebnu ,,boju*. To se
postizalo razli¢itim aproksimacijama u Cisto¢i konsonantnih intervala. Ekvivalentni intervali

imaju razlicite odnose ovisno o tonalitetu, te stoga zvuce razlicito [23].

Zbirka Das Wohltemperierte Klavier 1 (Dobro ugodeni klavir I) Johanna Sebastiana Bacha ima
vrlo veliku povijesnu vaznost jer je to zbirka od 24 preludija 1 fuga skladanih u svim
tonalitetima. To je jedan od dokaza da su glazbenici toga razdoblja iz jedne ugodbe intrumenta
mogli muzicirati u svim tonalitetima. Naravno, neki tonaliteti su bili prikladniji od drugih,
ovisno o tonu od kojeg se ugadao instrument. Najprikladnije je bilo temperirati instrument
prema tonalitetu u kojem je izvodena skladba napisana tako da su moguce S$to udaljenije

modulacije u razli¢ite druge tonalitete koje ¢e i1 dalje zvucati poprili¢no ,,lijepo* [20].
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Sintonicki zarez u ovakvim temperamentima vise ne postoji jer je razli¢itim aproksimacijama
(ovisno o temperamentu) intervala kvinte nestala. Nijedna ili vecina kvinti ne¢e zvucati

savrseno, ali su sve upotrebljive [23].
Neki od najpoznatijih dobro ugodenih temperamenata su:
e  Werckmeister

e Kirnberger

e Kellner
e Vallotti
e Young

e Neidhardt
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Slika 15. Usporedba Werckmeister i Equal temperamenta u centima
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Slika 16. Usporedba Kirnberger i Equal temperamenta u centima
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2. VIBRACIJA ZICE

2.1. Povijest istrazivanja vibracija Zice

Za proizvodnju zvuka u kordofonskim instrumentima posebno je vazno razumjeti fizikalne
zakonitosti pri vibriranju zice. Kroz povijest su mnogi matematicari i fiziCari proucavali te

fizikalne zakonitosti [24].

U 6. st. pr. Kr. grcki filozof 1 matematicar Pitagora, sukladno njegovim stajaliStem da se sva
zapazanja mogu svesti na matematicke relacije, ispitivanjima vibriranja napete zice spoznao je
ovisnost visine tona o duljini Zice. Konstante u njegovim istraZzivanjima vibriranja su bile
debljina i materijal Zice te sila kojom je ona napeta. Ustanovio je da dvostruko dulja zica pri

istoj napetosti ima za jednu oktavu nizi ton [25].

Na prijelazu 16. 1 17. st. Galileo Galilei utvrdio je da frekvencija karakterizira visinu tona, te
da interval izmedu dva tona ovisi o omjeru frekvencija. Omjer frekvencija kod oktave iznosi 2,

a kod kvinte 1.5.

Prema [24] 1713. god. B. Taylor je uspio proracunati frekvenciju napete zice. J. Wallis 1 J.
Sauver su utvrdili da napeta zica vibrira na raznim formama vibriranja. Oko 1750. god. J. R.
D'Alambert je izveo diferencijalnu jednadzbu vibriranja zice. Osobite doprinose razumijevanju

vibriranja napete Zice dala su i istraZivanja matematicara Josepha Fouriera.

Matematicari Leonhard Euler 1 Daniel Bernoulli izveli su diferencijalnu jednadZbu poprecnog
vibriranja greda gdje su razmtrali rjeSenja jednadzbe za male pomake. S. P. TimoSenko i R. D.

Mindlin usavrsili su analizu vibriranja greda, ploca i ljuski [24].

2.2. Podjela vibracija prema nacinu pobude

Vibracije se prema nacinu pobude, tj. na¢inu dovodenja enerije u sustav, dijele na slobodne i

prisilne.

Slobodne vibracije su vibracije kod kojih se sustav izbaci iz ravnoteZznoga stanja i prepusti sam
sebi. Kod takvih vibracija postoji samo inicijalna uzbuda odnosno na pocetku je unesen
poremecaj u sustav te nema daljnjeg utjecanja vanjskih sila na sustav. Prisilne vibracije su
vibracije nastale utjecajem trajne uzbudne ili poremecajne sile koja dovodi energiju u sustav.
Takva uzbudna ili poremecajna sila je vremenski promjenjiva, odnosno funkcija je vremena

[24].
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Kod slobodnih vibracija sustavi ¢e vibrirati na prirodnim (vlastitim) frekvencijama jer nikakva
vanjska sila ne djeluje kontinuirano na njih [24]. Takva se pojava moze uociti kod kordofonskih
(zicanih) glazbala kod kojih zvuk nastaje trzanjem Zice (gitara, harfa, ¢embalo, mandolina) ili
udarcem bati¢a od Zicu (klavir, dulcimer), kod membrafonskih glazbala na kojima se zvuk
proizvodi udaranjem (bas-bubanj, dobos, timpani) te kod idiofonskih glazbala na kojima se

zvuk proizvodi udaranjem (zvono, gong, marimba) ili trzanjem (drombulja).

Kod prisilnih vibracija frekvencija sustava ovisi o frekvenciji vanjske kontinuirane sile uzbude.
Ukoliko je frekvencija vanjske sile jednaka vlastitoj frekvenciji sustava nastaje rezonancija, tj.
amplificiranje zvuka [24]. Prisilne vibracije se koriste kod svih aerofonskih glazbala,
kordofonskih glazbala kod kojih se zvuk proizvodi povlacenjem gudala preko Zica (violina,
violoncelo, kontrabas), membranofonskih glazbala kod kojih se zvuk proizvodi trljanjem Stapa
o membranu (zambomba, Reibtrommel), idiofonskih glazbala kod kojih se zvuk proizvodi

treskanjem (Cegrtaljka, klepetaljka) i struganjem ili trljanjem (tzv. glasharmonika).

2.3. Osnovne karakteristike vibracija

Vibracija je periodi¢no gibanje Cestica elasticnog tijela ili medija oko ravnoteznoga polozaja,
prouzrokovano poremecajem u obliku vanjske sile ili otklona iz ravnoteznog poloZzaja. [26]

Pojam oscilacije sustava oznacava periodi¢no gibanje sustava na bilo kojoj amplitudi dok su
vibracije mehanicke oscilacije sustava s malim amplitudama. Za vibracije napete Zice, Stapa i
membrane koristi se 1 pojam titranje [24]. Kod muzickih instrumenata vibracije su nuzna pojava

za stvaranje zvuka.

Kao $to je ve¢ napomenuto frekvencija je fizikalna veli¢ina koja iskazuje broj ponavljanja neke
periodi¢ne pojave. Jednaka je reciprocnoj vrijednosti trajanja jednog perioda 7. Frekvencija se
mjeri u hercima [Hz] Sto je takoder ekvivalent reciprocnoj sekundi. Kruzna frekvencija je
veli¢ina kojom se kod periodickih pojava izrazava brzina promjene faznog kuta. Jednaka je
umnosku frekvencije 1 konstante 2. Kruzna frekvencija izrazava se u rad/s [5]. Amplituda je
maksimalni pomak iz ravnoteZnog polozaja Cestice ili tijela. Mjeri se u metrima [27].

Mjesta na kojima je amplituda jednaka nuli nazivaju se ¢vorovima, a tamo gdje je maksimalna
trbusima. PoSto je Zica na krajevima ucvr§¢ena na njenim krajevima se stvaraju ¢vorovi [28].
Na krajevima ucvrSc¢ena, napeta zZica moZze izvoditi transverzalne mehanicke titraje, okomito na

smjer Zice [28]. Kada Zica zavibrira, ona vibrira na fundamentalnoj frekvenciji, ali 1 na viSim

frekvencijama. Ukoliko je Zica puStena da slobodno vibrira, ona ¢e vibrirati na vlastitim
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frekvencijama. Prirodna, tj. vlastita frekvencija je frekvencija pri kojoj sustav nastoji oscilirati

u odsutnosti pogonske ili priguSujuce sile. Kod modela napete idealne Zice (bez savojne
krutosti) viSe forme vibriranja ¢e biti na frekvencijama koje su umnozak fundamentalne
frekvencije 1 prirodnog broja. Odnosno, druga prirodna frekvencija dvostruko je viSa od prve,
treca je trostruko visa od prve i tako dalje. Takvih frekvencija ima beskona¢no mnogo, a

nazivaju se jo$ i harmonicima [29].

Slika 17. Razlicite forme vibriranja Zice [30]

Posto napeta zica titra s viSe vlastitih frekvencija, funkcija koja opisuje pomak Cestica Zice je
superpozicija svih vlastitih titraja i opisuje se idu¢om jednadZbom:

co

w(x,t) = Z(Ai cos(w;t) + B; sin(w;t)) sin(k;x) Q)

i=1
Boja tona koja se dobiva vibriranjem zice ovisi o primjesama visih harmonika, tj. o relativnoj

veli¢ini pojedinih 4; 1 B; [31].
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Slika 18. a) udjel harmonika kod tona s fundamentalnom frekvencijom 440 Hz, b) usporedba
distog sinusa (crtkana linija) i tona koji ima viSe harmonike (puna linija) [31]
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3. AKUSTICKI UDARI

3.1. Racunanje frekvencije akustickih udara

Ukoliko u jednom mediju djeluju dva signala razli¢itih frekvencija dogodit ¢e se mnoge
zanimljive pojave. Interferencija dvaju zvucnih signala proucava se njihovim superponiranjem
(superpozicijom), tj. zbrajanjem. Princip superpozicije predstavlja nacelo prema kojemu je
ukupni odziv nekog sustava uzrokovan s dvije ili viSe razli¢ite uzbude jednak sumi odziva
uzrokovanih svim pojedina¢nim uzbudama individualno [32]. Kod valnih pojava princip
superpozicije glasi: pomak Cestice uzrokovan interferencijom dvaju zvucnih signala na nekom
mjestu je jednak sumi pomaka te Cestice ako bi ta dva signala djelovala neovisno jedno o
drugom. Pomak cestice iz ravnoteznog polozaja moze biti negativan i pozitivan pa se suma
racuna vektorskim zbrajanjem. Princip superpozicije moze se primijeniti ukoliko interfeniraju
signali jednakih tipova (npr. elektromagnetski signali, zvu¢ni signali) 1 ukoliko se signali Sire u
mediju koji se ponasa linearno i koji je vremenski nepromjenjiv [33].

U sljede¢em primjeru prikazat ¢e se interferencija dvaju zvucnih signala koji su priblizno slicne
frekvencije, tj. razlika u njihovim frekvencijama je mala. Promatra se interferencija dvaju

signala Cije jednadzbe izgledaju ovako:

y1 = Ajcos(2rfit),  y, = A; cos(2rfyt), (6)

gdje su y; [m] iy, [m] transverzalni pomaci ¢estica u ovisnosti u vremenu 7 [s]. Amplitude A,
1 A, pojedinih signala izraZene su u metrima, a frekvencije f; i1 f, u hercima (Hz). Uvest ¢e se
pojednostavljenje da su amplitude od dva signala jednake, tj. A; = A, = A. Takoder, kao §to

je ranije navedeno, pretpostavit ¢e se da je f; > f, te darazlika f; — f, nije velika.

Zbrajanjem jednadzbi dvaju zvuc¢nih signala dobije se:
y =y1 + ¥, = Alcos(2nfit) + cos(2nf,1)]. )
Za rjeSavanje prethodne jednadZbe potrebni su sljedeci trigonometrijski identiteti:
cos(a+ b) =cosa-cosb—sina-sinb, )
cos(a —b) =cosa-cosb +sina-sinb. )
Zbrajanjem jednadzbi (8) 1 (9) dobije se:

cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosa - cos b. (10)
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Nakon toga uvest ¢e se supstitucije:

Rjesavanjem prethodnog sustava jednadzbi dobiju se rjesSenja:

+ —_
PG FO g Sl 14 12)
2 2
Ako uvrstimo supstitucije (11) 1 (12) u jednadzbu (10) dobiva se:
+ —_
cos(2mfit) + cos(2mf,t) = 2 cos (27r h 5 f2 t) * COS (27r h 5 f2 t) . 13)
Naposljetku, uvrStavanjem prethodne jednadzbe u jednadzbu (7) dobiva se:
+ —
y=y;+y, =2Acos (Zn h > f2 t) * COS (27‘[ fi 5 2 t). (14)

Ljudsko uho percipira frekvencije od otprilike 20 do 20 000 Hz [34]. Posto je pretpostavljeno

da je razlika f, — f, o

intonacija, tj. ¢ujni ton. Frekvencija zf ¢e biti percipirana samo kao periodic¢ka varijacija

fi

amplitude vala s frekvencijom —fz Envelopa vala predstavlja varijaciju maksimuma ili

minimuma amplituda u vremenu. Zvucni signal s frekvencijom % ¢e predstavljati ovojnicu

(envelopu) signala s frekvencijom =—= Lt

Dakle, interferencijom dvaju zvuénih signala, ¢ujni ton ima frekvenciju koja je prosjek
frekvencija tih dvaju signala, t_] fz . Amplituda ¢ujnog tona ¢e varirati izmedu granica 4, +
A, 1A, — A,. Posto se ranije pretpostavilo daje A, = A, = A, onda amplituda varira izmedu 0
124 [35].

Takva percipirana periodi¢ka promjena u glasno¢i koja nastaje interferencijom dva zvuka s

malom razlikom u frekvencijama naziva se akustickim udarima, engl. acoustic beats [35].

Ovojnica, tj. envelopa, predstavlja duplo manju percipiranu frekvencija akusti¢kih udara. To

znaci da frekvencija akustickih udara iznosi:

fakudara = f1 — f2- 1s)
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Slika 19. Akusticki udari frekvencije f ;1 ydara = 4 HZ dobiveni superponiranjem dvaju
zvucnih signala s frekvencijama f; = 114 Hz, f, = 110 Hz i amplitudama A; = A, = 0.5 mm

3.2. Ugadanje instrumenta pomocu akustickih udara

Kao sto ¢e se eksperimentalno i teoretski pokazati u sljede¢em poglavlju, omjer izmedu druge
vlastite frekvencije i fundamentalnog tona jedne vibrirajuce klavirske zice je nesto veci od 2.
Recimo, pokazano na referentnom tonu a; od kojeg se klavir pocinje ugadati, to bi znacilo da

fundamentalna frekvencija tona a1 iznosi 440 Hz, druga vlastita frekvencija iznosi oko 882 Hz.

Najprakti¢nije je zatim ugoditi oktavu prema gore ili dolje od referentnog tona. Kako bi postigli
¢istu konsonancu moraju se izbjeci akustic¢ki udari, $to znaci da se vlastite frekvencije od dva
tona ne smiju ,,sudarati“. Oktava prema gore ugada se tako da se druga vlastita frekvencija
referentnog tona a; poklapa s fundamentalnom frekvencijom tona as.

Klavirski tehnicari Cesto koriste pojavu akustickih udara kako bi $to uspjes$nije ugodili
instrument. Naime, smanjivanje razlike medu frekvencijama dvaju tonova rezultira
prorjedivanjem akusti¢kih udara u vremenu. Matematicki zapisano: ako frekvencija f; tezi
prema frekvenciji f5, tj. f; = f, onda period akustickih udara tezi prema beskonacnosti, tj.

Tak.udara - .
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Slika 20. Akusticki udari dobiveni superponiranjem zvuénog signala frekvencije f{ =
882 Hz i zvucnog signala frekvencije: a) f, = 874 Hz, b) f, = 878 Hz, ¢) f, = 880 Hz,d) f, =
881 Hz. e) uvecani prikaz akusti¢kog udara od 0.49 sekunde do 0.51 sekunde
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Iz prethodnih grafova moze se uocCiti da akusticki udari postaju sve rjedi u vremenu

priblizavanjem frekvencije f, iznosu frekvencije f;.

Pomocu istreniranog sluha klavirski tehnicar ¢e zatezati ili otpustati Zicu tona a> sve dok njezina
fundamentalna vlastita frekvencija ne bude jednaka drugoj vlastitoj frekvenciji tona a;. To ¢e
proucavati upravo preko njihovih akusti¢kih udara. Tezit ¢e da frekvencije dvaju zvuénih
signala budu jednake tako da nema akustickih udara, ili barem da budu sli¢ne, tako da se

akusticki udari ne primijete.

Zanimljivo je, takoder, da ukoliko je omjer izmedu frekvencija dvaju tonova veéi od g covjek

ih po€inje percipirati kao dva razli¢ita tona [35].
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4. EFEKT RASTEZANJA

4.1. Objasnjenje efekta rastezanja i inharmoni¢nosti

Efekt rastezanja je pojava pri ugodbi ziCanih (kordofonskih) instrumenata gdje se zbog
inharmonicnosti vibriraju¢ih Zzica prilagodavaju fundamentalne frekvencije tonova [36].
Inharmonic¢nost je devijacija vlastitih frekvencija pri vi§im formama vibriranja od frekvencija
harmonika [37]. Harmonici predstavljaju frekvencije pri vi§im formama vibriranja koje se

mogu izraziti kao umnozak prirodnog broja i fundamentalne frekvencije [38].

Model slobodnog vibriranja napete idealne zice (bez savojne krutosti) pretpostavlja vibriranje
na harmonicima [39]. To bi znacilo da takav model napete zice predvida drugu prirodnu

frekvenciju dvostruko visu od prve, trecu trostruko visu od prve i tako dalje.

No, realne klavirske Zice imaju malu, ali ne zanemarivu, savojnu krutost koja je glavni uzrok
pojavi inharmoni¢nosti. Kod modela zice sa savojnom krutos¢u frekvencije svih visih formi
vibriranja su vise nego $to to predvidaju harmonici kod Zice bez savojne krutosti. Povrh toga,
Sto je forma vibriranja visa to je veca i1 devijacija te frekvencije od ekvivalentnog harmonika
[39]. To bi znacilo da realne klavirske zice pokazuju da je omjer izmedu druge i prve vlastite

frekvencije nesto veéi od 2, omjer trece i1 prve vlastite frekvencije znatnije veci od 3 i tako dalje.

Prethodne pojave su se odnosile na vibriranje samo jedne Zice. No, zbog pojave
inharmoni¢nosti mijenja se 1 odnos frekvencija izmedu dvije ili viSe pojedinih Zica pri ugadanju.
Naime, oktava ugodena tako da omjer fundamentalnih frekvencija kod dvaju tonova bude
jednak 2 zvucat ¢e disonantno (neskladno). Ta disonantnost je rezultat akustickih udara nastalih
superponiranjem zvucnih signala s malom razlikom u frekvenciji. Razlika izmedu
fundamentalne frekvencije viSeg tona oktave i druge vlastite frekvencije nizeg tona je mala, a

takav je odnos problemati¢an zbog spomenute disonantnosti.

Primjerice, ukoliko klavirski tehnicar ugodi referentni ton ai na frekvenciju od 440 Hz (danasnji
standard), a ton koji je njegov gornji oktavni ekvivalent, tj. ton az, na frekvenciju od 880 Hz,
interval oktave ¢e zvucati disonantno. Pretpostavit ¢e se da pri realnoj klavirskoj zici
vibriranjem zice fundamentalne frekvencije 440 Hz njena pripadajuca druga vlastita frekvencija
iznosi npr. 882 Hz. Zvuk nastao vibriranjem Zice na drugoj vlastitoj frekvenciji 882 Hz od tona
a1 1 zvuk fundamentalne frekvencije 880 Hz od tona a» rezultirat ¢e akustickim udarima.
Frekvencija akustickih udara, koja je ranije definirana kao razlika izmedu dviju frekvencija, u
ovom sluc¢aju bi iznosila 2 Hz. Slika 20 c) prikazuje akusticke udare koji nastaju spomenutim

primjerom. Da bi izbjegao akusticke udare klavirski tehnicar tezit ¢e izjednaCavanju druge
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vlastite frekvencije nizeg tona oktave i fundamentalne frekvencije viSeg tona. Tako se ton a»

ugada na frekvenciju 882 Hz umjesto 880 Hz i nastaje efekt rastezanja.

Ovakav efekt rastezanja nije odreden samo za interval oktave. Svi intervali unutar oktave
pokazuju devijacije od omjera koji su teoretski zadani Equal temperamentom (temperament

prema kojem se ugadaju danas$nji instrumenti) [40]. Omjer izmedu frekvencija svakog

. N . .. 12 r v re
polustepena u realnim uvjetima nije *3/2 veé nesto veéi.

4.2. Vibracije grede i Zice opterecenih aksijalnom silom

Za ovaj rad vazna su istrazivanja koja se bave vibriranjima grede i realne Zice napete aksijalnom

silom. Dolje su navedena najvaznija istrazivanja na kojima je baziran ovaj rad.

A. Bokaian je u radu Natural frequencies of beams under tensile axial loads prikazao kako

vibrira greda s raznim rubnim uvjetima opterec¢ena aksijalnom silom [41].

Kasnih 1870-ih Lord Rayleigh je u svojoj knjizi The theory of sound pokazao da su vlastite
frekvencije kod vibriranja klavirskih zica viSe od o¢ekivanih upravo zbog savojne krutosti.
Harvey Fletcher je gotovo godinu dana kasnije objavio rad pod nazivom Normal vibrations of
a stiff piano string gdje je izveo matematicku jednadzbu inharmoni¢nosti napete Zice, koja je u
prvom slucaju ukljestena na oba kraja, a u drugom slucaju ograni¢ena nepomi¢nim zglobovima
[42]. Gracia 1 Sanz-Perela u radu The wave equation for stiff strings and piano tuning su

.....

krajevima ima nepomicne zglobove [43].

4.3. Diferencijalni elementi grede i idealne Zice optereceni aksijalnom silom
4.3.1. Diferencijalni element grede

Kako bi dobili valnu jednadzbu vibriranja grede opterec¢ene aksijalnom silom pocet ¢e se od
infinitezimalnog elementa grede. Slika 21 prikazuje oslobodeni element grede sa svim
postojec¢im optere¢enjima. Veli¢ina T predstavlja konstantnu vla¢nu aksijalnu silu kojom je
element opterecen, ¢ je kut izmedu aksijalne sile 7 1 horizontalne linije, O je vertikalna sila
koja preostaje oslobadanjem veza elementa grede, a M moment koji preostaje oslobadanjem

elementa veza.
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dx

Slika 21. Diferencijalni element grede osloboden veza i optereéen aksijalnom silom

. Yot o . . . . ]
Moze se uociti da se na desnom kraju iznos vertikalne sile Q povecao za iznos £ dx, moment

. . oM . a o .
M se povecao za 1znos . dx, a kut ¢ za iznos % dx. Pretpostavit ¢e se da je greda konstantnog

poprecnog presjeka, a stoga ima 1 konstantan moment inercije poprecnog presjeka te da je kut

¢ mali.
Diferencijalna jednadzba elementa grede ¢e onda izgledati ovako:

d 0 0w
Q+£dx—Q+Tsin(<p+£dx)—Tsin<p=adxﬁ, 1e)
gdje w predstavlja vertikalni pomak Cestice elementa grede koji se nalazi na udaljenosti x od
lijevoga kraja, a ¢ predstavlja linearnu gustocu materijala elementa izraZzenu u kg/m. Izraz s

desne strane jednadZbe predstavlja infinitezimalnu inercijsku silu koja se dobije umnoskom

2

. .. . . v . 0%w
diferencijalne mase odx s transverzalnim ubrzanjem Cestice S

Posto je pretpostavljeno da je nagib elementa, tj. kut ¢ mali, onda je izraz T sing = T, a

T sin ((p + Z—f dx) =T ((p + g—f dx). Uvrstavanjem ovih relacija u jednadzbu (16) dobije se:
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aQ o 0w
X dx — T ax) = To = odx —. 17)
Q+8xdx Q+T((p+axdx) Te = adxa2 (
Sredivanjem jednadzbe dobit ¢e se izraz:
aQ do 0%w
i P ix = odx — 18)
0d+T6dX crdxaz (
Iz mehanike deformabilnih tijela su poznate sljedece relacije:
ow(x,t
oGty = 2008 19)
0x
do(x,t
M(x,0) = —g1 2288 20)
d0x
oM (x,t
QG t) = 2D, an

N
gdje E predstavlja Youngov modul elasti¢nosti izrazen u—.a [ moment inercije popre¢nog
presjeka elementa izrazen u m*.

Ukoliko prethodne relacije uvrstimo u jednadzbu (18) dobit ¢e se:

o*w 0%w d%w
—Ela—dx+Ta—dx—adxﬁ (22)
Dijeljenjem prethodne jednadzbe s (—dx) i prebacivanjem u implicitni oblik dobit ¢e se izraz:
o'w _d*w  0*w
El -T +0o =0, (23)

koji predstavlja homogenu valnu jednadZzbu pri vibraciji elementa grede opterec¢ene
konstantnom aksijalnom silom. Ovakvu jednadzbu prvotno je postavio Lord Rayleigh u radu

The theory of sound.

4.3.2. Diferencijalni element idealne Zice

Slika 22 prikazuje infinitezimalni element idealne Zice bez savojne krutosti opterecene
konstantnom aksijalnom silom. Kao i u prethodnom modelu grede veli¢ina 7 predstavlja
konstantnu vla¢nu aksijalnu silu kojom je element opterecen, a ¢ je kut izmedu aksijalne sile 7

1 horizontalne linije.
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Slika 22. Diferencijalni element idealne Zice optereéene aksijalnom silom

y s : . . d ., :
Moze se uociti da se na desnom kraju kut ¢ povecao za iznos %dx. Pretpostavit ¢e se da je
poprecni presjek konstantan i kut ¢ mali.

Diferencijalna jednadZzba elementa idealne Zice ¢e onda izgledati ovako:

. d¢ . 0w
T sin ((p + adx) — Tsing = odx ek (24)

Posto je pretpostavljeno da je nagib elementa, tj. kut ¢ mali, onda je izraz T singp = T, a

T sin ((p + Z—f dx) ~T (ga + g—i dx). Uvrstavanjem ovih relacija u jednadzbu (24) dobije se:

il 0w
T((p+adX>-T{p = adxﬁ. (25)
Sredivanjem jednadzbe dobit ¢e se izraz:
o 0w
L 26
ox ot @0

koji predstavlja klasi¢nu valnu jednadZbu vibriranja napete idealne Zice.

Moze se uociti da je vrlo jednostavno dobiti valnu jednadzbu vibriranja idealne Zice iz

2*w

4
ot koji nastaje zbog savojne krutosti

jednadzbe vibriranja grede uklanjanjem clana El
elementa.

Model idealne zice daje valnu jednadzbu koja je dovoljno dobra aproksimacija za Zice koje su
jako fleksibilne, npr. Zice na gitari. No, za klavirske Zice, zbog vece savojne krutosti, model

idealne Zice nije dovoljno dobar [43].
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4.4. RjeSavanje jednadZbe elementa grede

Krenut ¢e se od valne jednadzbe koja opisuje vibraciju elementa grede opterecene konstantnom

aksijalnom silom:

2*w 2%w 2%w
_ -0 27)
El ppn T EP%) + 0o 32 0 (

U ovoj jednadzbi transverzalni pomak w ovisi o polozaju x te o vremenu ¢, odnosno w =

w(x, t). TraZi se rjeSenje jednadZbe koje Ce biti oblika w(x, t) = w(x) - w(t) [43].
Ukoliko pomak w u jednadzbi (27) zamijenimo s oblikom rjeSenja kakvog trazimo, jednadzba
¢e glasiti:

£l *(w(x)-w() Taz(W(X) w(t)) N Gaz(W(x) w®) _

0. (28)
ox* 0x? ot?
Sredivanjem jednadzbe dobije se:
*w(x) 9%w(x) 9%w(t)
El- _T- : = 0. (29)
w(t) Ep w(t) EP%) +0-w(x) 32 0
Sve varijable koje ovise o vremenu ¢ prebacit ¢e se na desnu stranu:
El 1 d*'wkx) T 1 d*wkx) 1 *w() 30)
o wkx) 0x* o w(x) 0x2  w(t) 0t?
Jednadzba koja opisuje transverzalni pomak u ovisnosti o vremenu ¢ glasi:
w(t) = 4 - et (31

gdje A predstavlja amplitudu vala, a w kruznu frekvenciju grede izrazenu u rad/s.
Ukoliko se jednadzba (31) ubaci u jednadzbu (30) dobije se:
El 1 d*'wkx) T 1 *wkx) 1

_ —_ = .A.iwt._z’ 32
o w(x) odx* o w(x) 0x2 A - elwt ¢ (e G2
te sredivanjem desne strane jednadzbe:
4 2
_ﬂ. 1 d*w(x) Z 1 0 W(x)z—wz. 33)
o w(x) 0x* o w(x) 0x?
Implicitni oblik prethodne jednadzbe glasi:
o'w 0w
2. —
EIW_TW_O—(U w = 0. (34)
Rjesenje ove jednadzbe moZe se zapisati u obliku:
c; sinh kyx 4+ ¢, cosh kyx + c3sink,x + ¢, cosk,x =0, @35)

gdje su cq, ¢y, €3 1 ¢, konstante, a kq 1 k, glase:
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O e N T
™ 12EI 2EI EI’ T* 2EI 2EI El’

Konstante ¢4, c,, c3 1 ¢4 pronalaze se uvrstavanjem rubnih uvjeta na kraju grede. Prema [43]
klavirske zice najbolje opisuje model grede koji je na rubovima ogranicen nepomicnim

zglobovima. Ako je / duljina grede, rubni uvjeti za takvu gredu glase:

wkx=0)=wlkx=10=0, 37
d’w d?w
x? (x=0) 2 (x=0D=0, (38)

Za rubni uvjet w(x = 0) = 0 jednadZzba (35) se svodi na:
CZ + C4 = O (39)
Za rubni uvjet ::TV; (x = 0) = 0 jednadzba (35) se svodi na:

Czk% + C4k% == 0 (40)

Iz jednadzbe (39) dobije se ¢, = —c,, te uvrStavanjem u jednadzbu (40) ona glasi
cy (k% + k3) = 0z Sega se moze zaklju¢iti da je ¢, = 0, azatimi ¢, = 0. Navedene vrijednosti
¢e se uvrstiti u daljnjem proracunu za rubne uvjete na drugom kraju grede.
Za rubni uvjet w(x = [) = 0 jednadzba (35) se svodi na:

Cq Sinh kll + C3 sin kzl = 0. (41)

2
Za rubni uvjet 372/ (x = 1) = 0 jednadzba (35) se svodi na:

c k? sinh kyl + c3k3 sink,l = 0. (42)
Ukoliko se jednadzba (41) pomnozi s k3 i zbroji s jednadzbom (42) dobije se izraz:

c;(k? + k%) sinh k1 = 0. (43)

Posto su zadnja dva faktora u jednadzbi razlic¢ita od 0, moze se zakljuciti da mora biti ¢; = 0.

Ukoliko se navedena vrijednost uvrsti u jednadZbu (41) preostaje izraz:

c3sink,l = 0. (44)
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Naposljetku, posto se trazi netrivijalno rjeSenje jednadzbe (35), c3 # 0, rjeSenje jednadzbe (44)

je oblika:

k,l = im, (45)

gdje je i cijeli broj. Ukoliko se u prethodnu jednadzbu uvrsti izraz za k, iz jednadzbe (36) dobit

¢e se:

T T\’ ocw?
_ = (46)
251 T j (251) tgrlem

Sredivanjem prethodne jednadzbe te uvrStavanjem izraza w = 2mf; gdje f; predstavlja

frekvenciju na i-toj formi vibriranja grede, te izraza o = pA gdje p predstavlja masenu gustocu

K . y . .
g ad povrsinu popre¢nog presjeka u m?, dobije se:

materijala grede izrazenu u —;
m

T T \* 4m?pAf? in @7
o () -

2E 2EI El I

Da bi se nasao spektar frekvencija na kojoj vibrira greda trazit ¢e se izraz za f; iz prethodne

jednadzbe. Dobiju se dva rjeSenja:

VTI1? + i?m2El - i
fi=% ) (48)

212, [pA

od kojih uzimamo samo pozitivno rjesenje.

Posto je cilj rada prikazati da s porastom natezne sile viSe vlastite frekvencije elementa grede
teze prema frekvencijama harmonika u slu¢aju idealne Zice (bez savojne krutosti) u jednadzbu

(48) ¢e se uvrstiti geometrijske znacajke Zice, tj. uzet ¢e se da je popre€ni presjek kruznog

2 4
oblika. U jednadZbu ¢e se uvrstiti izraz A = % te izraz [ = d6—4n gdje d predstavlja promjer

grede u metrima:

JTZZ + 6i4i2n3Ed4 ¥

diz [on

49)

fi=
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4.5. Graficki prikazi ovisnosti vlastitih frekvencija o nateznoj sili
4.5.1. Opce zadani parametri

Slika 23 prikazuje ovisnost frekvencija na prvoj, drugoj i treCoj formi vibriranja grede o

nateznoj sili T prema opce pretpostavljenim parametrima. Kao materijal ¢e se pretpostaviti
celik, stoga je p = 7800 % 1 E = 210 GPa. Promjer poprecnog presjeka iznosi d = 1 mm, a

duljinal = 1 m.

£, [Hz] i=3

500
400 i=2
300
200 i=1
100

T T T T . T T T T 1 T,[N]

0 200 400 600 200 1000

Slika 23. Prikaz ovisnosti vlastite frekvencije na prvoj, drugoj i trec¢oj formi vibriranja grede o
nateznoj sili u vrijednosti od 0 do 1000 N za opée zadane podatke:

p= 7800§ E=210-10°GPa,d = 1mm, = 1m.

39
Slika 23 pokazuje da ukoliko je natezna sila T = 50 N:
¢ frekvencija na prvoj formi vibriranja iznosi f; = 45.2173 Hz,

e frekvencija na drugoj formi vibriranja iznosi f, = 90.7096 Hz,

e frekvencija na trec¢oj formi vibriranja iznosi f3 = 136.7492 Hz.

Omjer izmedu frekvencije na drugoj i prvoj formi vibriranja za nateznu silu T = 50 N je % =

1

2.0061, a omjer izmedu frekvencije na tre¢oj i prvoj formi vibriranja je % = 3.0243.
1
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Ukoliko je natezna sila T = 200 N:

e frekvencija na prvoj formi vibriranja iznosi f; = 90.3656 Hz,
e frekvencija na drugoj formi vibriranja iznosi f, = 180.8690 Hz,

e frekvencija na trecoj formi vibriranja iznosi f; = 271.6476 Hz.

Omjer izmedu frekvencije na drugoj i prvoj formi vibriranja za nateznu silu T = 200 N je % =

1

2.0015, a omjer izmedu frekvencije na trecoj 1 prvoj formi vibriranja je % = 3.0061.
1

Ukoliko je natezna sila T = 500 N:
e frekvencija na prvoj formi vibriranja iznosi f; = 142.8588 Hz,
e frekvencija na drugoj formi vibriranja iznosi f, = 285.8047 Hz,

e frekvencija na trecoj formi vibriranja iznosi f; = 428.9250 Hz.

Omjer izmedu frekvencije na drugoj 1 prvoj formi vibriranja za nateznu silu T = 500 N je % =

1

2.0006, a omjer izmedu frekvencije na tre¢oj i prvoj formi vibriranja je % = 3.0024.
1

Moze se uociti da omjer izmedu druge 1 prve vlastite frekvencije elementa grede povecanjem

natezne sile sve vise tezi omjeru 2, a omjer izmedu trece i prve vlastite frekvencije teZi omjeru

3.

a) b)
4 4
fa fs
il i
3 P P

14 1-

1 5 10 50100 00 T, [N]t 3 10 w10 500 T, [N]

Slika 24. Ovisnost omjera vlastitih frekvencija elementa grede o nateznoj sili T za opce zadane
parametre: a) omjer druge i prve vlastite frekvencije, b) omjer treée i prve vlastite frekvencije
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4.5.2. Parametri stvarne klavirske Zice

Slika 25 prikazuje ovisnost frekvencija na prvoj, drugoj i tre¢oj formi vibriranja o nateznoj sili
T prema podacima o stvarnoj klavirskoj zici tipa M, za notu H na klaviru Steinway & Sons
modela O, duljine 1.8 m (Dodatak, Tablica 2). Zica je izradena od &elika i ima gustoéu p =

7850 % 1 Youngov modul elasti¢nosti E = 202 GPa. Promjer poprecnog presjeka zice iznosi

d = 1.025 mm, a duljina [ = 1.11 m [44].

fil [HZ] i=3
300
400 S

i=2
300
200

i=1
100 S

T T T T T T T T T 1 T, [N]

0 200 400 Al 200 1000

Slika 25. Prikaz ovisnosti vlastite frekvencije na prvoj, drugoj i trecoj formi vibriranja grede o
nateznoj sili u vrijednosti od 0 do 1000 N na primjeru stvarne klavirske Zice:

p= 7850§ E =202GPa,d =1.025mm,!=1.11m.

39
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3)4- b)4_

fi ) fi

LA .

1 510 0100 son T, [N] 1 5010 0 100 sw T, [N]

Slika 26. Ovisnost omjera vlastitih frekvencija elementa grede o nateznoj sili T na primjeru
stvarne klavirske Zice: a) omjer druge i prve vlastite frekvencije, b) omjer trece i prve vlastite
frekvencije

Moze se uociti da omjer izmedu druge i prve vlastite frekvencije grede pove¢anjem natezne sile

sve viSe tezi omjeru 2, a omjer izmedu trece i prve vlastite frekvencije tezi omjeru 3.

4.6. Efekt rastezanja kod ugadanja klavira

U prijasnjem poglavlju pokazalo se na viSe primjera kako vise vlastite frekvencije modela grede
opterecene konstantnom aksijalnom silom s porastom natezne sile zaista teze prema vlastitim
frekvencijama nategnute idealne Zice. Medutim, kod konac¢ne natezne sile nije moguce izbjeci

efekt rastezanja.

Slika 27 prikazuje vrijednosti odstupanja fundamentalnih frekvencija svakog tona klavira u
realnim uvjetima od teoretskog Equal temperamenta gdje je oktava u omjeru 2:1 (tj. nema
efekta rastezanja). Moze se primijetiti da su svi tonovi iznad referentnog (pocetnog) tona ai
ugodeni na nesto visu frekvenciju, a svi tonovi nizi od tona a; na nesSto nizu frekvenciju od
neutralne linije. Takoder, Sto je veci intervalski razmak izmedu tona a; i promatranog tona, to
je veca i vrijednost odstupanja omjera njihovih frekvencija od teoretskog omjera koji ne uzima

u obzir efekt rastezanja.

Slika 28 prikazuje proces mjerenja fundamentalnih frekvencija tonova na klaviru modela

Steinway & Sons pomocu analizatora spektra.
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60

40

20

-20

== 0dstupanje u centima == neutralna linija e Poli. (0dstupanje u centima)

Slika 27. Izmjerene vrijednosti odstupanja fundamentalnih frekvencija svih 88 tonova na
klaviru od neutralne linije (bez efekta rastezanja) izraZene u centima te njihova polinomna
aproksimativna Kkrivulja

Analizator
spektra

-

Slika 28. Prikaz mjerenja fundamentalnih frekvencija tonova na klaviru modela Steinway &
Sons pomocu analizatora spektra
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4.7. Disperzija frekvencijskog spektra

Uvest ¢e se dvije nove konstante B i f;:

T2El 1 T

- =_. |- (50)
T2’ fo 2l o’

gdje je B bezdimenzijski koeficijent inharmoni¢nosti, a f;, fundamentalna frekvencija koju bi

imala idealna Zica bez savojne krutosti (B = 0).

Kvadriranjem koeficijenta k, iz jednadzbe (36) dobit Ce se:

T T \?> ow?
2 — _ (81)
k2 2EI +j(251) + EI’

Ukoliko se sada uvrste koeficijenti iz jednadzbe (50), prethodni izraz se moze zapisati kao:

kZ — T[Z . 1+ wZB —
27 2BI2 P2

1. (52)

Uvrstavanjem izraza za k3 u kvadriranu jednadzbu (45) dobije se:

(P s
l) — 2BI? fim? ' ®3)

Uvrstavanjem izraza w = 2 f; gdje f; predstavlja frekvenciju na i-toj formi vibriranja grede te

sredivanjem jednadzbe dobije se:

1 , 4f?*B
=—| [14+—5—1]| 54
T + 12 (54)

Da bi se nasao spektar frekvencija na kojoj vibrira greda trazit ¢e se izraz za f; iz prethodne

jednadzbe. Rjesenja glase:

fi = +ifo\/1 + Bi?, (55)

od kojith uzimamo samo pozitivno rjesenje.

Posto je u modelu grede, odnosno realne klavirske Zice sa savojnom kruto$¢u, koeficijent
inharmonic¢nosti B > 0 onda fundamentalna frekvencija iznosi f; = fyv/1 + B, §to je neznatno
viSe od koeficijenta f; [43].

Iz prethodne jednadzbe moZe se primijetiti da frekvencija na i-toj formi vibriranja grede odstupa
od linearne ovisnosti o broju forme vibriranja i, te raste strmije od linearne zakonitosti zbog

postojanja faktora V1 4+ Bi?. Ukoliko ne bi postojao taj faktor, spektar frekvencija bi imao

vrijednosti harmonika [43].
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Vrijednost koeficijenta inharmoni¢nosti B za realne klavirske zice je mala te najcesce iznosi
oko 1073 [43].
Ukoliko se u izraz za koeficijent inharmoni¢nosti iz jednadzbe (50) uvrste geometrijske
znacajke klavirske zice, tj. izrazi za poprecni presjek kruznog oblika, dobije se:
_ m’Ed*
64 -TI1%

Izracun koeficijenta inharmoni¢nosti provest ¢e se na primjeru stvarne klavirske Zice tipa M

(56)

koja ostvaruje ton H na klaviru Steinway & Sons modela O, duljine 1.8 m (Dodatak, Tablica 2).
Zica je od materijala gustoée p = 7850 % 1 Youngovog modula elasti¢nosti E = 202 GPa.
Promjer popre¢nog presjeka zice iznosi d = 1.025 mm, a duljina zice je [ = 1.11 m [44].
Natezna sila kojom moramo opteretiti zicu kako bi ostvarili ton H iznosi 491.1 N. Koeficijent

inharmoni¢nosti prema jednadzbi (56) u ovom slu¢aju iznosi B = 1.79 - 107,

Ukoliko u jednadzbu (55) uvrstimo izraze za f, i B dobit ¢emo izraz za spektar frekvencija koji

glasi:

_ Wi?n3Ed* + 64TI?

Ji= 8d12,/pn

Ponovno ¢emo promatrati primjer stvarne klavirske zice tipa M (Dodatak, Tablica 2) [44].

(37)

Ukoliko uvrstimo ranije navedene parametre te Zice, moze se prikazati disperzija spektra

frekvencija u ovisnosti o parametru i za razlicite natezne sile 7.
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Slika 29. Disperzija frekvencijskog spektra slobodno oslonjene grede opterecene aksijalnom

silom

Slika 29 prikazuje da teznjom natezne sile 7" prema beskonacnosti, ovisnost frekvencija f; o

broju forme vibriranja i sve viSe teZi linearnom odnosu, odnosno dvostruko visi broj forme

vibriranja rezultira dvostruko viSom prirodnom frekvencijom.
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5. ZAKLJUCAK

U ovom radu pokazale su se odrednice svih povijesno vaznih temperamenata i danasSnjeg Equal
temperamenta. Prikazan je proracun frekvencije akustickih udara koji nastaju interferencijom
dvaju zvucnih signala. Na primjeru je prikazan postupak ugadanja instrumenta pomocu
akustickih udara. Zakljuceno je da smanjivanje razlike medu vlastitim frekvencijama dvaju
tonova rezultira prorjedivanjem akustickih udara u vremenu te sprjeava pojavu disonantnosti,

tj. neskladnosti medu tonovima.

Iz diferencijalnih elemenata grede i idealne zice (bez savojne krutosti) opterecenih aksijalnom

silom dobivene su valne jednadzbe vibracija elemenata. Zaklju¢eno je da se valna jednadzba
4

vibriranja idealne Zice moze izvesti iz jednadzbe vibriranja grede uklanjanjem ¢lana E1 ZT‘Z koji

nastaje zbog savojne krutosti elementa. Model idealne zice daje valnu jednadzbu koja je

dovoljno dobra aproksimacija za Zice koje su jako fleksibilne, npr. zice na gitari. No, za

klavirske Zice, zbog vece savojne krutosti, model idealne Zice nije dovoljno dobar.

Matematicki model napete idealne zice (bez savojne krutosti) predvida drugu prirodnu
frekvenciju dvostruko viSu od prve, trecu trostruko visu od prve i tako dalje. Medutim, klavirske
Zice zbog postojanja savojne krutosti imaju drugu vlastitu frekvenciju nesto visu od dvostruke
prve, tre¢u nesto viSu od trostruke prve 1 tako dalje. U ovom radu objasnjeni su uzroci efekta
rastezanja muzicke skale koriste¢i matematicki model za proracun prirodnih frekvencija grede
opterecene konstantnom aksijalnom silom. Rezultati dobiveni modelom grede opterecene
konstantnom aksijalnom silom su usporedeni s modelom nategnute zice bez savojne krutosti, i
ti rezultati usporedeni s mjerenim fundamentalnim prirodnim frekvencijama tonova na
stvarnom klaviru. Na primjeru slobodno oslonjene grede optere¢ene konacnom nateznom silom
T pokazano je da druga prirodna frekvencija nije dvostruka vrijednost prve, nego nesto visa.
Prikazom disperzije frekvencijskog spektra slobodno oslonjene grede opterecene aksijalnom
silom pokazano je da teznjom natezne sile 7 prema beskonacnosti, ovisnost frekvencija f; o
broju forme vibriranja i sve viSe teZi linearnom odnosu, odnosno dvostruko visi broj forme

vibriranja rezultira dvostruko viSom prirodnom frekvencijom.
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DODATAK

Tablica 2. Parametri razli¢itih tipova Zice koje realiziraju ton H na klaviru Steinway & Sons
modela O [44]

Tip Zvucna Promjer Natezna | Naprezanje | Masena gusto¢a | Youngov modul
zice | duljina [m] [mm] sila [N] [%] [kg/m’] elasti¢nosti [GPa]
M 1.11 1.025 491.1 34.07 7850 202

0 1.11 1.025 491.1 39.94 7810 202

1 1.11 1.025 491.1 50.87 7850 202

2 1.11 1.025 491.1 60.56 7820 202
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