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SAZETAK

Razradom obiljezja konveksnih i afinih skupova i funkcija, postavljena je osnova nuzna za
definiranje problema semidefinitnoga programiranja i dekompozicije polinoma na sumu
kvadrata (SK dekompozicije). Navedeni su programski paketi i rjeSavaci koje je moguce
koristiti za njihovo rjeSavanje. Jedan od njih, SOSTOOLS, uporabljen je za pronalazenje
Ljapunovljevih funkcija primjenom SK dekompozicije, ¢ime je izvrSena provjera definiranih
uvjeta stabilnosti ravnoteznih stanja nelinearnih dinamickih sustava. U konacnici, primjenom
Rantzerovih funkcija gustoce, istrazena je mogucnost sinteze nelinearnih regulatora za slozene
dinamicke sustave.

Kljucne rijeci: semidefinitno programiranje, dekompozicija polinoma na sumu kvadrata,
Ljapunovljeve funkcije, Rantzerove funkcije gustoce
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ABSTRACT

By elaborating on the properties of convex and affine sets and functions, a basis , required to
define semidefinite programming and polynomial sum of squares decomposition problems
(SOS decomposition), is set. Programs and solvers, which can be used to solve such problems,
are listed. One of them, SOSTOOLS, is used in order to look for Lyapunov functions through
SOS decomposition, thus verifying the previously defined stability conditions for the equilibria
of nonlinear dynamical systems. Lastly, through the application of Rantzer density functions,

the possibilty of constructing a nonlinear controller for complex dynamical systems is explored.

Key words: semidefinite programming, polynomial sum of squares decomposition, Lyapunov
functions, Rantzer density functions
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1. UVOD

Rjesavanje problema provjere nenegativnosti polinoma ima ¢estu primjenu u podrucju
automatske regulacije, koriste¢i se za analizu stabilnost hibridnih i nelinearnih sustava, sintezu
nelinearnih regulatora te provjeru matematickih modela sustava. [5] Problem provjere
nenegativnosti polinoma moguce je formulirati kao problem dekompozicije polinoma na sumu
kvadrata (problem SK dekompozicije). Njegovim rjeSavanjem, u poglavlju 4 omogucéeno je
trazenje Ljapunovljevih funkcija, pomocu kojih se vr$i analiza stabilnosti ravnoteznih stanja
nelinearnih dinamickih sustava. U poglavlju 5, rjeSavanjem problema SK dekompozicije traze
se Rantzerove funkcije gustoce, koje izgraduju temelj za sintezu nelinearnih regulatora za
sloZzene dinamicke sustave. Problem SK dekompozicije, moze se nadalje svesti na problem
konveksnoga semidefinitnoga programiranja. Primjenom razli¢itih kombinacija programskih
paketa i njima prilagodenih numerickih rjesavaca (solver-a), koji posjeduju komparativno
drugacije znacajke, moguce je postaviti i rijesiti navedene probleme. Na pocetku ovoga rada,
bit ¢e predstavljena postepena teorijska osnova, nuzna za razumijevanje prethodnih
optimizacijskih problema. U njoj ¢e biti definirani pojmovi poput afinih i konveksnih skupova,

afinih i konveksnih funkcija te konveksne optimizacije.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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2. SEMIDEFINITNO PROGRAMIRANJE

2.1. Afini i konveksni skup

U svrhu razumijevanja svojstava dozvoljenih skupova u optimizacijskim problemima te

vrijednosti funkcija ogranicenja, potrebno je definirati pojmove afinoga i konveksnoga skupa.

2.1.1. Afini skup

U n-dimenzionalnom realnom prostoru R™, definiran je skup P € R™. Ukoliko za sve

x4, X, € P iproizvoljan skalar 8 € R vrijedi:

Ox;+(1—0)x, €P (2.1)
skup P je afini skup. Vazno svojstvo afinoga skupa je ¢injenica da sadrzi sve afine kombinacije

njemu pripadajucih tocaka, odredene izrazom:

01x1 + 0,x,+. ... +0xy (2.2)

gdjesu xq,..,xxeP, Y&.6;,=1.

2.1.2. Konveksni skup
Definiran je skup € € R™. Ukoliko za sve x;,x, € C i proizvoljan skalar 6 e R, 0 <6 <1
vrijedi:

Ox;+(1-0)x,€C (2.3)
skup C je konveksan. Kao i kod afinoga skupa, konveksni skup sadrzi sve konveksne

kombinacije njemu pripadajucih tocaka, izrazene pomocu izraza (2.2), gdje su
Xy, .., X €C, YK . 6,=1, 6,=0.

Konveksni skup € € R™, kod kojega za svaki x € C i svaki 6 = 0 vrijedi 8x € C, naziva se

konveksnim konusom ukoliko zadovoljava sljedeci uvjet:

zasvaki xq,x,eC i svaki 6,,6, >0, vrijedi 6,x; + 6,x, €C (2.4)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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2.2. Afine i konveksne funkcije

2.2.1. Konveksne funkcije

Ukoliko je definiran neki konveksan skup € € R", C # @, funkcija f: C = R konveksna je

ukoliko za svaki x;,x,e C isvaki 6, 0 <6 <1 vrijedi:

f(Ox;+ (1 —0)xy) < 0f(x) +(1— 0)f(x3) (2.5)

Izraz (2.5) moguce je graficki interpretirati na sljedeci nacin:

O Zajednicke wijdnosti

O  Vrijednosti iz zslenoga skupa

©  Vnjednosti iz plavoga skupa

Slika 1. Interpretacija definicije konveksnosti

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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Lijeva strana nejednakosti, za proizvoljno odabrane x;, x,€ R, predstavlja skup vrijednosti
konveksne funkcije za svaki 8. Na slici 1, taj skup prikazan je pomocu zelenoga segmenta.
Desnom stranom nejednakosti, za proizvoljne x4, x,€ R, predstavljen je skup suma skalarima
pomnoZzenih vrijednosti konveksne funkcije. On je na slici 1 prikazan plavim segmentom. Za
proizvoljne i jednake vrijednosti skalara 8, vidljivo je da su vrijednosti elemenata iz zelenoga

skupa manije ili jednake onima iz plavoga.

2.2.2. Afine funkcije

U opéemu obliku, afinu funkciju h: R™ = R moguce je zapisati kao:

h(x) =a’x+b (2.6)
gdje su a € R™",b € R, a vektor x € R™ predstavlja funkcijsku varijablu. Domenu afine
funkcije Cini cijeli skup R™, za kojega je, primjenom izraza (2.3), lako zakljuéiti da je

konveksan. Zasvaki 8, 0 <6 < 1lisvaki x;,x,€ R" vrijedi:

h(@x;+(1—0)x,)=a’(Ox;+(1—-0)x,)+b=a’0x;,+a’(1-0)x,+b =
=0a’x; + (1—-6)a’x, + b =60(h(x) —b) + (1 —0)(h(x,) —b) + b =
= Oh(x,) + (1 — O)h(x,) — 0b —(1 — )b + b =
=0h(x) + (1 —Oh(x) +b(1-60-(1-0)) =

= Oh(x,) + (1 — 0)h(x,) (2.7)

1z izraza (2.7) te definicije konveksnosti (2.5), moguce je zakljuciti da su afine funkcije nuzno

konveksne.

2.3. Konveksna optimizacija

Konveksna optimizacija predstavlja vrstu optimizacijskoga problema koji u svome
standardnome zapisu poprima sljedeci oblik:

min
" f )
gi(x) <0, i=1..,m meN

h(x)=0, i=1.,k keN (2.8)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4
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Vektor x optimizacijska je varijabla sustava:
X =[x1,%X3,..,X,] MEN (2.9)

f predstavlja konveksnu funkciju cilja, a funkcije g; te h; predstavljaju funkcije
ogranicenja, od kojih su funkcije ograni¢enja nejednakosti g; nuzno konveksne, a funkcije

ograni¢enja jednakosti h; nuzno afine.

2.3.1. Semidefinitno programiranje
Problem konveksne optimizacije, koji je u standardnome obliku moguce zapisati na sljedeci
nacin:

CeX - min

AijeX=b; i=1,.,m meN

X=0 (2.10)

poznat je pod nazivom semidefinitno programiranje. U zapisu je koriSten skalarni matri¢ni

produkt, koji je , za 2 matrice L i W dimenzija m X n, definiran kao:

LeW =321 Lij W, (2.11)

X je simetri¢na n X n matrica za koju, za svaki z,z € R", vrijedi:

zZ'Xz >0 (2.12)
Matrice koje posjeduju navedena svojstva zovu se pozitivno semidefinitne matrice. Za matrice
X 1Y, koje pripadaju skupu pozitivnih semidefinitnih matrica ST izasvaki 6, 0<6 <1,

moguce je pomocu izraza (2.3) zapisati:

ZI(6X+(1-0)Y)z=02"Xz+(1-0)2"Yz>0 (2.13)

1z izraza (2.3) i (2.12), slijedi da je matrica S =6X + (1 — ) Y pozitivno semidefinitna , a
skup S}, konveksan. Matrica funkcije cilja € te matrica A; pripadaju skupu simetri¢nih
matrica S™ , dok je b; € R™. Skalarni produkt € ¢ X moguce je, u opéemu obliku, raspisati

kao:

Fakultet strojarstva i brodogradnje 5
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C11 (12 €13 " Cin X11 X12 X130 Xin
Cr1 Co2 C23 = (o X291 X X23 "t Xon
€31 C32 €33 " C3pl|e|X31 X3z X33 " X3n| =c¢i9Xq1 + CraXiate.. HepnXnn  (2.14)
Cn1 Cnz2 Cnz  * Cnn Xn1 Xn2 Xn3 " Xnn

Izrazom (2.14) dobivena je afina funkcija cilja koja je, kao $to je vidljivo iz jednadzbe (2.7),

ujedno i konveksna. Izraz A; « X = b;:

a;1 a2 %z Gan X1 X1z %13 7 Xan by

asq [25Y) as3 o Aan X721 X322 X23 o Xop b2

az1 A3z QAzz ** QA3p| e|X31 X3z X33 Xzn|= |bg (2.15)
dp1 Qpz QApz - App i Xn1 Xn2 Xn3 7 Xpn lani

predstavlja sustav linearnih jednadzaba, koje u optimizacijskome problemu definiraju funkcije

ograni¢enja jednakosti.

2.3.2. SK dekompozicija

Rjesavanjem problema dekompozicije polinoma na sumu kvadrata (SK dekompozicije),
moguce je izvrSiti provjeru nenegativnosti polinoma. Polinom vise varijabli p(x), x € R" ,
kojega je moguce zapisati kao sumu kvadrata polinoma f;, i =1,...,n, n € N, naziva se

polinomom sume kvadrata (SK polinom).

p(x) =Xk, fi% (%) (2.16)

Ukoliko je p(x) stupnja 2m, m € N te ga se moze izraziti kao :

p(x) = Z(x)"QZ(x) (2.17)

gdje je Q € S}, a Z(x) vektor monomijala stupnja d , d < m, rije¢ je o SK polinomu.
Problem nalaZenja matrice Q, koja zadovoljava izraz (2.17), moguce je svesti na problem

semidefinitnoga programiranja. Kao konkretan primjer odabran je polinom ¢etvrtoga stupnja
(2m = 4) s dvije varijable (x;, x;) [24]:

p = 2x{ + 2x3x, — x¥x% + 5x3 (2.18)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 6
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Za vektor Z, koji sadrzi monomijale stupnjad , d < 2, izraz (2.17) poprima oblik:

21T

X1 i1 912 413]]| X1

p(x:[; xz) = x22 d21 4922 Q23 x22 = q11x14 + qllezsz + CI13X13X2 +
x1x, | W31 432 4331 |x;x,

2. 2 4 3 3 3 2. 2
T q21X1°X2° + qa2X2” + q23%X1X2” + q31X17 X2 + (q32X1X2”7 + (q33X1°X>

(2.19)

Buduc¢i da su pozitivno semidefinitne matrice nuzno simetri¢ne, izraz (2.19) postaje:

p(xy, x2) = quax1* 4 qu2x* 4 (2412 + q33) %1222 4 2q43%1 3%, + 2q23%1%5°

(2.20)

Iz izraza (2.18) i (2.20), moze se definirati sljedeci sustav linearnih jednadzaba:

q11 = 2
q13 =1
q12 = A
3z =—1-—221
q22 =5
q23 =0
(2.21)
Matricu Q sada je moguce zapisati kao:
2 A 1
Q= [A 5 0 ] (2.22)
1 0 —-1-24

Potrebno je pronaci neki Ae R za koji matrica Q € ST zadovoljava izraz (2.17). Koristenjem
jednadzaba (2.21) za definiranje funkcija ogranic¢enja jednakosti, problem SK dekompozicije,
uz uvjet Q = 0, sveden je na problem semidefinitnoga programiranja definiran izrazom (2.10).

Jedna od vrijednosti A koje zadovoljavaju (2.17) je A = —3. Matrica Q sada poprima oblik:

2 =31
Q=[—3 5 O] (2.23)
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Za svaku matricu Q € S}, vrijedi:

Q=VvTv (2.24)
gdje je V.€ R™* ™, Zamatricu V oblika:
2 -3 1
V== [0 ] (2.25)

polinom p(x,, x,) moguce je raspisati kao sumu kvadrata:

s3]0 3 3T e ol

- %(lez - 3x22 + xle)Z + % (x22 + 3x1x2)2 (226)

3. PROGRAMSKI PAKETI

Za potrebe rjeSavanja problema semdefinitnoga programiranja te SK dekompozicije, dostupno

je nekoliko programskih paketa.

3.1. YALMIP
YALMIP je MATLAB-ov programski paket koji pomocu besplatnih i komercijalnih rjeSavaca

omogucuje rjeSavanje problema iz podrucja poput linearnoga programiranja, kvadratnoga
programiranja i semidefinithoga programiranja. Programski paket posjeduje mogucnost
prepoznavanja i preobrazbe vrste definiranoga problema te se sukladno tome sluzi jednim od
brojnih internih ili eksternih numerickih rjesavaca za njegovo rjesavanje. [7] Neki od rjeSavaca

koriStenih za semidefinitno programiranje pomocu YALMIP-a vidljivi su u sljedecoj tablici :

Tablica 1. Popis numeri¢kih rjesavaca

CSDP, napisan u programskom jeziku C, kod je koji sadrzava SDP rjesavac te alate

CSDP | za cCitanje 1 pisanje problema semidefinitnoga programiranja te njihovih rjeSenja.
Sam rjeSavac¢ podrzava korisStenje linearnih uvjeta jednakosti i nejednakosti. [8]
MOSEK | Software s moguc¢no$¢u rjeSavanja velikoga spektra optimizacijskih problema

(linearno programiranje, programiranje konusa drugog reda, kvadrati¢no

programiranje). [9]
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PENSDP

Software koji, uz rjeSavanje problema semidefinitnoga programiranja, posjeduje
sposobnost rjesavanja konveksnih i1 nekonveksnih nelinearnih optimizacijskih

problema. [10]

SDPA

Programski paket napisan u C++ jeziku, rjeSava probleme semidefinitnoga
programiranja s razliCitim razinama preciznosti. Razina kompleksnosti problema
koju software moze rijeSiti ovisi o relevantnim specifikacijama korisnikovog

racunala. [11]

SDPLR

Kompatibilan s MATLAB-om, SDPLR je software, napisan u programskom jeziku
C, namijenjen za rjeSavanje vecih problema iz podru¢ja semidefinitnoga

programiranja. [12]

SeDuMi

SeDuMi je rjesavac optimizacijskih problema koji sadrze linearne, semidefinitne i

kvadratne uvjete ogranicenja. Podrzava koriStenje kompleksnih varijabli te posjeduje

visoku numericku preciznost. [13]

3.2. SOSTOOLS

SOSTOOLS naziv je MATLAB-ovog programskoga paketa pomocéu kojega je moguce
provjeriti postojanje SK dekompozicije proizvoljnih polinoma te izvrSiti takvu dekompoziciju,
ukoliko ona postoji. Problem SK dekompozicije sveden je na problem semidefinitnoga
programiranja te je njegovo rjeSenje generirano u obliku definiranom izrazom (2.17).
Programski paket dozvoljava samostalno definiranje varijabli. SOSTOOLS takoder pronalazi
primjenu u domeni automatske regulacije, buduci da nudi opcije poput trazenja Ljapunovljevih
funkcija, pomoc¢u kojih je moguce izvrsiti provjeru stabilnosti ravnoteznih stanja dinamickih
sustava. Od prethodno navedenih numerickih rjesavaca, SOSTOOLS koristi: CSDP, SDPA,
MOSEK i SeDuMi. [14]

4. Analiza stabilnosti autonomnih nelinearnih dinamickih sustava pomocu

Ljapunovljevih funkcija

4.1. Otvoreni skup

U svrhu formuliranja uvjeta stabilnosti ravnoteznih stanja autonomnih nelinearnih dinamickih

sustava, nuzno je najprije definirati pojam otvorenoga skupa. Za neki skup D € R™, kaze se da
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je otvoren ukoliko za svaki x € D postoji neki g € R, takav da za svaki y € R", ¢ija je

euklidska udaljenost od x-a, d.u < f, vrijedi: [27]

y€ED (4.2)

4.2. Definicije stabilnosti ravnoteZnoga stanja

Za razmatranje definicija stabilnosti, bit ¢e koriSten primjer autonomnog nelinearnog

dinamickoga sustava:

x = f(x) (4.2)

kod kojega je, za neki otvoreni skup D € R", definirana funkcija f: D - R™ te vektor
varijabli stanja x(t) € D, gdje t > 0 predstavlja vrijeme. Ravnotezno stanje x,, f(x,) =0

stabilno je po Ljapunovu ukoliko za svaki €,¢ € R, postoji § € R, takav da:

1X(0) — x.ll <& = llx(t) —x.l| < € Ve (4.3)

Funkcija ||-||: R™ — R, predstavlja euklidsku vektorsku normu definiranu kao:

|x|| = VxTx (4.4)
RavnoteZno stanje asimptotski je stabilno ukoliko ispunjava uvjet stabilnosti po Ljapunovu te

postoji 6 € R, takav da:

12(0) — xll < 8= Jim |x(t) = x| = 0 (45)

4.3. Odredivanje stabilnosti ravnoteZnoga stanja pomoc¢u Ljapunovljevih funkcija

Neka bude promatran sustav iz izraza (4.2), s ravnoteznim stanjem u x, = 0. Ukoliko za neki
otvoreni skup D € R", x, € D, postoji kontinuirana funkcija V: D — R , s kontinuiranim

prvim derivacijama, koja zadovoljava uvjete:

V() =0
V(x) >0, vx € D\{0}

V@) =2f(x) <0, vxeD (4.6)
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ravnotezno stanje toga sustava stabilno je po Ljapunovu te se V' naziva Ljapunovljevom

funkcijom. Ravnotezno stanje je asimptotski stabilno ako vrijedi:

V(x) <0, vx € D\{0} 4.7
Uz uvodenje pretpostavke da je Ljapunovljeva funkcija polinom, uvjete definirane pomocu
izraza (4.6) moguce je zapisati kao:
V() =0
V(x) — ¢(x) je SK polinom
—Z2f(x) je SK polinom (4.8)

gdje je ¢(x) proizvoljno odabrana funkcija takva da ¢(x) >0, Vx € D \{0}. Time je
ispunjen uvjet V(x) > 0, Vx € D \{0} postavljen u izrazu (4.6). Uz pretpostavku da je
Ljapunovljeva funkcija polinom stupnja 2m, m € N, funkciju ¢(x) uobicajeno je odabrati
kao:

$(xX) = Iy XLy 03y ;) (4.9)
gdje je x; i-ti element n X 1 vektora x, a g;; € R»(. Za neki proizvoljni y € R, , d;; je
definiran na sljedec¢i nacin:

Z;nzl O-ij > Y, Vi = 1, ..,N, NE N (410)

4.4. Primjeri sustava
U narednim primjerima, promatrani su autonomni nelinearni dinamicki sustavi.

4.4.1. Prvisustav

Slika 2. Prvi sustav [19]
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Dinamiku sustava prikazanoga na slici 2 moguce je opisati pomocu sljedece diferencijalne
jednadzbe:
Mg1Xs1 + bs1 x5 + F, =0 (4.11)
gdje su x;; pomak utega, xg; nhjegova brzina, x;; njegova akceleracija, my; njegova masa, a
povratna sila same opruge F,, definirana je izrazom:
E, = kg1 X5 +Xgq Xs1° (4.12)

k1 € R, predstavlja konstantnu opruge dok je «¢; € R koeficijent nelinearnosti povratne sile

opruge, a by; € R, faktor prigusenja. Izraz (4.11) moguce je zapisati kao:

—K1X51—X51X51> —Dg1 X51 (4 13)
M1 '

Xs1 =
Uz uvodenje supstitucije x; = x41, X, = X5, sustav se moze izraziti kao:
. X1
=1 ()

X2
—bs, xz—ks1x1—°<51x13l (4.14)
Ms1

-

Konstantnim veli¢inama su proizvoljno pridruzene sljedece vrijednosti:

mgy = 1[kg] kg = 2500 [5| o= 400 || by =200[]  (415)

za koje sustav posjeduje samo jedno ravnotezno stanje, za x; = x, = 0. Provjeru njegove
stabilnosti moguce je izvrSiti trazenjem Ljapunovljeve funkcije, prema uvjetima postavljenim

u (4.8). U skladu s (4.9) i (4.10), odabrana je funkcija ¢ (x)¢, oblika:

¢ (x)s; = 100x,* + 100x,* (4.16)
Zapronalazenje Ljapunovljeve funkcija ovoga, te svih narednih sustava, koriSten je MATLAB-
ov SOSTOOLS programski paket, opisan u poglavlju 3, uz pozivanje SeDuMi rjesavaca.

Koristeni kod vidljiv je u prilogu 1. Dobivena je funkcija oblika:
Vi = 33.193x;* + 0.107x,3x, + 0.002x,%x,2 + 148.425x,% + 0.041x,x, + 0.078x,>
(4.17)

koju je prema (2.17) moguce raspisati kao:
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_ _T _ _
1 0 0 0 0 0 o 1
)951 0 148.425 0.023 0 0 0 ;cl
2 | [0 0.023 0.0780 0 0 ol x2
i= x2 | lo 0 0 33.1931 0.0536 0}| x,? (4.18)
X1X7 lO 0 0 0.0536 0.0031 OJ X1Xp
[ x,2 1 L0 0 0 0 0 041 x,2 |

Buduc¢i da dobivena Ljapunovljeva funkcija zadovoljava nejednakost definiranu uvjetom (4.7),
ravnotezno stanje sustava posjeduje asimptotsku stabilnost. Na slici 3 vidljive su trajektorije

sustava za razli¢ite pocetne uvjete.

4
i <10
400 i
300 ¢ st
06
200 |
04} ,
100 f |
02f
N ‘/ T ‘ ‘|’f\\
L — \
#ih ‘., ( Y o WV
\ \\\ .‘ /|
-100 | \ \ el \\J|
\ ‘\‘ ‘
\ 04t \ |
200 A
\\ \ “‘
\ 06f I
\ \/
300 | b
X 08}
\
408 \ i o . ; ; . . ;
5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 450 100 50 0 50 100 150
x1 x1

4.4.2. Drugi sustav

Slika 3. Trajektorije prvoga sustava

v (1) X2 (t)
* - . N
S | n | \
l
N L N
O 1 .
N pruga my Opruga 2 mo Opruga 3 Q
VWV L AAAAA — NV
N N
N NSSANRARN ASSRRNRRN N
Slika 4. Drugi sustav [25]
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Dinamiku sustava sa slike 4, za nelinearne karakteristike opruga 1 i 3, opisuje sljedeéi sustav

diferencijalnih jednadzaba:

. . * 3 _
MyX1s2 — by (X252 — X152) — kosa(Xa52 — X152) + Kis2X152 +X 152 X152° = 0

. . M 3 _
MyX5p + bsp (Xos2 — X152) + Kasa (X252 — X152) + K3s2X252 +X352 X252° =0

(4.19)
Uz uvodenje supstitucije X; = X143, X3 = X452 ,X3 = Xq52, Xq = Xpg SUStav se moze izraziti
kao:
X1
X2
X =
| s
X4
_ x3 -
X1 X4
X, sz (x4—x3)+kpsp (x—x1) — K150 — X1 52,3
Al = (4.20)
X3 mq
5(4_ —bgy (x4=x3)=Kps (x=x1) —K35p0,— X357,°
| myp -

Konstantnim veli¢inama pridruZene su sljedece vrijednosti:
N N N
my=my, =mgy kigm = 2500 [;] kygy = 2000 [;] ks = 2700 [;]

Xis2= Xzs2= K1 bs, = bs (4.21)
Jedino ravnotezno stanje definirano je za za x; = x, = x3 = x4, = 0. Provjera njegove

stabilnosti takoder se vr$i traZenjem Ljapunovljeve funkcije, prema uvjetima postavljenim u

(4.8). U skladu s (4.9) i (4.10), odabrana je funkcija:

(]5(.76)52 = 10x14 + 10x24 + 10x34 + 1OX44 (422)
Uporabom koda vidljivoga u prilogu 2, dobivena je Ljapunovljeva funkcija oblika:

V, = 0.002883x,2 — 0.00706x,x, + 0.004553x,2 (4.23)
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Buduc¢i da dobivena Ljapunovljeva funkcija zadovoljava nejednakost definiranu uvjetom (4.7),
ravnotezno stanje sustava posjeduje asimptotsku stabilnost. Na slici 5 vidljive su trajektorije

sustava za razli€ite poCetne uvjete.

10 10
‘; 0 MM Q 0 V‘,MWWV\MIW
-10 -10
0 50 100 150 0 50 100 150
t[s] t[s]
200 200
100 100
-100 100 |
-200 -200
0 50 100 150 0 50 100 150

t[s] tfs]
Slika 5. Trajektorije drugoga sustava

5. Sinteza nelinearnoga regulatora
5.1. Rantzerove funkcije gustoce
Zadan je sustav x = f(x), ¢ije je ravnotezno stanje f(0) = 0. Funkcija f: R™ - R", kojaima
kontinuirane prve derivacije, funkcija je klase C*, sto je moguce zapisati kao f € C1(R™, R™).
Neka bude definiran skup D;,; = {x € R™:||x|| = 1}. Ukoliko postoji funkcija p(x) =
0, p(x) € C*(R™\{0},R), za koju je izraz:

p)f(x)
llxll (5-1)

integrabilan na skupu D, te za koju vrijedi:
[V-(fp)](x) > 0, zaskorosvaki x (5.2)
onda, za skoro sve pocetne uvjete x(0), postoji trajektorija x(t), t € Ry , takva da:

lim x(£) = 0 (5.3)
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Takva funkcija naziva se Rantzerovom funkcijom gustoce. Divergencija V- je vektorski

operator koji se za x € R™ moze prikazati kao:

dxq x5 0x3 dxp

f(x1)
f(x2)
f(x)_v [f(xi)l_v —%+%+%+-..+% (5.4)

f Gt lfn

5.2. Sinteza regulatora
5.2.1. Prvi primjer
Razmatran je sljedeéi nelinearni sustav preuzet iz [21]:
Xy = 2x13 + x1%xy — 6x1%,% + 5x,°
X, =U (5.5)

gdje u(x): R™ — R predstavlja nelinearni regulator koji je potrebno odrediti. Opéenito, sustav
(5.5) moguce je zapisati kao:

x = f(x) + g(x)u (5.6)

[551] _ [2x13 + x,%x, — 6x1x,% + 5x23] + [O] "
' 0 1

gdje je, za neki otvoreni skup D < R™, definirana funkcija f: D — R™, s ravnoteznim stanjem
u f£(0) = 0 te vektor varijabli stanja x € D. u € R™ je vektor ulaza dok je g vektorsko polje
oblika: [26]
gx)=[g9:(x) g.(x) g:(x) - gm(x)], g:D->R" i=1.,m meN
(5.7)
Za zadani sustav, uvjet (5.2) moze se zapisati kao:
V-[p(f +guw)] >0 (5.8)

Rantzerovu funkciju gustoe moguce je parametrizirati na sljedeci nacin:

@) @© _ u@aw
p(x) = ;(;)T u(x) p(x) = bc(;c)r = ubx(:)rx (5.9)
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gdje je polinom b(x) > 0 proizvoljno odabran, a za polinom a(x) vrijedi a(x) = 0. T € R,
predstavlja proizvoljno odabranu konstantu koja zadovoljava uvjet integrabilnosti izraza (5.1).

Uvrstavanjem parametrizacije (5.9) u uvjet (5.8), dobiveno je:

V- [o(f + gl = ¥+ [1=(fa + 90| = 7 [V (fa + g&) — «Vb+ (fa + o)

(5.10)

1
pTt+1

Buduc¢i da je nuzno pozitivan, problem trazenja nelinearnoga regulatora i funkcije gustoce,
sveden je na problem SK dekompozicije:

V-(fa+gc)— Vb (fa+gc) >0 (5.11)
Za proizvoljno odabrane:

b(x) = x;% + x,2 + 0.0001, 7 =25 (5.12)
koristenjem MATLAB-ovog SOSTOOLS programskoga paketa, uz pozivanje SeDuMi
rjesavaca, dobiven je sljedeci nelinearni regulator:

u(x) = —3.5442x,> + 4.7123x,%x,% — 7.4x,x,2 — 3.5267x,3
—0.00026x; — 0.00057x, (5.13)

Koristeni programski kod prilozen je kao prilog 3. Na slici 6, prikazan je fazni portret sustava
za proraCunati regulator. Vektorsko polje oznafeno je plavim strelicama, a krivulje

predstavljaju trajektorije sustava za razlicite pocetne uvjete.

5 —/: R i B IR R R T
- —/ /‘ O e - \\ T ~ \ ‘\ .\ v ) B v
2R TR T B . i s
# 4 , - - - ~ . \ \ \ b
3 / V4 e - < . . \
! ! ’ . D :
5 \ ' ‘ / o \\ \
” " X
; y \
. '\ ,/— —\\ \ \
R o 3 \> \ 3
\ ,l \\
1 \ \‘\ // . y
2 ‘ ‘ ‘ : . )‘ :
4 - . /1 |
3 N N ‘ s 3 . - - - - b / / /
f & A N hn AN e A s L @
- /
-4 A ' \ A \ N N ‘\\ L e e 3 / ’ 2
Y X OUR . W N L Vo \‘\\\3.*_ e 'A_/,/ = / ’/
-5 1 Y vX R e e
‘e -4 3 2 -1 1 2 3 4 5
x1

Slika 6. Fazni portret sustava za prvi primjer
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5.2.2. Drugi primjer
Razmatran je nelinearni sustav prikazan u [22].
X1 =X, — x> +x°+u
X, = X1 +4u (5.14)
Za parametrizaciju funkcije gustoce prema (5.9), proizvoljno su odabrani:
b(x) =x2+x%, +x,2, T=5 (5.15)

tako da ispunjavaju uvjete integrabilnosti izraza (5.1) i pozitivnosti polinoma b(x).

Zapisivanjem sustava (5.14) prema (5.6):

-7.C1 _ X2 — X13 + xlz] 1
[l =[5 Ll
moguce je, rjeSavanjem problema SK dekompozicije (5.11), uporabom MATLAB-a, dobiti

sljedeci nelinearni regulator:

u(x) = 0.0608x,% — 0.116x,%x, + 0.022x,x,2 — 0.384x, — 0.079x,% — 0.193x,
(5.16)

Koristeni programski kod priloZen je kao prilog 4. Na slici 7, prikazan je fazni portret sustava
za proraCunati regulator. Vektorsko polje oznafeno je plavim strelicama, a krivulje

predstavljaju trajektorije sustava za razlicite po¢etne uvjete.

0.8 r
06
04 r

0.2

X2

Q
_\\
=

-1 -0.8 -0.6 -0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 7. Fazni portret sustava za drugi primjer
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6. Zakljucak

U ovome zavrSnome radu, nakon uvodenja osnovnih pojmova nuznih za njihovo
razumijevanje, definirani su optimizacijski problemi semidefinitnoga programiranja i
dekompozicije polinoma na sumu kvadrata, za ¢ije je rjeSavanje koriSten poglavito MATLAB-
ov programski paket SOSTOOLS, uz pozivanje SeDuMi rjesavaca. U 4. poglavlju,
predstavljene su Ljapunovljeve funkcije te je objaSnjena njihova uloga u analizi stabilnosti
ravnoteznih stanja autonomnih nelinearnih dinamickih sustava. Za dva konkretna, graficki
potkrijepljena primjera sustava s nelinearnom karakteristikom opruge, pronalaZzenjem
Ljapunovljevih funkcija, putem SK dekompozicije, dokazana je stabilnost njihovih
ravnoteznih stanja. U konacnici, u 5. poglavlju definirane su Rantzerove funkcije gustoce, na
temelju ¢ije primjene je, rjeSavanjem problema SK dekompozicije, omogucena sinteza
nelinearnih regulatora za slozene dinamicke sustave. Sinteza je izvrSena na 2 sloZena primjera,
uz koje su prilozeni fazni portreti reguliranih sustava, na kojima je izravno vidljiva

ucinkovitost ovakvoga pristupa.
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8. Prilozi

1 pvar x1 x2
2 vartable = [x1; x2];
3 f=[x2;-200%x2-2000%x1-400*x1"3];
4 prog = sosprogram{vartable);
5 vt=monomials(vartable,[1 2 3 4]);
6 [prog,V]=sospolyvar(prog,vt, ‘wscoeff');
7 prog = sosineq(prog,V-(1€0*x144+100%x2"4));
3 expr = -(diff(V,x1)*f(1)+diff(V,x2)*f(2));
9 prog = sosineqg{prog,expr);
1@ solver_opt.solver = 'sedumi’;
11 [prog] = sossolve(prog,solver_opt);
12 V = sosgetsol(prog,V)

Prilog 1. MATLAB kod za pronalaZenje Ljapunovljeve funkcije prvoga sustava

format shortEng

clear

syms x1 x2 x3 x4

vartable = [x1; x2; x3; x4];
f=[x3;x4;-2500%x1-400*x1"3+2000* (x2-x1)+200* (x4-x3) ; -2700*x2-400*x2"3-2000* (x2-x1)-200* (x4-x3) ];
vt=monomials(vartable,[1 6]);

prog = sosprogram(vartable);

[prog,V]=sospolyvar(prog, [x1;x2;x3;x4;x1*x2;x1*x4;x2*x3; x2*x4;x3*x4; x112;X2"2; X33 ;x4"4; X1"6;X2"6; X346, X4"6] ) ;
prog = sosineq(prog,V-(10*x14+10%x2"4+10%x344+10%x4"4));

expr = - (diff(V,x1)*f(1)+diff(V,x2)*f(2)+diff(V,x3)*f(3)+diff(V,x4)*f(4));

prog = sosineq(prog,expr);

solver_opt.solver = 'sedumi';
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[prog] = sossolve(prog,solver_opt);
V E sosgetsol (prog,V);

—
=

Prilog 2. MATLAB kod za pronalaZenje Ljapunovljeve funkcije drugoga sustava
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1 pvar x1 x2
2 vartable = [x1; x2];
3 b=x1"2+x2"2+0.0001;
4 F=[2*x1/3+x172*x2-6*x1*x2"2+5%x2"3;0] ;
5 g=[@;1];
6 tau=2.5;
7 vt=monomials(vartable,[1 2 3]);
8 prog = sosprogram(vartable);
9 [prog,c]=sospolyvar(prog,vt);
10 [prog,a]=sospolyvar(prog,1);
11 p=b*(diff(f(1:1)%a+g(1:1)*c,x1)+diff(f(2:2)%a+g(2:2)*c,x2))-alpha*transpose([2*x1;2*x2])*(f*a+g*c);
12 prog = sosineq(prog,p);
13 solver_opt.solver = 'sedumi';
14 [prog] = sossolve(prog,solver_opt);
15 c=sosgetsol{prog,c);
16 a=sosgetsol(prog,a);
17 u=c/a;|
Prilog 3. MATLAB kod za sintezu nelinearnoga regulatora iz potpoglavlja 5.2.1
1 format shortEng
2 clear
3 syms x1 x2
4 vartable = [x1; x2];
5 b=x1"2+x1*x2+x2"2;
6 f=[x2-x13+x1°2;x1];
7 g=[1;4];
8 tau=5;
] vt=monomials(vartable,[1 3]);
10 prog = sosprogram(vartable);
11 [prog,c]=sospolyvar(prog,vt);
12 [prog,a]=sospolyvar(prog,1);
13 p=b*(diff(f(1:1)*a+g(1:1)%c,x1)+diff(f(2:2)*a+g(2:2)*c,x2))-tau*transpose([2*x1+x2;x1+2*x2])*(f*a+g*c);
14 prog = sosineq(prog,p);
15 prog = sosineq(prog,a-1);
16 solver_opt.solver = 'sedumi';
17 [prog] = sossolve(prog,solver_opt);
18 c=sosgetsol(prog,c);
19 a=sosgetsol(prog,a);
20 u=c/4

Prilog 4. MATLAB kod za sintezu nelinearnoga regulatora iz potpoglavlja 5.2.2
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