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SAZETAK

U eksploataciji, konstrukcije su podvrgnute razli€itim vrstama optere¢enja, medu kojima je
toplinsko opterecenje. Toplinsko optere¢enje uzrokuje promjenu temperaturnog polja
konstrukcije te se manifestira kroz pomake, odnosno deformacije i pojavu naprezanja u
odredenim uvjetima. Takva vrsta optereenja se analizira termomehani¢kom analizom koja
moze biti potpuno spregnuta termomehanicka analiza ili sekvencijalno spregnuta
termomehanicka analiza.

Uslijed toplinskog opterecenja, ne dolazi do trenutnog stacioniranja novog temperaturnog polja
vec¢ postoji vrijeme u kojem se vrijednosti stacioniraju. Takve pojave nazivaju se tranzijentnim
pojavama ¢ije se vrijednosti raunaju raznim metodama vremenske integracije.

Ovaj rad se bazira na sekvencijalno spregnutoj metodi koja podrazumijeva pronalazak
temperaturnog polja, a potom se promjena temperature implementira u matemati¢ki model. Oba
modela, termalni i mehanicki, analiziraju se i opisuju jednadzbama Metode konacnih
elemenata, dok se tranzijentne pojave obuhvacaju i racunaju eksplicithom metodom vremenske

integracije.

Kljuéne rijeci: sekvencijalno spregnuta termomehani¢ka analiza, toplinsko opterecenje,
pomaci, toplinske deformacije, toplinska naprezanja, stati¢no temperaturno polje, dinami¢no

temperaturno polje, eksplicitna metoda vremenske integracije.
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SUMMARY

Structures are subjected to a variety of loads during exploitation, including a heat load. The heat
load generates a change in the structure's temperature field, which presents itself as
displacements, or deformations, as well as the appearance of stress under particular conditions.
Thermomechanical analysis, which can be fully coupled thermomechanical analysis or
sequentially coupled thermomechanical analysis, is used to study this sort of stress.

Due to the heat load, the current staticity of the new temperature field does not occur, but there
is a time at which the values are stationed.

These are known as transient phenomena, and their values can be determined using a variety of
time integration methods.

This thesis is based on a sequentially coupled method that entails first locating a temperature
field, and then incorporating the temperature change into a mathematical model. Both models,
thermal and mechanical, are analyzed and described by equations of Finite element methods,

while transient phenomena are encompassed and calculated by explicit time integration method.

Keywords: sequentially coupled thermomechanical analysis, heat load, displacements, thermal
deformations, thermal stresses, static temperature field, dynamic temperature field, explicit

time integration method.
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1. UvOD

Metoda kona¢nih elemenata je numericka metoda za priblizno odredivanje rjeSenja
diferencijalnih jednadzbi za koje opéenito nije poznato egzaktno rjesenje, tj. funkcija koja
povezuje sve parametre i argumente o kojima ovisi. Temelji se na ideji diskretizacije
kontinuuma, a u podru¢ju mehanike deformabilnih tijela najvise se koristi za odredivanje
pribliznih rjeSenja pomaka i deformacija odredene konstrukcije koji su posljedica djelovanja
opterecenja, toplinskih utjecaja ili njihove kombinacije te opcenito za rjeSavanje problema
polja, odnosno za prikaz raspodjele fizikalne veli¢ine. Da bi se analiza mogla provesti, potrebno
je izvrsiti odredene pripreme kao Sto je odredivanje prirode problema, tj. je li problem staticki
ili dinamicki pa se prema tome izraduje matematicki model koji je opisan jednom
diferencijalnom jednadzbom ili sa sustavom diferencijalnih jednadzbi. Potom se vrsi
diskretizacija konstrukcije, odnosno dijelovi se podijele u kona¢ne, manje elemente po kojima
je definirana interpolacijska funkcija fizikalne veli¢ine $to predstavlja lokalnu raspodijelu, a
posto je cilj dobiti rjeSenja po cijeloj konstrukciji, iz lokalnih jednadzbi se formira globalni
sustav te se uvrstavaju rubni i pocetni uvjeti, ako je problem nestacionaran, iz ¢ega proizlazi
sustav algebarskih jednadzbi Cija rjeSenja predstavljaju aproksimacijske vrijednosti traZzene
fizikalne veli¢ine. Postoje dvije metode formulacije metode konacnih elemenata, a to su
varijacijski princip i metoda tezinskog ostatka (reziduuala). Varijacijski princip se upotrebljava
kada postoji funkcional opisanog problema te se varira po trazenoj fizikalnoj veli¢ini. Gledano
sa stajaliSta varijacijskog principa u mehanici deformabilnih tijela, najéeS¢e se rabe dva
principa, a to su princip virtualnih pomaka i princip minimuma potencijalne energije. U oba
principa je pomak trazena fizikalna veli¢ina, a opterecenja i pomaci su povezani preko matrice
krutosti. Cilj metode tezinskog reziduala je smanjenje ili, ako je moguce, potpuno otklanjanje
greske u ¢vorovima konacnog elementa, a ako su teZinske funkcije jednake funkcijama oblika
konac¢nih elemenata, govorimo o Galerkinovoj metodi tezinskog reziduala te se na temelju te
ideje izvode konacni elementi.

Osim pomaka, a time i deformacija, uzrokovanih vanjskim opterecenjem, potrebno je uzimati
u obzir i pomake uzrokovane toplinskim promjenama, dakle prijenosom topline i promjenom
temperaturnog polja jer imaju znacajan utjecaj u analizi naprezanja. Takva naprezanja se
javljaju prilikom toplinske obrade dijelova konstrukcije (zaostala toplinska naprezanja) ili

prilikom eksploatacije konstrukcije.
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U danasnjici je moguce napraviti jako finu mreZu konacnih elemenata zbog razvoja racunala, a
posljedica toga je bolja konvergencija rjeSenja trazene veliine ka egzaktnom rjeSenju. No da
bi proracun s rjeSenjima bio prihvacen, inZenjer treba imati ,,0sjecaj* za ponaSanje fizikalne
veli¢ine kako bi mogao potvrditi pribliznu tocnost rjeSenja jer se ipak radi samo o pribliznim
rjeSenjima.

U nastavku je opisan i prikazan postupak rjeSavanja toplinski optere¢enog sustava pomocu
jednodimenzionalnih i trodimenzionalnih konacnih elemenata s naglaskom na eksplicitnu
metodu vremenske integracije i sekvencionalno spregnutu metodu koja daje vezu izmedu

temperaturnog polja i polja pomaka.
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2. TEORIJSKA RAZRADA

2.1. Opéa raspodjela trodimenzionalnog temperaturnog polja

Kako bi se mogla izvesti metoda konac¢nih za analizu temperaturnog polja, potrebno je pronaci
opcenitu raspodjelu temperature trodimenzionalnog tijela. Ta ¢e raspodjela biti opisana
diferencijalnom jednadzbom.[Slika 1] prikazuje 3D diferencijalni model u Kartezijevom
koordinatnom sustavu s prikazanim koordinatnim osima koji sluzi za izvod temperaturnog

polja.

~ 1
!
| o
| -~ 3

Qy I -~ yrdy |
or
I
1
i
/J‘ ““““““““ r —==
- -
a dx

dy /

Slika 1. 3D diferencijalni model

Toplinski tok predstavlja nepravilni diferencijal jer njegov iznos ovisi samo o pocetnom i
kona¢nom stanju sustava u kojem se izmjenjuje no zbog jednostavnosti, u nastavku ¢e biti
prikazan kao pravilni diferencijal. Izmjena topline kroz materiju se izvodi provodenjem
(kondukcija), a fizikalno predstavlja difuziju, odnosno spontanu izmjenu topline zbog
postojanja gradijenta temperature. Uveden je pojam gustoCe toplinskog toka, koji je definiran

kao diferencijal toplinskog toka po diferencijalu povrsine:

do
9=, (1.1)

Kako toplinski tok nije vektorska veli¢ina, tako nije ni gustoca toplinskog toka pa gustoce toka

u sva 3 smjera na Slici 1 predstavljaju pomnozenu vrijednost s normalama stranica. Kao i u
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vedini slucajeva, krec¢e se od I. glavnog stavka termodinamike koji kaze da je vremenska
promjena akumulirane energije u sustavu jednaka razlici vremenske promjene ulazne energije

I vremenske promjene izlazne energije sustava, a matematicki zapisano glasi

dEs
dt

=e,— 6 +0Qy. (1.2)
Za nastavak izvoda je potrebno povezati gustocu toplinskog toka s toplinom (energijom) Q, a

njihova povezanost je sljedeca:
— 40
@ - dt 1 (1.3)
1 taj se izraz jo$ podvrgne derivaciji po povrsini pa se dobiva
d?Q = q dA dt. (1.4)

Akumulirana energija predstavlja unutarnju energiju koja je definiran kao

dU = pcdV dd9 , (1.5)
gdje je:
dV=dx dydz . (1.6)

Na slici 1 su prikazane gustoce toplinskog toka i one predstavljaju energiju stoga je ulazna
energija prikazana simboli¢no s ¢, a izlazna kao gi+di, gdje je i = X, y, z. Posto je funkcija
gustoce toplinskog toka u ovisnosti o koordinatama nepoznata, interpolacija rjeSenja ¢e biti
raspisana pomoc¢u Taylorovog reda. Gledano s inzenjerskog stajaliSta, dovoljno dobra su prva

dva ¢lana, a daljnji razvoj bi otezao izvod pa se gustoca toplinskog toka zapisuje kao:

dq

Qx+dx = qx T a_xxdx
2q

Qy+dy = qy + a_;dy (1.7)
dq,

z+dz = 4z T 97 dz
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Implementacijom ovih izraza u I. glavni stavak dobiva se sljedeci izraz

pe St dxdydz = (qydAy + qydAy, + q,dA,) — [( g + 52 dx) d4, + (g, + %dy) ddy + (q, +22dz) da,] (1.8)
dA=dy dz
dAy=dx dz (1.9
dAz=dx dy

Kao $to se moze vidjeti, uvrStavanjem izraza diferencijalnih povrsina (1.9) i oduzimanja

komponenata ulaznih gustoca toplinskog toka rezultira sa sljede¢im izrazom

09 _ 0q, 0q, 0dq,
pca——<ax+ 6y+ 3z +Q,. (1.10)

Posto je u pitanju provodenje topline kroz materiju, za daljnje izvodenje ¢e posluziti Fourierov

stavak koji kaze da je gustoca toplinskog toka proporcionalna gradijentu temperature:

B /1619
1= on
pa se moze zapisati po komponentama:
29
x = _Axa (1.11)
= -1 99 1.12
09
qa: = _Azg (1.13)

Minus predstavlja smjer izmjene topline jer difuzija ide od viSe temperature prema nizoj, a
negativan gradijent to pokazuje.
Uvrstavanjem izraza (1.2), (1.3), (1.4) u (1.1) dobije se trodimenzionalna dinamicka raspodjela

temperature:
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619_/1 0 (619)_|_/1 d (619)+/1 a (619)+ 114
pC - 'x ay ZaZ aZ QU ( )

Ostali prijenosi topline su konvekcija i radijacija, a posto se gleda raspodjela temperature unutar

materije nepotrebno ih je opisivati.
2.2. Rubni i pocetni uvjeti
2.2.1. Rubni uvjeti [1], [2], [3]

Rubni uvjeti su vrijednosti fizikalnih veli¢ina ili njihovih derivacija, poznatih u svakom
trenutku, koje se nalaze na granicama promatranog sustava. Za prijenos topline, dijele se u 3
skupine, a to su: Dirichletovi, Neumanovi i Newtonovi rubni uvjeti.

2.2.1.1. Dirichletovi rubni uvjeti

U svakom trenutku je zadana vrijednost trazene fizikalne veli¢ine na granicama promatranog

sustava, a U ovom razmatranju je to temperatura. Matematicki se zapisuje kao:

T = To na granici I'r (1.15)

2.2.1.2. Neumannovi rubni uvjeti

Neumannov rubni uvjet predstavlja vrijednost gradijenta fizikalne veli¢ine na granici sustava,
a sa stajaliSta prijenosa topline moze se reci da predstavlja gustocu toplinskog toka na granici.

Matematicki se zapisuje kao:

qr = (—Ag—z)f na granici /g (1.16)

2.2.1.3.  Newtonovi rubni uvjeti

Ovi rubni uvjeti predstavljaju vrijednost toplinskog toka na granici sustava, a zadan je jo$

jednim na¢inom prijenosa topline, konvekcijom. Matematicki se zapisuje kao:

Karlo Klasi¢ 6



Fakultet strojarstva i brodogradnje Zavrsni rad

q. = a(¥, —9) nagranici g (1.17)

Newtonovi rubni uvjeti se jo$ nazivaju i Cauchyjevi rubni uvjeti. Moze se vidjeti da nam daju
povezanost gradijenta temperature i razlike grani¢ne 1 temperature fluida.
Na jednom rubu moze biti zadan samo jedan od ta 3 rubna uvjeta dok je pocetni uvjet zadan po

cijelom podrucju diskretizacije, odnosno po cijeloj domeni.

2.2.2. Pocetni uvjeti [1], [2], [3].

Pocetni uvjeti predstavljaju distribuciju fizikalne veli¢ine po cijeloj domeni 2 u trenutku
pocetka analize problema. U ovom problemu je to raspodjela temperature i matematicki je
prikazana kao:

T(x,y,2,t=0) = To(X,y,2) (1.18)

Ovakva vrsta uvjeta dolazi u obzir prilikom razmatranja nestacionarnih problema.

[Slika 2] prikazuje raspodjelu rubnih i po¢etnih uvjeta.

Ir

Lye

Slika 2. Raspodjela pocetnih i rubnih uvjeta na jednoj domeni [2]
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2.3. Formulacija kona¢nih elemenata za stacionarni prijenos topline

U ovom poglavlju je opisana formulacija metode za jednodimenzionalni i trodimenzionalni
slu¢aj prijenosa topline. Posto se radi o stacionarnom prijenosu topline, vremenska promjena
temperature u izrazu (1.14) isCezava te ostaje ovisnost temperaturnog polja 0 prostornim
koordinatama. Promjena toplinske vodljivosti u prostoru se moze znacajno mijenjati, npr.
prilikom zavarivanja gdje dolazi do promjene strukture materijala pa ¢e ostati zapisana po

komponentama. Opcenito gledano, stacionarna distribucija temperature 3D modela se mijenja

A a(aﬁ)u a(aﬁ)u a(aa)+ 0 2.1
* 0x \ox Y oy \dy 20z \0z Qv = (21)

prema izrazu:

2.3.1. Jednodimenzionalni stacionarni prijenos topline

2.3.1.1. Egzaktno rjesenje

U ovom dijelu se razmatra teorijsko, odnosno egzaktno rjesenje koje ¢e posluziti kao ocjena 1D
metode konacénih elemenata. Jednodimenzionalni problemi se svode na promatranje promjene
fizikalne veli¢ine u smjeru uzduzne osi promatrane konstrukcije. Ta os je za ovaj slucaj os ,,x
a toplinska vodljivost je oznacavana bez indeksa osi zbog dimenzije problema.
Dakle, kre¢e se od 1D Laplaceove jednadzbe:
Ai(a—ﬁ> +Q,=0 2.2)
d0x \0x

Ako se zanemari toplinski izvor/ponor, nakon dvostrukog integriranja se dobije linearna

distribucija temperature u obliku

Id(x) = Ci;x + C, (2.3)
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Uvrstavanjem rubnih uvjeta u linearnu distribuciju:

9(x=0) = 91,
I(x=1) = 92,

dobiva se izraz distribucije temperature:

X

702 (2.4)

900 = (1 —%)191 +

2.3.1.2. Formulacija konacnih elemenata [2], [3]

Konacni element ¢e biti opisan Galerkinovom metodom tezinskog reziduala. Cilj Galerkinove
metode je maksimalno smanjiti reziduale u ¢vorovima kona¢nog elementa, a to se postize
integriranjem umnoska tezinskih funkcija i funkcije problema po volumenu, a posto je u pitanju

1D problem, integrira se po duljini. Opc¢enito je Galerkinova metoda formulirana na iduci naéin:
j WRAV = 0 (2.5)
v
ili za 1D slucaj glasi:
f WRA(x)dx =0 (2.6)
l

Konaéni element je formuliran po uzoru na [Slika 3].

cC,.A.mMm

T T2

A
Y

Slika 3. Prikaz 1D konaé¢nog elementa
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Opcenito se za element prvog reda pretpostavlja linearna interpolacija rjeSenja pa je i tu takav
slucaj, a posto je pokazano da je egzaktna distribucija temperature linearna, taj odnos ¢e biti
uzet kao pretpostavljeno rjeSenje. Pretpostavljeno rjesenje se zapisuje pomocu funkcija oblika

koje, prema uzetoj linearnoj raspodjeli, glase:

Ni(x) =1 —§

(2.7)

X
Ny(x) = 1

Iz njihovih izraza se moZe vidjeti svojstvo funkcija oblika da su sve jednake 0 u odredenom
¢voru osim one koja se odnosi na taj ¢vor. Pretpostavljena raspodjela zapisana pomoc¢u indeksne
notacije glasi:

9(x) = N, (x)9, , k=1,2 (2.8)

Tezinske funkcije su funkcije oblika, a reziduual je definiran kao:

a (99
R=1=-(Z)+0, (2.9)
pa se sada s definiranim potrebnim funkcijama moze krenuti u izvodenje kona¢nog elementa.
Kao $to je ve¢ receno, potrebno je integrirati umnozak tezinskih funkcija s rezidualom i
izjednaciti s nulom jer Zelimo maksimalno ili po moguénosti potpuno otkloniti ostatak u

évorovima:

(A2 (Z)+0,)Nadx =0, j=12 (2.10)

Zapis (1.28) je potrebno razdvojiti na ¢lanove:

j/la a1§NAd +J N;Adx =0
, Toax\ox) * lQ"j *=

Zbog lakse formulacije i smanjenja reda derivacije, prvi ¢lan s lijeve strane jednakosti ¢e biti

podvrgnut parcijalnoj integraciji.
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[ 32 (2w e-
! ax\ax ) I X T

a s uvrstenom pretpostavljenom raspodjelom:

99’ 39 ON;
AAN; —| — J A——2LAdx
l

I ox dx 0x

v ox Ox

19] Aa<aNk)NAd
k) “ox\ox *=

AN, ON;
A/lN — f —JAdx

Vraéanjem tog izraza u pocetni, postize se osnovni odnos ¢lanova koji opisuje konaéni element:

=

N, 0 a9
f,wk k Ad fQ,,NAdx+lAANa— (2.11)

Razvojem gornjeg izraza po indeksnoj notaciji pojavljuju se 4 jednadzbe, a jednadzbe, radi
lakSeg zapisa 1 rjeSavanja, mogu biti zapisane matri¢no, no kako bi to moglo biti ostvareno,

odredeni gornji izrazi moraju biti zapisani takoder matri¢no. Uvode se sljedec¢e matrice:

D = [A]

Nakon implementacije matricnih pojednostavljenja, izraz (2.11) predstavlja matricnu

jednadzbu:

1= 1
09
E’]a] (2.12)
l

0

X

1
2 1-2%
I 1 1 V1] 1
. -7 7fax ﬂz]_fl Qvl < | Adx+ |4
l
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Ovaj matri¢ni zapis se dade jo$ jednostavnije zapisati uvodenjem matrice koja se naziva matrica

krutosti:

1

ke=J, DB™Bdv=f a2l ,'|[-3 HJax=2[1 T e

Dakle, matri¢na jednadzba glasi:

k9 =q, + qp (2.14)

2.3.2. Trodimenzionalni stacionarni prijenos topline

U ovom dijelu su spomenuti i razradeni osnovni tetraedarski element i osnovni prizmati¢ni
element jer su oni koriSteni pri numerickoj analizi u programskom paketu Abaqus.

2.3.2.1. Osnovni tetraedarski element [1]

Kao sto mu ime govori, taj element se sastoji od 4 ¢vora, vrhova tetraedra. U svakom ¢voru je
jedan stupanj slobode, a to je temperatura. [Slika 4] prikazuje tetraedarski element s

orijentacijom numeracije.

£

Slika 4. Tetraedarski element [1]

Raspodjela temperature po tetraedarskom elementu je opisana potpunim polinomom 1. stupnja

koji glasi:
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9(x,y,z) =a; + ax + azy + a4z (2.15)
a,
a
I=[1xyz]|, | =aa (2.16)
3
Qay

Uvodenjem temperaturnih rubnih uvjeta rezultira s 4 jednadzbe koje se dadu zapisati s jednom

matri¢nom jednadzbom:

U1 1 x 1 z][@
Dl |1 x3 ¥y, 2z
93 (1 x3 y; z3||as
U, 1 x4, y, 2z4ll0

ili skra¢eno zapisano:

9==Ca (2.17)

Kako postupak ne bi obuhvacao trazenje koeficijenata iz matrice a, distribucija temperature se
zapisuje preko ¢vornih temperatura i funkcija oblika koje treba pronaci. Takoder je zgodno za
primijetiti da je determinanta matrice krutosti C, podijeljena sa 6, jednaka volumenu tetraedra.

Temperaturna distribucija, zapisana preko funkcija oblika glasi:

9(x,y,2z) = Ny(x,y,2)9; + N,(x,y,2)9, + N3(x,y,2)95 + Ny(x,y,2)0, (2.18)

01
0,
U3
D4

A kako je
Y =aa=NJ

te s uvrstenim izrazom (2.17) i mnoZenjem gornje jednakosti s a™* dobije se matri¢na jednadzba

¢ija su rjeSenja funkcije oblika tetraedarskog elementa:

N =aC 1 =[N, N, N; N,] (2.20)
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Pojedine funkcije oblika su izracunate pomocu racunalnog alata MATLAB ¢iji kod se nalazi u
Prilogu rada, no moze se primijetiti obrazac izmjene pojedinih ¢lanova pa se funkcije oblika
mogu skraceni zapisati:

1

Ny = —(a; + Bx + iy + 8i2), i = e[1,4] (2.21)

Grcki simboli predstavljaju determinante matri¢no zapisanih koordinata koje se ciklicki

zamjenjuju ovisno o indeksu i. Primjer koji prikazuje zapis determinanta je uzet zai = 1.

X2 Y2 22 1 y;, 2z X, 1 2z, X, y2 1
a;=|X3 Y3 Z3|, fy=—|1 y3 z3|, yy=—|x3 1 z3|, §;=—|x3 y; 1
Xg Ya Zy 1 y, 24 Xy 1 24 Xy Vi 1

U nastavku obrade tetraedarskog i izvodenju jednadzbe kona¢nog elementa, pojavit ¢e se
matrice koje ¢e sada biti definirane. Jedna od tih matrica je matrica kinematskih

(diferencijalnih) operatora D«

D, = |— (2.22)

koja pomnoZena sa matricom funkcija oblika daje:

B=DKN=—1[V1 Y2 V3 Va

1 [.31 B Bs .34]
Vs, 5, & 6,

Izvod jednadzbe konacnog elementa krece od izraza (1.10), zapisanog indeksnom notacijom

radi pojednostavljenja, s uvrStenim stacionarnim uvjetom, dakle:

%% 4 0,=0 (2.23)

6xj
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Taj izraz se mnozi s funkcijom oblika, a potom integrira po volumenu, kao $to govori

Galarkinova metoda:

—J, ( +QU)N dv =0 (2.24)

Separacijom ¢lanova postiZe se oblik koji ne daje pribliznije rjeSenje pa je potrebno napraviti
neke preinake. Naime, da bi se dobila jednadzba konacnog elementa, jednadzbi se mora
pribrojiti 1 oduzeti ¢lan

dN;
f, a5av (2.25)

kako bi se jednadzba nadopunila do:
-/ (‘”“N +q; )dV+f "’”‘dv [, QuN.dv (2.26)

Moze se uociti poznati izraz za derivaciju produkta u prvom ¢lanu s lijeve strane jednakosti te
je taj ¢lan jednak:

aNl a(Q} i)

f, GEN; +q v =, v (2.27)

a primjenom Gauss-Ostrogradsky teorema o divergenciji, moze se zapisati:
[ 2 (‘“ D4y = [, (q;N)n;ds (2.28)
Vracanjem tog izraza u (2.26), slijedi relacija:

an;
% ax; dv = [, Q,N;dV + [, (q;N)n;dS (2.29)

Takav oblik je neSto blizi jednadzbi kona¢nog elementa, no kako da bi se dobila finalna
jednadzba, lijeva strana se treba zapisati pomocu Fourierovog stavka s uvrStenim pribliznim

rjeSenjem distribucije temperature:
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dN; _ ONg dN;

Konacna jednadzba elementa zapisana s indeksnom notacijom glasi:

ON ON;
J, —/’l—"ﬂka—xjdV = [, QuN;dV + [¢ (q;N)n;dS (2.31)

6xj

Razvijanjem po indeksnoj notaciji bi uslijedile 4 jednadzbe s 4 nepoznanice (temperature u

¢vorovima) pa se matricno moze zapisati:
fV BTDBdAV 9 = fv Q,NTdVv + fs (anj)NTdS (2.32)
ili se moZe zapisati ve¢ poznatom relacijom:
ktd =q, +qp (2.33)
U radu s tetraedarskim elementima, poZeljno je lokalni koordinatni sustav postaviti u teZiSte

tetraedra kako bi se olakSao izra¢un povrSinskih i volumnih veli¢ina koje djeluju i opterecuju

element.
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2.3.2.2. Osnovni prizmaticni element [1]

Slijedeci na redu je osnovni prizmati¢ni element Koji je prikazan na [Slika 5
Tablica 5].

'

Slika 5. Osnovni prizmati¢ni element [1]

Kao sto je vidljivo, sastoji se od 8 ¢vorova, a temperaturna distribucija je opisana nepotpunim

polinomom 3. stupnja:

9(x,y,2) =a; + azx + azy + a4z + asxy + agyz + a;zx + agxyz (2.34)

Funkcije oblika se mogu odrediti postupkom opisanim kod tetraedarskog elementa, no zbog
veceg broja ¢vorova, a time 1 veceg broja funkcija oblika, takav nac¢in je kompleksan. Do
rjeSenja se dolazi elegantnije putem Lagrangeovih jednodimenzionalnih interpolacijskih
polinoma. Funkcije oblika kao i daljnji izvod prati [Slika 5].

Lokalni koordinatni sustav je postavljen u teziSte trodimenzionalnog elementa pa Lagrangeov

interpolacijski polinom izgleda:

lk(X) — (x=x0) (X =Xp—1) (X=X g11) . (X—X7) (235)

(cp=x0) (=2 p—1) (X=X g 41) . (X —2p)
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Kako je prikazano na slici, postoje po dvije koordinate pa onda prema tome postoje i po 2

interpolacijska polinoma za sva 3 smjera. Ti interpolacijski polinomi glase:
1 X 1 X
L) =5(1-2), L) =51 +2)
L) =3(1-%), L) =21+ (2.36)

1 z 1 z
L@ =5(1-7), L@ =51+

Krece se od ¢vora 1 ¢ije su koordinate (-a, -b, -C) i te sve 3 koordinate se smatraju koordinatama
pod indeksom 1. Pozitivne koordinate se vode pod indeksom 2 pa se prema tome moze sloziti

tablica prema kojoj ¢e biti izvedene funkcije oblika:

Tablica 1. Prikaz indeksa koordinata po ¢vorovima

Indeks Indeks Indeks
Cvor | koordinate | koordinate | koordinate
X WY K
1 1 1 1
2 2 1 1
3 2 2 1
4 1 2 1
5 1 1 2
6 2 1 2
7 2 2 2
8 1 2 2

Prema toj tablici se izvode funkcije oblika po ¢vorovima na slijede¢i nacin:

Nl(x,y,z) = ll(x)ll(y)ll(z) =

(1-0-3) (=)
(1+2) (-3 (=)

O = O —

NZ(x'y'Z) = lz(x)ll(y)ll(z) =
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Ny(x,y,2) = L (L)L) = = (1-
Tako definirane funkcije oblika tvore matricu funkcija oblika:
N = [N; N; N3 Ny N5 Ng N7 Ng]

Matrica kinemtskih operatora je identi¢na matrici tetraedarskih elemenata, a matrica B se
dobiva mnozenjem matrice kinematskih operatora i matrice funkcija oblika. Jednadzba
kona¢nog elementa za slucaj prijenosa topline se izvodi na isti na¢in kao kod tetraedarskih
elemenata i ima isti oblik, no jedino se razlikuje po dimenzijama matrica jer ovaj element ima

dvostruko vise ¢vorova od prethodnog.

2.4. Nestacionarni prijenos topline

Opce analiticko rjeSenje nestacionarnih problema trenutno nije izvedeno, a posto je
nestcionarnost puno c¢eS¢i slucaj u prirodi, moraju se nekako dati opisati i1 rijeSiti sa
zadovoljavajué¢im rjeSenjima. Razvijene su metode vremenske integracije koje se primjenjuju s
obzirom na ocekivani raspon i ponaSanje trazenih vrijednosti. U svim tim metodama je
vremenska promjena fizikalne veli¢ine aproksimirana metodom konacnih razlika, ali se
razlikuju u tome koristi li se razlika unaprijed, unazad, srediSnja razlika ili neka modificirana

razlika.
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2.4.1. Metode vremenske integracije

2.4.1.1. Implicitna metoda vremenske integracije [2], [4]

Ta metoda je bazirana na vremenskoj razlici unazad:

P(E+40)-0(8)

00
E(t + At) = m

(3.1)
U toj metodi je ukljucena greska 1. reda, a ako se pojave fizikalni problemi s nelinearnim
svojstvima materijala, u matri¢noj jednadzbi je potrebno prora¢unavati matrice svojstava za

svaku iteraciju.

2.4.1.2.Implicitna Crank-Nicolsonova metoda vremenske integracije [2], [4]

U toj metodi je aproksimacija odredena srediSnjom razlikom na nain da se u srediStu

vremenskog koraka uzimaju uprosjecene vrijednosti fizikalne veliine:

P(t+At)-0(t)
At

a9 At

o (t+ 7) = (3.2)
U toj metodi se javlja greska 2. reda Sto znaci da se smanjuje s 2. potencijom vremenskog
koraka. Obje implicitne metode su bezuvjetno stabilne, dakle neovisno o veli¢ini vremenskog
koraka, no mora se uzimati u obzir da s povecanjem vremenskog koraka raste i greska u

rjeSenju.

2.4.1.3. Eksplicitna metoda vremenske integracije [2], [4]

Eksplicitna metoda se bazira na vremenskoj razlici unaprijed:

0 .\ @(t+AD)-0(t)
" (t) = — (3.3)
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Za odredivanje fizikalne veli¢ine u budu¢em trenutku, koriste se vrijednosti fizikalne veli¢ine
u sadasnjem trenutku. Kroz primjenu na konkretnom primjeru ¢e biti pokazano kako se mogu
razvrstati vrijednosti sada i u idu¢em trenutku. Za razliku od gore navedenih implicitnih
metoda, eksplicitna metoda vremenske integracije je stabilna isklju¢ivo ako je korak integracije

manji od kritinog.

2.4.2. Opéa formulacija metode konacnih elemenata trodimenzionalnog nestacionarnog
problema [2], [3]

Kao i u proslim slu¢ajevima, krece se od izraza (1.10), a ne od opce diferencijalne jednadzbe
temperaturne distribucije kako bi se izbjegao duzi put primjene parcijalne integracije.
Pretpostavit ¢e se da su funkcije oblika funkcije prostornih koordinata, a ¢vorne temperature su

funkcije vremena pa onda pretpostavljena distribucija temperature poprima oblik:
9(x,y,2,t) = Ni.(x,v,2)9,(t) = N (3.4)

Posto se 1 ovaj oblik metode kona¢nih elemenata izvodi pomocu Galerkinove metode, izraz:

99

99 _H _ o i_
oc T o, Q,=0, j=x,9,z (3.5)

je potrebno pomnoziti s funkcijama oblika, a zatim integrirati po volumenu:

29 aq;
[ +52 = Q) NydV =0 (3.6)

Svi se ¢lanovi razvijaju na isti na¢in kao 1 kod stacionarnih problema, osim prvog ¢lana s lijeve
strane jednakosti pa je on razraden u nastavku, a kreée se od uvrStavanja pretpostavljene

distribucije temperature:

a9 39
fpcazvj dv = fpca—tkaNj dv (3.7)

Sto se moze 1 matri¢no zapisati:
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[ pcNTN avd = cd (3.8)

Kao $to je ve¢ receno, ostali ¢lanovi izraza (3.6) su raspisani kao i u prethodnim slu¢ajevima

pa se taj korak sad moze preskociti, a onda finalna jednadzba kona¢nog elementa glasi:
A+kd=q,+qp (3.9)

Bitno je tu naglasiti da su funkcije oblika iste kao i kod stacionarnog slucaja za pojedine
elemente, bilo da se radi o 3D ili 1D elementima. Iz gornjeg izraza se moze vidjeti da se
nestacionarna formulacija od stacionarne razlikuje isklju¢ivo po dodatnom ¢lanu koji opisuje
vremensku promjenu ¢vornih temperatura. U ovom razmatranju je pitanje vremenske promjene
¢vornih temperatura rijeSeno eksplicitnom vremenskom integracijom. Naime, kako eksplicitna
vremenska integracija koristi kona¢nu razliku unaprijed, a fizikalna veliCina je temperatura, ta

vremenska promjena se moze prikazati na slijedec¢i nacin:

99 - g (t+A4t)—9 (1)
Ok (1) » 2000 (3.10)

Radi lakseg pracenja rauna, uvode se oznake za trenutni vremenski trenutak t=tn i za iduci

t + At = tn+1, pa se gornja jednadzba onda moZe preformulirati:

a9 I (tn+1)—9k(tn)
T ) = Pt @11

Dakle, ako se s tako postavljenim izrazima krene u matri¢nu jednadZbu konacnog elementa,

dobiva se:

9(tn41)—9(tn)
C[ TR ] + krd(6,) = qu(tn) + au(80) = q(tn) (3.12)
Iz tog izraza se moze izluciti matrica ¢vornih temperatura U idu¢em trenutku, a izraz glasi:

I(tne1) = [1 — ¢ IkpAL] 9(t,) + ¢ 1qAt (3.13)
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Kako je gore ve¢ bilo spomenuto, za eksplicitnu metodu je potrebno poznavati kriterij
stabilnosti. Za njegovo odredivanje se promatra gornji izraz i pokusavaju se donijeti odredeni
zakljucci. Ako se toplina dovodi, vektor stupac q ¢e biti popunjen s pozitivnim vrijednostima,
a takoder je za ocekivati da ¢e do¢i do povecanja temperature. Ako se toplina odvodi, q ¢e biti
popunjen s negativnim vrijednostima i1 temperatura ¢e opadati. U oba slucaja ¢e vrijednost
zagrade koja mnozi temperature U trenutku tn morati biti ve¢a od 0 kako bi prijasnji zakljucci
bili istiniti. Sada kada je to re¢eno, moze se zakljuciti da je kriterij stabilnosti opisan upravo

tom zagradom i glasi:
KS =[1—c k{At] >0 (3.14)

Posto je matrica krutosti singularna, ne moze joj se naci inverz pa se stoga trazenju kriticnog
vremenskog koraka pristupa na nac¢in da se obavi matricno mnozenje i oduzimanje od jedini¢ne
matrice, a onda se kriti¢ni korak nade iz jednog od ¢lanova matrice rezultata tih matematickih

operacija.

2.4.3. Opis jednodimenzionalnog konacnog elementa za nestacionarni prijenos topline [2],

[3]
[Slika 6] prikazuje izgled jednodimenzionalnog nestacionarnog kona¢nog elementa s pripadnim
rubnim uvjetima.
C,A.M
ar 7 S
T (t) Ta(t)

Slika 6. Jednodimenzionalni konaéni element

S izvodom se krece od opce diferencijalne raspodjele temperature, dakle od izraza (1.14) s

uvr§tenim jednodimenzionalnim uvjetom, odnosno ne postoje gradijenti u 'y i z Smjeru.

a9 d (819

pc =2y (2) =@y =0 (3.15)
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Kako nalaze Galerkinova metoda, potrebno je taj izraz pomnoziti s funkcijama oblika, a zatim
integrirati po volumenu, a posto se radi o jednodimenzionalnom elementu, kakav je prikazan
na [Slika 7]. Diferencijal volumena se moze zapisati kao dV = A(X) dx. Implementacijom tih

izraza, dobiva se:
09 a (09
[, ApcZNjdx — [, A% (S2)N;dx - [, Q,AN;dx =0 (3.16)
Taj izraz je identiCan onome u stacionarnom obliku problema s dodatkom prvog ¢lana s lijeve
strane jednakosti. Takoder su funkcije oblika ostale iste, a to znaci da je 1 matrica krutosti

nepromijenjena. Tu ¢e biti obradena jedino matrica toplinskih kapaciteta. Nakon §to se uvrsti

pretpostavljeno rjeSenje oblika:
9(x, 1) = Ny ()0 () (3.17)

dobivae se izraz za matricu toplinskih kapaciteta. Kako je rije¢ o jednodimenzionalnom slucaju,

izrazi za matrice nisu veliki pa ¢e tu biti izvedeni 1 zapisani.

1_% X X
C=J1Achkdex=jl Apc x [1—7 de
l
(3.18)
_Apcl[z 1
6 1 2

Sad kad je odredena matrica toplinskih kapaciteta, moze se primijeniti eksplicitna metoda
vremenske integracije u izvedenom obliku koji daje iznos temperatura u idu¢em vremenskom
trenutku:

I(tye1) = [ — ¢ kpAL] 9(t,) + ¢ 1qAt (3.19)

Zbog lakSeg razumijevanja te matri¢ne jednadzbe, bit ¢e raspisana po ¢lanovima:
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= (6 Nzl 217 el raal Fle

Kriterij stabilnosti eksplicitne vremenske integracije za ovaj slucaj glasi:

[é (1) Apcl[ ’ _1] Al[ ! _11] At > [8 8] (3.20)

Raspisivanjem se dobe slijedeci uvjeti:

6AAt 6AAt
cpl? cpl? S [0 0
6AAt 6AAt 0 0

1 —
cpl? cpl?

Ako se uzme podatak na mjestu prvog retka 1 drugog stupca, nece se saznati bas previse toga

jer se je za zadovoljenje tog uvjeta potreban pozitivni vremenski korak bilo kojeg iznosa.

6AAt
cpl?

>0 (3.21)

Zbog toga se uzima podatak prvog reda i prvog stupca iz kojeg se moze izvu¢i maksimalno

dopusteni vremenski korak:

e
cpl?
At < 22 C”’ = Aty (3.22)
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2.5. Konvergencija rjeSenja

Konvergencija rjeSenja zapravo govori koliko je numericko rjeSenje dobro izracunato u odnosu
na analiticko ili neko drugo to¢no rjesenje rjeSenje problema. Posto numericke metode daju
samo priblizno rjeSenje, provjerom uvjeta konvergencije se moze ispitati tocnost dobivenih
pribliznih rjeSenja. Neka osnovna pretpostavka je da se usitnjavanjem mreze konacnih
elemenata algebarski model priblizava diferencijalnom jer se smanjenjem dimenzija priblizava
diferencijalnim dimenzijama. Ako je konacni element ispravno formuliran, izracunata rjesenja
¢e po apsolutnoj vrijednosti biti manja od to¢nih rjeSenja, a usitnjavanjem mreze ¢e konvergirati
prema istim. Takva konvergencija se naziva monotonom konvergencijom, a postoji i
nemonotona. To je vrsta konvergencije u kojoj nije zadovoljen jedan od 3 uvjeta konvergencije,

a to je ispunjen kompatibilnost duz susjednih rubova elemenata.

Najbolja konvergencija je monotona, a da bi ona bila moguca, interpolacijske funkcije moraju
ispuniti slijedec¢a 3 uvjeta:

a) Mogucnost opisivanja pomaka krutog tijela

b) Mogucnost opisivanja polja konstantne deformacije

C) Zadovoljavanje potrebnih uvjeta kompatibilnosti duz rubova susjednih elemenata

25.1. Mogucénost opisivanja pomaka krutog tijela [1]

Opcenito govoreci, pomak krutog tijela je pomak bez pojave deformacije. Taj uvjet se

provjerava pomocu vlastitih vrijednosti matrice krutosti. Naime, broj vlastitih vrijednosti

jednakih 0 mora biti jednak broju stupnjeva slobode formiranog konacnog elementa. Vlastite

vrijednosti se izraCunavaju prema izrazu:

det(k —al) =0 4.1)

Ako je rije¢ o temperaturi, to je jedan stupanj slobode pa neovisno o dimenzionalnosti
problema, mora postojati jedna vlastita vrijednost koja je jednaka nuli, a ako je rije¢ o
pomacima, jednodimenzionalni problemi imaju 2 vlastite vrijednosti(jedan zakret i jedan

pomak), dvodimenzionalni elementi imaju takve 3 vlastite vrijednosti (moguénost zakreta i 2
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pomaka), a trodimenzionalni problemi imaju 6 vlastitih vrijednosti (3 zakreta i 3 pomaka).
Ukoliko taj uvjet nije zadovoljen, rije¢ je o osjetljivim elementima na krute pomake, a ta se

osjetljivost moZe smanjiti povecanjem stupnja interpolacijskog polinoma.

SESES

Dio konstrukcije pomice se
(translatira i rotira) kao
kruto tijelo

Slika 7. Pomaci krutog tijela[1]

2.5.2. Mogucnost opisivanja polja konstantne deformacije [1]

Ako funkcija pomaka sadrzava c¢lanove koji omogucéuju opisivanje polja konstantne
deformacije, ovaj uvjet je ispunjen i bez tog ispunjenog uvjeta se ne moze desiti konvergencija.
Zapravo se deSava to da se usitnjavanjem mreZe deformacije pribliZavaju konstantnim
vrijednostima, a s velikim brojem elemenata, moze se opisati proizvoljna raspodjela

deformacije 1 jo$ bitnije, moze se opisati proizvoljna raspodjela naprezanja.

2.5.3.  Zadovoljavanje potrebnih uvjeta kompatibilnosti du? rubova susjednih elemenata

[1]

Ukoliko je raspodjelu pomaka s potrebnim derivacijama duz rubova elemenata moguce
jednoznacno opisati pomocu veli¢ina u pripadnim ¢vorovima, uvjet kompatibilnosti je
zadovoljen. Za jednodimenzionalne Stapne elemente, taj je uvjet ispunjen u pocetku jer se

susjedni rubovi spajaju u ¢vorovima.
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Kompatibilnost duz rubova elemenata Nekompatibilnost duz rubova elemenata

Slika 8. Prikaz kompatibilnosti duZ rubova pravokutnog elementa [1]

Brzina konvergencije ovisi o stupnju interpolacijske funkcije na nacin da visi stupanj ubrzava
priblizavanje tocnom rjeSenju. Prilikom formulacije kona¢nog elementa se gleda da je element
prostorno izotropan, dakle stupnjevi slobode su neovisni o orijentaciji koordinatnog sustava te
da su interpolacijski polinomi potpuni pa su svi stupnjevi slobode opisani istim interpolacijskim
funkcijama. Ukoliko se ne moze posti¢i potpunost interpolacijskih polinoma, potrebno je
izvesti polinome sa simetricnim ¢lanovima koji su ovisno o dimenziji elementa, prikazani na
[Slika 9].

| o5 sinelrije

/\
/\/\

AVAVAY
VAWANVAN /\

a) Pascalov trokut b) Pascalov tetraedar

Slika 9. a) Pascalov trokut, b) Pascalov tetraedar [1]

Ako je kompatibilnost zadovoljena, rije¢ je o konformnim elementima i osigurana je monotona
konvergencija. Ukoliko to nije slucaj, rije¢ je o nekonformnim elementima, s kojima se moze

osigurati oblik nemonotone konvergencije. Za to postoji metoda koja provjerava polje
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konstantnih deformacija, a naziva se ,,Patch test. Grupa elemenata se u ¢vorovima opterecuje
silama koje uzrokuju konstanto polje naprezanja, kao i deformacija. Ako su izraCunate
komponente naprezanja konstantne, a pomaci dobro opisani, taj test je zadovoljen i desit ¢e se
nemonotona konvergencija. Razlika monotone i nemonotone konvergencije je prikazana na
[Slika 10].

A

I

/neﬂ'oa{foaf*mm' elementi

SN

focno rjesenje

tonformni elementi

broj elemenata ili broj stupnjeva slobode

Slika 10. Monotona i nemonotona konvergencija ovisno o broju elemenata [2]

2.6. Formiranje globalne matri¢ne jednadzbe konacnih elemenata

Do sada je bila rije¢ o formiranju kona¢nih elemenata u lokalnim koordinatnim sustavima, no
skup tih konacnih elemenata predstavlja diskretiziranu mreZzu neke konstrukcije. Kako bi se
doslo do rjesenja na globalnoj razini, odnosno na razini konstrukcije, potrebno je napraviti
globalni sustav jednadzbi od formiranih konacnih elemenata. Matrice Krutosti i matrice
toplinskih kapaciteta, kao i matrice opterecenja su do sada bile pisane malim slovima abecede
jer je to oznaka za lokalni sustav, dok se na globalnoj razini oznacavaju velikim tiskanim
slovima. To je dogovor kojeg se treba pridrzavati radi lakSeg snalazenja. Najlaksi nacin za
krenuti je formiranje tablice izjednacavanja koja govori o odnosu globalnih i lokalnih stupnjeva
slobode po konac¢nim elementima. Prema toj tablici se popunjavaju globalne matrice koje su
sastavni dio globalne jednadZbe. Svaki element ima odredeni broj ¢vorova koji se dogovorno

numeriraju suprotno od smjera kazaljke na satu. Kako su elementi povezani, jedan ¢vor je
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poveznica za vise elemenata. Stoga je potrebno svaki element izdvojiti i prikazati redni broj
¢vora kako bi se mogla sastaviti [Tablica 2]. Prema toj tablici se popunjava globalna matrica
krutosti 1 globalni vektor optere¢enja. Ovaj dio je krucijalan da se tocno obavi da bi rjeSenja

dosla to¢na do neke zadovoljavajuce razine.

Tablica 2. Prikazani odnos globalnih i lokalnih stupnjeva slobode

Globalna raspodjela Tig Tag . Tmg
Lokalna KE 1 1 2
raspodjela KE 2 1
KEn m

Nakon popunjavanja matrica, potrebno je uvrstiti rubne i pocetne uvjete kako bi se dobio sustav
koji prikazuje realni problem. Izbacivanjem dijelova iz globalnih jednadzbi koje su zadane

rubnim uvjetima, dobije se skup algebarskih jednadzbi.

2.7. Sekvencijalno spregnuta metoda [2], [3], [5], [6]

Toplinska analiza sama po sebi ne daje potrebnu informaciju potrebnu u dijelu strojarstva koji
se bavi analizom deformacija i naprezanja pa je potrebno povezati toplinsku analizu s pojavama
deformacija i naprezanja. 1z tog su razvijene sekvencijalno spregnuta metoda i potpuno
spregnuta metoda za analizu termo-mehanickih problema. Potpuno spregnuta metoda se koristi
kada postoji jak uzajaman odnos temperature i deformacija, odnosno kada plasti¢éne deformacije
materijala uzrokuju znacajno povisenje temperature. Sekvencijalno spregnuta metoda se koristi
u slucajevima kada deformacije nastaju zbog promjene temperature, ali se promjena
temperature ne deSava zbog deformacija. 1z tih razloga se moze provesti termalna analiza
konstrukcije, a potom se rezultati temperatura koriste za mehani¢ku analizu deformacija i
naprezanja. Razlika kona¢nih elemenata za mehanicku i toplinsku analizu je veci broj stupnjeva
slobode kod dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih elemenata. Kona¢ni elementi se
formuliraju na jedan od nacina koji su spomenuti u uvodu, a u nastavku ¢e biti prikazana

varijacijska metoda
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2.7.1. Opéa formulacija konacnog elementa za mehanicku analizu [1]

Svaka od formulacija se moze shvatit kao formulacija preko sila i preko pomaka. U ovom
slucaju je interesantna formulacija preko pomaka jer su rjesenja upravo pomaci koji lako daju
informacije o deformacijama, a time i 0 naprezanjima. Potencijalna energija u zbroju s radom
vanjskih sila u ¢vorovima i energijom vanjskog optereCenja jednaka je ukupnoj energiji
deformiranja, odnosno zakon ocuvanja mehanicke energije. Taj princip se Kkoristi pri

varijacijskoj formulaciji kona¢nih elemenata. Matematicki zapis glasi:

1
T= Efv e'DedV — [, €'DedV — [, u'q,dV — [ u'q,dS —Vv'F (5.1)

Matrica pomaka se zapisuje kao:
u=Nv (5.2)

a preko nje se moze zapisati 1 matrica deformacija:

€ = DyNv = Bv (5.3)

Uvrstavanje te relacije u gornji izraz rezultira slijede¢om jednadzbom:
1
n ==, vIBTDBvdV — [, v'B'DedV — [, NTv'q,dV — [; NTv'qedS —v'F (5.4)

Prva varijacija funkcionala mora biti jednaka 0 kako bi se potvrdila stabilnost sustava opisanog
funkcionalom. Pod stabilno$¢u se podrazumijeva da funkcional ne mijenja iznos ako se
promijeni vrijednost varijacijske varijable. U ovom slucaju je varijacijska varijabla matrica
pomaka, a matrica pomaka moze izaéi van integrala jer su to konstantne vrijednosti za odredeni
slucaj.

sm=o6v"(f, B'DBAVv — [, B™DedV — [, NTq,dV — [, NTq,dS —F) =0 (5.5)
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Trivijalno rjeSenje gornje varijacije bi bilo kada bi varijacija pomaka bila jednaka 0, a trivijalna
rjeSenja ne govore ono $to se trazi. Stoga ¢e izraz u zagradi biti izjednacen s 0. Izraz u zagradi

predstavlja prepoznatljiv izraz koji opisuje konacni element i to na ovaj nacin:

k= fv BTDBdAV (5.6)
F, = [, BTDgdV (5.7)
q=q,+9qs=J, N'q,dV + [, NTq.dS (5.8)
Pa se kra¢e moze zapisati:

Kako je rije¢ o termo-mehanickoj analizi, u obzir dolaze iskljucivo toplinska opterecenja, F+.
Toplinske deformacije su proporcionalne promjeni temperature, a matematicki su povezane

preko koeficijenta toplinske rastzljivosti a:

€x 1 radon
Ety ald
€tz ad)
& = (ny)t - 0 (5.9)
(Vyz)e 0
—(sz)t— -0 -

Iz gornje matrice je vidljivo kako toplinsko opterecenje ne uzrokuje kutne deformacije, a time
ni smi¢na naprezanja. Dakle, termo-mehanicka analiza je omogucena jer iz termalne analize
proizlaze vrijednosti temperatura, a iz mehanicke analize toplinske deformacije. Naprezanja

proizlaze iz Hookeovog zakona:

o =D& =D(gyx — &) (5.10)
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Ako su deformacije uzrokovane iskljucivo toplinskim optere¢enjem, naprezanja nece postojati,
a to se i vidi iz gornje relacije.

2.7.2. Jednodimenzionalni konacni element [1]

Jednodimenzionalni kona¢ni element je prikazan na [Slika 3], a poSto se radi o mehanickoj
analizi, stupnjevi slobode su pomaci o0 smjeru osi Stapa umjesto temperatura. Pretpostavlja se

linearna raspodjela pomaka pa su funkcije oblika iste kao i kod toplinske analize. Jednadzba

konacnog elementa glasi:

J, BTDBA(x)dxv — [ A(x)B"Dgdx =0 (5.11)

[ AGOE _17 -3 Yax[,}] =, AE _17 [ad9]dx (5.12)
l l

Sustav algebarskih jednadzbi je dalje lako rijesiti, a rezultat su pomaci iz kojih se moze do¢i do

naprezanja ako postoje. Naime, na [Slika 11] je prikazan slucaj kada su naprezanja jednaka 0,

odnosno kada se Stap moze nesmetano Siriti.

e o x
—] l

— »

- .

- ~ J 7 AT

— o
et - = -
=3 , >

Slika 11. Slu¢aj toplinskog opterecenja bez pojave naprezanja [2]
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Crveni dio predstavlja produljenje uslijed djelovanja topline, a jednako je 4/ = aA9l. Kako je
ukupna deformacija jednaka toplinskoj deformaciji, jer ne postoji vanjsko optereé¢enje u vidu

sila, pozivaju¢i se na izraz (5.10) vidljivo je kako su deformacije jednake 0, dakle:

c=Ec=E(ey, —&)=0 (5.13)

Ukoliko bi se Stap uklijestio s oba kraja i zatim bio podvrgnut toplinskom opterecenju, ukupna
deformacija bila bi jednaka 0, a onda bi postojale deformacije uslijed djelovanja reakcije u
ukljestenju, dakle:
Euk = €+¢& =0,
£=—¢g, (5.14)
o =—Eadd

No takav primjer nije jedini moguci, dapace, ¢eS¢e se javljaju problemi u obliku Stapnih
konstrukcija, odnosno viSe S$tapova povezanih zglobnom vezom. Takve probleme je
jednostavnije rijesiti u jednodimenzionalnoj sferi $to e biti prezentirano u nastavku gdje ¢e biti
opisan postupak lokalne analize (lokalni koordinatni sustav) i konverzija u globalni sustav, u
kojem se dolazi do potrebnih rjesenja. [Slika 12] predstavlja op¢i polozaj Stapnog konacnog
elementa u prostoru sa prikazanim stupnjevima slobode u lokalnom i globalnom koordinatnom

sustavu.
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Slika 12. Op¢i poloZaj $tapa u prostoru

Stupnjevi slobode oznaceni sa g su lokalni, dok su globalni stupnjevi slobode oznaceni s V.

Analiza kona¢nog elementa krece od lokalne razine pa je za dobivanje zadovoljavajuéeg

rjeSenja potrebno prona¢i odnos koji lokalne veliCine pretvara u globalne. Matematicka

povezanost je odredena slijede¢im izrazima:

q1 = vqc0sa + v,sina

q, = v1Sina — v,cosa

gz = vzcosa + v,sina

q4 = V3Sina — v,cosa

Sto se moze matri¢no zapisati kao:

q1 cosa  sina 0 0 Uy
q> sine —cosa 0 0 7]
qs cosa sina ||V3
qs sina  —cosal LVs

(5.15)

(5.16)
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Matrica ispunjena trigonometrijskim operatorima se naziva matrica transformacije i obi¢no se

oznaCava s T pa s tim gornji zapis moze biti krace definiran kao:

q=Tv (5.17)
Upravo taj odnos definira poveznicu globalnih i lokalnih stupnjeva slobode i bitan je za
formiranje globalnih matrica krutosti pojedina¢nih elemenata i na kraju jedne globalne matri¢ne

jednadzbe. Matrica krutosti jednog elementa (izraz (5.6)) se takoder pretvara na sli¢an nacin,

preko invarijantnosti energije deformiranja:
~q"kq = S vTk,v" (5.18)
a nakon uvrstavanja izraza transformacije, globalna matrica krutosti je definirana kao:
k, = TTKT (5.18)

1 kao tako definirana, nakon matri¢nog mnozenja poprima oblik:

cos’a cosa sina —cos?a —cosa sina
__AE| cosa sina sina —cosa sina —sin‘a
k, =22 i , : _ (5.19)
! | —cos?a  cosa sina cos?a cosa sina
—cosa sina —sin?a cosa sina sina

Ako neko opterecenje djeluje u nekom ¢voru konacnog elementa €injenica da je rad invarijantan

daje relaciju koja povezuje lokalni vektor opterecenja u ¢vorovima sa globalnim:
q"F = v'F,
odnosno, nakon uvrstavanja poveznice:

F, =T'F (5.20)
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Ukoliko se javi i toplinsko optereéenje, Sto ¢e biti slucaj u primjerima, prvo se sastavi lokalni

vektor opterecenja pa se potom pretvori u globalni.

2.7.3. Trodimenzionalni konacni elementi [1]

I ovdje ¢e biti upotrijebljeni elementi u obliku osnovnog tetraedra i Sesterostrane prizme. Od
toplinskih elemenata se razlikuju po tome §to u svakom ¢voru imaju 3 stupnja slobode. Funkcije
oblika su identi¢ne onima u toplinskoj analizi, ali zbog veceg broja stupnjeva slobode, u matrici

funkcija oblika, te funkcije su drugacije preraspodijeljene. Matrica pomaka je izrazena kao:

vl = [ui V; Wi]r i = 6[1, n] (521)

2.7.3.1. Osnovni tetraedarski element

Raspodjela pomaka u sva 3 smjera je opisana potpunim polinomima prvog stupnja:

u(x,y,z) =a; +a,x +azy + a,z
v(x,y,z) = as + agx + a;y + agz (5.22)

w(x,y,z) = ag + ay9X + a1y + a122
Pojedinac¢ne funkcije oblika se racunaju prema izrazu (2.37), a matri¢no se zapisuju kao:

N, 0O 0O Nh O 0 N O O N, 0 0
N=|0 N, 0O O N, 0O 0 N, 0 O N, O
o 0 NN O 0 N, 0 O N, O 0 N,

Matrica krutosti jednaka je:
k= [, BTDBdV = [ BTSdV =B'SV (5.23)

Gornji izraz je bilo mogudée zapisati jer su podintegralne matrice za tetraedar konstantne, a
volumen se izraCunava iz izraza determinante matrice krutosti C (objasnjeno u odjeljku
2.3.2.1).
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Matrica S povezuje fizikalna svojstva materijala i matricu derivacija funkcija oblika, a kada bi

se raspisala, glasila bi:

S=1[5588]=I[8] i=1234 (5.24)
[ Bi(1—v) Yiv 6;v
Biv yi(1—v) 6;v
Biv Yiv 5;(1-v)
__ B i _ Birq _
L7 e(1+v)1-2v)V | 2 (1-2v) FTd-2v) 0 (5.25)
0 Ja-2v) La-2v)
% (1 - 2v) 0 f(1-2v)

2.7.3.2. Osnovni Sesterostrani prizmaticni element [1]

Raspodjela pomaka je opisana nepotpunim polinomom tre¢eg stupnja:
ulx,y,z) =a; + ayx + azy + a4z + asxy + agyz + a;zx + agxyz
v(x,¥,2) = a9 + a10xX + a11Y + 122 + a13xy + a14YZ + a15zx + a14xyz  (5.26)

w(x,y,2) = a7 + A18X + A19Y + A20Z + A1 XY + A52VZ + Ay32X + AyuXYZ

Funkcije oblika su zapisane pomocu Lagrangeovih interpolacijskih polinoma, a matri¢no su

zapisane:
NN O 0O N, O O .. Ng O O
N = 0 N1 O 0 N2 0 e 0 N8 0
o 0 N O O N, .. 0 0 Ng

a matrica krutosti se odreduje iz izraza:
_ T _ a b Cc T
k=[, B™DBdV = [° [° [° BTDBdxdydz (5.27)

Matri¢na jednadzba koja opisuje toplinski opterecen konacni element glasi:
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-vl
Uy
U3
a b rc o1 Vs a (b ¢ T ady
J_, )., J_.B"™DBdxdydz| " |=[__ [, J__B'D|ad9|dxdydz (5.28)
alddy
V4l
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3. PRIMJENA JEDNADZBI NA MATEMATICKIM MODELIMA

U ovom dijelu se provjerava tocnost dosadaSnjih izvedenih izraza koji zajedno €ine opceniti
model. Za provjeru ¢e posluziti racunalni paket Abaqus ¢ija rjeSenja ¢e posluziti za rucno
izraCunata rjeSenja. Ruéni postupak ¢e biti opisan za prve, jednostavne primjere. Kako bi se
ustedjelo na vremenu, matri¢ne jednadzbe Ce biti izracunate u MATLAB-u, a kod je prikazan

u Prilogu.
3.1. Primjer 1[2], [7], [8]

Analiza stacionarnog temperaturnog polja kompozitnog materijala sa¢injenog od Celika i
aluminija je provedena u okviru prvog primjera. Stap je izoliran tako da se toplina
izmjenjuje iskljucivo uzduzno. Poznate su vrijednosti koeficijenta toplinskog provodenja u
iznosu 60 W/(mK) (¢elik) i 200 W/(mK) (aluminij), a toplinski tok, koji djeluje u desnom
rubu, iznosi 6 KW/m?2. Analizu je potrebno provesti uz 2, 4 i 8 kona¢nih elemenata. Poznata
je rubna temperatura lijevog ruba koja iznosi 30 °C. Ostale potrebne informacije su

prikazane na donjoj slici.

celik Al

A S

Tlijevo

0,25

——— ———

0,5

Slika 13. Primjer 1

Ruéno numericko rjeSavanje za 2 konacna elementa:

Oba su elementa istih dimenzija i postavljaju se lokalne jednadzbe toplinskih matrica krutosti:

=’16A[ )2 60 - 1,96 x 107 L - 047 - ~047).

er. o 1 -1 1 0,25 1 —0,47 0,47
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T e 1,96 x 107 [ 1= [1Lee8 Lses

0,25 1 —1,568 1,568

Idu¢i korak je izrada tablice koja pokazuje odnos lokalnih i globalnih stupnjeva slobode:

Tablica 3. Raspored globalnih i lokalnih stupnjeva slobode
Globalni stupnjevi slobode | T1 | T2 | T3

Lokalni KE 1 1 2
stupnjevi KE 2 1173
slobode

Prema toj tablici se slaze globalna matrica krutosti koja izgleda ovako:

047 -047 0
Kig = [0,47 2,038 —1,568]
0 -1,568 1,568

Globalno gledano, u vektor optere¢enja ulaze gustoce toplinskih tokova koje djeluju u rubovima

1 zapisuje se na idu¢i nacin:

7,14 q14
q= 0| = 0
q24A 11,76

Sad su postavljene sve matrice za slaganje globalne jednadzbe konac¢nih elemenata, a glasi:

047 —0,47 0 1130 g, A
[—0,47 2,038 —1,568] [192] =| o
0 -1568 1,568 Il9:1 111,76

Posto je matrica toplinske krutosti simetri¢na, ne postoji njezin inverz pa se taj sustav rjesava

Gauss-Jordan metodom eliminacije, a rjeSenja koja proizlaze glase:
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9, 30
[192] = [55,02]
951 162,52

a toplinski tok koji izlazi iz desnog ruba iznosi:

0,4‘7(7.91 - 192) W
= % — _599996—
q1 A 5 ’ 6m2

Sto apsolutno zadovoljava uvjet stacionarnosti, a predznak je negativan zbog smjera izlaska
toka Kkoji je suprotan smjeru osi X. Ovo je bio primjer ru¢nog rjeSavanja, a u nastavku ¢e biti
tabli¢no prikazane i usporedene vrijednosti koje su dobivene izradom u Abaqus-u. [Tablica 4]
prikazuje usporedbu temperature u kontaktnom dijelu 2 materijala i temperature desnog ruba

ovisno o broju elemenata.

Tablica 4. Prikaz vrijednosti ovisno o broju elemenata

Broj elemenata Kontaktna temperatura [°C] Temperatura desnog ruba [°C]
2 55 62,5
4 55 62,5
8 55 62,5
Analitiko rjeSenje 55 62,5

Na ovo primjeru je jasno vidljivo kako se podudaraju rjeSenja analiticki i numericki, stoga
prikaz konvergencije nije potrebno posebno isticati. [Slika 14] prikazuje temperaturno polje po

numerickom Stapnom modelu.
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NT11

62.500
[ 59.792

57,083
54,375
51.667
43,958 i 2
46.250 —

43.542
40.833

38.125
35.417
32.708
30.000

Slika 14. Temperaturno polje

3.2. Primjer 2[2], [7], [8]

U okviru drugog primjera provedena je analiza tranzijentnog temperaturnog polja do tocke
stacionarnosti jednostavnog Stapnog elementa izradenog od bakra (389 W/(mK)). Kao
pocetni temperaturni uvjet uzima se 25 °C Sto ¢e biti i temperatura na desnom rubu Stapa.
U nekom trenutku, trenutno dolazi do povecanja temperature lijevog ruba na 90 °C.
Analizirat ¢e se raspodjela temperature do stacionarnog stanja u nekoliko koraka. Gustoca

materijala iznosi 8960 kg/m?, a specifi¢na toplina je 385 J/(kgK).

Cu

Ti(t) T2(1)

Slika 15. Primjer 2
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Rucno rjesavanje je prikazano za 2 elementa:

Krece se od formiranja matrica toplinskog kapaciteta i toplinske matrice krutosti. PoSto su oba

elementa ista, imat Ce iste pripadne matrice koje glase:

_Apclip 1
6 1 2

11 _[112,687 56,343
21 156,343 112,687

385 2
] = 1,96 % 10™* * 8960 * — % 0,5 [1

38911 —17_[01525 —0,1525
_[_1 ]:

Alr1 4
k‘_T[—1 1]‘1'96*10 * 05 117 1=0,1525 0,1525

Posto je ista raspodjela globalnih i lokalnih stupnjeva slobode, globalne se matrice mogu sloziti

sukladno [Tablica 3] iz proslog primjera.

112,687 56,343 0
Cg = [ 56,343 225,374 56,343 ]
0 56,343 112,687

-0,1525 0,305 —-0,1525
0 -0,1525 0,1525

Kriti¢ni iznos vremenskog inkrementa iznosi:

0,1525 —0,1525 0

cpl?
Atkr = H = 369,5 S

Pa je odabrani vremenski inkrement:
At =10s

Pomocu tih izraza se moze sloziti globalna jednadzba koja nakon uvrstavanja rubnih i pocetnih

uvjeta, glasi:
112,687 56,343 0 0 0,1525 —-0,1525 0 90 q14
56,343 225,374 56,343] 9,|+[—0,1525 0,305 —0,1525] [192] =0
0 56,343 112,6871L0 0 —0,1525 0,1525 1125 qz4
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Ako je znano da se Kkoristi eksplicitna metoda vremenske integracije, onda vrijedi:

99, © 9, (t + A1) —9,(t) _ 9," T —9,"
at -7 At B At

Primjenjujuéi taj izraz, gornja se matricna jednadzba za drugu Cvornu temperaturu moze

zapisati u obliku:

ntl _ g n

225,374% +0,3059," = 17,5375

Odnosno, iteracijski oblik:

9,1 = 0,98659," + 0,7782
Uvrstavanjem u kalkulator, postignuta stacionarnost temperature iznosi 9, = 57,64°C.

Gustoce toplinskih tokova se mogu izraCunati iz matri¢nih jednadzbi za svaki vremenski

inkrement pomocu izraza:

q1(n) = 28746,439,™ — 29524,499,™ + 70025,51
qs(n) = 28746,439,"" — 29524,499,™ + 19451,53

Kako bi se olakSao izracun, u izraze za toplinske tokove, uvrStava se iteracijski izraz za

vrijednost temperature u idu¢em vremenskom koraku pa gustoce toplinskih tokova glase:

q.(n) = 92387,78 — 166,089,
qsz(n) = 41817,78 — 166,089,

Uvrstavanjem stacionarnog rezultata, 9, = 57,64°C,iznosi gustoca toplinskih tokova su:

W,
¢ = 2517493 —

W
g5 = —25395,07 —
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Iz rezultata se vidi mala razlika ulazne i izlazne gustoce toplinskih tokova pa se ta rjeSenja mogu

uzeti kao to¢na za stacionarno stanje. Predznak izlaznog tok je negativan jer izlazi iz sustava.
Racunalna analiza takoder krece od 2 konacna elementa. Vrijednost vremenskog inkrementa ¢e

ostati ista kako bi se moglo usporediti s ru¢nim rac¢unom. [Slika 16] predstavlja vremensku

promjenu temperature drugog ¢vora do stacionarne vrijednosti.

Vremenska promjena temperature u cvoru 2
T T 1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
[s]

20 :

Slika 16. Vremenska promjena temperature srednjeg ¢vora

Iduéa slika predstavlja vremensku promjenu koncentriranog toplinskog toka ¢ [W/m?]
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%104 Vremenska promjena toplinskog toka
5 T T T T T
—q1
4
N3
£
2,
lon
2
1
1 1 1 |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

t[s]

Slika 17. Vremenska promjena toplinskog toka za slu¢aj 2 kona¢na elementa

Idu¢i stacionarni rezultati temperature srednjeg ¢vora su dobiveni za isti vremenski inkrement,

ali za razli¢iti broj kona¢nih elemenata i prikazani su tabli¢no, a vrijeme iteracije je 8000 s.

Tablica 5. Vrijednosti stacionarne temperature srednjeg ¢vora i toplinskih tokova na rubovima
ovisno o broju elemenata

Broj elemenata Temperatura srednjeg Gustoca toplinskog toka Gustoca toplinskog
¢vora [°C] na lijevom rubu [W/m?] toka na desnom rubu

[W/m?]

2 57,475 25304,2 25265,8

4 57,491 252946 25275,4

8 57,494 25292,8 25277,2

12 57,494 25292,5 252775

Kao $to je 1 o¢ekivano, s vecim brojem elemenata se postize bolja konvergencija, no rjesenja
se razlikuju u drugoj decimali $to je prihvatljivo. Graficki prikaz konvergencije je prikazan na
slici ispod. [Slika 18] prikazuje temperaturnu konvergenciju ovisno o broju elemenata, a [Slika

19] prikazuje konvergenciju gustoca toplinskih tokova po rubovima ovisno o broju elemenata.
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Stacionarno rjeSenje srednje temperature
T T T T

58 T

57.8

57.6 i

theta r

574 B

57.2/F 7

5 7 L 1 | L |
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

broj elemenata

Slika 18. Konvergencija rjeSenja za navedene uvjete

e 10* Stacionarno rjesenje toplinskih tokova
. B T T T | o T T

I I
-e—gustoca toka u lijevom rubu
—*—gustoca toka u desnom rubu

2535 §

253 >

2.525 g

gustoce tokova

2:515

251 | 1 1 L 1 | | |
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

broj elemenata

Slika 19. Konvergencija rjeSenja za navedene uvjete

Posto se radi o eksplicitnoj metodi vremenske integracije, iduca analiza ¢e pokazati kako se
rjeSenje stacionarne vrijednosti temperature u srediStu Stapa ponasa ovisno o veli¢ini
vremenskog inkrementa. Analiza je sprovedena na modelu od 8 konaénih elemenata, a rezultati

su prikazani u [Tablica 6].
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Tablica 6. Prikaz stacionarnog rjeSenja temperature u srediStu ovisno o veli¢ini inkrementa

At 3sr [°C]

10 57,494
100 57,4903
300 57,481
369 57,477
400 57,475
1000 57,438

Iz postignutih rezultata se vidi da je s pove¢anjem vremenskog inkrementa doslo do smanjenja

vrijednosti temperature, no nije dosSlo do divergencije. Razlog tome je §to je u Abaqus-u

osigurana vrijednost vremenskog inkrementa s minimalnom i maksimalnom vrijednos¢u te

maksimalnim brojem inkrementa. Ako se za vece vrijednosti inkrementa postave minimalne 1

maksimalne vrijednosti jednake Zeljenom inkrementu, proracun ¢e biti prekinut.

3.3. Primjer 3 [7], [8]

Zadani $tap sa [Slika 20] izraden od ¢elika hladi se za 20 °C. Ako je Staap s jedne strane

uklijesten, potrebno je analizirati toplinske deformacije i naprezanja za slucaj da je:

a) drugi rub slobodan (Slika 20a)

b) drugi rub uklijesten (Slika 20b).

Analiza se sprovodi s viSe diskretizacija u racunalnom alatu Abaqus, a ru¢ni proracun ¢e biti

prikazan za slucaj jednog konacnog elementa.

A, E
Q) ,/

V.

0,5 N

o) _

Slika 20. Primjer 3
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Ruc¢no rjesavanje:
a) Slobodan drugi rub (Slika 20a)

Kako je stap izraden od Celika, poznata su svojstva elasti¢nosti i toplinskog stezanja u iznosima
od: E=210 GPa i a=8,5*10° K™1. Promjena temperature je A9=-20 °C pa toplinske deformacije

iznose: &= oo A9 = -0,17 mm/mm. Matrica krutosti kona¢nog elementa glasi:

AE[_]_l _1]_] 3,1416 x 10~* *21*1011[1 _]

k = [ 131947200 —131947200
—131947200 131947200

Kako je metoda kona¢nih elemenata definirana putem varijacijskog principa, opterecenje se

moze zapisati na idu¢i nacin:

_ i _ [ 11215,512
R—AEaASJ; llldx— —11215,512

Lokalni koordinatni sustav se poklapa s globalnim pa su onda lokalne matrice jednake

globalnim, naravno, jer se radi o jednom konac¢nom elementu.

[131947200 —131947200 ] 11215,512
—131947200 131947200 —11215,512

Gornja matri¢na jednadzba predstavlja globalnu jednadzbu kona¢nog elementa u koju sad treba

uvrstiti rubni uvjet. UkljeStenje desnog kraja daje rubni uvjet vi=0, nakon ¢ijeg uvrStavanja

ostaje jednostavna jednadzba koja glasi:

131947200v, = —11215,512
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iz koje proizlazi pomak lijevog ruba: v2 = - 0,085 mm. Deformacije su jedino toplinske pa je
ocekivano naprezanje u Stapu jednako nuli $to se moze lako pokazati. Kako je naprezanje
definirano pomoc¢u unutarnjih sila u konstrukciji, koje se javljaju kao reakcija na djelovanje
vanjskog opterec¢enja koje u ovom slucaju ne djeluje, moze se zapisati:
E=&uk — &
oc=De=D(g,—&)=0

b) Drugi rub uklijesten (Slika 20b)

U ovom sluc¢aju su oba rubna pomaka Stapa jednaka nuli, $to govori i da su ukupne deformacije

jednake nuli pa polazeci od tih zakljucaka, zapisuje se iduca relacija:

mm
€E=—&=—aAY=017—
mm
a naprezanje:
N mm
o =De=—FE¢ =210000 >*0,17—— =357 >
mm mm mm

Ovaj iznos govori da je Stap podvrgnut vlatnom naprezanju §to je dobro jer ako je Stap ima
tendenciju skupljanja, ukljeStenje to sprjecava, reakcija ¢e biti vlacna.
Rjesavanje u Abaqus-u:

Analize ¢e biti sprovedene na vise diskretizacija 1 to redom: 1, 2, 4 konacna elementa.

a) Slobodni rub

Tabli¢ni prikaz rezultata pomaka, deformacija i naprezanja ovisno o broju elemenata nalazi se
u [Tablica 7].
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Tablica 7. Prikaz rezultata pomaka, deformacija i naprezanja ovisno o broju elemenata

Broj elemenata v2 [mm] et [mm/mm] o [N/mm?]
1 -0,085 -0,17 0
2 -0,085 -0,17 0
4 -0,085 -0,17 0

Povecanjem broja elemenata nije doSlo do promjene rjeSenja pa nije potrebno prikazivati

konvergenciju.

b) Ukljestenje ruba

Tabli¢ni prikaz rezultata pomaka, deformacija 1 naprezanja ovisno o broju elemenata nalazi se

u [Tablica 8].

Tablica 8. Prikaz rezultata pomaka, deformacija i naprezanja ovisno o broju elemenata

Broj elemenata v2 [mm] et [mm/mm] o [N/mm?]
1 0 -0,17 35,7
2 0 -0,17 35,7
4 0 -0,17 35,7

Povecanjem broja elemenata nije doslo do promjene rjeSenja pa nije potrebno prikazivati

konvergenciju.

3.4. Primjer 4[7], [8]

Zadana Stapna konstrukcija sastoji se od 5 Stapova sacinjenih od celika (poznata svojstva)

koji su jednakih duljina i popre¢nih presjeka (L=1m, d=0,02m). Stap 3 je podvrgnut

hladenju za 10 °C. Potrebno je analizirati deformacije i eventualna naprezanja uslijed

hladenja Stapa 3. Ru¢no ¢e se analizirati za slucaj jednog konacnog elementa, a za 2, 4, 8

konaénih elemenata po Stapu, analiza ¢e biti sprovedena u Abaqus-u. Potrebno je prikazati

konvergenciju rjesenja.
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Slika 21. Primjer 4

Kao $§to je moguce vidjeti sa [Slika 21] potrebno je naciniti globalne matrice Krutosti i
opterecenja od 5 lokalnih. Odmah je bitno naglasiti kako ¢e lokalne matrice krutosti biti jednake
zaelemente 215 kao i zali4 jerimaju isti kut zakreta od globalnih osi. Kako bi se mogle

formirati jednadzbe potrebno je naciniti tablicu odnosa lokalnih i globalnih stupnjeva slobode:

Tablica 9. Odnos lokalnih i globalnih stupnjeva slobode

Globalno Vi V2 V3 V4 Vs Ve V7 Vs
Lokalno | KE1 1 2 3 4
KE2 1 2 3 4
KE3 3 4 1 2
KE4 1 2 3 4
KE5 3 4 1 2

Opceniti prikaz matrica krutosti je izveden u poglavlju koji se bavi sekvencionalnom analizom

kod stapnih konstrukcija, a glasi ovako:

Karlo Klasi¢ 53



Fakultet strojarstva i brodogradnje

Zavrsni rad

cos’a cosa sina
k. = AE | cosa sina sina
9 1 —cos?a  cosa sina
—cosa sind —sina

—cos’a —cosa sina
—cosa sina —sin’a
cos’a cosa sina
cosa sina sina

Stoga, za Stap 1 i 4, kut otklona je 60° u pozitivnom smjeru(suprotno od kazaljke na satu) pa

matrice krutosti glase:

1,64934  2,8567407

K. —1q7| 28567407  4,94802
914 ~1,64934  2,8567407
~2,8567407 —4,94802

—1,64934 —2,8567407
—2,8567407  —4,94802

1,64934 2,8567407
2,8567407 4,94802

Dok je za elemente 2 i 5 kut otklona jednak nuli pa matrice krutosti glase:

65973600
K. = 0
925 7 | _65973600
0

S O OO

—65973600
0
65973600
0

o O OO

Element 3 je tako definiran da mu kut otklona iznosi -60° pa njegova matrica krutosti glasi:

1,64934  —2,8567407

Ko = 107 —2,8567407  4,94802

93 —1,64934 2,8567407
2,8567407  —4,94802

Prema [Tablica 9]

slaze se globalna matrica krutosti koja glasi:

8,2467 2,8567407 —6,59736 0
2,8567406 4,94802 0 0
—6,59736 0 9,8960399 0
K. =107 0 0 0 9,89604
9 0 0 —1,64934 —2,8567407
0 0 —2,8567407  —4,94802
-1,64934  —2,8567406 —1,64934 2,8567406
—2,8567407  —4,94802 2,8567407 —4,94802

—1,64934 2,8567407
2,8567407 —4,94802
1,64934 —2,8567407
—2,8567407 4,94802
0 0 ~1,64934 —2,8567407
0 0 —2,85674  —4,94802
—1,64934 —2,85674 —1,64934  2,85674
—2,8567407 —4,94802  2,85674  —4,94802
82467 285674 —6,59736 0
2,8567407  4,94802 0 0
—6,59736 0 9,89603 0
0 0 0 9,89604

Nacin ispunjavanja je prikazan za globalnu matricu krutosti elementa 1 u Prilogu jer je taj

zadatak rjeSavan u MATLAB-u.
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el

>

¥
L

Slika 22. Prikaz kona¢nog elementa Stapa 3

Opterecenje se uzima samo po elementu 3 i sukladno [Slika 22], vektor lokalnog opterecenja

glasi:

—AEadY 5607,756

O R 0
AEasd |~ [-5607,756
0 0

S time je toplinsko opterec¢enje pretvoreno u ekvivalentnu silu koja uzrokuje horizontalne
pomake u lokalnom koordinatnom sustavu. Taj vektor je potrebno pretvoriti u globalni, a to se

radi pomoc¢u matrice transformacije koja za konacni element 3 glasi:

cosa sina —0,86602 0 0
T = sinad —cosa ‘ lO ,86602 —-0,5 0 0
0 0 cosa sina 0 0,5 —0,86602
0 0 sinad —cosa 0 —0,86602 -0,5

a poznato je da je globalni vektor opterecenja:
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2803,9
48565

— T,. — )
=TTr=1_ 53039
4856,5

Pa se prema [Tablica 9] slaze ukupni globalni vektor opterecenja:

-0 A
0
—2803,9
4856,5
0
0
2803,9
[—4856,5]

Pomocu tih izraza se dobije globalna matri¢na jednadzba koja glasi:

8,2467 2,856740 —6,59736 0 0 0 —-1,64934 —2,85674077V1 0
2,856740 4,94802 0 0 0 0 —2,85674  —4,94802 ||V 0
—6,5973 0 9,896039 0 -1,64934 —2,85674 —1,64934 2,85674 V3 —2803,9

107 0 0 0 9,80604  —2,8567407 —4,94802 2,85674 —4,94802 || va| _ | 4856,5
0 0 —1,64934 —2,856740 8,2467 2,85674 —6,59736 0 Us 0
0 0 —2,856740 —4,94802 2,8567407  4,94802 0 0 Ve 0
-1,64934 —2,856740 —1,64934 2,8567406 —6,59736 0 9,89603 0 vy 2803,9
—2,856740 —4,94802 2,856740 —4,94802 0 0 0 9,89604 |-VsJ l—4856,5J

Sad je u prethodni izraz potrebno uvrstiti rubne uvjete pomaka: vi=vz2=vs=Vve=Vvr=Vvs=0.

Ako do sada nije bilo jasno koji se pomaci odnose na koje elemente, onda je bitno naglasiti da
numeracija ide suprotno od smjera kazaljke na satu pocevsi od donjeg lijevog nepomicnog

oslonca na Stapu 1. Nakon uvrStavanja rubnih uvjeta, ostaje matricna jednadzba:

9,89604 0 V31 [—2803,9
0 9,89604] [w,] - [ 4856,5

107[

Koja se rjeSava metodom Gauss-Jordan eliminacije i trazeni pomaci glase:

L1 =[o04007 | ™
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3.5. Primjer 5[7], [8]

Zadana Stapna konstrukcija sastoji se od 3 $tapa jednakih promjera (d=15 mm) i materijala.
Duljine $tapova 1 i 3 su jednake i iznose 5 m. Stapu 2 se podigne temperatura za 30 °C, dok
se ostalima ne dovodi toplina, a temperaturno polje se razvija sukladno kondukciji. Analiza
se sprovodi samo u Abaqus-u, a rjeSenja ¢e biti prikazana u [Tablica 10]. Materijal Stapova
je Selik (E=210 GPa, /=60 W/(mK), a=13,33*10° K'%).

3 S1 2
S3
S2
1
V1 '\
V2

Slika 23. Stapna konstrukcija
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Slika 24. Raspodjela temperaturnog polja nakon grijanja Stapa 2

Na [Slika 24] je vidljivo kako je doslo do preraspodjele temperature u Stapnoj konstrukciji
upravo zbog kondukcije jer ostali Stapovi nisu izolirani 1 u jednoj tocki ne mogu biti dvije
vrijednosti temperature. Ako se Zzeli vidjeti utjecaj grijanja Stapa 2, bez utjecaja promjene
temperature ostalih Stapova, u svojstvima materijala se stavi da su koeficijenti toplinskih

rastezanja ostalih Stapova jednaki nuli no to tu nije u¢injeno.

S, S11

(Avg: 75%)
+1.445e-27
-3.500e+06
-7.000e+06
-1.050e+07 3
-1.400e+07 2
-1.750e+07
-2.100e+07
-2.450e+07
-2.800e+07

-3.150e+07
-3.500e+07
-3.850e+07

-4.200e+07

Slika 25. Raspodjela naprezanja po stapnoj konstrukciji
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Na [Slika 25] su prikazana naprezanja na Stapnoj konstrukciji. Vrijedno je prokomentirati

pojavu naprezanja u Stapu 1. Naprezanja su se javila zbog toga jer su u oba ruba Stapa 1 pomaci

onemoguceni (rubni uvjeti), a vrijednost pokazuje da se radi o tlacnim naprezanjima. To je

dobar predznak zbog tendencije Stapa da se rasteze, a krajevi ga sprjecavaju §to se manifestira

tlacenjem. U ostalim Stapovima je vrijednost naprezanja jednaka nuli jer oba Stapa imaju

slobodan

rub koji se Siri.

U [Tablica 10] su prikazani pomaci slobodnog ruba u ovisnosti o broju kona¢nih elemenata.

Tablica 10. Pomaci slobodnog kraja Stapne konstrukcije

Broj elemenata Vi [mm] Vo [mm]
1 0,0029 -0,0009
4 0,00367 -0,00033
8 0,00383 -0,00016
12 0,00387 -0,000125
p %1073 Konvergencija pomaka
351 e
=e—Horizontalni pomak
—*—|Vertikalni pomak|
34
25
q
>
 2r i
>
10 5
1 -
0 L | 1 | 1 | |
1 2 3 4 5] 6 7 8 9 10 11 12

broj elemenata

Slika 26. Konvergencija rjeSenja
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4. ZAKLJUCAK

Svrha dosadasnjeg rada bila je pokazati, kako se uslijed promjene temperature neke
konstrukcije, javljaju pomaci te kako izracunati deformacije i eventualna naprezanja. Toplinska
analiza je vrlo bitna za analizu ¢vrstoc¢e konstrukcija jer upravo te deformacije mogu imati
krucijalan utjecaj na postojanu stabilnost 1 izdrzljivost. Takoder, toplinska naprezanja se ¢esto
uzimaju kao zaostala naprezanja koja se javljaju zbog nacina obrade materijala te se mogu
otkloniti odgovaraju¢im postupcima. Kako je ve¢ receno, Metoda konacnih elemenata je
priblizna metoda za proracun konstrukcija sa stajaliSta ¢vrstoce, no ipak dovoljno dobra da ta
rjeSenja budu relevantna, ukoliko se sustav dobro postavi.

U Primjeru 1 je prikazano kako se pomo¢u metode konacnih elemenata dolazi do
temperaturnog polja te se na tom jednostavnom primjeru primjecuje kako su analiticka rjeSenja
jednaka onima u dobivenim Metodom konacnih elemenata. Razlog tome je isti linearni opis
jednodimenzionalnog temperaturnog polja. Jos jedna od prednosti Metode konaénih elemenata
je da se, osim u stacionarnim problemima, moze primijeniti i za nestacionarne probleme, jer jo$
uvijek nije poznata egzaktna temperaturna funkcija vremena. To govori i konvergencija rjeSenja
do stanja stacionarnosti $to se moze vidjeti u Primjeru 2. Eksplicitna metoda vremenske
integracije, koja je koriStena u istom primjeru, ima svoje prednosti i mane. Mana je postojanje
kriticnog vremenskog inkrementa koji ovisi o svojstvima materije te ako se prekoraci taj kriticni
inkrement, vrlo vjerojatno dolazi do divergencije rjeSenja upravo iz razloga nefizikalnosti
matrine jednadzbe koja opisuje nestacionarni sustav (kriterij stabilnosti). Toplinske
deformacije su opisivane sekvencijalno spregnutom metodom §to znaci da se prvo rijesi
termodinamicki problem te s pronadenim temperaturnim poljem se izracunaju pomaci,
deformacije i eventualna naprezanja. Formulacija konacnih elemenata za primjenu u
sekvencijalnoj metodi mogu se formulirati varijacijskim principom jer se na kraju krajeva
pomaci traze za stacionarno temperaturno polje. Ako bi se trazili pomaci za nestacionarni
temperaturni problem, pomaci bi se racunali za svaku temperaturu ¢vora u odredenom
inkrementu, Naravno, pomaci ne bi otisli unedogled jer bi predstavljena temperaturna razlika
bila ovisna o vremenskom inkrementu sve do stanja stacionarnosti. Stoga se zbog brzeg
rjeSavanja problema raCunaju u stacionarnom stanju. Primjer 3, iako jednostavan, dobro

pokazuje utjecaj promjene temperature. U a) djelu primjera nije doslo do pojave naprezanja jer
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desnom kraju Stapa nije ograni¢eno kretanje te nije doslo do pojave unutarnjih sila koje bi se
manifestirale kroz naprezanje. Svrha b) djela zadatka je bila pokazati pojavu opasnosti u
toplinski optere¢enoj konstrukciji ako su na oba kraja onemogucéeni pomaci. Primjer 4
predstavlja mogucu realnu konstrukciju u kojoj je doslo do promjene temperature jednog ¢lana.
U Prilogu je detaljno prikazano slaganje globalne matrice krutosti prema definiranoj tablici
odnosa lokalnih i globalnih stupnjeva slobode. U Metodi kona¢nih elemenata je to toplinsko
opterecenje zamijenjeno ekvivalentnim silama koje su preraspodijeljene po konacnom
elementu te je prikazan ru¢ni proracun. Rezultati su dosta intuitivni, barem po predznacima, jer
se ipak radi o toplinskom stezanju. Idu¢i primjer je realniji od proslog upravo iz kondukcijskih
razloga. Kako je znano, u jednoj tocki prostora ne mogu postojati dvije razli¢ite temperature, a
posto Stapovi imaju fizikalno svojstvo provodenja topline, do¢i ¢e do formiranja temperaturnog
polja u svim Stapovima i svi ¢e imati utjecaj na pomake, a time i1 na deformacije.

U nekim primjerima, u kojima je bilo potrebno, je prikazana vrijednost traZenog rjeSenja ovisno
0 broju elemenata. Pove¢anjem mreze kona¢nih elemenata smanjuje se veli¢ina istih te dolazi
do priblizavanja veliCini diferencijala. Tu je problem potrebnog vremena jer se povecava i broj
varijabli u algebarskim aproksimacijskim jednadzbama. Realne se konstrukcije rjeSavaju
pomocu racunala s gustom mreZzom konacnih elemenata kako bi se ostvarila bolja
konvergencija, no s tim se povecava vrijeme racunanja i zauze¢e memorije. Stoga je dobro znati

unaprijed na koliku se to¢nost cilja i koje ¢e vrijednosti zadovoljiti kao tocne.
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PRILOG

Funkcije oblika tetraedarskog elementa

syms X y z x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3 y4 z1 z2 z3 z4 al a2 a3 a4 A 1 ro c dt
lambda
alpha=[1 x vy z];
a=[al;a2;a3;a4];
C=[1 x1 y1 z1;
X2 y2 z2;
x3 y3 z3;
1 x4 y4 z4];
C m=C"-1;
N=alpha*C m;
N _t=transpose (N) ;

[

[n1 N, nl D]=numden(N1) ;
[n2 N, n2 D]=numden (N2) ;
[n3 N, n3 D]=numden (N3) ;
[n4d N, nd4d D]=numden (N4) ;

alpha 1=[x2 y2 z2;
x3 y3 z4;
x4 yv4 z4]
beta 1=-[1 v2 z2;
1 y3 z3;
1 vyv4 z4];
gama_ 1l=-[x2 1 z2;
x3 1 z3;
x4 1 z47;
delta 1=-[x2 y2 1;
x3 y3 1;
x4 yv4 1],

~e

Primjer 4:

$globalne matatrice
clc
clear all
format long
kgl=65973600* [ (cosd (60)) "2 cosd(60)*sind(60) - (cosd(60))"2 -
cosd (60) *sind (60) ;

cosd (60) *sind (60) (sind(60))"2 -cosd(60)*sind(60) -
(sind (60))"2;

-(cosd (60)) "2 -cosd(60)*sind(60) (cosd(60))"2
cosd (60) *sind (60) ;

-cosd (60) *sind (60) —=-(sind(60))"2 cosd(60)*sind(60)
(sind (60))"271;
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kg2=65973600* [ (cosd (0)) "2 cosd(0) *sind(0) -(cosd(0))"2 -cosd(0)*sind(0);

cosd(0) *sind (0) (sind(0))"2 -cosd(0)*sind(0) —-(sind(0))"2;

-(cosd(0)) "2 -cosd(0)*sind (0) (cosd(0))”"2 cosd(0)*sind(0);
-cosd (0) *sind (0) —=-(sind(0)) "2 cosd(0)*sind(0) (sind(0))"2];

kg3=65973600* [ (cosd (-60)) "2 cosd(-60)*sind(-60) - (cosd(-60))"2 -cosd (-
60) *sind (-60) ;

cosd (-60) *sind (-60) (sind(-60))"2 -cosd(-60)*sind(-60) -
(sind (-60))"2;

- (cosd(-60))"2 -cosd(-60)*sind(-60) (cosd(-60))"2 cosd (-
60) *sind (-60) ;

-cosd (-60) *sind (-60) —(sind(-60)) "2 cosd(-60)*sind(-60)
(sind (-60))"21;

kg4=65973600* [ (cosd (60)) "2 cosd(60) *sind (60) - (cosd(60))"2 -
cosd (60) *sind (60) ;

cosd (60) *sind (60) (sind(60))"2 -cosd(60)*sind(60) -
(sind (60))"2;

- (cosd(60)) "2 -cosd(60)*sind(60) (cosd(60))"2
cosd (60) *sind (60) ;

-cosd (60) *sind (60) —(sind(60))"2 cosd(60)*sind(60)
(sind (60))"2];

kg5=65973600* [ (cosd (0)) "2 cosd(0)*sind(0) -(cosd(0))"2 -cosd(0)*sind(0);

cosd (0) *sind (0) (sind(0))"2 -cosd(0)*sind(0) - (sind(0))"2;

- (cosd(0)) "2 -cosd(0)*sind(0) (cosd(0))”*2 cosd(0)*sind(0);
—-cosd (0) *sind (0) -(sind(0))"2 cosd(0)*sind(0) (sind(0))"2];

Kgl=zeros (8) ;
Kg2=zeros (8) ;
Kg3=zeros (8) ;
Kgd=zeros (8);
Kgb=zeros (8) ;

%Globalna matrica KE1

’

Kgl(1,1)=kgl(1,1);
Kgl(1l,2)=kgl(1,2);
Kg1(1,7) =kgl(1,3);
Kgl(1,8)=kgl(1,4);
Kgl(2,1)=kqgl(2,1);
Kgl(2,2)=kgl(2,2);
Kgl(2,7)=kgl(2,3);
Kgl(2,8)=kgl(2,4);
Kgl(7,1)=kqgl(3,1);
Kgl(7,2)=kql(3,2);
Kgl(7,7)=kgl(3,3);
Kgl(7,8)=kgl(3,4);
Kgl(8,1)=kgl(4,1);
Kgl(8,2)=kqgl (4,2);
Kgl(8,7)=kgl (4, 3)

~Ne Ne

Kgl (8, 8)=kgl (4, 4)
%ostale matrice se popunjavaju na analogan nacin
%Globalna matrica
Kg=Kgl+Kg2+Kg3+Kg4+Kg5;
%globalni vektor opterecenja
T=[cosd(-60) sind(-60) 0 O;
sind (-60) -cosd(-60) 0 0;

0 0 cosd(-60) sind(-60) ;

0 0 sind(-60) =-cosd(-60)];
=[5607.756;
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0

-5607.756;

01;
rg=T"'*r;

[

Rg=[0;0;rg(3,1);rg(4,1);0;0;,rg(1,1);rg(2,1)];
$Nakon uvrstavanja rubnih uvjeta pomaka

jed=[K RI];
for i=l:size(jed, 1)
jed (i, :)=Jjed(i,:)./jed(i,1);
for j=l:size(jed, 1)
if j~=1i
kljucno=jed(j,i) ./jed(i,1);
jed (3, :)=jed (j, :)-kljucno*jed (i, :);
end
end
end
rez=jed (:,end);
v3=rez(1l,1);
vid=rez (2,1);
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