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SAZETAK

Zavrsni rad pokusat ¢e prvotno predstaviti matematic¢ki pristup regulaciji primjenom
linearnih matricnih nejednadzbi (LMN), odnosno optimizacijskim problemima s
konveksnim ograni¢enjima, i to s posebnim naglaskom na H,, stabilizaciju. Razmatraju
se dosadas$nje spoznaje LMN-a u teoriji regulacije te se navode i obraduju
optimizacijski alati, posebice metoda unutarnje tocke za njihovo rjesavanje. Vrhunac

takvog teorijskog razmatranja bit ¢e PID regulacija.

Sekundarno, iznjedriti ¢e se na isti nacin sinteza PID regulatora mehani¢kog
nelinearnog sustava sastavljenog od dva elasticno spregnuta mehanicka podsustava.
Pristupit ¢e se pritom linearnim matricnim nejednadzbama, budu¢i da danas
predstavljaju jedan od glavnih smjerova napretka u sli¢nim primjenama. Stovise,
koriste¢i dosadasnje spoznaje disipativnih sustava, koncept ¢e se temeljiti na lemi
ograni¢ene realnosti (eng. bounded-real lemma), odnosno oslanjanju na H, normu

prijenosne funkcije.

Kljuéne rijeCi: linearne matricne nejednadzbe, optimizacija, interior-point metoda, PID

regulacija, bounded-real lemma, H,, horma
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SUMMARY

This thesis will attempt firstly to present mathematical approach to the synthesis of
controllers based on Linear Matrix Inequalities (LMI), and more so H,, stabilization.
Current acknowledgements of LMI-s, or generally constrained optimization in control
synthesis, as well as modern optimization tools, including interior-point method for
finding their solutions shall be discussed. The peak of such theoretical considerations
shall be PID control.

Secondly, PID controller synthesis of the mechanical nonlinear system incorporated by
two elastically interconnected subsystems shall be derived accordingly. LMI approach
will be taken as it represents one of the most important niches of modern optimal control
theory. Furthermore, taking in to account current knowledge of dissipative systems,

concept will be based on bounded-real lemma and H,, norm of the transfer function.

Key words: linear matrix inequalities, optimization, interior-point method, PID control,

bounded-real lemma, H,, norm
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1. UVOD

1.1. O kontekstu problema

Ako iz cjelokupnog konteksta zaklju¢imo koje je znacenje rijeci sinteza regulatora, namece se
Citatelju jednostavno pitanje, Sto reguliramo. Intuitivno, reguliramo sustav ili konkretnije,
njegov odziv. Napose, kad nam je namjera ostvariti regulaciju odredenog sustava, izvjesno je
da zelimo ostvariti ili zadrzati njegovu stabilnost, buduci da nestabilni sustavi nemaju primjene
u praksi. U pravilu nas zanima i tocnost odziva odnosno brzina istog, a u iole specifi¢nijim
primjenama, zanima nas i sveukupni karakter prijelazne pojave. Razmatranjem opisanih
pojmova, neosporno ukljuujemo sveobuhvatni pojam Teorija sustava. Posljedi¢no, u
anglikanskoj literaturi namece se kao grana matematike, s nezaobilaznim primjenama u tehnici
i inzenjeringu slian pojam - Control Theory. Povijest ,,Teorije upravljanja“ duga je i
neiscrpna, te svojim obujmom, sadrzajem i pripadaju¢im ucesnicima ukljucuje veéi broj
pojmovima ima (¢ak i neovisno o primjenama u tehnici) nemjerljivo vi$e no §to im je u gornjem
djelu uvoda ostavljeno prostora, no ovaj rad zaobi¢i ¢e pozadinu osnovnih pojmova teorije
sustava, pretpostavljajuci njihovo poznavanje. Ta raznolikost teorije upravljanja posljedica je
teznje za strukturiranjem i (istovremeno) poop¢avanjem sve Sireg obujma dinamickih procesa.
Kao glavna, i jedna od najsirih odrednica takvog poopcéavanja, nastala je kategorizacija tzv.
disipativnog sustava, a kao jaki alat u odredivanju, pa i stabilizaciji takvog sustava javljaju se
linearne matricne nejednadzbe (LMN). Obzirom na tu ¢injenicu, od posebnog znacaja bit ¢e
vremenski invarijantni (eng. Linear time-invariant, LTI) sustavi, iako ¢e se dio sadrzaja odvojiti
1 opcenito na vremenski varijantne sustave u vidu diferencijalnih inkluzija, te sustava s

nesigurnosti u parametrima.

Takav pristup na posljetku ¢e se pokazati na mehanickom multivarijabilnom sustavu, po
dinamici nelinearnom. Pokusat ¢e se s obzirom na to iznjedriti parametri PID regulatora,
budu¢i da su upravo takvi regulatori najces¢i u praksi. Matematicki model izveden je dobro

poznatim Euler-Lagrangeovim jednadZbama gibanja.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 13
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Kako se u dedukciji uzima u obzir prostor stanja (eng. state space) sustava s vise ulaza i izlaza
(eng. Multiple-Input-Multiple-Output - MIMO) , te se zaobilazi klasi¢na frekvencijska domena
u vidu manipulacije diferencijalnim jednadzbama, po Klasifikaciji problematika spada u
domenu moderne teorije upravljanja [5]. Danas se takav pristup u praksi podrazumijeva,
buduci da se u pravilu zahtijeva adaptivna, vise-varijabilna i robusna regulacija nelinearnih
sustava, nerjeSiva klasi¢nim pristupom. Ipak, vlada konsenzus da industrijske primjene ne
mogu pratiti danasnje margine teorije upravljanja, vjerojatno uslijed kompleksnosti i

neprakti¢nosti [16].

Ovaj dio uvoda obgrlit ¢e se konacno definicijom sinteze kao napora da se u sustavu kojem

poznajemo pobudu i odziv dode do optimalnih parametara sustava.

1.2. O strukturi rada

Iako se pred citateljem nalazi rad s temom o sintezi PID regulatora utemeljenoj na naprednim
metodama regulacije, kako se ve¢ od formiranja matematickog modela fizikalnog sustava, do
optimizacije odnosno regulacije istoga radi o velikom obujmu disciplina, namjera je bila
cjelovito obraditi i Sire gradivo no §to naslov sugerira, tako da konacan izgled ne¢e nuzno
predstavljati klasicni rad iz teorije regulacija. Jedna od posljedica takvog razmatranja je 3.
poglavlje rada, posveéeno optimizaciji. Nastojanja su bila prikazati $to Citljiviji sadrzaj Sirem
Citateljstvu (obitelji), pa je priroda matematickog izrazavanja manje formalna od kakvog
matematickog rada. Ipak, kroz razmatranja se paralelno u velikom broju navrata poziva na
priloge na kraju rada, gdje su dane i konkretne matemati¢ke pojedinosti, za koje pojedini
Citatelji mogu zakljuciti da se podrazumijevaju. U nadi da sadrZaj ostane u skladu s literaturom
na kojoj se temelji, veci dio izraza ostavljeni su (i) na engleskom jeziku, a za pojedine je izraze
prijevod, zbog nedostatka poznatih hrvatskih izraza, ,,slobodan®, zbog ¢ega se autor unaprijed

ispricava.

Rad je potkrepljen racunalnim simulacijama, prvenstveno u MATLAB-u. Za konveksnu
optimizaciju koristen je YALMIP toolbox s pripadaju¢im SeDuMi solverom za semidefinitno
programiranje (eng. semidefinite programming-SDP).

Struktura zavrSnog rada podijeljena je, nakon uvoda, na sljede¢e segmente:

Preskocivsi uvod, u drugom poglavlju rada razmatraju se LMN-i. Prvotno se isti definiraju u

grubom matemati¢kom kontekstu, pa se naknadno opisuju u okvirima teorije upravljanja, i to
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(Sto je vise moguce) kronoloski, poc¢evsi Ljapunovim nejednadzbama. U nastavku (3.
poglavlje), opisan je temeljitije pojam optimizacije, opcéenite karakteristike i jednakosti koje
valja spomenuti, te klasifikaciju iste u kontekstu relevantnom za ovaj rad. Posljedi¢no,
spomenut ¢e se i efikasni algoritmi (primarno interior-point metoda) koji ¢e posluziti
koriStenim rjeSava¢ima u pronalaZzenju optimalnih rjeSenja optimizacijskog programiranja
(OP-a), odnosno u kontekstu ovog tada - pojacanja. Cetvrti dio ukljuuje H., Kriterij
optimalnosti, od definicije normi i prostora, do LMN-a za koje ¢e se pokazati da odreduju
konveksan skup ogranic¢enja H,, normi prijenosnih funkcija. U skladu s navedenim, postavlja
se kao zadatak pronalaZenje upravo suboptimalnog ograni¢enja na normu, uz koju u isto
vrijeme treba biti zadovoljen odredeni uvjet stabilnosti. Upravo lakoc¢a u dodavanju takvih i
sliénih ograni¢enja na sintezu regulatora pokazat ¢e se kao jedna od najvecih prednosti LMN-
a. Peto poglavlje razmatra sintezu konkretnih PID regulatora, prema pojedinim zakonima
upravljanja, poglavito na multivarijabilne sustave. Isti¢e se problem pronalazenja pojacanja
regulatora, zadovoljivsi sva ograni¢enja definirana LMN-ima. Pri tome se razaznaju opéenito
2 pristupa sintezi: svodenje sustava na sintezu regulatora stanja ili svodenje sustava na sintezu

regulatora izlaza.

U Sestom poglavlju, nastoje se primijeniti sve do tad opisane tehnike za sintezu PID regulatora
nad konkretnim aktuiranim MIMO sustavom. Glavni problem u modeliranju predstavlja
elasti¢ni spreg medu 2 podsustava. Pokusao se zatim primijeniti optimizacijski problem opisan
u treem i Cetvrtom poglavlju s matematickim modelom definiranim u petom poglavlju, te
prikazati rjeSenja koristenjem semidefinitnog programiranja u YALMIP paketu integriranom
u MATLAB. Sinteza je pritom radena prema tzv. H, kriteriju optimalnosti, Cije je
razumijevanje podrazumijevalo dubinska matemati¢ka obrazlaganja u Cetvrtom poglavlju.
Simulacija analizira ponasanje nelinearnog i lineariziranog modela sustava. Naknadno, u
sustav je dodan jednostavan model poremecaja, odnosno nesigurnosti, i to u obliku statickog
trenja pri aktuatorima. Nakon kona¢nog presjeka rada u vidu zakljucka, zadnji dio rada
posvecen je brojnim prilozima, koji ukljucuju prvenstveno izvode i ,,dokaze®, te cjelovite
algoritme koristene u argumentaciji rada, zajedno sa potrebnim funkcijama koristenih toolbox-
a, odnosno cjelokupnog koda za sintezu multivarijabilnog regulatora. Namjerno se priloge
pozicioniralo u strukturu poglavlja, kako je gdjegdje glavni dio rada mozebitno zakinut
matematiCkim formulacijama kojima se svakako htjela dati paznja koju zasluzuju.

Strukturalno, poglavlja su podijeljena na potpoglavlja, a ona na jo$ manje odjeljke.
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1.3. O literaturi
Literaturu rada prigodno je podijeliti na (1) ,,bazi¢nu*, koja uklju¢uje matematicke i fizikalne
osnhove, ne nuzno tehnicke, te (2) ,,prakti¢nu®, koja se odnosi na konkretan zadatak, odnosno

dosadasnji radovi u okvirima zadatka, u vidu znanstvenih radova ili knjiga.

(1) Pocevsi od one ,,bazi¢ne®, podrazumijeva se da sve spomenute norme, ukljucujuci i Hy,
djeluju na signale, odnosno funkcije, pa se izdvaja Kreyszigova knjiga [23], kao uvod u
funkcijsku analizu, od osnovnih definicija linearne algebre (vektorski prostori i norme) i
diferencijalnog racuna, do konkretnih definicija nad funkcijama, te, na posljetku, primjena u
praksi. Opseznije o linearnoj algebri rada (i sire), toplo se preporuca knjiga istog autora [28],
te radovi [31] i [34], gdje se pruZaju osnove iz numeric¢ke analize, najvise zbog optimizacijskih
alata koje rad obuhvaca, ali i potrebnih matematic¢kih opcenitosti (npr. norme). Sva tri rada se
posebno naglasava obzirom na posebnu pozornost posvefenu primjenama u inZenjerskoj
praksi, a [31] je i plod sveucilista u Zagrebu, pa je pisana na hrvatskom jeziku. Okosnica rada
je svakako svojstvo disipativnosti sustava, nasiroko opisano u elementarnom, ali naprednijem
radu B. Brogliatoa, R. Lozana, B. Maschke i O. Egelanda [35], gdje se nude matematicki
rigorozne definicije disipativnosti, PR prijenosnih funkcija, pasivnih sustava, KYP leme (eng.
Kalman-Yakubovich-Popov lemma) i njihovih projekcija na modernu teoriju upravljanja. U
kontekstu LMN-a jedno od temeljnih odrednica rada je knjiga Boyda, Ghaouia, Ferona i
Balakrishnana [2], u kojoj je dan povijesni pregled, matematicka razmatranja i smjer razvoja
linearnih matriénih nejednadzbi u upravljanju i regulaciji i algoritmima konveksnog

programiranja. Sli¢no je napravljeno i u radu Schrerera i Weilanda [1].

Takoder za konveksnu optimizaciju, algoritme optimiranja, od tzv. gradijentnih metoda (eng.
gradient descent methods) i optimizacije bez ogranic¢enja (eng. unconstrained optimization) do
interior-point metoda, te kao uvod u semidefinitno programiranje i matri¢ne nejednadzbe, istice
se za rad nezaobilazna knjiga Boyda i VVandenberghea [3]. O uvodima u vektorske prostore,
kao i opéenito o H, Kriteriju optimalnosti moze se pronaci u [19], dok je mehanika u
,biblijskom izdanju* obradena u [38], koje je svakako klju¢no u dedukciji matematickog
modela, ali obuhvaca znatno $ire fizikalne koncepte. U knjizi zacetnika Interior-point metoda,
Nesterovu i Nemirovskom [41] podrobnije se pojaSnjeni pseudoalgoritmi optimizacije,
uglavnom konveksne s ograni¢enjima (nejednakosti). Takoder se radi o elementarnom 1
kompleksnijem djelu koje zahtjeva odredeno matemati¢ko predznanje. Osnove teorije sustava
i regulacije opisane su u cjelovitoj knjizi Karla A. Seelara [36], a isto, s primjenama u robotskoj

manipulaciji ponudeno je matematicki jednostavnim pojasnjenjima u knjizi R. Kellya, V.
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Santibafieza i A. Lorie [17]. Radovi J.J.E. Slotina, W. Lia [8] i H. J. Marqueza [42] dobro su
obuhvatili teoriju upravljanja nelinearnih sustava, a rad P. Albertosa i A. Sale [43] naglasak je
stavio na multivarijabilne sustave. Sveobuhvatna knjiga koja je obuhvatila dinamiku i
kinematiku je rad Murraya, Lia i Shankar Sastrya [9], i to viSe iz matematicke perspektive, ali

uz bogata teorijska objasnjenja, Sto je prigodno kao uvodno djelo.

(2) Kraci presjek o specifi¢nosti SDP-a pojasnjene su u radu Vandenbergha i Boyda [7]. U [18]
E. I. Silva i D. A. Erraz dolaze do PID pojacanja idealnog regulatora MIMO sustava uz uvjet
potpuno decentralizirane sinteze. Odrednica zavr$nog rada sustav je sastavljen od 2 RT
podsustava, prema J. Kasa¢u, B. M. Novakovi¢u, D. Majeticu i D. Brezaku [27], gdje su
postavljeni glavni uvjeti za valjanu definiciju opisanog mehani¢kog sustava, te opéenito
postizanje asimptotske stabilnosti za isti (PID regulatorom). Sli¢an model ponuden je u [26],
gdje je u dinamiku uklju¢ena i dinamika DC motora. U [14] Zheng, Wang i Lee nude sintezu
PID regulatora svodenjem na problem regulatora izlaza, odredivanjem pseudosustava na
,»pazljiv’ nacin. Ponuden je algoritam koji zaobilazi bilinearnost izvorne leme ogranicene
realnosti (eng. bounded-real lemma) prethodnim pronalaZzenjem matrice P preko Riccatijeve
jednadzbe. U [15] i [39] raspravlja se o sintezi PID regulatora definiranog regulatorom stanja,
i to optimiziranog LQR pristupom. Dodatno, u [15] se nametnulo ograni¢enja na ulazni signal,
te H,, | H, optimizacija. Gahinet i Apkarian [29] prvi uspje$no svode H,, Kriterij na SDP (eng.
semidefinite programming) problem, usporeduju LMI pristup s, do tada, konvencionalnim
metodama (ARE), te propituju dostatne uvjete stabilizacije. U [12] Florens-Resendiz i Tang
dolaze do zakona adaptivnog upravljanja Lagrangeovog sustava s nesigurnosti u vezi medu
sustavima. Razmatra se centralizirano i decentralizirano upravljanje, aproksimacijom sprega
nelinearnom parametrizacijom. Isto su predstavilo Y. Tang, M. Tomizuka, G. Guerrero i G.
Montemayor u [33], isklju¢ivo decentraliziranim pristupom. U [25] A. Delibasi, I. B.
Kucukdemiral i G. Cansever prvode sintezu ,,PID-like* regulatora uz LMN pristup na LTV
(Linear Time-Variant, hrv. Linearni vremenski varijantni) politopi¢nom sustavu invertiranog
njihala drugog stupnja. Dodatno su zadani uvjeti H,, H,, stabilnosti uz ograni¢enje ulaznog

signala, slicno naporu u [15]. U okvirima rada, YALMIP je pojasnjen u radu [40].
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2. LINEARNE MATRICNE NEJEDNADZBE

2.1. Teorijska razmatranja

Opcenito, linearne matri¢ne nejednadzbe (eng. Linear Matrix Inequalities) u varijabli x su

nejednadzbe funkcije F(x): R™ — S™ oblika

m
i=0

U gornjem izrazu, x € R™ predstavlja m-dimenzionalni realni vektor, u literaturi zvan vektor
varijabli odluka (eng. vector of decision variables). F; predstavlja generalno poznate,
simetri¢ne i realne matrice dimenzijan X n, pa se sukladno naglasava da ostaju nepromijenjene
pri hermitskom adjungiranju (C), odnosno transponiranju (R). Obzirom na nulu u desnoj strani
nejednadzbe, znak nejednakosti oznacava pozitivnu definitnost, definiranu prema prilogu 5..
Znacaj opisanih nejednakosti je upravo u ¢injenici da skup rjesenja nejednadzbi {x|F(x) > 0}
odreduje konveksan skup. Konveksnost slijedi iz jedne od opcenitih definicija konveksnosti,

tj. Jensenove nejednakosti, buduéi da za dvije to¢ke x i y u domeni vrijedi:

Flax+(1—a)y) <aF(x)+ (1 —-a)F(y). (2.2)

Nejednakost (2.2) s desne strane je generalizacija pravca odredenog s dvije toc¢ke funkcije F, a
s lijeve vrijednost te funkcije u to¢kama izmedu te dvije tocke. Zbilja, za funkciju F(x) pri

raspisu lijeve strane (2.2), dobiva se

Flax+(1—a)y)= F,+ ZFi(axi +(1-a)y)

i=0

= F0+aF0—aFO+aZFixi+(1—a)2Fiyi

= a(FO +2Fixi) +(1—-a) (FO +2Fixi),

¢ime je dokazano da LMN-i po definiciji zadovoljavaju uvjet konveksnosti (2.2).
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Kako je funkcija F(x) pozitivno definitna, ima sve realne i pozitivne svojstvene vrijednosti, te
je jasno da mora vrijediti uT F(x)u > 0. U literaturi se &esto susreée i pojam nonstrict LMI,
koji dopusta i jednakost s nulom - F(x) > 0, iako ¢e primarni znacaj imati grube nejednakosti.
Motivacija za ovakva obrazlaganja je Cinjenica da ¢e LMN-i posluziti kao ograni¢enja
optimizacijskog problema, a ponegdje se u optimizacijskim racunalnim alatima upravo
savjetuje definiranje isklju¢ivo ne-striktnih nejednakosti, kako to¢nost rjeSenja moze
kompromitirati to¢nost ogranic¢enja (bliskost numeri¢koj nuli). Jedan od takvih primjera je i u
radu koristeni alat YALMIP.

Linearne matri¢ne nejednadzbe u okvirima teorije sustava se pojavljuju krajevima 19. stoljeca
[4], prvenstveno u matematickom obliku, u radovima Ljapunova, koji na temelju stabilnosti
dinamickih sustava formira kriterije stabilnosti, odnosno Ljapunove nejednadzbe. Osnovna
karakteristika Ljapunove argumentacije bila je predlaganje da se stabilnost sustava procjenjuje
neovisno o pronalazenju polova sustava, §to je kasnije nametala klasi¢na teorija upravljanja,
ve¢ se ona definirala opéenitije i za linearne i za nelinearne sustave. Kasnije se takav pristup

pokazao esencijalnim kod analize nelinearnih sustava, $to ¢e se vidjeti u sljede¢em odjeljku.

2.1.1. Ljapunov kriterij stabilnosti

Kako se od uvoda rada promice cjelovitost sadrZzaja u ovom ¢e se dijelu rada obraditi sazeto
koncept Ljapunove stabilnosti sa svim njenim varijacijama. Znatizeljnije se poziva na literaturu

[9, 17], gdje je sadrzaj obraden jo$ podrobnije.

U svojoj doktorskoj tezi iz 1892. godine, ,,The general problem of stability of motion*, ruski
matematicar Aleksandr Mihajlovi¢ Ljapunov izdaje svoju dobro poznatu formulaciju

stabilnosti sustava u toc¢ki dovoljno blizu polozaja ravnoteze u kakvom pocetnom trenutku ¢,

[10].
Zamislja se hipotetski sustav bez ulaza, opisan opcenitim zapisom

x(x,t) = f(x,t), (2.3)

koji ¢e u trenutku t, mijenjat svoju konfiguraciju protokom vremena t. Trajektorija sustava

definirana je s odrediSnom konfiguracijom kojoj sustav tezi kako vrijeme odmice,

x' = lim (x) . (2.4)
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S tim u vidu moguce je definirati ravnoteznu tocku kao onu u kojoj trajektorija sustava ostaje
nepromijenjena ako na njega u meduvremenu ne utjeCe pobuda, odnosno ravnotezno stanje
ujedno je i stanje definirano pocetnim uvjetima (x(t,)), ako podrazumijevamo vremensku
invarijantnost. Potreba za definiranjem stabilnosti polozaja ravnoteze posljedica je rada s
nelinearnim sustavima, budu¢i da linearni posjeduju jedno jedino stabilno stanje ravnoteze, ako
su stabilni, o cemu viSe u nastavku. Ljapunova prva metoda obradivala je linearizaciju sustava
razvojem u Taylorov red, pa se stabilnost polaznog stanja analizirala ispitivanjem stabilnosti
tako lineariziranog sustava. Ovdje ¢e se paznja posvetiti Drugoj ili Direktnoj metodi stabilnosti

prema Ljapunovu.

Ako to¢ka x* = 0 predstavlja ravnotezno stanje sustava x = f(x, t,u(t)), za koje vrijedi da je
funkcija sustava f(x*, t,u(t)) = 0, ta tocka predstavlja stabilno ravnotezno stanje ako i samo

ako je u pocetnom trenutku t, sustav unutar vrijednosti 8(t,, &) > 0, za bilo koju

vrijednost € > 0, te ostaje ograni¢en vrijednosti € za sva budu¢a vremena t > 0:
Ve>036>0]|lx(t)Il < 6= |lx(O]l < &(ty, 6),Vt, (2.5)

gdje ||*]| predstavlja op¢enitu normu. Implikacija (2.5) ilustrativno je predo¢ena na slici 1..

w(t ) :B(to)

Slika 1. Stabilno ravnoteino stanje [17]

Intuitivnije, ako postoji to¢ka u kojoj je u pocetnom stanju sustav dovoljno blizu ravnoteznoj
tocki, a trajektorija sustava ostane ograni¢ena, ravnotezna tocka je stabilna. Ipak, u praksi ¢esto
nije dovoljno tek osigurati stabilnost tocke za sva vremena, ve¢ se Zeli posti¢i da sustav S
vremenom ude (ili se vrati) u ravnoteznu tocku. Tada se prema Ljapunovu definira lokalno
asimptotski ravnotezno stanje kao ono gdje u tocki x(t,) blizu stabilnog ravnoteZznog stanja

koje ispunjava (2.5), vrijedi implikacija:

llx(to)ll < 8(to, €) = lim [lx ()]l = 0 (2.6)
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Slika 2. Asimptotski stabilno ravnotezno stanje [17]

Moze se primijetiti da je stabilnost prema Ljapunovoj direktnoj metodi odredena pocetnim
vrijednostima x(t,) za LTI sustave, zanemarivsi ulaz u sustav. Alternativno, ako postoji bilo
koji ,,radijus” ¢ takav da ne postoji & u trenutku t,, bez obzira koliko ,,malen, u kojem ¢e
trajektorija sustava ostati ograni¢ena, ravnotezna toc¢ka je nestabilna. Ako pri jednadzbama
(2.6) analogno vrijedi i na globalnoj razini (V x;), opisanu to¢ku x* mozemo proglasiti
globalno asimptotski stabilnom. Treba naglasiti da je trenutno neupitna uniformnost
ravnoteznog stanja x*, odnosno da navedena tocka na bilo koji na¢in ne gubi stabilnost za t —
o . U kontekstu ovog rada, kao i generalno u analizi nelinearnih mehanic¢kih sustava,
relevantna je asimptotska stabilnost budu¢i da se strogo zahtijeva konvergencija u referentni
polozaj. Cjelovita teza globalne stabilnosti Ljapunova ukljucuje poopc¢enu funkciju energije
sustava V(x,t); V(0,t) = 0, za koju ¢e se podrazumijevati da u radijalnom smjeru tezi u

beskonacnost (,,radially unbounded ).

lim V(x) = oo, 2.7)

X—00

gdje se podrazumijeva kontinuiranost V(x) i V(x), prema prilogu 6.. Motivacija poopéene
energije proizlazi iz dinamicke prirode klasi¢nog fizikalnog sustava. Poznato je da mehanicki

sustav koji je ogranicen energijom u prostoru x potencijala opisanog opcenitom funkcijom
. - . d o .
V(x) trpi silu F koja je po iznosu F = %. Staticnost sustava mogla bi se, prema tome

osigurati ako limes derivacije potencijala kroz vrijeme t odlazi u nulu. Navedeno je tek
interpretacija, obzirom da V (x) ima specifi¢niji i $iri (mnogo §iri) znacaj u teoriji stabilnosti
sustava. Za primjer, poznato je da Ljapunova funkcija usko povezana, preko tzv. funkcije
pohranjene energije (eng. storage function), s pojmom disipacije sustava, odnosno stalnim

gubitkom pohranjene energije (vidi prilog 13.). Doista se za funkciju pohranjene energije ¢esto
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uzima Ljapunova funkcija oko neke ravnotezne tocke. Iz tog konteksta moze se promatrati KYP

lema, odnosno bounded-real lema na kojoj po¢iva pristup ovog rada (4. poglavije).

Kakogod, ,,problem‘ nastaje u ¢injenici da Ljapunov ne navodi kako se dolazi do ekvivalentne
funkcije V(x), ve¢ samo na vrlo generalan naéin uvjetuje stabilnost. Osim toga, u praksi se
zahtjeva i da se konvergencija ravnoteznoj tocki odvija dovoljno brzo, pa se moze inzistirati
na eksponencijalnoj stabilnosti prema prilogu 8.. Iako je stabilnost matematicki definirana,
gore opisana Ljapunova funkcija apstraktna je veli¢ina, te se namece pitanje kako u praksi
iskoristiti opisane kriterije. Tako ¢e se kroz rad kontinuirano preformulirati kriteriji stabilnosti,
dobro poznatim relacijama izmedu opisane funkcije energije i1 veliina kojima Se uobicajeno
manipulira pri sintezi regulatora. Zadac¢a regulatora biti ¢e osigurati da na zadovoljavajuci
nacin sustav doista dode u stabilno ravnotezno stanje, i to preko kriterija opisanih sljede¢im

poglavljima rada.

2.1.2. Ljapunove nejednadzbe

Uobicajeno je funkciju V (x,t) prikazati u energijskom?! zapisu (2.8) gdje je jasno da, ako se
potvrdi pozitivna definitnost funkcije, mora vrijediti P > 0, $to namece da su sve svojstvene

vrijednosti matrice P pozitivne (prilog 5.).
V(x,t) = xTPx (2.8)

Za stabilne linearne sustave poznato je da ¢e funkcija poprimiti kvadratnu formu, pa ¢e sigurno
biti strogo konveksna, iz ¢ega proizlazi i zaklju¢ak da linearni sustavi imaju jedinstvenu

ravnoteznu tocku koja je zasigurno stabilna.
Nadalje s izvodom, derivacijom? (2.8), dobiva se

d d
—V(x) = ExTPx = xTPx + xTPx

= (Ax)TPx + xTPAx
= xTATPx + xTPAx
=xT(ATP + PA)x = —xTQx.

! Energijski* zapis podrazumijeva kvadratni oblik u vektorskom zapisu, u ovom slu¢aju varijabli stanja.
av(x) _ B_V B_x

2 Ovdje derivacija podrazumijeva lanéano deriviranje: V(x) = o = ax o
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Prema tome, uvjet stabilnosti sada nalaze

V(x)<0V x, (2.9)

pa mora posljedi¢no vrijediti generalna nejednakost:
ATP + PA<O0, (2.10)
odnosno

Q > 0. (2.11)

Sad je mogucée preformulirati uvjet stabilnosti u dobro poznate konstatacije:

e Ako za lokalno pozitivno definitnu funkciju V(x) vrijedi da je —V(x) pozitivno
semidefinitna, sustav je lokalno stabilan, odnosno mora postojati simetri¢na i pozitivno
definirna matrica P.

e Ako za pozitivno definitnu funkciju V(x) vrijedi da je —V (x) pozitivno semidefinitna
za Vx, sustav je globalno stabilan, odnosno mora postojati simetri¢na i pozitivno
definirna matrica P.

e Ako za pozitivno definitnu funkciju V (x) vrijedi da je —V (x) pozitivno definitna za Vx,
sustav je asimptotski globalno stabilan, odnosno mora postojati simetri¢na i pozitivna

matrica P.
U tom kontekstu se navodi i sljedec¢a teza [17]:

e AKo za stanje ravnoteze kazemo da je stabilno, mora postojati pripadajuca funkcija

V(x).

Ako se utvrdi da je uz pozitivno definitnu funkciju V(x) funkcija —V(x) pozitivno
semidefinitna, za globalnu asimptotsku funkciju potrebno je uvjeriti se da je relevantna tocka

jedina ravnotezna to¢ka u domeni, $to je tzv. LaSalleov princip invarijantnosti [9, 17].
Dobro je poznato, i relativno lako se dade dokazati da za stabilne sustave jednadzba

ATP + PA = —Q ima eksplicitno rjesenje oblika P = fooo etA QetAdt.

U nastavku, ako se promotri pocetni izraz poglavlja, (2.1), kona¢no je moguce zapisati poznati

uvjet stabilnosti u obliku linearnih matri¢nih nejednadzbi:
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7 (2.12)

0
0 ATP+ PA]<0 '

Gornja nejednadzba moze se prebaciti u standardnu formu LMN-a oblika (2.1) zapise li se

opcenito:
_[Pr Pz (2.13)
P= [Pz P3] >0,
3
i=1
1o 0 1 [0 0 (2.15)
Pl_[o 0]'P2_[1 o]'P3_[0 1
pa vrijedi:
p1(ATP; + P, A) + p,(ATP, + P,A) + p3(ATP; + P;A) > 0. (2.16)

Sada, uz matricu F; = (ATP; + P;A) za koju po definiciji vrijedi F; € S, te vektor p = x
dobiva se pocetni zapis

3

F(x) =le-Fl- > 0.

i=1
Prema tome, nejednadznu ATP + PA<O0 svelo se na LMN kojem je ¢lan Fy = 0 . MoZe se

takoder primijetiti da su u istoj nejednadzbi varijable odluka ustvari ¢lanovi matrice P.

Za kraj odjeljka navodi se da je provjera pozitivne ili negativne definitnosti relevantna kod
idealno modeliranih sustava, te se svodi na raCunanje svojstvenih vrijednosti matrice P, ali za
robusno upravljanje ili kompleksniji prijenos iz ulaza u izlaz, dolazi do znacaja pojam pozitivno

realne (eng. positive real) prijenosne funkcije sustava [35], prema prilogu 15..

2.1.3. Od Ljapunova do moderne teorije upravljanja

Od Ljapunova, u veliki broj navrata Sirile su se mogucnosti primjene, pa 1 rjeSavanja LMN-a.
Znacajnija razmatranja u podrucju teorije reguliranja intenziviraju se 40-ih i 60-ih godina 20.
stoljeca, s naglaskom na radove Laur'ea i Postnikova, koji Ljapunove uvjete primjenjuju na
aktuatore s nelinearnostima te Willemsa koji uvodi pojam disipativnosti sustava odnosno
spomenutu funkciju pohranjene energije. Pokazalo se da linearne matri¢ne nejednadzbe na

intuitivan nac¢in mogu opisati disipativnost linearnih sustava. Willemsova pasivnost sustava
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povezala se preko ogranicene realnosti prijenosne funkcije sustava s pozitivnom realnosti iste,
prema [1, 2, 35]. Naime, PR sustavi disipiraju energiju, odnosno pasivni su, pa je njihovim
ispitivanjem moguce kategorizirati sustav kao disipativan. Motivirana Laur'eovim problemom
stabilnosti, KYP lema, naceta Yakubovichevim radom (1962.) iznjedrila je vise temeljnih
zakonitosti 1 metoda na kojima pociva moderna teorija upravljanja, medu kojima ¢e neke biti
koriStene i u ovom radu (bounded-real lema). Naime, za linearni sustav zadan u minimalnoj
formi, s prigodnim matricama u prostoru stanja (4, B, C, D), ulazom u i izlazom y ustanovilo

se [35] da se pozitivna realnost (PR) prijenosne funkcije moze uvjetovati LMN-om

—PA-ATP CT-PB

=0, P=PT >0, 2.17
C—-BTP D+ DT (2.17)

P € R™", te su se predlozile graficke metode u njenom rjeSavanju. Prema tome, zapisom
sustava u minimalnoj formi prostora stanja zapravo se uvjetovala pasivnost sustava, odnosno

prema prilogu 14. za sustav s ulazom u(t) i izlazom y(t) vrijedi

t

B<0< f yT(®u(t)dt. (2.18)

0

Nedugo zatim se spoznalo da se nejednadzbe mogu rjeSavati primjenom algebarskih
Riccatijevih jednadzbi (ARE), odnosno da je matrica P koja rjeSava LMN (2.18) ujedno i

rjeSenje nejednadzbe oblika

PA+ AP + (cT - PB)(D + DT)"*(C-B"P) < 0. (2.19)

Ipak, graficke i ARE metode odredivanja rjeSenja LMN-a smatrale su se analitickim, te su
sluzile u malom broju primjera. Disipativnost, kao temeljno svojstvo na koje se poziva, ima
dugu i matematicki rigoroznu povijest koja se u ovom radu nec¢e dodatno obradivati, te se za

sve Citatelje poziva na literaturu [1, 35].

Dakle, (numeri¢ko) rjeSavanje LMN-a u teoriji upravljanja ne treba uzimati zdravo za gotovo,
budu¢i da se univerzalno uspjesniji alati javljaju tek prvenstveno formulacijom problema kao
onoga konveksne optimizacije (Pyatnitskii i Skorodinskii), i to ranih osamdesetih godina 20.
stoljeCa, te pronalaZzenjem i usavrSavanjem matemati¢kih algoritama (npr. interior-point
metoda Nesterova i Nemirovskog) krajem osamdesetih, Sto je bio preduvjet za razvoj velikog
broja komercijalno dostupnih alata. Takve metode semidefinitnog programiranja [3,7]

pokazale su se dovoljno pouzdanima u Sirokom spektru optimizacijskih problema, §to je jedna
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od odrednica ovog rada. Danas je dobro poznato da se brojni static output feedback (SOF)
problemi, kao i LQR regulatori mogu preformulirati u LMN oblik, o ¢emu ¢e vise rijeci biti u
nastavku. U vidu kasnije pojasnjene H,, optimizacije, LMN se pocinju koristiti 90-ih i kasnije,
te su svakako i danas predmet istrazivanja. U nastavku se, cjelovitosti radi, opisani pristupi

primjenjuju na jednostavne LTI sustave, uz prethodnu digresiju u vidu Schur komplementa.

2.1.4. Schur komplement

U konveksnom programiranju, ¢est je slucaj da se dobivaju matri¢ne nejednadzbe koje nisu
sasvim linearne. U pokusaju da se lineariziraju, prema [2], Koristi se tzv. Schur komplement u
pokusaju da se linearizira sustav. Pretpostavimo generalni LMN:

0w S®
ST(x) R

(2.20)

gdje su Q(x) i R(x) simetri¢ne matrice, te $(x) srodno (afino, eng. affine) ovisi 0 x. LMN

(2.20) istovjetan je nelinearnom sustavu nejednadzbi:

[R (%) 0

0 Q) - S(x)R-l(x)sT(x)] =0

Sto znaci je linearna nejednadzba zamijenjena nelinearnom, a vrijedi i obrnuto.

2.2. Kvadratna stabilnost
U ovom potpoglavlju razmotrit ¢e se pojam kvadratne stabilnosti, na primjerima najopcenitijih
linearnih sustava, jer ¢e kasnija obrazlaganja zahtijevati ovdje definirane koncepte.

Za opcenite linearne sustave zadane linearnim diferencijalnim inkluzijama® oblika
x=A(t)x (2.21)
koje zadovoljavaju opcéeniti oblik Ljapunovih nejednadzbi

—P 0

0 AT(OP + PA(t)]<0 : (2.22)

% Diferencijalna inkluzija (DI) u matematici ozna¢ava diferencijalnu jednadzbu oblika x = f(x(t),t, ...). Linearni
vremenski varijantni sustavi intuitivno se definiraju linearnom diferencijalnom inkluzijom (LDI) oblika x =
A(t)x.
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sigurno je definirana kvadratna Ljapunova funkcija V (x) = xT Px, odnosno postoji simetri¢na
matrica P > 0, pa takvi LDI-i opisuju stabilne sustave. U tom slucaju osigurano je da ¢e
trajektorija sustava u bilo kojem pocetnom stanju teziti ravnoteznoj tocki kako t — oo, pa se
definira novi pojam kvadratne stabilnosti. U pojedinim izvodima upotrebljavat ée se

ekvivalentna dualna nejednadzba

—Q

0
0 QAW + A(t)Q]<0 ' (223)

koja se lako dobiva uvozenjem nove matrice Q = P~ i obostranim mnoZenjem donjeg izraza

spP1,
Primjer kvadratne Ljapunove funkcije prikazan je slikom 3.

P=[2,-1; -1 5]

-1500 -

Slika 3. Primjer Ljapunove funkcije za sustav drugog reda

Prema [3], a §to se opetovano Koristi u kasnijim radovima (npr. [15]), kvadratna stabilnost LDI-

a moze se opisati elipsoidom e , odnosno konveksnim skupom oko neke tocke x,. oblika
e ={x|(x —x)"P~(x — xc)}:

koji tada ispunjava kriterije invariantnosti. Elipsoid E je invarijantan ako za LDI (2.21) vrijedi
implikacija

x(0)€Ee=>x(t)Ee VE>D0. (2.24)
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Tada je zadovoljeno (2.22), odnosno (2.23). Sukladno, kako je matrica P direktno odredena s
(2.22) i (2.23), dakle parametrima sustava, u (2.25) matrica P odreduje koliko ¢e se elipsoid
protezati duz osi koje proizlaze iz x.. Tocnije, navedeno je uvjetovano svojstvenim

vrijednostima A = eig(P).

U ovom trenutku, moguce je provjeriti kvadratnu stabilnost LTI sustava direktno preko

pseudoalgoritma u nastavku:

korak 1 Pronadi matricu P LTI sustava koja zadovoljava (2.32).

korak 2 Pronadi svojstvene vrijednosti matrice P, kako bi se odredila
definitnost.

korak 3 Ako su svi ¢lanovi A = eig(P) pozitivni, sustav je kvadratno stabilan,
a u suprotnom idi na korak 4.

korak 4 Sustav nije kvadratno stabilan.

Ocito je da se stabilnost sustava uvjetovala na sli¢an nacin kao u odjeljku 2.1.1., ali ¢e ovakav

Cesto se to¢ne vrijednosti matrice sustava A ne znaju, odnosno ovise o nepoznatim varijablama
nesigurnosti, to je jedan od motiva robusne regulacije. Primjerice u [1] su izdvojena 2 osnovna
oblika nesigurnosti: 1) parametri su poznati i ne ovise o0 vremenu, ali je generalno poznat tek
interval u kojem se nalaze, 2) parametri su nepoznati i ovise o vremenu, ali ograniceni. Time

je odreden skup vrijednosti, u kojem svaka tocka predstavlja jednu ,,varijantu‘ sustava, A4;.

U tom kontekstu, pri sintezi se trebaju odrediti margine stabilnosti, odnosno odgovoriti na
pitanje koliko se A(t) iz (2.21), odnosno e iz (2.24) moze prosiriti da sustav ostane kvadratno

stabilan.

S tim u cilju, podrazumijevaju¢i da A srodno ovisi 0 nepoznatim parametrima, javljaju se

PLDI-i (eng. Polytopic LDIs) kod kojih je kvadratna stabilnost uvjetovana LMIP-om

—Q

0 .

gdje i odgovara pojedina¢nom vrhu zamisljene politope s L vrhova, odredene s {Al, A L} €
Q. Kljuéna je teza da se trajektorije trebaju provjeriti samo za te vr$ne vrijednosti politope.
Takve politope definirane su tzv. konveksnim kombinacijama ,tocaka“ A;, matematicki

opisanima u prilogu 2..
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Aj

Ay A,

Slika 4. Primjer politope s 5 vr$nih vrijedosti

2.2.1. Stabilizacija regulatorom stanja

Uz pretpostavku upravljivosti* i mjerljivosti®, koja ée vrijediti za sve sustave u nastavku rada,
potrebno je stabilizirati LTI sustav zapisan u prostoru stanja, sa zanemarenom matricom

prijenosa sustava D:
x = Ax + Bu, (2.26)
y = Cx, (2.27)
gdje je A € R™™ B € R™", zakonom upravljanja regulatora stanja
u=Kx. (2.28)
Jednostavnim uvrStavanjem dobiva se

x = Ax, (2.29)
y = Cx, (2.30)

zaA = (A + BK), C = (C + DK). Za odabranu matricu Q = QT > 0, dobiva se jednadzbom
ATP + PA = —Q pozitivno definitna matrica P, a iz uvjeta stabilnosti odreduje se pojacanje

K koje stabilizira sustav.

7 0 0 (2.31)

—P
0 ZTP+PZ]_[0 (A+BK)™P + P(A + BK)|~°

Matrica (2.31) nije LMN kako ima dvije nepoznanice, u veli¢inama P i K, pa se standardno

uvodi supstitucija¥ = P!, F = KP~1. Tako donji ¢lan postaje

4 Upravljivost ili kontrolabilnost je svojstvo sustava da preko definiranih varijabli stanja iz proizvoljnog
pocetnog stanja ,,dode* u proizvoljno konacno stanje, odnosno propituje ima li sustav rjeSenje.
5 Mjerljivost ili obzervabilnost je svojstvo sustava da se iz mjerljivih veli¢ina iznjedri varijabla stanja sustava.
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ATP + KTBTP + PA+ PBK = ATY ' + (FY"))"BTY"1 + Y 'A+ Y 'BFY !,
a kako je Y = Y7, izvod se nastavlja u
ATY 1+ Y 'FTBTY 1 + Y 'A+ Y 'BFY <0,
te se obostranim mnozenjem s Y dobiva
YAT + FTBT + AY + BF<0,

Sto odreduje LMN

0

_y
[ 0 VAT + FTBT + AY + BF]< 0. (2:32)

Gornje ograni¢enje dostatno je za pronalazenje matrica Y i F, odnosno pojacanja regulatora
stanja definiranog s K = FP™ 1.

Istovjetno [2], moguce je razmotriti i simultanu stabilizaciju niza sustava u prostoru stanja:
X = Al-x + Biu , (233)
gdje su A; i B; istovjetne sustavu u (2.26), zai = 1 ... k, identi¢énim zapisom

-Y 0

0 vA"+F B +ay+BF~" (2.34)

¢ime se pronalazi matrica P > 0 za sve vrsne vrijednosti {(4;, B;)} € Q, gdje je Q politopa.

2.2.2. Ogranicenje ulaznog signala
Moguce je takoder LMN-0m definirati i ograni¢enje ulaznog signala, odnosno njegove najvece

vrijednosti u,,,,, prema [2]. Raspisivanjem norme ulaznog signala (2.28), vrijedi

2 -1 2
max||u = max||YP™"x(t .
nax||maxl|? = max|[YP1x(0)]

Kako u, 4, odreduje energiju ulaza, odnosno rubnu dosezivu vrijednost elipse e koja se moze
postici, vrijedi

1 \T 1\ 1 1
max||[Y P 1x(t)||? < max||[YP 1x(t)||?* = max (P_5x> (YP_5> <YP_5P_5x> )
t=0 X€Ee X€Ee
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te se koristenjem Rayleigh-Ritzove jednakosti® dobiva
Ao a1 1 IENCA
max(YP 2P Zx) (YP 2P Zx) < M (YP 2> (YP z) <ul_.

X€Ee

Sto je zadovoljeno uz zadovoljeni uvjet

[P YT

’ ufnax] ~0. (2.35)

Elipse koje su invarijantne prema (2.24) pri zakonu upravljanja (2.28), prema [2] se nazivaju

odrzivim (eng. holdable).

2.2.3. LQR-LMN stabilizacija

Robusno upravljanje moze se razmotriti LQR-LMI pristupom, uvodenjem standardnog zakona

upravljanja:
J =f (xTQx + u"Rw)dt, (2.36)
0

u=Kx, (2.37)

gdje su Q =QT > 0,R =R’ >0 tezinske matrice, nastoji minimizirati vrijednost LQR

kvadratne funkcije, tj. integrala (2.36). Ako se sustavu pripise Ljapunova funkcija V(x) =

xT Px, a uvjet stabilnosti d‘;—;x)<0 izjednaci prema

d
= (xTPx) = —xT(Q + KTRK)x, (2.38)
ekvivalentan izraz moze se prema [3] zapisati kao ARE

ATP + PA—-PBR'B'TP+Q =0, (2.39)

za P € S}, gdje je optimalno pojacanje povratne veze

K=-R'BTP. (2.40)

Alternativno se umjesto optimalnog /* moglo posegnuti za suboptimalnim rjeSenjem, y > J*,

ograni¢enim matricnom nejednadzbom.

6 Za kvadratnu matricu A s najmanjom i najve¢om svojstvenom vrijednosti (A, Amax) PONA0SOD, vrijedi, za
vx € R", jednakost A l1x]13 < (xTPx) < Aqxllx]|3, dokazano u [42].
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Iz ARE (2.39), uz preinaku

ATP + PA— PBR™'BTP — PBR'B"P + PBR'RR'B'TP + Q< 0, (2.41)

teuz K= —-RBTP i —KT = PBR~? dobiva se

ATP + PA+ KTB"P + PBK + K’TRK + Q< 0. (2.42)

AKko se obje strane pomnoze s P = P~ 1 s lijeva i desna, dobiva se

PAT + AP + PK"BT + BKP + PKTRKP + PQP < 0. (2.43)

Uvodenjem Y|K = YP™!, jednadbu

PAT + AP +Y'BT + BY + YTRY + PQP < 0, (2.44)

moguce je Schurovim komplementom preformulirati, prema [2] u

AP + PAT + BY + YTBT P yT
P _(2_1 0 < O )
Y 0 _R-1 (2.45)
P > 0.
Nadalje, kako je J* = x(0)TPx(0) < 0i P = P71, dobiva se izraz
1 x(O)T] o
[x ) p |7 0, (2.46)

za pocetne uvjete x(0), P € S. Jasno, suboptimalno pojacanje povratne veze dano je s K =
YP~!. Opcenito, minimizacija P uz ograni¢enja (2.45) i (2.46) dostatna je za pronalaZenje

pojacanja regulatora stanja.

| ovdje, kako se matrice A i B linearnog sustava ¢esto ne znaju, kod robusnog upravljanja ¢esto
se pretpostavlja da pripadaju konveksnom skupu oblika politope [15], odredenog konveksnom

kombinacijom

(A4,B) = z w;(4;, B;) € Q = cov((Ay, By), (4, B,) ... (A, Bn)),z w;=1 (247

u kojem svaka konfiguracija (linearne) diferencijalne inkluzije odreduje zasebnu trajektoriju
sustava. Pri tome se ne treba fokusirati na sve vrijednosti skupa (), ve¢ samo na ekstremne

(vrsne) vrijednosti (4;, B;).
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2.2.4. Stabilizacija regulatorom izlaza

U odjeljku 2.1.2. pretvoreni su u opéenitom zapisu Ljapunovi uvjeti stabilnosti u LMN oblik,
ali takav zapis u praksi ne pomaze, obzirom da se zahtijeva manipulacija parametrima PID
regulatora za stabilizaciju u konkretnom slu¢aju. Osim toga, iako mozemo pretpostaviti
kandidata za Ljapunovu funkciju V (x) generalno ona nije poznata. Zbog toga se prema [14,16]
problem zamjenjuje sa SOF problemom, te se kasnije, u 4. poglavlju, iz rjeSenja dobivaju
pojacanja PID regulatora, postujuéi zadane Kriterije optimalnosti. Poznato je da, za razliku od
state feedback pojacanja, ne postoji univerzalno rjesenje za SOF pojacanje zakona upravljanja,
budu¢i da svaki pokuSaj generalizacije dovodi do poteskoca, pa se pristupa ovisno o

pojedinostima [16].
Dakle, potrebno je definirati sustav u prostoru stanja

x = Ax + Bu, (2.48)
y = Cx, (2.49)

regulatorom izlaza, zakona upravljanja u = —Ky. UvrsStavanjem 1 jednostavnom

manipulacijom dobiva se

% =(A—-BKO)x. (2.50)
Poznato je ([14]) da ¢e SOF stabilizacija garantirati stabilnost ako i samo ako postoje matrice
P > 0 i K koje zadovoljavaju matri¢nu nejednakost:
AP + PA— PBB"P + (B"P + KC)"(B"P + KC) < 0, (2.51)

prema zakonu upravljanja u = Ky. Osim nelinearnosti u umnosku ,,zagrada®, sukladno

Zhengu, Wangu i Leeu [14], izraz —PBBT P ¢&ini (2.51) vrlo kompliciranim za rjesavanje.

Uvodenjem ¥ < PBBTP dobiva se

ATP +PA—-¥ + (B'P + KC)T(BTP+ KC) < 0. (2.52)
Schurovim komplementom, ekvivalentno vrijedi

ATP+PA-¥ (B'P+KO)T

<0. 2.53
BTP + KC -1 ] (2.53)

Prema [14], ¥ je zadan sa ¥ = X"BBTP + PTBBTX — X"TBB"X, gdje je X > 0. U tom je

Fakultet strojarstva i brodogradnje 33



Srecko Arandia-Kresic¢ Zavrsni rad

slu¢aju nejednakost ¥ < PBBT P uvijek zadovoljena. Striktna jednakost dobiva se ako i samo
ako XTB = PTB. Kada se X odredi, LMN (2.53) se moze rijesiti standardnim LMN alatima.

Motivirani stanjem u praksi, mnogi radovi [14, 15, 16, 18, 39] pruzaju primjere prebacivanja

gore opisanih zakona upravljanja u PID regulatore, $to ¢e biti uradeno u 4. poglavlju.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 34



Srecko Arandia-Kresic¢ Zavrsni rad

3. KONVEKSNA OPTIMIZACIJA

Ve je spomenuto da LMN-i predstavljaju konveksna ograni¢enja na pripadajuéi skup varijabli.

Upravo im je ta ¢injenica pruzila pristup u novu niSu — racunalnu optimizaciju.

Generalno, problemom optimizacije moze se nazvati svaki problem minimiziranja opcenite
funkcije fy(x), pri odredenim uvjetima iskazanima nejednakostima ili jednakostima.

Uobicajeno je problem formulirati u standardnoj formi prema:

minimize:  fy(x)
subjectto:  fi(x) <0

. . (3.1)
hj(x) =0,zai=1..p,j=1..m.

Vektor x u opéenitom zapisu nazivamo optimizacijskom ili projektnom varijablom (eng.
optimization variable), f,(x) objektivnom funkcijom ili funkcijom cilja (eng. objective function
ili cost function), a funkcije f;(x) ogranicenja nejednakosti (eng. constraint inequalities),
odnosno ogranicenja jednakosti, utjelovljenoj s h;(x). Ocito, ograniCenja ¢e suziti relevantnu

domenu (u kojoj se moze nalaziti rjeSenje) na skup
D= {x|fi(x) < 0,hi(x) = O}.

Zapisano u kontekstu linearne algebre, zajednicka domena funkcije nejednakosti i funkcije
jednakosti je definirana upravo kao presjek doti¢nih skupova, te se naziva domena
optimizacijskog problema. U anglikanskoj literaturi, domena, se naj¢es¢e naziva tzv. feasible
set -, ostvarivi“ skup, a ¢lanovi tog skupa, ,,0stvarive “ tocke (eng. feasible points). Problem

se naziva ostvarivim (feasible), ako postoji bar jedan takav x.

Cilj optimizacije, dakle, je prona¢i takav x* (koji tada nazivamo optimalnim), da za sve f,(x)

vrijedi:

fo(x*) < fo(x) Vx € D. (3.2)
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Vrijednost objektivne funkcije u toj to¢ki tada nazivamo optimalnim rjeSenjem optimizacijskog

problema — p*, definiranim izrazom:
p* = fo(x*) = inf{fo(x)|fi(x) <0, hi(x)=0,i=1..p,j=1 wm, ). (3.3)

Ne postoji nikakav razlog da je optimalno rjeSenje definirano jednom tockom u domeni D,
odnosno jednim p*. U ovom trenutku se zato definira posljednji skup, i to svih optimalnih

toc¢aka, odnosno svih to¢aka za koje je zadovoljena jednadzba (3.3).

Xope = {x[fi(x) < 0,h;(x) = 0, fo(x) = p”}

Ako se Zeli osigurati da je optimalna vrijednost postignuta, gornji skup ne smije biti prazan,
Xope # {@}. Medutim, do sad se varijablu x evaluiralo obzirom na nametnuta ogranicenja,
odnosno ostvarivi skup koji definiraju, ne zamaravsi se §to se dogada s objektivnom funkcijom.
Za primjer, isti¢e se slucaj kada postoji takva ostvariva vrijednost varijable x, da objektivna

funkcija tezi ka negativnoj beskonacénosti, lim f,(x;) = —co. U tom slucaju, za funkciju cilja
i—oco

se kaze da je neograni¢ena odozdo (eng. unbounded below), a p* = —oo. Ako problem nije

ostvariv, zakljucuje se da ¢e skup optimalnih vrijednosti X,,, u tom slucaju biti prazan, a

njegova najveca donja meda je p* = oo, po konvenciji [3].

Takoder, postoje slucaji u kojima objektivna funkcija koju valja minimizirati poprima
vrijednost fy(x;) = 0. U tom trenutku, ako vrijedi x; € D, zakljucuje se p* = fy(x;), a u

suprotnom je problem neostvariv pa vrijedi p* = oo.

Klasifikacije optimizacijskih problema temelje se na karakteristikama opisanih matematickih
veli¢ina. Tako razlikujemo pojmove linearnog programiranja (LP) za linearni oblik
ogranicenja, (obradenog u potpoglavlju 3.2.), te probleme nelinearnog programiranja, kojem
pripada i problem konveksne optimizacije, kojoj se prostor ozbiljnije posvecuje u nastavku.
Takoder, mozemo podijeliti probleme na diskretne i kontinuirane ovisno o prirodi

obuhvacenog skupa D, ogranicene | neogranicene ovisno o postojanju ogranic¢enja itd..

Najpoznatiji primjer neograni¢enog optimizacijskog problema je tzv. problem najmanjeg
kvadrata (eng. least square problem), gdje se minimizira norma ||Ax — b||3. Opéenito, danas
je opéeprihvacéeno da, ako se problem formulira kao linearan optimizacijski problem (pa tako
i problem najmanjeg kvadrata), postoje efikasni rjeSavaci za pronalazenje rjeSenja [3]. Sli¢no

vrijedi i za konveksne probleme, uz neke iznimke.
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3.1. Konveksno programiranje

Opcenito, problem konveksne optimizacije prikazuje se u standardnoj formi, na ve¢ poznati
nacin:
minimize: fy(x),
subjectto: fi(x)<0; i=1,..,m, (3.4)
a’x=b; i=1,..,p.
Razmotri li se kako se karakterizirala konveksnost LMN-a (2.2), uvjet konveksne optimizacije

je konveksan oblik funkcije cilja 1 ograniCenja, prema
filax + By) < afi(x) + Bfi(y),a+ B =1,x,y € dom(f;) . (3.5

Pojam stroge konveksnosti intuitivno podrazumijeva f;(ax + By) < af;(x) + Bf;(y).
Usporedivsi zapis (3.4) s (3.1.), oCito se ogranicenja jednakosti specificiralo kao linearna

ogranicenja.

Opca je pretpostavka takoder da je sama domena funkcije cilja konveksni skup, odnosno,
istovjetno gornjem zapisu, svaki a i  koji odreduje toc¢ku u srodnom skupu (plava duzina na

slici 4) moraju biti unutar domene funkcije.

>

N

>

Slika 5. Konveksnost skupa [3]
Navode se na jednom mjestu uvjeti konveksnosti optimizacijskog problema:

1) Funkcija cilja f; (x) mora biti konveksna
i) Funkcija ograniéenja f;(x) < 0 mora biti konveksna

iii) Ogranienja jednakosti moraju biti srodna (afina)

Intuitivno, konkavna optimizacija definirana je istom funkcijom cilja pomnozenom s (—1),
odnosno da je ekvivalentni problem maksimizacije objektivne funkcije, koja tad postaje tzv.
funkcija vrijednosti (eng. value function ili utility function). Ovakve formulacije odgovaraju

ostalim primjenama optimizacije, od ekonomije, konstruiranja, dizajna elektronickih sustava
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itd.. Ipak, u ovom ¢e se radu, kao i u svim relevantnim, podrazumijevati minimizacija

konveksne funkcije.

Dokazivanjem konveksnosti, dokazalo se da je poznati lokalni minimum funkcije ustvari i
globalni minimum (prilog 7.), iako se Cesto treba osloniti na lokalnu konveksnost [3]. Time,
pronalaZzenjem bilo kojeg minimuma efikasnim iterativnim numerickim alatima zapravo

globalno rjesavamo optimizacijski problem.

Postoji vi$e na¢ina dokazivanja konveksnosti funkcije. Cesto se pokusava svesti jednadZbe na
pojedine formulacije za koje se zna da su konveksne. Alternativno, po definiciji konveksnosti,
Hessian funkcije mora u svakoj to¢ki biti pozitivan, odnosno matrica V2f(x) > 0. Takoder,
moze se utvrditi konveksnost topoloske strukture iznad funkcije cilja, odnosno tzv. epigrafa

funkcije - (3.6), koja je univerzalno konveksna za konveksne funkcije.

epi(f(x,t) = {x|x € dom(f), f(x) < t}. (3.6)

U ,,najgorem” slucaju, moguce je racunalno generirati veliki broj tocaka funkcije i provjeriti
zadovoljavaju li Jensenovu nejednakost (3.5), Sto svakako nije matematicki istovjetno dokazu

konveksnosti.

U nastavku se paznja okrece specifi¢nijim oblicima konveksnog programiranja, kako bi se

doslo do ,,algoritama‘ za rjeSavanje LMN-a.

3.2. Linearno programiranje

Linearna optimizacija (,,programiranje®) je optimizacijski problem minimizacije afine funkcije

cilja, oblika c”x, pod afinim ograni¢enjima:

minimize: c¢Tx +d,
subjectto: Gx = h,
Ax =b,

gdjesuc € R"*, G € R™™ i A € R**™, te za ostvarivi skup, kao i funkciju cilja vrijedi

filax + By) < afi(x) + Bfi(y),a+ B =1,x,y € dom(f;),

3.7)
ax + By € dom(f;)) ,a+ B =1,x,y € dom(f;),
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Iz izraza (3.5) i (3.7) izvediva su najmanje dva zakljucka: (i) uvjet konveksne funkcije cilja
ustvari je generalizacija afine funkcije cilja, (ii) faktori a i § i dalje odreduju konveksni skup.
Iz navedenih zakljucaka proizlazi da je linearno programiranje podvrsta konveksnog, te ¢e

univerzalni rjesavaci konveksnih problema biti dostatni za LP probleme.

Lako se uvjeriti da je ostvarivi skup ovakvog problema ograni¢en generaliziranim ravninama
(,,hiper-ravninama“) koje tvore politopu s n dimenzija. Problem je elegantno prikazan u [3],
prema slici 6., gdje je slovom P oznacen ostvarivi skup, a hiper-ravnine su odredene skalarom

b, i po definiciji ortogonalne vektoru c.

Slika 6. Prikaz problema linearne optimizacije, [3]

3.3. Interior-point metoda

Veliko otkri¢e u rjeSavanju problema konveksne optimizacije bilo je metoda unutarnje tocke
ili interior-point metoda, koja se u nizu radova pojavljuje 80-ih (Karmarkar 1984. za LP) [2].
Zaletnici u rjeSavanju linearnih matri¢nih nejednadzbi, odnosno univerzalno konveksnih

problema u okvirima ove metode imali su spomenuti Yurii Nesterov i Arkadii Nemirovskii.

U stvari, danas je poznato viSe vrsta interior-point metoda, ali u ovom radu obradivat ¢e se
najpoznatija, tzv. metoda barijere (eng. barrier method). Metoda pociva na poznatoj
Newtonovoj metodi za pronalazenje optimuma funkcija bez ogranicenja, tako da ¢e ona biti

obradena u nastavku.

3.3.1. Newtonova metoda

Intuitivno, smatra se da je Newtonovu metodu razvio sam lIsac Newton, za funkcije s

minimalnim brojem varijabli. Naknadno britanski matematicar Raphson svojim doprinosom
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dolazi do danas tzv. Newton-Raphsonove metode. Algoritam Newtonove metode objasnit ¢e

se u nastavku.

Potrebno je prona¢i minimum hipotetske konveksne funkcije f(x). Uz pretpostavku
konveksnosti funkcije, Newtonova metoda pronalazi minimum aproksimacijom te funkcije

Taylorovim raspisom po ,,perturbiranoj* varijabli v, oko pocetne vrijednosti x,, parabolom

F0+3) = F() = f(r0) + W (x)v + 5 P (xo)v?.

Naravno, gornja funkcija je strogo konveksna, ali je i kvadratna obzirom na v. Cilj je pronaci
njezin minimum, s ciljem priblizavanja minimumu objektivne funkcije f. U skladu s tim,
rjeSenje se dobiva iz izraza
. 1
minimize:  f(x,) + Vf(xo)v +§V2f(x0)v2, (3.8)
iz Cega proizlazi analiticko rjeSenje uvjetovano s
Vi(v+x) = Vf(x) = Vf(xo) + V*f(xo)v =0,

te se raspisom po v dobiva rjeSenje za veli¢inu perturbacije:

Vf(xo)

= Ve 3.9)
-
——
Slika 7. Aproksimacija funkcije f(x) parabolom f(x) [3]
Time je korak metode (,,Newton korak*) Ax odreden jednadzbom
Ax=x0+v=xo—%, (3.10)
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a nova tocka postaje

Xp = Xp_q + tsAx, (3.11)

gdje t, predstavlja veli¢inu koraka, koja se odreduje nekim od ,line search® metoda (npr.
backtracking)[3]. Obzirom da se blizu optimuma x* sve nivo-krivulje kvadratnih funkcija
priblizavaju Hessianu V?, optimum aproksimacije ¢e se ,jako* pribliziti onom od f(x).
Stovise, mozZe se relativno lako dokazati da za dvostruko derivabilnu, konveksnu funkciju cilja

f (x), Newtonova metoda konvergira kvadratno (vidi npr. [41]).

Ipak, Newton korak definiran preko (3.11) nece biti dostatan za LP probleme s ograni¢enjima

jednakosti, a upravo ¢e takvi LP problemi biti potrebni za algoritam interior-point metode.

Specifi¢nije, problem minimiziranja (3.8) ustvari je problem kvadratnog programiranja (QP),
¢ije rjeSenje Ax odreduje koliko je x, potrebno pomaknuti da se ostvari minimum

aproksimacije. Prema [3], za rjeSavanje opcenitog kvadratnog optimizacijskog problema oblika

L 15 T
minimize:  f(x) =z Px+q'x+r,

subjectto: Ax =b,
gdje je primjerice P € ST, A € RP*™, problem se svodi na rjeSavanje tzv. KKT (Karush-Kuhn-

Tucker) jednadzbi, koje postavljaju uvjetovanost postojanja rjesSenja:

Ax* = b,

Px* 4+ q+ ATv* =0, (3.12)

gdje je (x*, v*) tzv. primal-dual par. lzraz (3.12) implementiran je sustav od n + p linearnih

jednadzbi,

P AT] [x] _ [—q]

A 0l b1’
Sustav je rjesiv ako je matrica koeficijenata (tzv. KKT matrica) ne-singularna. Ako problem
nije rjesiv, ili je neostvariv obzirom na ograniéenja, ili je neogranicen odozdo.

Implementacijom (3.8) u (3.12), dobiva se

P -7
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gdje je w optimalna dualna varijabla kvadratnog problema. Raspisivanjem (3.13), dobiva se

konacno

1= 410

Kao kriterij rjeSenja, prema [3], definira se Newton dekrement A,

Ap(x) = (AxTVZf(x)Ax)% ) (3.15)

koji predstavlja korijen dvostruke razlike izmedu minimuma aproksimacijske funkcije f(y) i

funkecije cilja, prema [3], odnosno odreduje koliko se algoritam priblizio rjeSenju.

1 o
5/113(96)2 = fx) —inf f(y).

Prema tome, uvjet zavrsetka algoritma moze se zadati preko izraza

f) —inf{fn} = %AD (x)? < error, (3.16)

za neku zadanu gresku error. Takav kriterij prigodan je jer je Newton dekrement invarijantan
prema afinim’ transformacijama (npr. skaliranje), $to nije slu¢aj kod npr. gradijenta f(x) kod
zahtjeva da se Vf(x) dovoljno priblizi nuli, jer ¢e vrijednosti gradijenta biti druk¢ije nakon
transformacije. U ovom trenutku moguce je zapisati pseudoalgoritam Newtonove metode za

pocetnu tocku x € dom(f):

ponovi:

Korak 1 Izraunaj Newton korak i dekrement prema (3.14) i (3.15).
Korak 2 Ispitaj kriterij zaustavljanja za traZeni error prema (3.16).

Korak 3 Ako je kriterij zadovoljen, stani.
Korak 4 Odredi veli¢inu koraka t,.

Korak 5 Osvjezi korak prema (3.11).

7 Srodne ili afine transformacije su transformacije u euklidskom prostoru koje zadrzavaju linije i svojstvo
paralelnosti (npr. skaliranje, rotacija i sl. [3]).

Fakultet strojarstva i brodogradnje 42



Srecko Arandia-Kresic¢ Zavrsni rad

3.3.2. Interior-point metoda barijere

Prvo ¢e se problem predstaviti u opéenitom obliku. Predstavlja se hipotetski optimizacijski

problem
minimize: c¢Tx,
subjectto: x €e,
gdje je e opceniti konveksan skup, s rubom e’. Problem se sada zamjenjuje ekvivalentnim
problemom
minimize: ¢"x + I(x),
ali pri tome je I(x) € e takav da vrijedi }}Ln;,(f(x)) = oo. Obzirom na limes funkcije I(x),

ona predstavlja svojevrsnu ,,barijeru”, dok nova dobivena funkcija predstavlja novu funkciju

cilja. Primjerice, standardni problem interior-point metode,

minimize:  f;(x)
subjectto: f;(x) <0,
Ax =),

sveo bi ogranicenja nejednakosti na nacin

minimize:  f,(x) + Z _(f;(x)),

subjectto Ax =0b,

tako da je I_(u) =0 za u <0, te I_(u) =oc0 za u > 0, slitno Heavisideovoj funkciji s
beskona¢nim pojacanjem. Na taj naCin Interior-point metoda rjeSava probleme s ograni¢enjima

linearnih jednadzbi i nejednadzbi svodenjem na skup iskljucivo linearnih ogranicenja.

Primjetno je da nad takvom ,,dualiziranom*“([3]) funkcijom nije moguce provesti Newtonovu
metodu, obzirom da nije definirana derivacija, odnosno Hessian u u = 0. Standardna ,,glatka“

i konveksna aproksimacija takve funkcije je logaritamska:

minimize: f,(x) — %Z log (—fi(x)),

subjectto Ax =1b,
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A Y19

koja je kontinuirana, te ,tezi“ u I_(u) kako t tezi u oo, prema slici 8.. Funkcija
I,y = log (—fi(x)) naziva se prema [3] log barijera (eng. log barrier), te je obzirom na

domenu po definiciji zadovoljno f;(x) < 0.

. fx)=-1/tlog(x)

t=2
t=5
t=20
=100/

Slika 8. Primjer funkcije barijere

Takoder, pri takvom povecanju koeficijenta t, ,,originalna“ funkcija cilja f,(x) ima sve veci i
veci utjecaj nad dualiziranom, pa ¢e se svakom iteracijom minimum sve vise pribliZavati onom
od f,(x). Posljednjim preoblikovanjem OP-a razmatra se na isti na¢in SDP problem, gdje

koeficijent t djeluje na cTx:

m
1
minimize: ¢Tx — ?z log (—fi(x)),
i=i

subjectto Ax =b.

Gornja objektivna funkcija je konveksna, obzirom da je izraz c”x konveksan (afina funkcija),
a lizraz —%Zﬁilog (—fi(x)) striktno rastu¢a funkcija. Tim zaklju¢kom, nad takvim
problemom moze se primijeniti Newtonova metoda, prema pseudoalgoritmu iz odjeljka 3.3.1..
Sukladno slici 9., ako put zapocinje na t = 0, optimalno rjeSenje funkcije cilja jednako je
optimumu barijere, koji je uslijed konveksnosti ,,duboko* u domeni barijere, ograni¢enoj

politopom definiranom s Ax = b. Newtonovom metodom pronalazi se minimum takve

funkcije, koji tada postaje pocetna tocka za sljede¢u funkciju cilja, kojoj je t povecan.
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Povecavanjem koeficijenta t, optimum x* se kre¢e u smjeru —c, tzv. ,,centralnim putem®[3],
ali barijera ne dopusta izlazak iz domene, te se nakon odredenog broja iteracija postize

zadovoljavajuée mala vrijednost ¢ x.

Slika 9. Prikaz centralnog puta [3]

3.3.3.  Semidefinitno programiranje

Semidefinitna optimizacija (,,programiranje”) pripada skupini konusnih (konveksnih)
optimizacijskih problema, kako se sve logi¢ke operacije nad ograni¢enjima svode na konusni
skup (K-konveksni [3]), gdje je definicija konusa ostavljena u prilogu 4.. Opéenito, konusno
programiranje podrazumijeva linearnu funkciju cilja s ograni¢enjima u obliku nejednakosti, a
prema Boydu i Vandenberghu [3], za konus vrijedi da je pravi®, pa je moguce definirati tzv.

generalizirane nejednakosti (eng. generalized inequalities), za koje vrijedi
A<y Bo (B—A)€EK.
Problem semidefinitnog optimiranja prikazan s ograni¢enjima u obliku nejednakosti, dan je s

minimize: cTx,

m
subjectto: F(x) = F, + le-Fi =0,

i=1
gdjesu ¢ € R™,a F,iF(x) su (m + 1) simetri¢ne matrice Fy, ..., F,,, € R™ ™. Usporedivsi
funkcije ograni¢enja s izrazom (1), jasno je da su ograni¢enja linearne matricne nejednadzbe,
dok je funkcija cilja afinog oblika. Obzirom na to, i semidefinitno programiranje je podvrsta

konveksnog, kako i za obuhvaceni skup D|x € D = F(x) > 0 vrijedi da je konveksan.

8 Pravi konus je konveksan, solidan, ispupcen i zatvoren konus, prema prilogu (4.).
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Iako se doima specificno, brojni problemi linearnog programiranja, kao 1 konveksnog
programiranja opc¢enito mogu se svesti na pocetni zapis. Primjerice, Gahinet i Apkarian medu
prvima su 90-ih sveli problem H, optimiranja na SDP [29]. Upravo se H, optimiranje

obraduje u sljede¢em poglavlju rada.
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4. H,, KRITERIJ OPTIMIRANJA

U ovom poglavlju konac¢no ¢e se obraditi tzv. H,, optimizacija. Objasnit ¢e se zasto takav
kriterij optimiranja proizlazi ,,prirodno* iz zahtjeva da sustav postigne (ili ostane) u stabilnoj
konfiguraciji. Budu¢i da H, optimiranje zahtjeva dublji matematicki uvod, u sljede¢em

potpoglavlju se uvode i pojasnjavaju koncepti normi.

4.1. Norme i prostori

Kako je osnovni preduvjet regulacije stabilnost, od velikog znacaja je ,,veli¢ina®, kako ulaznog,
tako i izlaznog signala, te njihov odnos. Izraz za ,veli¢inu“ ocituje se u matematickoj

formulaciji kao norma.

Neka X predstavlja linearni (vektorski) prostor ¢iji su ¢lanovi u skupu C, i neka norma od X
bude funkcija f: x = ||x||. Kako X kao vektorski prostor po definiciji ispunjava karakteristi¢ne
aksiome vektorskog prostora (npr. komutativnost zbrajanja), definirav§i normu ||x||, poznato

je da vrijede sljedece zakonitosti [23]:

i) llx|| = 0 ,,nenegativnost “
i) x|l =0 & x = 0,,definitnost
(4.1)
iii) llex|| = [c|llx||, c € C,, homogenost*“
iv) llx + vl < llx|| + Iyl ., nejednakost trokuta*

Definirav§i normu kao metriku vektorskog prostora (vidi prilog 10.), moze se definirati
konvergencija {x; } u X prema nekoj vrijednosti x, ako pripadaju¢i niz [|x; — x|| konvergira
u nulu. Tada vrijedi da, ako svaki Cauchyev niz u X konvergira u x € X, tada je prostor X
potpun (eng. complete) [23], prema prilogu 11.. Svaki prostor koji je potpun i koji posjeduje
normu naziva se Banachov prostor. Podskup S Banachovog prostora je njegov potprostor ako

za svaki x 1 y vrijedi

X,y €ES=>x+y€eS,
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x€ESceC>cx e S.

Sada je moguce definirati (kompleksni) Hilbertov prostor, za koji vrijedi da je potpun, te mu

je definiran skalarni produkt.

Za dva vektora x € C" i y € C" Hilbertovog prostora, skalarni produkt moguce je zapisati

preko umnoska s hermitski konjugiranim vektorom prema (4.2).

(x,y) =x"y (4.2)

Za dvije matrice X,Y € C™*™, funkcijom Trace?® je moguce definirati skalarni produkt dvije

matrice:

n

(X,Y) = Trace[X*Y] = z Xij Vij - (4.3)

n
i=1j=1
Kategorizacija prostora kao podskupa Banachovog nije trivijalno, prvenstveno zbog
dokazivanja potpunosti, te se ovdje ne¢e pojasnjavati, ve¢ ¢e se naglasiti da ¢e svi prostori u
nastavku kojima je metri¢nost (d u prilogu 10.) definirana preko normi skalarnog produkta biti

podskupi Banachova prostora [23].

U literaturi se nomenklature prostora i normi dijele na vise ,razina“, ovisno o domeni
(vremenska, frekvencijska itd.), obuhvacenim intervalima, ovisno o vrsti norme (p, t, jw itd.)
te ovisno radi li se 0 matri¢nim ili vektorskim normama. Ovdje ¢e zbog jednostavnosti pojedine

oznake biti ,,predefinirane®, te ¢e kontekst jasno sugerirati o kojoj se normi radi.
U nastavku se opisuju matricne norme 1 prostori.

Poznat prostor koji ispunjava pravila Banachova je op¢eniti Lebesgueov vektorski prostor— £,

koji nastaje generalizacijom p-normi, gdje je za vektor x € C"*

1
n /p

Iell, = Yl | (4.4)

j=1

Tako je dobro poznat Lebesgueov prostor £,, zajedno s normom

9 Trace predstavlja ,,trag* matrice, odnosno zbroj dijagonalnih elemenata.
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1
n /2

x|, = Z|xj|2 =./{(x,x) =+Vx*x. (4.5)

j=1

Dobro je poznata i £, norma za lim |[x]|,
p—)OO

Ixlleo = max |x;] . (4.6)

Matri¢ne norme mogu se definirati na vise nacina [31]. Primjerice, mogu se dobiti ako se nad
njima analogno primjeni definirane vektorske norme ,.element po element“. Za primjer,

poznata Frobeniusova norma matrice nastaje kao generalizacija £,

if}aiﬂ, (4.7

i=1 j=1

Al =

Ipak, veliki broj matri¢nih normi inducira se iz opisanih vektorskih normi, preko zakonitosti

l|Ax|

llxll

za matricu A € C™™. Uvrstavanjem i raspisivanjem pripadaju¢ih matrica (i vektora) u gornji

|A]| = max (4.8)

izraz dobivaju se najprepoznatije norme za slucajeve p = 1,211 oo, a za pripadajuce dokaze

upucuje se na poglavlje 5.2 u [34]:

za matri¢énu normu L, tzv. grid ili taxi norma

n
4l = max ) Jay] “9)
i=1

za matri¢nu normu L, tzv. spektralna norma

A, = \/(4,A) = \/Trace[A*A] = 00, (A*A), (4.10)

gdje je Tmax[Fl = v/ Amax|F*F] najveéa singularna vrijednost matrice A*A. Ako je A* = A,
dodatno vrijedi ||All, = Opax (A).

Navodi se jo$ L, prostor, definiran normom

n
Al = ml,aXZ|aij| . (4.11)
j=1
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U namjeri da se kona¢no ,,dode do Hardyevog prostora, pozornost se sada okrece K
frekvencijskim i vremenskim domenama, odnosno funkcijskim normama. Kako ¢e se vidjeti,
funkcijski prostori takoder induciraju norme prema (4.8). Stovise, zapis norme preko (4.8.)
selegantno opisuje normu prijenosne funkcije!®, odnosno generalno operatora ¥ koji

djelovanjem na kakav ulazni vektor w odreduje izlaznu velicinu z.

Definiranjem £, funkcijskog prostora, namece se da svi signali (vektori odnosno funkcije)
moraju biti kvadratno integrabilni, dakle ograni¢eni vremenom i energijom, u kontinuiranom

vremenskom podru¢ju 0 < t < oo, pa vrijedi

foo 1, oo 1,
lx(@®ll, = ( f (x (), x(1)) dt> = ( f x(t)" x(t)dt) < o, (4.12)
0 0

dok u frekvencijskoj domeni vrijedi za funkciju definiranu za sve frekvencije —oo < w <

istovjetno:

1 +o00 1/2 1 +oo 1/2
lxGa)ll, = <E,f_ (x(jw), x(jw)) dw) = <%f_ x(jw)* x(jco)da)) . (413)

Ekvivalentno za matricu X u frekvencijskoj domeni vrijedi:

+00 1/2
||X(ja))||2=<% f Trace[X (jw)* X(jw)] da)) . (4.14)

Analogno se £, definira i op¢eniti L,, prostor.

L, prostor od velikog je znacaja jer se induciranom normom definira energija signala. Ako se
definira ulazni signal w € R™ i izlazni signal z € R™, te kauzalni** operator Y: L3} — L7
prema zakonu y = Yu, poznata je definicija £, stabilnosti, prema kojoj asimptotski stabilan
sustav za poremecaj u ograni¢ene ulazne energije ||u||, < oo uzrokuje regulacijsku pogresku
ograniCene energije, nakon koje se sustav zbog stabilnosti vra¢a u ravnoteznu tocku. Takvi

odzivi karakteristika su £, stabilnih sustava.

10 Prijenosna funkcija je omjer ulaznog i izlaznog signala, obi¢no u kompleksnoj domeni [36].
11 Kauzalnost je fundamentalno svojstvo operatora };: L' — L da vrijednost izlaza u trenutku t ovisi iskljucivo
o vrijednostima ulaza do trenutka t, odnosno w), = Qw,), zaz =Yw,w € R™, z € R".
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Sli¢no, za ograni¢enu L, normu, odnosno amplitudu ulaznog signala, ||ull, < o, koja pod
djelovanjem operatora rezultira signalom ||y||, < oo, odnosno signalom ograni¢ene amplitude
izlaza, kaze se da je sustav L, stabilan, ili BIBO (eng. bounded-input-bounded-output)

stabilan.

Od velikog je znaCaja podskup RL,, koji ogranicava L, na realno-racionalne, prave

(lim |F(s)| # =) funkcije, bez poloval? na imaginarnoj osi.
S—00

Ograni¢i li se na sve analiticke funkcije u dijelu kompleksne domene Re(s) = 0, definira se

prvi u nizu Hardyevih prostora — H, (—oo, ), koji po definiciji poStuje normu:

2
<, (4.15)

1 [t®
lxGa)llz = lmég {Ej ||X(]'w)||%dw}

dok je norma pod integralom £, norma, a analiti¢nost™® podrazumijeva postojanje derivacije u
to¢ki jw i neposrednoj blizini, za Vs| (Re(s)) > 0. Funkcija je u RH, ako je realno-racionalna
(svi koeficijenti su realni), prava i stabilna (svi polovi na lijevoj strani kompleksne ravnine).

Za matrice analogno vrijedi

IX(Gw)ll, = [Sléﬁ {%fﬂoTrace[X(jw)* X(/w)]dw}r < o0, (4.16)

4.2. Razmatranje H,, kriterija optimalnosti

Razlika matematickog modela i stvarnog ulaza, izlaza i sustava samog, fundamentalna je
znacajka bilo kakvog strukturiranja okoline. Kao posljedica, javila se potreba za robusnim
upravljanjem. Jedna od odrednica robusnog upravljanja danas je H., optimizacija, koja se u

regulaciji javlja 80-ih, kad se rjesavala iskljuc¢ivo preko ARE.

U ovom ¢e se potpoglavlju razmatrati H,, Kriterij optimiziranja, koji ¢e u potpoglavlju 4.3.
posluziti kao interpretacija LMN-a u vidu optimizacijskog problema razmatranog u

potpoglavlju 2.2..

2 polovi su nultocke tzv. karakteristicnog polinoma, odnosno nazivnika prijenosne funkcije sustava.
13 Analiticke funkcije su funkcije kojima Taylorov red u svakoj tocki domene konvergira, §to za posljedicu ima
kontinuiranost u vidu definiranih derivacija — funkcija mora biti kontinuirana.
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Isti¢e se potreba za H,,, Hardyevim prostorom, odnosno prostorom svih kompleksnih funkcija

F(s) € C™™ koje su sigurno ograniéene i analiti¢ke u desnoj strani kompleksne ravnine, dakle

(Vs 2 Re(s) = 0)3(b € R) = |F(s)]. (4.17)
H,, norma funkcije F(s) definira se kao realna vrijednost b koja je ujedno najmanja gornja

meda H,, prostora funkcije F(s),

|IF(s)|le = ess sup {|F(s)|} = b. (4.18)

Re(s)=0

Sada se istice posljednji potprostor RH,, S H,, C¢iji su ¢lanovi sve prave i stabilne realno-

racionalne funkcije F(s) € H..

Konac¢no se napominje da je definirana funkciju F(s) ustvari generalizacija prijenosne funkcije
sustava G(s), odnosno operatora Y. : L' — L7, koja ulaz w € R™ prebacuje u izlaz z € R".

Pri tome uz Parsevalov teorem!* vrijedi sukladno (4.12) i (4.13)

— * * _ 1 ® . * .
lzll, = jo z(t)*z(t) dt = ﬁ'[_wz(]w) z(jw) dw , (4.19)

Sto pri raspisu izlaznog signala kao djelovanja operatora na ulazni signal daje
1 jm ) z(jw)d
lell, =5 | #Go)z(w)do
1 (00}
= Ef Ww(w) G(w) G(w)w(jw)dw
L (s .
= o[ Wiy l6Ge)lwe)do. (4.20)
Usporedbom zapisa (4.20) sa najve¢im L, pojacanjem mora vrijediti

1 co
lelle =5 [ WGy I6GlwGo)do

o0}

1
< suplll6 G} | wiw) wiw)da,

(4.21)

pa se se konacno zakljucuje

lzll2 < Sléﬂlg{”G(iw)”z} IwG)llz,

14 parsevalov teorem povezuje vremensku i frekvencijsku domenu funkcija prema zakonitosti
IO F® dt =— [ f(jw)*f(jw) dw. Dokaz je dan u [35].

2w~
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l1zll2

supt||G(jw > —. 4.22
Izraz s lijeve strane (4.22) odgovara H,, normi prijenosne funkcije:
16G = sup {ﬂ} . (423
wer ([[Ww(Gw)ll2

Dakle, H,, norma je maksimalno £, pojacanje prijenosne funkcije G, s ulazom w i izlazom z,
ili specifi¢nije ((4.15)), vrijedi, ako je w € H;,, G € H,, onda je Gw € H,[19].

Intuitivnija interpretacija H,, norme postize se formulacijom (4.18) u kontekst imaginarne osi,
zaRe(s) =0,

IG(s)|le = ess s%g{lﬁ'(fw)l},w ER, (4.24)

iz Cega proizlazi da je norma istovjetna najvecoj apsolutnoj vrijednosti ,,funkcije Nyquistovog
dijagrama. Budu¢i da analiti¢nost, kao i realno-racionalni koeficijenti proizlaze prirodno iz
prijenosne funkcije, prema [19] za osiguranje robusne stabilnosti, dovoljno je osigurati da je

H,, norma prijenosne funkcije stabilna.

Bez gubitka generalnosti, poznato je [3, 20] da se norma u H,,, prijenosne funkcije || G|| . moze

definirati, uz opisane pretpostavke ((4.10)), preko najvece singularne vrijednosti:

|Gl = Suﬁ{o-max(a*a)} = rggﬂ)&(\/ Amax(G*G) .
we

4.3. Definiranje LMN-a

Sada ¢e se pokazati kako od generalnog sustava u prostoru stanja modelirati problem H,,

optimizacije u LMN oblik.

Pretpostavlja se sustav u zatvorenoj petlji s prijenosnom funkcijom T(s), koja odgovara
operatorskom izrazu z(t) = T(s)w(t) prema donjem prikazu, te ispunjava Ssvojstvo

kauzalnosti.

w(t) T (S ) z(1)

Slika 10. Shema sustava u zatvorenoj petlji
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Zapis sustava u prostoru stanja opcenito se zapisuje:

x = Ax(t) + Bw(t), (4.25)
z = Cx(t) + Dw(t). (4.26)
Funkcija toka energije u okvirima H,, optimizacije glasi:
s(w,z) = y?|lwll*> — |IzI1?, (4.27)
a da bi £, stabilnost bila zadovoljena, za derivaciju Ljapunove funkcije treba, sukladno (2.9),
vrijediti:
Vix) < y’wiw -2z, (4.28)

Integracijom (4.28) po vremenu od 0 do t dobiva se:

V(x(D) < ft(yszW — zTz)dt =y? ft(WTW —zTz)dt. (4.29)
0 0

Pod gornjim integralom vektorski su produkti vektora w i z, pa se prepoznaju kvadrati normi
u L,. Kako je V(x(t)) = 0, dobiva se:

V(x(®) < yY2llwll® — llzI1?,
0% llzIP—y2lIwll? + V(x(®),
lzlI>=y?llwll* < 0.
U raspisu po y konacno se dobiva:

= H = IT(S) oo , (4.30)

Sto znaci da y predstavlja ogranicenje T(s) u £,. Ako se u izraz derivacije Ljapunove funkcije

V(x) = xT Px uvrsti zapis prostora stanja (4.24), dobiva se u nastavku:

V(x) = xTPx + x"Px = (Ax + Bw)TPx + x"P(Ax + Bw). (4.31)
U kompaktnijem zapisu matrica dobiva se:
V(x) = xTATPx + w"BTPx + xTPAx + x" PBw . (4.32)

U nastojanju da se dode do odnosa konstante y i uvjeta stabilnosti (4.28), uvrStavanjem
llz||? = zTz iz (4.26) i (4.32) u (4.28), se dobiva:
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xTATPx + wTBTPx + x"PAx + xTPBw — wTy?w + xT€TCx + xTCTDw
+wIDTCx + wTD"Dw < 0,

ili ponovnim prigodnim razvrstavanje:

xT[ATP + C€'C + PA] x + wT[BTP + DTC]x + x"[PB + C"D]w
+wT[DTD —y?]w < 0.
Prigodno je dobiveni zapis uobli€iti u matricnu nejednadzbu:

ATP+CTC+PA PB+C'D][xT <0
[WT]\ .

T T
™ wl] [ B'P+D'C  D'D—y2I (4.33)

1z (4.33) tako proizlazi zakljucak

ATP+C"C+PA PB+C'D
<0. :
[ B'P + DTC D™D —y?I 0 (4.34)
U literaturi se Cesto koristi istovjetna nejednadzba, dobivena Schur komplementom:
ATP+PA PB (T

BTP —ylI DT |<0. (4.35)
c D —yI

U ovom trenutku koristi se zaklju¢ak spomenute leme ogranicene realnosti (eng. bounded-real
lemma ) za kontinuiranu vremensku domenu, koja povezuje H,, normu prijenosne funkcije
(upravljivog 1 mjerljivog sustava), ograni¢enu skalarom y, s izvedenom linearnom matricnom

nejednadzbom — sljedece tvrdnje su istovjetne:

i) ITG)llew <,
i) Postoji P € S, koja zadovoljava LMN (4.35). (4.36)

Odnosno u standardnom zapisu:

minimize: vy,

ATP+PA PB (T (4.37)
subject to: BTP —ylI DT |<0,P>0.
Cc D —yI

Optimizacijski problem (4.37) ima afinu funkciju cilja ograni¢enu LMN-ima, $to znaci da ga
je moguce karakterizirati kao problem semidefinitnog programiranja. Na taj se nacin definiralo

da ¢e beskona¢na norma prijenosne funkcije sustava ostati ograni¢ena, a sustav asimptotski
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teziti ravnoteznoj tocki. Napominje se da svi zapisi podrazumijevaju zatvorenu regulacijsku
petlju, odnosno prijenosnu funkciju zatvorenog kruga.

z(s)
w(s)
Placeovom transformacijom sustava (4.25), (4.26)

Prijenosna funkcija sustava, T(s) =

dobiva se iz prostora stanja jednostavno La

x(s) — x(0) = Ax(s) + Bw(s), (4.38)
z(s) = Cx(s) + Dw(s), (4.39)
iz koje se za pocCetne uvjete x(0) = 0 raspisivanjem po varijabli stanja

x(s) = (sI — A Bw(s), (4.40)

pa nakon uvr$tavanja u izlaz z(s), prijenosna funkcija dobiva prepoznatljiv oblik

(C(sI —A)"'B + D)w(s) =C(sI—A)™'B+D

)= w(s) (4.41)

4.3.1. Sinteza regulatora stanja

U dedukciji opisanoj u potpoglavlju 4.3., razmatra se sustav odreden ulazom i izlazom. Sljedeci

korak je u sustav ukljuciti dinamiku regulatora (stanja), prema slici 11..

w z

—_—

G

Slika 11. Shema sustava H,, problema

Sustav strukturiran prema slici 11. standardno se sastoji od egzogenog ulaza w izlaza z objekta
upravljanja G, kojeg je potrebno stabilizirati ulaznim signalom u, koji je odreden regulatorom

K s mjerenim signalom, odnosno ulazom regulatora y.

Sukladno slici, G(s) sada odgovara prijenosnoj funkciji objekta upravljanja, ¢ija je dinamika

opisana s

Ll=6o i =] o2 ] @a2)

te sljede¢im zapisom u izvedbi prostora stanja:
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x(t) = Ax(t) + B,u(t) + B,,w(t),
z(t) = C,x(t) + D u(t) + Dyyw(t), (4.43)
y(t) = C,x(t) + Dy, u(t) + Dy, w(t).
U ovom trenutku, uvrStavanjem (4.42) i u = Ky u (4.43) , dobivaju se sljedeéi izrazi za

egzogeni izlaz i mjerni signal:

zZ = Gllw + GlZKy )

. (4.44)
Y =G W+ GpKy = (I — G, K) ™ Gyqw .
Uvrstavanjem y U z iz (4.43), dobiva se konacni izraz za egzogeni izlaz
zZ = (Gll + GlzK(I - GzzK)_1621)W ) (445)
te prijenosna funkcija objekta upravljanja
Z
G(S) = W = Gll + GlzK(I - GzzK)_1621 . (446)

Dakle, ako je zadana realna prijenosna funkcija G(s) nereguliranog sustava, koja pretvara
egzogenim ulazom poremecaja w, Koji nije pod utjecajem regulatora, i ulazom regulatora u,
egzogeni izlaz z i mjerni izlaz y prema slici 10., potrebno je odrediti optimalno matricu K u
skupu realnih racionalnih matri¢énih funkcija K*, K € K, takvo da sustav (4.42) bude

asimptotski stabilan. Optimizacijski problem glasi:

minimize: ||G(P,K)||s ,
subjectto: K € K*koji stabilizira P.

Ekvivalentni optimizacijski problemi mogu se intuitivno izvesti za PLDI (eng. polytopic linear
differential inclusion) probleme, sukladno [3]. U nastavku, uvodenjem zakona upravljanja u =

Kx dobiva se sustav u prostoru stanja

%(t) = (A + BK)x(t) + B,w(t), (4.47)

z(t) = (C, + D, ,K)x(t) + D,,w(t), (4.48)

s prijenosnom funkcijom analognom izvodu (4.41)

T(s) = (C, + D,,K)(sI — (A+ B,K)) 'B,, + D, . (4.49)

Prema (4.47) i (4.48), ograniCenje optimizacijskog problema (4.37) sada glasi:
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(A+B,K)'"P + P(A+B,K) PB, (C,+D,K)T
BT P —yl DY, <0, (4.50)
C,+D, K D,, —yI

Sto mnozenjem daje
A"P + KTPBTP + PA+PB,K PB, C,”+K'D,,
BL.P —yI DT, <0. (4.51)
C,+D, K D,, —yI

Ali takav zapis nije prigodan, obzirom na nelinearnost u P i K. U prilogu 9. dan je detaljno

izvod ekvivalentnog zapisa, koje je LMN:

AY +YAT + B,F + FTBT B, vYC,” +F'D!,

Ba _VI Dgw <0, 4.52
C,P + D, F D, —yI (4.52)
tako da konac¢ni optimizacijski problem poprima formu:
minimize: vy,
AY +YAT + B,F+F'B! B, YC,”+F'DI,
BT —vI DT <0, (4.53)
subject to: v v zw
c,Y+D,,F D,, —yI
Y>0

iz ¢ega je K zadan kao K = FY ™. Ova forma dostatna je za SDP problem koji ¢e se u poglavlju
6. rjesavati SeDuMi rjeSavacem alata YALMIP.
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5. SINTEZA PID REGULATORA

Ve¢ je pokazano da se sinteza robusnog regulatora moze zamijeniti konveksnim ograni¢enjima
u obliku matri¢nih nejednadzbi, koje se zatim rjeSavaju danas lako dostupnim optimizacijskim
alatima. U ovom poglavlju ¢e se paznja usmjeriti na PID regulatore, kao naj€esce u praksi,
uzimajuci u obzir da pronalazenje PID pojac¢anja za MIMO sustave nije trivijalno. lako Ziegler-
Nicholsova (ZN) metoda uz sve do danas razvijene modifikacije nalazi primjene u praksi, za
visoko zahtjevne regulacije moraju se Koristiti naprednije metode, buduc¢i da ZN metoda ne
uzima u obzir specifi¢nosti sustava [15] (npr. sustavi viSeg reda, nelineari sustavi opcenito).
Stovise, kod MIMO sustava problem postaje kompleksniji, kako nema univerzalne procedure
za pronalazenje rjeSenja. Konvencionalni pristup zagovara ras¢lanjivanje sustava u vise SISO
sustava, te svodenje sustava na nizi (prvi ili drugi) red, ali takav pristup ograni¢ava robusnost,
i djelotvornost opcenito [16]. Druge sinteze svode se na sinteze regulatora stanja, ili regulatora
izlaza MIMO sustava. Ovaj rad bavit ¢e se uglavnom regulacijom po varijablama stanja,

obzirom da je takav pristup ustaljeniji u praksi.

5.1. Transformacija u formulaciju regulatora stanja

U poglavlju 2. pretvoreni su u opéenitom zapisu Ljapunovi uvjeti stabilnosti u LMN oblik, ali
takav zapis u praksi ne pomaze, obzirom da se zahtijeva manipulacija parametrima PID
regulatora za stabilizaciju u konkretnom slu¢aju. Osim toga, iako mozemo pretpostaviti
kandidata za Ljapunovu funkciju V (x) generalno nam ona nije poznata. Dodatno, postavlja se

pitanje kako osigurati robusno upravljanje.

5.1.1. Multiple-model paradigma

Jedan od prepoznatih nacina ulazenju ususret promjenjivim parametrima sustava je tzv.

multiple-model paradigma, kojom se u obzir uzima veéi broj modela sustava kako bi se
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obuhvatile nesigurnosti, 1 to slicno kao u potpoglavlju 2.2.. Takav pristup pokazat ¢e se na

op¢enitom linearnom SISO sustavu 2. reda [15], opisanom prijenosnom funkcijom

b,

G(s) =—5—"—,
(s) s?2+ a5+ a,

(5.1)

ali se lako moze primijeniti na sustave visSeg reda. Kako parametri variraju, sustav je odreden
u ograni¢enim intervalima ale[gl, dl], aze[gz,c_lz], be [bz,bz], Sto odreduje osam vrs$nih

modela sustava.
Zapocinje se linearnim sustavom u prostoru stanja

x =Ax + Bu+ Er,
y =Cx, (5.2)
[A, BleQ,
Q = cov((A,, By), (A;,B,) ... (Ag, By)),

gdje je Q konveksna ljuska rubnih to¢aka politope matrica sustava, odnosno ,,najekstremnijih*
vrijednosti sustava. Prema [15], za x = [x; x, x3]7, gdjesux; =y, x, = %1, x3 = — [ e dt,a
e predstavlja greSku izmedu referentnog signala r i izlaza, e = r — y, matrice sustava zadane

su redom

0o 1 0 0 0
A=|-a, —-a, 0|,B=|b,|,E=|0|,c=[1 0 o], (5.3)
1 0 0 0 -1

dok se traze pojacanja regulatora K = [K, Ky K;]. Prema [15, 29], beskona¢nu normu
prijenosne funkcije zatvorenog regulacijskog kruga mogucée je ograniCiti matriénom

nejednadzbom

AP + BY + PAT +Y'BT pPB, (T
BT P —yI 0 [<0. (5.4)
Cc 0 —ylI

Pronalazenjem pozitivno definitne matrice P odredena su pojacanja regulatore prema K =
—YP~1. U [15] je iskoristena fleksibilnost LMN-a u dodavanju novih ograni¢enja na zakon

upravljanja, te se matricu P ogranicilo i izlaznom energijom (LQR-LMI pristup), opisanom u
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odjeljku 2.2.3., te ujedno zagarantiralo robusnost (H, optimizacija) sukladno (5.4), kao i

amplitude ulaznog signala u, prema odjeljku 2.2.2..
Tako je ponuden sljedeci pseudoalgoritam:

Korak 1. Identificiraj modele zadanog procesa.

Korak 2. Postavi LQR tezinske matrice Q i R, te ograniCenje y g, zadaj
suboptimalno ograni¢enje H, norme yy _, te ograniCenje
amplitude ulaznog signala w4,

Korak 3. Nadi P i Y zadovoljivsi (2.35), (2.45), (5.4).

Korak 4. Odredi poja¢anja PID regulatora prema K = —YP™1,

U koraku 2., izraz y,or predstavlja energijsko ogranice sukladno (2.46).

5.1.2. Decentralizirirana regulacija

Centralizirano upravljanja ima jasne prednosti, od jednostavnosti do opsezne povijesti
primjene. Ipak, kod sustava s velikim brojem podsustava, ¢esto se zahtjeva decentralizirana
regulacija [21]. U ovom potpoglavlju razmotrit ¢e se, sukladno [18], decentralizirano
upravljanje Lagrangeovog MIMO sustava iskoristivsi ¢injenicu slabe spregnutosti medu

sustavima.

TraZi se potpuno decentralizirani idealni PID regulator oblika

C(s) = diag(T;), diag(Ki(s))n =TK(s), (5.5)

1 T
T,=[Pu1,D;],  Ki(s) = [1,;,5] , (5.6)

za sustav u prostoru stanja

% = Ax + Bbu. S

U ,,dijagonalnoj* preraspodjeli poja¢anja matrice T u (5.6) vidi se da ¢e upravljacki signali i-

tog podsustava biti neovisni o signalima ostalih podsustava.

Kako se pretpostavlja sustav drugog reda, vrijedi
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T

d d d
x() =81 —Aq Mgy AGy--Agn - Agn| ERT.

(5.8)

Kako je i napravljeno u radu Silve i Erraza [18], ¢esto je moguce mjeriti tek generalizirane

koordinate, a ne njihove derivacije, pa za mjereni signal vrijedi

Ay(t) = diag([1  0])nx(t) = Ex(t). (5.9)

Prema slici 12., Ar je referentni signal, koji se oduzima od inkrementalnog izlaza Ay, te kao

inkrementalna greSka Ae ulazi u regulator, koji odreduje ulazni signal objekta upravljanja Au.

K(s) T G(s)

Slika 12. Regulacijska petlja idealnog PID regulatora [18]

Ako se pretpostavi da je sustav u ve¢ zeljenoj konfiguraciji, vrijedi Ar = 0, te se moZze zapisati
u oblik prema slici 13. gdje novi ,,augmentirani* objekt upravljanja G, (s).

_____________________________

Slika 13. Aproksimirana regulacijska petlja PID regulatora [18]

Primjetno, zakon upravljanja regulatora izlaza sada je prirodno odreden pojacanjima PID
regulatora, Au = TAu,. Postavlja se pitanje kako odrediti dinamiku novog augmentiranog
sustava. Kako prema [18] vrijedi

dx; (t) _
it = Ae(t)’ (510)
Aup () = diag([0 1 0]7),, x,(t) + diag ([1 0 %] ) Ae(t), (5.11)

pretpostavljaju¢i Ae(t) = —Ay, sljedi
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dx (t) _
dt = —Ay, (5.12)
M (8) = diag([0 1 0]7), %, (8) + diag ([(1) 8 (1’]T) x(0), (5.13)

te se moze zapisati G, (s) u prostoru stanja:

d[x(t) —Aa[x(t) + B, Au,

dt Lx (t) x (1) (5.14)

x(t)

Auk(t) = Ea [xk(t) ,

Za matrice

A 0
Ao = [—diag([l 0Dn 0] Ba = [g]’ (5.15)

_ . 1 0 o0 . T
Ea—[—dzag([o o 1 )n diag([0 1 0] )n]-
Sukladno [18], SOF problem (5.14) ekvivalentan je problemu regulatora stanja

Au=P [ ;{ ((tt))] = PET A, (1), (5.16)

gdje se matricu P moze dobiti opisanim LQR metodama.

5.1.3. Centralizirana regulacija

Moguce je doci do pojacanja centraliziranog PID regulatora direktno augmentacijom sustava,
kako je napravljeno u radu Pradhana i Ghosha [39]. Prvotno se iznjedrio novi pseudosustav s
upravljanjem po zakonu regulatora stanja, te se naknadno pojacanje regulatora stanja odreduje
LQR pristupom, identi¢no odjeljku 2.2.3..

Zapocinje se ponovo sa sustavom u minimalnoj formi prostora stanja, oblika

x = Ax + Bu, (5.17)
y = Cx, (5.18)
Pazljivim uvodenjem nove varijable stanja, odnosno ¢ = | ot(r — y)dt, moguce je definirati

novi vektor stanja
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X
z= [E] , (5.19)
kako bi se definiralo pseudosustav
z=Az+ Bu, (5.20)
y = Cx. (5.21)
za vrijednosti
— [A 01 5 _[B] =_
a=1%. ,B_[O],c_[c 0]. (5.22)

Postupak uvodenja novih varijabli stanja standardna je procedura u sintezi PID sli¢nih
regulatora, a najéesce se definira upravo integral izlaznog i referentnog signala. Dobro poznati

zakon regulatora opisan je tako s

t
d
u=KPy+K,f (r—y)dt+KD—d3t], (5.23)
0

gdje se prema PD pojacanja standardno ostavljaju u povratnoj petlji, kako sugerira slika 14..

Slika 14. Shema PID regulatora [39]

Uvrstavanjem ¢ 1 y = Cx u (5.23), dobiva se zakon upravljanja

u=KpCx+K;$+K,Cx, (5.24)

pa nakon uvrstavanja X iz (5.17) nastaje

u=KpCx+K;¢$+ K,C(Ax + Bu), (5.25)

Sto daje
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u=>U-K,CB) ' [(KpC+ K,CA)x + K,£]. (5.26)
Prigodnijim zapisom vrijedi

0
0

Cc
u:(I_KDCB)_l[KP KD KI] CA
0 I

] [?] =[K, K, KISz, (5.27)
pxp
gdje je

Kp=(U-K,CB)'K,; K, =(I—-K,CB)"'K,; K, = (I - K,CB)"'k,, (528)

a matrica S

c 0
s=|ca o ] (5.29)

0 1

bXp
Ako pretpostavimo upravljivost preformuliranog sustava (5.17), (5.18) i postojanje takvog
pojacanja K da state feedback zakon reguliranja u = Kz postoji, moze se dakle do¢i do

pojacanja regulatora. Izjedna¢avanjem zakona reguliranja s dobivenim zapisom (5.27) dobiva

se jednadzba

u=[K, K, K,|Sz=Kz, (5.30)

odnosno
[I_{p I_(D I_{I]S - K, (5'31)

iz koje je
K, =(U—-K,CB) 'K, (5.32)
KI = (I - KDCB)_ll_(I , (533)
KD :I_{D(I_KDCBI_(D )_1. (534)

Upravo ovakav postupak pratit ¢e se pri sintezi PID regulatora multivarijabilnog regulatora u

poglavlju 6.
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5.2.  Transformacija u formulaciju regulatora izlaza

Alternativa formulaciji prethodnima je svodenje na regulator izlaza, prema [14,16], te se
kasnije iz rjeSenja dobivaju pojacanja PID regulatora, postujuci zadane kriterije optimalnosti
(Hs). Poznato je da ne postoji univerzalno rjeSenje za SOF probleme, buduci da svaki pokusaj

generalizacije dovodi do poteskoca, pa se pristupa ovisno o pojedinom problemu.
Neka je zadan LTI sustava u prostoru stanja, uz D = 0:

X = Ax + Bu, (5.35)
y = Cx, (5.36)
uz varijablu stanja x € R", ulaz u € R, te izlaz y € R™, te prigodno dimenzionirane matrice
A BicC.

Opceniti zapis PID regulatora izlaza glasi:

t

(5.37)

d
u=F1y+sz ydt+F3ay,

0

gdje su F,, F, i F5 pripadajuca pojacanja. Ako se definiraju nove varijable z; = x i z, =

fot ydt, odnosno

7= [j] | (5.39)

Zapis prostora stanja moze se izraziti prema:

%, = Az, + Bu, (5.39)
7y = Czy, (5.40)

Sto daje
4 =74, 541

gdje su

4= é 8]'§ = [g] (5.42)

Potrebno je iznjedriti novi izlaz sustava. 1z y = Cz, = [C 0]z, [ydt=2z,=[0 I]z,

dobivase y =z, = Cx = CAx + CBu=[CA 0]z + CBu.
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Uvodenjem novih varijabli, C=[C; €, C3]",C,=[Cc 0],C,=[0 I],C3=[CcA 0],
tey=[ ¥ ¥]%,¥; =C;z i =123, moze se dobiti izraz za ulaz
(5.43)

u = Fl}_]l +F2}_/2 +F3}_73 +F3CBU.,

te izlaz
y=_Cz, (5.44)
odnosno, raspisivanjem po u i uvodenjem F = [F; F, Fs], F; = (I — F;CB)~'F; dolazi

se do izraza
(5.45)

u=FYy,
gdje je ¥ izlaz novog sustava, te se podrazumijeva postojanje inverza (I — F;CB) ™.

Izrazima (5.41) 1 (5.44) doslo se do novog sustava kojeg je potrebno stabilizirati po zakonu

upravljanja regulatora izlaza (5.45)

(5.46)

S
I
o[
< N
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6. SINTEZAPID REGULATORA
MULTIVARIJABILNOG SUSTAVA

U posljednjem poglavlju prije zakljucka, razmatrane zakonitosti pokazat ¢e se na sintezi PID
regulatora nelinearnog multivarijabilnog sustava. Prvotno ¢e se temeljito postaviti 0snove za

matemati¢ko modeliranje sustava, a naknadno ¢e se nad njim izvrSiti sinteza.

6.1. Dinamicka formulacija sustava

Kako je 1 uobi€ajeno, rad nece uzimati u obzir elasti¢nost pojedinih segmenata mehanickog
sustava, podrazumijevajuci (opravdano) da su kruti. U tom smislu, broj stupnjeva slobode
gibanja (Degree of Freedom, DOF) svodi se na konacan broj, te se zanemaruje sposobnost
segmenata da pohranjuju energiju deformiranja. Navedene pretpostavke omogucit ¢e da se

sustav opise tzv. dinamikom sustava vise tijela (eng. multibody system dynamics)[11].

Elemente sustava standardno Ce se klasificirati na one koji posjeduju inerciju, koji su u uvodu
potpoglavlja pazljivo nazvani ,,segmenti*, te na one ¢iju ¢emo inerciju smatrati zanemarivom
- vezivni elementi (eng. coupling elements [11]). Upravo ¢e element fizikalno prikazan kao
opruga utjeloviti takav vezivni element, i to pasivni obzirom da ne unosi energiju u sustav.
Kako su aktuatori sustava u vidu dinamike regulatora izvrS$ni ¢lanovi, mehanicki ¢e oni
propisivati gibanje sustava te ih se moze shvatiti kao kinemati¢ka ograni¢enja, i to holonomna,
kako se svaku varijablu brzine i akceleracije moze svesti na derivaciju polozaja. U anglikanskoj
literaturi Cesto se takvim aktuatorima pridaje naziv ,,kKinematical drivers “[11]. Njima ¢ée se
sustavu propisati odredeno gibanje, nametanjem sile/momenta koji generalno nece biti poznat.
Podrazumijeva se da se takve aktuatore moze proglasiti aktivnim elementima mehani¢kog

sustava, kako povecéavaju, odnosno odrzavaju pohranjenu energiju.

Ovaj rad izbje¢i ¢e dinamiku aktuatora, te ¢e za ulaze sustava pretpostavljati ulazni moment

odnosno silu. Na slici 15. dana su 4 takva segmenta (oznacena s ,,EL*), povezana oprugom.
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Slika 15. Elektro-mehanicki sustav

6.1.1. Dinamika mehanickog sustava
U nastavku ¢e se iznijeti obrisi elementarnih koncepta koji ¢e motivirati jednadzbe gibanja.

Skup nezavisnih varijabli g;, odnosno generaliziranih koordinata (u nastavku g.k.) koje
odreduju konfiguraciju sustava definiraju n dimenzionalnu glatku mnogostrukost!® M", q; €
M™, takvu da je svakoj konfiguraciji moguée pribrojiti polozaj u prostoru x € R2, odnosno
postoji atlas karata'® (eng. chart), ¢: M™ — R3. Takoder, svaka to¢ka zadane mnogostrukosti
definira tangencijalni prostor, odnosno mnogostrukost TM, € R", koja obuhvaca sve vektore
u tocki g tangencijalne s M™. Taj prostor definira brzinu promjene q, odnosno (u vidu ¢) x, pa
je to prostor brzina, odnosno kineti¢ke energije sustava. Prilikom promjene konfiguracije
sustava iz q* u g2, definira se funkcija pomaka, odnosno krivulja c(t): R®> - M™". Tada je
moguée definirati funkciju £(q, ¢): TM — R, gdje je TM € R?" u anglikanskoj literaturi zvan

,»bundle “, odnosno prostor svih tangencijalnih vektorskih prostora TM,.

Funkcija L(q, q) predstavlja Lagrangian, odnosno, u kontekstu mehanickog sustava, razliku

kineticke 1 potencijalne energije,

L(t’ q, CI) = gC(C[, CI) - ?(q) ’ (61)

¢iji integral po vremenu predstavlja ,,akciju‘ sustava, odnosno funkcional

S = f Lt q,q)dt. (6.2)

1

15 Mnogostrukost (eng. manifold) je n-dimenzionalni fopoloski prostor koji lokalno ispunjava zakone
Euklidskog [38].

16 Karta ¢(a, ¢): A — B (eng. chart) je bijekcija iz podskupa a mnogostrukosti A u euklidski prostor B. Familija
takvih funkcija naziva se atlas.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 69



Srecko Arandia-Kresic¢ Zavrsni rad

Kako svaki, pa i razmatrani mehanicki sustav poStuje ,,put najmanje akcije”, odnosno pri
promjeni konfiguracije iz g* u g2 sustav uvijek ,,odabire* krivulju ¢ * ¢ € R3 takvu da (6.2)
ostaje stacionaran, sustav je moguce klasificirati kao Lagrangeov, obzirom da postoji rjeSenje

diferencijalne jednadzbe

d (oL

. oL, =
T a—q(Q»Q) —%(q'q)—f' (6.3)

gdje je f vektor generaliziranih sila (dokaz dan u [38]). Jednadzba (6.3) naziva se Euler-
Lagrangeova jednadzba ili Lagrangeova jednadzba druge vrste. Standardno ¢e posluzit za
dobivanje jednadzbi gibanja, odnosno matematickog modela sustava. Specifi¢nije, takav
mehani¢ki sustav podijeljen u i podsustava standardno se opisuje u ,,kompaktnoj* formi, za

generalizirani vektor sila i momenata f; € R% kao skup jednadzbi

M;(q)G; + Ci(qi, )4 + 9:(q) = fi, (6.4)

gdje je i € [1,N],N € Z, te, q; € RS generalizirana prostorna varijabla koja ispunjava (6.3),
matrica inercija M; € RS*5i, matrica centrifugalnih sila i Coriolisovog u¢inka C; € R%, a
vektor g; € RS odgovara utjecaju gravitacijskog polja. Kako bi se stroze ogranic¢io fizikalni

znacaj jednadzbe (6.3), u nastavku se definiraju potrebna svojstva veli¢ina, sli¢no [26, 27].

Svojstvo 1. Matrica M;(q;) — 2C;(q;,q;) je tzv. skew-simetriéna, $to implicira, uz

simetri¢nost matrice M;, da vrijedi:
M;(q) = Ci(qi4) + €' (q:,q1) - (6.5)

Svojstvo 2. Matrica inercija M;(q;) je pozitivno-definitna, realna i simetri¢na matrica, te

vrijedi da je za konstante a;;, a;,, > 0 ,te ¢;,,d;; = 0, te zasve & € R™

aill&llg < &"Mi(q)& < (aip + cipllqillz + dill@lIDIEN; . (6.6)

Svojstvo 3. Postoje konstante ¢4 i d;; takve da C;(q;, ¢;)q; zadovoljava:

IC:(qi, 4l < (cix + dinllg:IDNG: 11> . (6.7)
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Svojstvo 4. Postoje pozitivne konstante kg;,i kg, takve da Jacobian vektora g;(q;)

zadovoljava za sve gq;:

dg:(q;)
aq;

H < kgir + kgizllgill (6.8)

Svojstvo 1. posljedica je definicije matrice C;, te je nuzno za osiguravanje pasivnosti sustava.
Ako svojstvo nije zadovoljeno, sustav u principu konzervira energiju, odnosno nije disipativan,
a dokaz je dan u [9]. Svojstvo 2. proizlazi prirodno iz definicijske pozitivnosti masa i inercija,
odnosno kineti¢kih energija. Svojstvo 4. je prema [27] posljedica Cinjenice da potencijalna
energija raste linearno s translacijskim gibanjem, a ovisi trigonometrijski s rotacijskim.
Ukoliko mehanicki sustav nema translacijske g.k., tadasu ¢;, = 0,d;, = 0,dy; =0, kg, =0,

prema [17, 27].

Vektor f; raspisuje se na generalizirane momente i sile aktuatora (z;), vektore medu-sprega

oprugom (z;) te vektor nepoznatih poremecaja (w;), prema (6.9).
Qi =71 +w; —2(qi, q) (6.9)
Vektor z;(q;, g,) se aproksimira sli¢no [33]:

N
l2:a, DIl < ) ks, (6.10)
j=1

J

gdje je zasve q; € R%i i g; € R5::
Q=1+ llggll + llasll + - +llas I+l 1I"- (6.11)

Pri tome vrijedi

0
«(q) = [—F qi2¢05(qix — ﬁ)]’ (6.12)
gdje je B zadan s
_ ( q12€05(q11) — 422¢05(q21) > (6.13)
B = arctan - - )
lo — q125in(q11) — g225in(qz1)
a za F vrijedi
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1— e_ks(ls_lo)

E g 6.14
1+ eks(s=lo)’ ( )
gdje je
2 212
ls = [(lo + q225in(qz1) — qlchS(qn)) + (Q12C05(q11) - qzzcos(QZ1)) ]2 . (6.15)
Univerzalna jednadzba globalne dinamike sustava u kona¢nom obliku postaje
M ()4 +C(a,4)4 + 9(q) + 2(q,4) = T +w, (6.16)

gdje su pripadajuci ¢lanovi definirani prema tablici 1.

Tablica 1. Struktura jednadzbe globalne dinamike sustava

g col(q1, Gz, - qn)
w col(wy,wy, ...wyp)
M diag(M{,M,,..M,)

(64 diag(C4,C,, ...Cy)
g col(91, 92, - 9n))

4 col(zy,zy, ... z))

T col(ty, 15, ...Ty))

6.2. Model sustava

Na slici 16. dan je elektro-mehanicki sustav, s podsustavima sli¢nim onima u [27].

Yo 4 / 4
yl / yg

Slika 16. Elektro-mehanicki sustav
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Sustav na slici sastoji se od 2 mehanicka podsustava, lijevom (prvom u buduc¢im
razmatranjima) i desnom (drugom u buduéim razmatranjima), opisana pripadaju¢im g. K. q;;
(za rotacije) i g;, (za translacije). Svaki podsustav sastoji se od 2 segmenta, pri ¢emu Prvi
segment, s masom m;; moze tek rotirati oko pripadajuc¢eg zgloba, a drugom, s masom m;,

omoguceno je translacijsko gibanje.

Yo 1 Y 1

7

Slika 17. Podsustavi u zasebnim koordinatnim sustavima

Sukladno slici 17., vrijednosti u tablici 1. odredene su sa sljede¢im vrijednostima
q=[911 Q12 921 Qz2],wr=[W11 Wiz W21 Wzl t=[T11 Tz T21 T22].

Obzirom da su podsustavi matematicki identi¢ni, a njihova meduovisnost se u dinamiku
integrira naknadno, izvest ¢e se dinamika opcenito i-tog, pa ¢e za i = 1 biti rije¢ o prvom, a

za i = 2 o0 drugom podsustavu.

Kineticke energije sustava K dana je s

1 1 1 1 1
=K +K,= Emillgi‘hzl + qu'zﬂn + Emizqizzqizl + EmiZQiZZ + EQizlliZ ) (6.17)

a potencijalna P

P =Py + Py =my;9lgisin(qqr) + migqizsin(qqq). (6.18)

U skladu s (6.3), Lagrangian sustava ima oblik

1 ) ) . . . .
L= > (mill?iql'z1 + qi21111 + miz‘lizz%z1 + miz‘lizz + ql'211i2) — gsin(q;1) (Mg le; — myzq;2). (6-19)

Clanovi jednadzbe (6.2) dani su redom
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0L
P = —my1gleicos(qin) — Mi2gqi2c08(qi1)
qi1
oL =M 1201 + il + M0 0 + 0in L
Aa: - ittciqdi1 qi1l11 i24i24i1 qi1li2
qi1
iaL = My 1200 A+ Girlrr 4 MinGinGinGin - MioGioQio (i 4+ Min G2 b + Giq I
dt aqil ittciqdi1 qi1l11 i24i29i29i1 i24i29i29i1 i24i24i1 qi1li2
0L 2 )
EP = Mi2qi29i1 — Mi29sin(qi1)
qi2
L ,
EE = Mi19qi2,
d oL

(6.20)
(6.21)
(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

U skladu s jednadzbama (6.4), izrazi matrica podsustava sada je odredena sljedecim

vrijednostima:

mygla +mypqi, + Iy + 1, 0

M, = ,
l 0 mi;
C. = [ M;24i24i> mizqilin]
VS [ . T 0 ’
| —M;2q;142
9 = [m1le;gcos(qir) + mizqizgcos(qiq)
ol mizleigsin(q;) ’

Zj [—FinCOS(‘)(Qil - 3)] '

Prema tome, izraz (6.16) u skladu s tablicom 1. imat ¢e sljedece matrice:

=[]
e=[v <l
7=[g]
2=}

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

U dedukciji (6.4) moze se primijetiti da su svi ¢lanovi osim matrice € jednozna¢no odredeni.

Upravo tom cinjenicom je bilo potrebno definirati nova ograni¢enja na matricu, u vidu

(6.5)[17]. Takoder, za sada se zanemaruje utjecaj vektora poremecaja wr , pa vrijedi wy; =

Wi, = Wy = Wy, = 0. Sada, uz napomenu da je t vektor ulaza u sustav s poremecajem w i
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generaliziranim koordinatama g, sustav je dinamicki potpuno odreden, te je mogucée Euler-

Lagrangeovu formu prebaciti u prostor stanja.

6.3.  Prostor stanja
Uvodenjem vektora stanja x = [X1 Xz X3 X4 X5 Xg X7 Xgl:
q11

== [l ). 639

422
od jednadzbe globalne dinamike sustava dolazi se do jednadZzbe prostora stanja sustava oblika:
x =h(x,u,w) = f(x,u) + B,u + B,w
Tou=[W U]l =[w1 Wz Uy Up]T (6.35)
w-w=[w W]l =[wy; Wi wyy wy]T
gdje je h(x,u,w) = [h; h,]7, te vrijedi:

f“”ﬁﬁggﬂ:LMAWn+2+@+wr%y (6.36)

B[y B = 6

gdje je f(x) vektor dimenzija 8 x 1, B,, i B,, matrice dimenzija 8 x 4. Ako je do sada bilo
upitno, po ¢lanu f,(x) ocito ¢e sustav biti vrlo nelinearan, ¢ak i bez sprega 3, a zbog svojstva

1., odnosno izraza (6.5), bit ¢e 1 pasivan.

6.4. Linearizacija
Poznato je da je nelinearni sustav oblika x = f(x) moguce linearizirati oko fiksne tocke X,
koja predstavlja stanje ravnoteze, definirano s
x=1f(x)=0, (6.38)
sukladno odjeljku 2.1.1.. Razvojem u Taylorov red oko iste tocke:

2
x—ﬂ@—ﬂ)+—L2( _p 42

- g g LDME

20 Dx? = Dam f(x_f)n (6.39)
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gdje je generalno, za f(x) € R?*! gornja derivacija Jacobianova matrica:

df;(x) df;(x)
Df(x) | dx, dx,
"Dx  |df,(x) df,(x)[
dx, dx,

(6.40)

Linearizacija bi bila opravdana za sva stanja sustava gdje je veli¢éina Ax = x — X dovoljno
malen, odnosno stanja dovoljno blizu fiksnoj tocki. S tim u vidu, sve potencije te veli¢ine su
odgovarajuc¢e manji, te se po djelovanju u sumi mogu zanemariti. Takoder, prvi ¢lan sume po

definiciji fiksne tocke je 0, tako da od sume ostaje:

x =f(x) = e |- (x—%). (6.41)

dAx d
= (x— %) = % 6.42
pa se zakljucuje poznati izraz:
. dAx Df(x)
~ &t " hx (6.43)

Povratkom zadanom sustavu (6.36), (6.37), dedukcijom jednadzbe (6.43) pokazalo se da se
sustav moze priblizno prikazati lineariziranim modelom, oko ravnotezne tocke h(x,, u,, w,) =

0uz

dh,(x,u,w) dh;(x,u,w)

A _ Dh(xl u, W) _ dx1 dxz
B Dx ~ |dhy(x,u,w) dh,(x,u,w) (6.44)
dxl dx2 XeUe,We
Identi¢no se formiraju ulazi u sustav
dh, (e, u,w) dhy(x,u,w)
_ Dh(x,u,w) du, du,
““ pu |dhy(x,u,w)  dhy(x,u,w) ' (6.45)
dul duz XeUeWe
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dh; (x,u,w) dh;(x,u,w) (6.46)
_ Dh(x,u,w) dw, dw,
W Dw ~|dhy(x,u,w) dh,(x,u,w)
dw; dw, N

Dolazi se do lineariziranog modela sustava:

x=Ax+B,u+B,(x)w, (6.47)
za A € R8*8 B, € R®* B,, € R®“, koji sada podlijeze svim sredstvima regulacije.

Tablica 2. Parametri matematickog modela

miq 1kg
mi, 0.8 kg
lei 0.7m
Iy 1.5m
Iy 0.1 kgm?
Ii 0.6 kgm?
kg 10 N/m
g 9.81 kg

Za parametre prema tablici 2, jednadZzbama (6.37) i (6.38), pomo¢u MATLAB-ovog symbolic

toolboxa, kodom u odjeljku 8.2.3. u prilozima tako se dobiva:

0 0 0 0 1.0 0 0
0 0 0 0 010 0
0 0 0 0 00 10
a-| O 0 0 0 00 0 1
—0.0086 —4.4379 0 o 00 0 of
—9.8180 0.5664 —0.0266 —0.5279 0 0 0 0
0 0 0.0084 —44363 0 0 0 0
L 0.0315  —0.5334 —9.7599 0.4961 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
g —| O 0 0 0 g _| © 0 0 0
* 7105668 0 0 0 v |osee8 0 0 0
0 12500 O 0 0 12500 0 0
0 0 05666 0 0 0 05666 0
0 0 0 1.2500. 0 0 0  1.250
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6.5. Sinteza PID regulatora

Kako je naznaceno, sinteza PID regulatora provest ¢e se prema radu Pradhana i Ghosha [39]
kojim se sinteza regulatora svodi na stabilizaciju regulacijom stanja, augmentacijom sustava

sukladno slici 14., te se dobiva sustav u prostoru stanja

X1 _[A 077X7, [Bu B, 0
[5]_[—(; o][€]+[o]u+[o]w+[1]”’ (6.48)
y=[C 0O]x+D,+D,,
gdje je y, referentna konfiguracija sustava, ¢ = fot(r—y)dt, odnosno ¢ = —Cx + y,

derivacija ulaznog signala u integralni ¢lan, a ulazni signal

y

u=Kpy+Kpy+K<$=[Kp Kp K] [357

sukladno odjeljku 5.1.3.. Takoder, izrazi u izlazu, D, i D,, odgovaraju D,,, i D,,, iz odjeljka

—K [’g] - Kz, (6.49)

4.3.1., te je njima moguce prilagoditi karakteristike odziva, $to ¢e se posebno istaknuti u
odjeljku 6.5.2..

Uvrstavanje u optimizacijski problem (4.53) dobiva se blok matrica

K=[K, K, K], (6.50)

iz koje se konac¢no dobivaju pojacanja PID regulatora, izrazima :

—172.6557  14.6488 —0.0596 —0.0856
K, = 17.0972  —123.4919 —-0.2261 0.9239
—0.0719 —0.0732  —172.8624  14.6454
—0.2901 0.9282 169785 —123.3328
—27.7517  0.9283 —0.0193  —-0.0131
K, = 2.0471  —15.5153 —0.0242 0.0785

—-0.0193 -0.0110 -—27.7819 0.9242
—0.0289 0.0785 2.0387 —15.5014

540.7722 —9.4289 0.3002 0.2342
_110.1142 500.8311 0.3556 —0.4012
"1 0.2928 0.2293  541.3339 —9.4863

0.3322 —0.4095 10.2090 500.6214

Potpuno isto moglo se dobiti preko matrice S, sukladno jednadzbama (5.32), (5.33) i (5.34).

Matrica S u ovom je slucaju jedini¢na matrica 12 X 12

S =eye(12,12)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 78



Srecko Arandia-Kresic¢

Zavrsni rad

6.5.1.

Odzivi PID regulatora

Matlabovom funkcijom ode45 (odjeljak 8.2.5.u prilozima) dobivaju se odzivi za linearni i

nelinearni sustav, te se referentnu konfiguraciju postavilo sukladno vektoru

s T T
Vr = [@11r Gzr GQuar Q22 )" =["/3 1 /3 1],
a kao koeficijent ograni¢enja ulaznog signala faktor u2,,, = 50.
1.5 1.5
1F-TT T T T T T T T T - T
’ 0.5+ 0.5
0 : : : : : : : : - 0 : - : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.8 2
t t
1.5 1.5
Ll e i S L i
’ 051 05
00 0.‘2 0f4 0.‘8 OTB 1‘ 1‘.2 1?4 1.‘6 1?8 2 00 0‘,2 0?4 0?6 0.‘8 1 1f2 1.4 1.‘8 2
t t
Slika 18. Odziv lineariziranog sustava
1.5 1.5
5 N
0.5F 0.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.8 2
t t
15 15
e T e e Ll e i S S
0.5F 0.5F
0 L - s . . . - . . 0 L s s L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.8 2
t t
Slika 19. Odziv nelinearizirang podsustava
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Upravljacki signali prikazani su slikom 20..

30

ul1

20 [

-10 H

-20

-30

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
t

Slika 20. Upravljacki signali

6.5.2. Nemodelirano trenje

Ako je model sustava u prevelikoj mjeri idealiziran, moze se zahtijevati modeliranje odredenih
oblika nesigurnosti, $to je i podrobnije obradeno u 2. poglavlju. U sljede¢em koraku, pokusat
¢e se u model sustava unijeti utjecaj nemodeliranog statiCkog trenja, slicno prema [17].

Intuitivno, u vektore poremecaja unose se odabrani matemati¢ki modeli trenja:

Wi1 = a1X5 + by tanh(100 x5), (6.51)
Wia = AyXg + b, tanh(100 x), (6.52)
Wy = a3X; + by tanh(100 x), (6.53)
Wqy = auXxg + by tanh(100 xg), (6.54)

gdje je ocita standardna proporcionalnost trenja s varijablama koje odgovaraju brzini, a tanh odgovara
tangensu hiperboli¢cnom. Na slici 21. pokazana je usporedba odziva modela bez trenja s novim sustavom
sa statickim trenjem. Oc¢ito je da ¢e PID regulator vrlo dobro ,,odgovoriti“ na poremeéaj, usporedivsi

odzive s prijasnjima.
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T
T r T T T T T r T

bez trenja bez trenja

s trenjem s trenjem

' L L L L L
2 25 3 3.5 4 4.5 5

T T T
bez trenja
s trenjem

Slika 21. Odzivi nelinearnog sustava s trenjem i bez trenja

Prava je razlika o¢ita pogleda li se u upravljacke signale u slucaju s trenjem (slika 22.), te ih

se usporedi s onima na slici 20..

-30 1 ! I 1 1 ! I | 1

Slika 22. Upravljacki signali sustava s trenjem

6.5.3. Pseudo-decentralizirani PID regulator

Analiziraju¢i dobivena pojacanja, primjecuje se da su vrijednosti na dijagonali matrica
pojacanja znatno veci od ostalih ¢lanova matrice, $to navodi na, u nekoj mjeri, decentralizirano
upravljanje. Takvim pristupom, upravljanje jednim podsustavom bilo bi manje ovisno o

poremecajima drugog podsustava.

PodeSavanjem karakteristika Zeljenog izlaza, preko izraza
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y(@) = C,x(t) + Dyu(t) + D,w(t),

mogu se prilagoditi pojacanja regulatora na nacin da dijagonalne vrijednosti postanu jo$

dominantnije u odnosu na ostale ¢lanove.

Pri podeSavanju C, sukladno kodu u odjeljku 8.2.4. u prilozima, matrice pojacanja postaju

redom;
[—227.0922  4.8545 —0.1853 0.3806
K. —| 109439  -180.1418  0.4674 0.3535
P -0.1829 0.3906  —227.2645 4.8885 |’
0.4071 0.3584 10.9541  180.0869
[—50.5892  0.2278 —0.0099  0.0133
K.—| 05024 -37.7128  0.0312 0.0087
b —0.0099  0.0141 —50.6055 0.2286 |’
| 0.0294 0.0087 0.5042 —37.7117

488.3225 20.5193 0.1872 —0.2576
41754 4023621 -—0.7570 0.5454
0.1903 —0.2538 488.4518 20.4897
—0.7824 0.5505 4.0369 402.4337

KI=

Zanemarivanjem manjih ¢lanova, moguce je tako dobiti pseudo-decentralizirani sustav u
kojem signal slan jednom podsustavu prima vrlo slabu informaciju (odnosno nije pod

utjecajem) signala na drugom podsustavu.

Takvim PID regulatorom, gdje su dominantne dijagonalne vrijednosti gornjih pojacanja, daje
odzive prema slici 23.. Prema slici, sustav je usao u referentni polozaj uz minimalni prebacaj,

ali se zrtvovalo vrijeme odziva.

L L L L L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 15 2 2.5 3

Slika 23. Odziv sustava pseudo-decentraliziranog regulatora
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7. ZAKLJUCAK

U prvom poglavlju se razmatralo reguliranje sustava u kontekstu linearnih matri¢nih
nejednadzbi (LMN-a). SaZeto se proslo kroz povijesni presjek LMN-a u teoriji upravljanja, od
Ljapunova i Laur'ea, preko Popova i Willemsa do KYP leme. Definirala se kvadratna
stabilnost, postavile su se osnove za sintezu regulatora stanja i LMN-LQR stabilizaciju.
Pokazalo se kako se politopi¢nim diferencijalnim inkluzijama (PLDI) moglo na temelju LMN
optimizacije do¢i do robusnog regulatora stanja. U tre¢em poglavlju sazeto su se Citatelju
priblizili optimizacijski problemi, od linearnog programiranja (LP) bez ograniCenja, preko
ograniCenja jednakosti do ograniCenja nejednakosti, prosirivanjem Newtonove metode na
optimizaciju s afinim ograni¢enjima, te uvodenjem Interior-point metode, kao univerzalnog
alata za rjeSavanje problema konveksnog programiranja. SaZeto se objasnilo kako metoda
unutarnje tocke pomocu funkcije barijere dolazi do optimalnog rjeSenja. U Cetvrtom poglavlju
uveo se pojam normi, od vektorskih, induciranih, do normi na signale. U sklopu takvih uveo
se pojam beskonac¢ne ili H,, norme prijenosne funkcije, kao maksimalnog £, pojacanja
prijenosne funkcije po svim frekvencijama. Pokazalo se da je postojanje globalnog optimuma
pod LMN ograni¢enjima kod H,, regulatora bilo dostatno za ucinkovito pronalaZenje rjeSenja
iterativnim numeri¢kim alatima. Na intuitivan i relativno jednostavan na¢in mogu se dodati
nove uvjetovanosti na zakone upravljanja, primjerice ogranic¢enje ulaznog signala, $to rezultira
sazetom Sintezom upravljanja. Na vise je primjera ukazano na lako¢u uvjetovanja stabilnosti
matri¢nim nejednadzbama, odnosno postizanje stabilnosti npr. LQR ili H,, metodama preko
LMN-a, i to za regulatore stanja. U 5. poglavlju prosirilo se prethodno razradene modele,
objasnilo se pomocu vise primjera iz literaturi kako je sintezu PID regulatora moguce svesti na
optimizacijski problem ogranicen LMN-ima. Na posljetku, u 6. poglavlju primjerom se doslo,
na modelu izvedenom Euler-Lagrangeovim jednadzama gibanja, do pojac¢anja PID regulatora
prema H,, kriteriju optimalnosti, i to LMN pristupom. PID regulatorom uspjesno se sustav
dovelo u Zeljenu konfiguraciju. Naknadno se u model sustava unijelo nemodelirano staticko
trenje. Pokazalo se da regulator jako dobro odgovara na takav oblik poremecaja, te su razlike
u odzivu minimalne. Upravljacki signali u istoj simulaciji pokazuju gotovo periodi¢ne signale

nakon odredenog prijelaznog razdoblja (= 2s). Posljednjim naporom pokusalo se iznjedriti
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pseudo-decentralizirani regulator, kojim se prebacaj svelo ,,na minimum® uz pogorSavanje

vremena odziva.

Sljedeci korak u analizi robusnog upravljanja bio bi pronaci takve parametre poremecaja w;;,
odnosno intervale koeficijenata a; i b; iz odjeljka 6.5.2., kojima bi £, pojacanje sustava i dalje
bilo u granicama suboptimalnog y, sto je u biti inverzni problem robusnog optimalnog
upravljanja. U tom kontekstu postoje i brojne metode kojima bi se koeficijenti odredili
direktno. Primjerice, takav oblik nesigurnosti mogao bi se odrediti modeliranjem sustava u
LPV (eng. Linear parameterically varying) formulaciju (vidi npr. [1], poglavlje 9.1).
Nesigurnosti bi se mogle modelirati i kao aktivne ¢lanove sustava u vidu tzv. LFT (Linear
fractional transformation) reprezentacija (vidi [20], poglavlje 10.), gdje bi povratnom vezom
djelovale na objekt upravljanja.

Jo$ jedna od moguéih razmatranja bila bi u kontekstu teorije igara, gdje bi se sustav predstavilo
kao tzv. diferencijalnu igru vise ,,igra¢a“ i poremecaja, u kojoj igraci ili ulazi nastoje smanjiti,
a poremecaji uvecati odredenu funkciju cilja, npr. oblika LQR kvadratne funkcije, te se nastoji

pronaci worst-case nesigurnost. Takve moguénosti ostavljaju su za budu¢a razmatranja.
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8. PRILOZI

8.1. Matematicke formulacije
Prilog 1. Srodni skup, srodna kombinacija
Skup A je afin ili srodan ako se svaka tocka x,
x=ax;+(1—-a)x, €A, a€R, x;, x, EA,

nalazi u skupu x € A, odnosno ako skup sadrzi sve tocke pravca odredenog s x; i x5, gdje su

X1 1 x, bilo koje toc¢ke skupa A.
Srodna ili afina kombinacija tocaka x, x5, ..., X, jé tocka koja zadovoljava
X =ax1+ ...+ xpa,, a+...ta, =1, a €R.

Prema gornjim definicijama, srodni skup A obuhvaca sve srodne kombinacije tocaka x € A

[3].
Prilog 2. Konveksni skup, konveksna kombinacija, konveksna ljuska
Skup A je konveksan ako svaki x, takav da vrijedi
x=ax;+(1—-—a)x,,a €[0,1],

pripada skupu A, x € A, za bilo koje dvije tocke x; 1 x, skupa A.
Konveksna kombinacija toc¢ka x4, x5, ..., X, je toCka

n

X = z ax; = X1+ ...+ xpa,, a1+ ... +a, =1,a; € [0,1].
i=1

Konveksnom skupu A je svaka konveksna kombinacija x to¢aka x4, x5, ..., X, € A U skupu A.
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Konveksna ljuska (conv(S) skupa S je skup koji obuhvaca sve konveksne kombinacije skupa
S. Cesto se definira konveksna ljuska skupa S koji nije konveksan, pri ¢emu izlazni skup S’ =

conv(S) mora biti konveksan. To¢nije S’ je tada najmanji konveksni skup koji obuhvaca S [3].

Prilog 3. Konveksna funkcija
Konveksna funkcija je funkcija koja zadovoljava sljedeca svojstva:

1) Skup S = dom(f) predstavlja konveksan skup ,

) Vx,x €S, flax; +(1—a)xy) < af(x) + (1 —a)f(x),0<a<1.
Znacenje ii) je da pravac y odreden s bilo koje dvije to¢ke f(x;), i f(x,) zasvaki x €
[x1, x,] bude vedi ili jednak od funkcije f(x)[3].

Prilog 4. Konus
Konus je skup K vrijednosti x takav da vrijedi

K = {X|ax1 +ﬁx2}'

gdje je vrh (eng. apex) konusa odreden s « = 8 = 0. Kombinacijama koeficijenata « i 8
odredene su sve toc¢ke skupa izmedu ,linija* x; | x,. Ovaj rad podrazumijeva da se radi o
pravom konusu, odnosno vrijedi da je skup: 1) konveksan, sukladno prilogu 2., 2) solidan (eng.
solid) §to znaci da nije prazan tj. ima unutrasnjost (eng. interior), 3) zatvoren (eng. closed), sto
zna¢i da mu je komplementarni skup {x|x € K} otvoren tj. ne sadrZi svoju granicu (definiranu

s{x| (x+ €) & K Ve}), te 4) ispupcene (eng. pointed), odnosno ne posjeduje pravac [3].

Prilog 5. Pozitivno (semi)definitna funkcija i matrica

Za simetri¢nu Hermitsku matricu A € C™" vrijedi da je pozitivno definitna ako i samo ak
vrijedi:

z*Az>0,z+ 0,

z’Az>0,z=0,
za z € R™. Pozitivno definitna, realna funkcija f(z) definira se sukladno pozitivno definitnim

matricama,

f(z)=2"Az>0,z+#0,
f(z)=2"Az>0,z=0,
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za sve tocke z € dom(f (Z)) i simetri¢ne, realne, pozitivno definitne matrice AER™™. Pri

tome se moze pokazati da istovjetno vrijedi:
eig(A) > 0.
Dokaz je trivijalan.

Az=12z,
zTAz=2"2z=Az|, >0,
A>0.

Pozitivna semidefinitnost definirana je nestriktnom nejednakosti:

zZTAz>0,
f(x)=2z"Az=>0,
eig(A) = 0,

Matrica A je negativno (semi)definitna ako i samo ako je matrica —A pozitivno (semi)definitna.

Prilog 6. Kontinuirana funkcija
Kontinuirana funkcija f (x) je funkcija f: S — S’ koja ispunjava implikaciju:

Vx, f(x) = 3f(x + &), 0
gdje je x € dom(f), te se podrazumijeva dom(f) = conv(dom(f)). Istovjetno, funkcija je

kontinuirana u c ako je odreden limes

VX, }Ci_r;ré(f(x)) = f(c), 0
Sto implicira da limes postoji, te da ¢ € dom(f (x)) postoji. U kontekstu Ljapunove funkcije,

kontinuiranost podrazumijeva i postojanje derivacije u svakoj to¢ki domene dom(V (x)).
Prilog 7. (Jedinstveni) globalni minimum

Lokalni minimum x,, je najmanja vrijednost funkcije f(x) u susjedstvu (eng. neighborhood)

tog minimuma, odnosno

f(xo) < f(x) Vx|llx — xoll <&,
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gdje je & udaljenost ruba susjedstva od minimuma. Ako je funkcija f(x) konveksna,
dom(f(x)) =6, i postoji lokalni minimum u to¢ki x, € &, za dovoljno male vrijednosti a,
vrijedi:
flxo) < fF((A—a)xg + ax) < (1 — a)f(xo) + af (x), 0
odnosno raspisivanjem
0 < a(f(x) - f(x0)), 0
iz Cega se zakljucuje:

f(x) = f(xo). 0
Zamjeni li se nejednakost sa striktnom, f(x,) postaje minimum u cijeloj domeni &, odnosno

globalni minimum.
Prilog 8. Eksponencijalna stabilnost

Prema [17], ravnotezna tocCka sustava x = f(x) je eksponencijalno stabilna ako postoje

konstante a i B takve da vrijedi
Ix (Ol < allx(ty)ll e ALt

Izraz predstavlja gornju granicu opcenite norme sustava. OCito, ta se granica eksponencijalno

smanjuje kako t odmice, $to za normu trajektorije sugerira tlim llx(t)|| = 0.
Prilog 9. Izvod LMN-a (4.52) za semidefinitno programiranje

Zasustav (4,B,,B,,,C,,D,,, D,,) oblika (4.42), ubacivanjem u derivaciju Ljapunove
funkcije (4.30), dobiva se

VvV = x"Px+x"Px = (Ax + B,u + B,w)"Px + x"P(Ax + B,u + B,w)
= xTA"Px + u"BTPx + w"BT Px + x"PAx + x"PB,u + x"PB ,w .
Ubacivanjem u = Kx dobiva se

ATP + PA+ PB,K + K"TBTP PB,

V= [T wT] [x w].
BT P

1z uvjeta (4.27) vrijedi

Fakultet strojarstva i brodogradnje 88



Srecko Arandia-Kresic¢ Zavrsni rad

ATP + PA+ PB,K + K"TBTP PB,

[x w]' <vy?wlw—2zTz
BLP 0

a=[xT wT]
Uvrstavanjem z = C,x + D, Kx + D,,w u gornji izraz, te prebacivanjem na jednu stranu
vrijedi izraz

a—v*wTw +xTcTC,x + xTC'D,,w + x"C'D,,Kx + w'DY,C,x + w'DT,D,, w
+w™D?, D, Kx+x"K"DY,C,x + x"K"DY,,D,,w
+x"K"DY,D,,Kx <0,

odnosno

b wTlkle wiT = wrl [ 2 wi <o, (P91)

L, = ATP+PA+ PBTK + K"BTP + cTC, + C'D, K + K"DY,C, + K"D",D, K,

L,= PB,+C'D,,+K'DT,D,,,
L,,=BYpP+D? c,+DI, D,K,

Ly, = _yzl + Dngzw-
Kako iz (P91) mora vrijediti L < 0, matrica L,; je viSestruko bilinearna, pa se polazi za

,linearizacijom®. Prvo se uvodi supstitucija F = KP~! = KY, iz koje je K = FY ™1, te vrijedi

L,=ATY 1 +Y 1A+ Y 'B,FY ' + Y 'FTBTY ! + CTC, + C'D,,FY!
+Y-'FTDT,C, + Y'FTDT, D, FY .

Mnozenjem L lijeve i desne strane s Y, prema

[Y 0] [L11 L12] [Y 0]=[YL11Y YL12]_ M, Mlz]
0 IllLy; LyJl0 1 Ly Y Ly, '

a M21 M22

dobiva se
M,, =YAT + AY + B,F + F'BT +YCclc,y +YC'D,,F + F'TDT C,Y + FTDT D, F,
M,,=YL,=YPB,+YC!D,, +YK'D! D,,,
M,, = L,,Y =BT PY + D! c,Y + DT, D, KY,

M22 = _VZI + DgWDzw-

Na osnovu uvedene supstitucije, od M,, i M,, dobiva se
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M,,=B,+YC'D,, +F'DY,D,,,
M,, = BT+DT ,C,Y+D?, D, F .
Sada na se na uvjet M < 0 primjeni Schur komplement iz odjeljka 2.1.4.,
AY +YAT +B,F+F'BT B, YC'+F'DT,
BT, -y D?, <0.

C,Y + D, F D,, ~1

Medutim, ni takav izraz nije linearan, jer je y jedna od optimizacijskih varijabli. Stoga se uvodi
nova supstitucija, Y = 1/y Y, F= 1/y F. Takvo skaliranje dopusteno je jer uvjet pozitivne

definitnsti P € S, nije ugrozen. Time se dobiva

1 1

[; (AY +YAT + B,F + F'TBT) B, ” (Yer + FTDgu)]
b = | B}, —y? DY, <0.

l —(C' Y+ D,,F) D,, o | J
Posljednjim korakom, obostranim mnozenjem prema

Ly o o] [y 0 o
0 ! 0 |b| O ! 0 [0
VY VY S

dobiva se LMN (4.51):

AY + YAT + B,F + F'BT B, YC,”+F'DT,
B?/'v -y Dgw <0,
c,Y+ D, F D,, —yI
iz koje je pojacanje K = FY™1,

Prilog 10. Konvergencija i Cauchyev niz

Metri¢ni prostor definiran je skupom X i metrikom d(x,y) = |x — y|. Niz x,, u metri¢nom

prostoru X (X, d) konvergira u x ako

lim d(x,x,) =0.
n—-oo
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Cauchyev niz je svaki niz u kojem je moguce za proizvoljni € > 0 pronaci prirodni broj n iza

kojeg je razlika bilo koja 2 ¢lana x; i x; manjaod &,

dneN3n<ijj= d(xj,xl-)<e.

Za prostore kojima je metrika definirana normom kaze se da su normirani prostori.
Prilog 11. Potpuni prostor

Potpuni prostor je takav prostor u kojem svaki Cauchyev niz konvergira u bilo koju vrijednost

u tom prostoru.

Drugim rije¢ima, potpuni prostor je prostor u kojem je uvjet niza da bude Cauchyev dovoljan

za konvergenciju tog niza.
Prilog 12. Skalarni produkt

Skalarni produkt (u kompleksnom prostoru) je funkcija s: x, y — (x, y), za dva vektora x, y.

Pri tome vrijede sljedece tvrdnje:

i) (x,x) jerealaniveciod O,
i) (x,x)je0akoisamoako x =0,
iii) funkcijay — (x,y) iz X u C je linearna,
V) (x,y) = (y,x), gdje je Zz odgovara kompleksnom
konjugiranju.

Za takav skalarni produkt vrijedi poznata norma ||x||, = +/{x, x) .
Prilog 13. Disipativni sustav
Disipativni sustav ulaza u(t) i izlaza y(t) je sustav opisan funkcijom pohranjene energije (eng.
storage function) V(x) > 0 za koju vrijedi
t
V(x(®) < V(x(0) + f w(u(®), y(0)dt,
0
gdje je w(u(o), y(¢)) tzv. supply rate funkcija, i to za sve moguce trajektorije sustava, pocetne

uvjete x(0) i sve t > 0. Intuitivnije,

V(x(®) - V(x(0)) < f w(u(®),y(0)dt,
0
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Drugim rije¢ima, ako sustavu donosimo energiju, pohranjena energija ¢e se manje povecati no
Sto se unijelo u sustav. Takoder, ako se iz sustava iznosi energija, w(u(t),y(t)) postaje
negativan, $to znaci da ¢e se pohranjena energija sustava smanjiti viSe nego $to se energije

iznijelo. U odnosu na vanjskog promatrac¢a, moze se dakle reci da sustav ,,apsorbira“ energiju.

Prilog 14. Pasivni sustav

Pasivni sustav ulaza u(t) i izlaza y(t) je sustav za koji vrijedi za vVt > 0.

t
f}’(t)Tu(t)dTZ g,
0

Za sve funkcije u(+), gdje je konstanta § € R. Kako definicija pasivnosti mora zadovoljiti i za
ulaze u(t) = 0, zakljucuje se da je § < 0. Dodatno, ako postoje konstante § > 0 i € > 0 takve

da vrijedi

t

t t
j yT(®u(t)dt = B + 8f ul (Du(t)dt + s] y(©)Ty(t)dt,
0 0 0

sustav se naziva ulaz strogo pasivan (eng. input strictly passive - ISP) za 6 > 0,e = 0, izlaz
strogo pasivan (eng. output strictly passive - OSP) zae > 0,8 = 0, i very strictly passive (VSP)
zad>0ie>0.

Moze se pokazati ([35]) da za pasivni sustav s funkcijom pohranjene energije V (t) zadovoljava

t
[ y©uwd=ve-vo,
0
odnosno V(t) < V(0) zau(s) = 0, te da promjena funkcije po vremenu zadovoljava

Ve <y@®©Tu® -d@®),
gdje d(t) = 0 predstavlja disipiranu energiju. Gornjim izrazima jasno je da ¢e pasivni sustavi
biti disipativni. Pasivnost sustava, prema tome, odreduje da njegova pohranjena energija nikada
nije veéa od energije koja je usla u sustav. Za u(t) = 0, sljedi V(x) < 0, §to znaci da sustav
gubi pohranjenu energiju po trajektoriji, odnosno da je stabilan. Intuicija nagovjestava blisku
vezu pohranjene energije i Ljapunove funkcije poopcene energije V (x). Za funkciju s(u,y) =

u”y uvazen je naziv supply rate funkcija.
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Prilog 15. Bounded-real i Positive-real prijenosna funkcija

Bounded-real (BR) prijenosna funkcija je prijenosna funkcija analiti¢na u Re(G(s)) > 0, za koju
vrijedi ||G(s)|l < 1, 0odnosno G(s)*G(s) < I [35].

Positive-real (PR) prijenosna funkcija je prijenosna funkcija bez polova u Re(G(s)) > 0, koja

je realna za Vs|(s > 0,s € R), te za koju vrijedi [35].

G(s)+G(s)*=0

Moze se pokazati da PR prijenosne funkcije pasivne, odnosno disipiraju energiju.
Prilog 16. Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) lema

Za linearni sustav u minimalnoj formi u prostoru stanja (4, B, C, D), prijenosna funkcija oblika
C(sI—A)™'B + D je PR prema prilogu 18. ako i samo ako postoje matrice P € S%, L €

R™™ W € R™ ™ takve da zadovoljavaju sustav jednadzbi

PA+A™P =-LLT,
PB-C" =-LW,
D+DT =w'w.
Za isti sustav moze se pokazati (vidi [35]), za kvadratnu Ljapunovu funkciju koja je ujedno i

funkcija pohranjene energije, te za P, L i W koji zadovoljava KYP lemu, da vrijedi

t t
j ul (D)y(1)ds = V(x(t)) — V(x(O)) - %f x(ATP + PA)xds,vt > 0,
0 0

gdje je V(x(0)) pocetna energija, fot uT(t)y(r)ds ulazom dopremljena energija, a
%fotx(ATP + PA)xds disipiranu energija. Prema definiciji KYP leme, sustav (4, B, C, D) je

PR, odnosno pasivan, pa ispunjava uvjete u prilogu 17. Sukladno prilogu, dobiva se

t
f x(ATP + PA)xds < 0,
0

(ATP+PA) <0,
Sto govori da pozitivni faktor disipacije energije iz priloga 16. istovjetan ispunjavanju

Ljapunovog uvijet stabilnosti.
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8.2.  Algoritam poglavlja 6.

8.2.1. Parametri

%% PARAMETRI
% mase
mll = 1
m21 = 1
ml2 = 0.
m22 = 0

% inercije

I11 = 0.1;
I21 = 0.1;
I12 = 0.6;
122 = 0.6;
% krakovi tezista
lcl = 0.7;
1lc2 = 0.7;

% krutost opruge

ks = 10.0;
% udaljenost oslonaca
10 = 1.5;

o

% akceleracija gravitacijskog polja
grav = 9.81;

8.2.2. Nelinearni sustav

%% NELINEARNI SUSTAV
% simbolicke varijable

syms gll gl2 g21 g22 dgll dgl2 dg2l dg22 ddgll ddgl2 ddg2l ddg22
syms taull taul2 tau2l tau22 wll wl2 w2l w22

syms x1 x2
syms ull ul2 u2l u22

% generalizirane koordinate prvog podsustava
ql = [qll;gl2];

dgl = [dgll;dgl2];

ddgl = [ddgll;ddgl2];

% generalizirane koordinate drugog podsustava
2 = [q21;922]);

dg2 = [dg2l;dg22];

ddg2 = [ddg2l;ddg22];

Q

o

% ulaz podsustava

taul = [taull;taul2]; % robot 1
tau2 = [tau2l;tau22]; % robot 2
% poremeca]j podsustava
wl = [wll;wl2]; % robot 1
w2 = [w21;w22]; % robot 2

% matrice prvog podsustava

Ml = [mll*1cl”2+ml12*gl272+I11+I12 0;0 ml2];

Cl [m12*dgl2*gl2 ml2*dgll*qgl2;-ml12*dgll*qgl2 0];

gl [mll*1lcl*grav*cos (gll)+ml2*grav*qgl2*cos(gll) ;ml2*grav*sin(gll)];

% matrice drugog podsustava
M2 = [m21*1c272+m22*g22"°2+I121+122 0;0 m22];

C2 = [m22*dg22*9g22 m22*dg21*g22;-m22*dg21*g22 0] ;

g2 = [m2l1*lc2*grav*cos (g2l)+m22*grav*g22*cos (g2l);m22*grav*sin(qg21)];

% elasticni spreg

1s = ((10+g22*sin(g2l)-gl2*cos(gll)) "2+ (gl2*cos(gll)-g22*cos(g2l))"2)~(1/2);
F = (l-exp(-ks*(1s-10)))/ (1+exp (-ks* (1s-10)));
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beta = atan((gl2*cos(gll)-g22*cos(g2l))/(10-gl2*sin(gll)-g22*sin(g21l)));

z1 = [0; (-1)"1*F*gl2*cos (gl2-beta)];
z2 [0; (-1)"2*F*g22*cos (g22-beta) ];

)

% generalizirane koordinate sustava
q = [ql;q2];
dg = [dql;dq2];

o

ulaz sustava
u = [taul;tau2];

poremecalj sustava
w = [wl;w2];

matrice sustava

M = blkdiag (M1, M2);
C = blkdiag(Cl, C2);
g = lglig2];
z = [z1;2z2];

% prostor stanja
syms x1 x2

syms ull ul2 u2l u22
x1l = [ql; g2];

x2 = [dql; dg2];

x = [x1l; x2];

fx = [x2;-M"(-1)* (C*x2+g+z)];
Bl = [zeros(4,4);M"(-1)]1;
B2 = [zeros(4,4);M"(-1)]1;

hx = fx + Bl*u + B2*w;

8.2.3. Linearni sustav

%% LINEARIZACIJA
global A Bu Bw

% broj varijabli stanja
n = 8;

% broj ulaza

m = 4;
% broj poremecaja
md = 4;

A = jacobian (hx, x);
Bu = jacobian(hx, u);
jacobian (hx, w);

w
=
I

% pronalazenje nultocki
var_s = [x.'" u.' w.'];
rjl = vpasolve (hx, var_s);

% matrice prostora stanja

A = subs(a, {qll, gl2, 921 g22, dgll, dgl2, dg2l dg22, taull, taul2, tau2l, tau22, wll, wl2,
w21, w22}, {rjl.qll, rjl.ql2, rjl.g2l, rjl.qg22, rjl.dqll, rjl.dql2, rjl.dg2l, rjl.dg22,
rjl.taull, rjl.taul2, rjl.tau2l, rjl.tau22, rjl.wll, rjl.wl2, rjl.w2l, rjl.w22});

Bu = subs(B1l, {qll, gl2, 921, 922, dqll, dqgl2, dg2l, dg22}, {rjl.gll, rjl.glz2, rjl.g2l,
rjl.g22, rjl.dqll, rjl.dqgl2, rjl.dqg2l, rjl.dg22});

Bw = subs (B2, {gll, gl2, g2l1, 922, dgll, dgl2, dg2l, dg22}, {rjl.gll, rjl.qgl2, rjl.g2l,
rjl.qg22, rjl.dgll, rjl.dgl2, rjl.dg2l, rjl.dg22});

A = eval (A);
Bu = eval (Bu);
Bw = eval (Bw);
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8.2.4. Odredivanje pojacanja

%% POJACANJE REGULATORA STANJA moment

% augmentacija sustava

A = [A zeros(8,4); -C zeros(4,4)];

Bw = [Bw; zeros(4,4)];

Bu = [Bu; zeros(4,4)];

Cz = sgrt(diag([l1 1 1 1 1 10 10 10 100000 100000 100000 1000001)); % dec

%Cz = sqgrt(diag([[10 10 10 10 100 100 100 100 100000 100000 100000 10000011)); %$ps-dec

Dzu = l*eye(12,4);
Dzw = l*eye(12,4);

YALMIP SeDuMi varijable
= sdpvar (12,12);

ama = sdpvar(l,1);

= sdpvar (4,12);

Qo

% ogranicenje ulaznog signala
u max = diag([50 50 50 50]);

o

% lema ogranicene realnosti LMN

LMN = [A *Y+Y*A '+Bu *F+F'*Bu ' Bw_ Y*Cz'+F'*Dzu';
Bw_ ' -gama*eye (4,4) Dzw';
Cz*Y+Dzu*F Dzw —-gama*eye(1l2,12)] <= 0;

LMN = [LMN,Y>=0];

o

5 ogranicenje ulaznog signala LMN
LMN = [LMN, [Y F';F u max]>=0];

o

% SDP rjesenije
optimize (LMN, gama)

% 1spis rjesenja

F double (F) ;
Y = double (Y);
Ks = -value (F)*inv (value(Y));

o

% PID pojacanja
Kp = Ks(:,1:4);
Kd = Ks(:,5:8);
Ki = Ks(:,9:12);

8.2.5. Odzivi

%% FUNKCIJA NELINEARNOG SUSTAVA

% definiranje funkcije
function dx = nelinearni (t,x)

global xlref x2ref x3ref xd4ref Kp Kd Ki

dx = zeros (12, 1);
% definiranje gresaka
xlerr = xlref - x(1);
x2err = x2ref - x(2);
x3err = x3ref - x(3);
xderr = xdref - x(4)

’

o

5 ulaz u objekt upravljanja
u = Kp*x(1l:4) + Kd*x(5:8) + Ki*x(9:12);
ull = u(l);

ul2 = u(2);
u2l = u(3);
u22 = u(4);
wll = 0;
wl2 = 0;
w2l = 0;
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w22 =

)

0;

’

% ODE45 supstitucija

x1=x (1) ;x2=x(2) ;x3=x(3) ; x4=x(4) ;
x5=x(5) ; x6=x(6) ; x7=x(7) ; x8=x(8) ;

dx (1)
dx (2)
dx (3)
dx (4)

dx (5)

(8*x5*x6*x2)/5))/(80*x272 + 119) + (100*wll)/(80*x2"2 + 119);
2 + (5*ul2)/4 + (5*wl2)/4 - (981l*sin(x

dx (6)

x(5);
x(6);
x(7);
x(8);

(100*ull) / (80*x272 + 119) - (100* ((6867*cos(x1)) /1000 + (981l*x2*cos(xl)) /125 +

x2*x5"

1)) /100 -

(5*x2*cos (x2 + atan((x2*cos (x1)

- x4*cos (x3))/ (x2*sin(x1l) + x4*sin(x3) - 3/2)))*(exp(l5 - 10* ((x2*cos (x1l) - x4*cos(x3))"2 +

(x4*sin (x3) -
(x4*sin (x3) -
(100*u21)/(80*x472 + 119) - (100* ((6867*cos(x3)) /1000 + (981*x4*cos(x3))/125 +

dx (7)

(8*x7*x8%*x4)/5))/(80*x4"2 + 119) + (100*w21)/(80*x4"2 + 119);

x2*cos (x1) + 3/2)72)7(1/2)) - 1))/ (4*exp (15 - 10* ((x2*cos (xl) - xd*cos(x3))"2 +

x2*cos (x1) + 3/2)72)"(1/2)) + 4);

dx (8)= x4*x7"2 + (5*u22)/4 + (5*w22)/4 - (981*sin(x3))/100 +
x4*cos (x3)) /(x2*sin(x1l) + x4*sin(x3) - 3/2)))*(exp(1l5 - 10* ((x2*cos(x1l) - x4*cos(x3))"2 +

(x4*sin (x3) -
(x4*sin (x3) -

dx (9)
dx (10)
dx (11)
dx (12)

xlerr;

(5*x4*cos (x4 + atan((x2*cos(xl) -

x2*cos (x1) + 3/2)72)7~(1/2)) - 1))/ (4*exp (15 - 10* ((x2*cos(x1l) - x4*cos(x3))"2 +

x2*cos (x1) + 3/2)72)~(1/2)) + 4);

x2err;
x3err;
xderr;

%% FUNKCIJA LINEARNOG SUSTAVA

)

function dx =

% definiranje funkcije

linearni (t, x)

global xlref x2ref x3ref x4ref A Bu Bw Kp Kd Ki

dx = zeros (12,

% definiranije
xlerr =

x2err =

x3err

xderr =

xlref
x2ref
x3ref
x4ref

u = Kp*x(1l:4)

poremecaj

1);

gresaka
- x(1);
- x(2);
- x(3);
- x(4);

% ulaz u objekt upravljanja

+ Kd*x(5:8) + Ki*x(9:12);

w = 0*[1;1;1;1];

+ A(6,4)*x(4)

+ A(8,4)*x(4)

% ODE45 supstitucija

dx (1) = x(5);

dx (2) = x(6);

dx (3) = x(7);

dx (4) = x(8);

dx(5) = A(5,1)*x (1) + A(5,2)*x(2) + Bu(5,1)*u(l);
dx (6) = A(6,1)*x(1) + A(6,2)*x(2) + A(6,3)*x(3)
dx (7) = A(7,3)*x(3) + A(7,4)*x(4) + Bu(7,3)*u(3);
dx (8) = A(8,1)*x(1l) + A(8,2)*x(2) + A(8,3)*x(3)
dx (9) = xlerr;

dx (10) = x2err;

dx (11) = x3err;

dx (12) = xderr;

%% ODZIVI

global xlref x2ref x3ref x4ref A BU BW

o

xlref
x2ref
x3ref
x4ref

pi/3;
1.0;
pi/3;
1.0;

> referentna konfiguracija

+ Bu(6,2)*u(2);

+ Bu(8,4)*u(4);
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5 rjesavanje diferencijalnih jednadzbi

[T, X] = oded45(Q@linearni, [0:1e-3:2], zeros(1l,12));
$[T, X] = oded5(@nelinearni, [0:1e-3:2], zeros(1l,12));
% iscrtavanije rjesenja diferencijalnih jednadzbi
figure (1)

subplot (211)

plot (T, X(:,1), T, xlref*ones(size(T)), 'k--")
xlabel('t"), ylabel('q {11}")

ylim ([0 1.571);

subplot (212)

plot (T, X(:,2), T, x2ref*ones(size(T)), 'k--")
xlabel ('t"), ylabel('g {12}")

ylim ([0 1.571);

figure (2)

subplot (211)

plot (T, X(:,3), T, x3ref*ones(size(T)), 'k--")
xlabel ('t'), ylabel('g {21}")

ylim ([0 1.57]);

subplot (212)

plot (T, X(:,4), T, x4ref*ones(size(T)), 'k--")
xlabel ('t'), ylabel('g {22}")

ylim ([0 1.571);

usig = zeros (4, 2001);
for i=1:2001

usig(:,1) = Kp*(X(i,1:4))"+Kd*(X(1i,5:8)) "+Ki*(X(i,9:12))"
end

figure (3)

plot (T, usig(l,:)','b', T, usig(2,:)','r', T, usig(3,:)','g',T, usig(4,:)','k',T,
zeros (2001,1),'--m")

legend ('ul','u2','u3','ud');

xlabel ('t")
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