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SAZETAK

U radu su analizirani i diskutirani rezultati dobiveni pojednostavljenim diskretnim modelom jedne
¢elije aktivnog metamaterijala. Pretpostavljena je celija aktivnog metamaterijala geometrije
pogodne za 3D ispis jednostavnim uredajem: cijev pravokutnog poprecnog presjeka koja je
naizmjence isprekidana dvostrukim membranama. Izvedene su jednadZzbe gibanja i odgovarajuce
prijenosne funkcije za diskretni linearni dinamicki model za cijev s dva para membrana i dva
aktuatora pretpostavljajuci da se dinamika svake od membrana i pravokutnih akustickih Supljina
izmedu njih moze aproksimirati njihovim prvom formom vibriranja tj. sustavom masa-opruga za
membranu, a opruga-prigusivac za akusticku Supljinu. Tako dobiveni model s ¢etiri stupnja slobode
je analiziran i diskutiran obzirom na stabilnost para povratnih veza koriste¢i Routh-Hurwitzov
kriterij stabilnosti. Odredeni su parametri pasivnog sustava koji jamce stabilnost aktivnog sustava
s dvije povratne veze. Nadalje, za stabilne sustave je pokazan i kvantificiran gubitak akusti¢ke
reciproc¢nosti u Sirokom spektru frekvencija usporeduju¢i odgovarajuce parove od ukupno 16
izvedenih prijenosnih funkcija izmedu sila i brzina vibriranja svake od Cetiriju masa u diskretnom
mehani¢kom sustavu. Zato se ocekuje da bi i rezultati dobiveni simulacijama na sustavu s
distribuiranim parametrima, kao i1 eksperimentalno dobiveni rezultati, potvrdili znacajan gubitak

akusticke recipro¢nosti.

Kljuéne rije¢i: Zvuk, Vibracije, Akusticki metamaterijali, Aktivni akusticki metamaterijali,

Automatska regulacija zvuka i vibracija
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SUMMARY

In this thesis results obtained by a simplified discrete model of a single cell of an active
metamaterial are analysed and discussed. The active metamaterial cell of geometry suitable for 3D
printing with a simple device is assumed: a tube of rectangular cross-section periodically
intermitted by a number of double membranes. Equations of motion and the corresponding transfer
functions for the discrete linear dynamic model for a tube with two double membranes and two
actuators are derived, assuming that the dynamics of each of the membranes and rectangular
acoustic cavities between them can be approximated by their first vibration mode only, i.e. by a
mass-spring system for the membrane and a spring-damper system for the acoustic cavity. The
obtained four DOF (degree of freedom) model is analysed and discussed with respect to the stability
of the feedback loop using the Routh-Hurwitz stability criterion. Parameters of the passive system
which guarantee the stability of the active system when the two feedback loops are closed have
been determined. Furthermore, for stable systems, a loss of acoustic reciprocity in a wide range of
frequencies is shown. The reciprocity loss is quantified by comparing the corresponding pairs of a
total of 16 derived transfer functions between forces and vibration velocities of each of the four
masses in the discrete mechanical system. Therefore, it is expected that the future results obtained
by simulations on an active vibroacoustic system with distributed parameters, as well as

experimentally obtained results, would confirm a significant loss of acoustic reciprocity.

Key words: Sound, Vibration, Acoustic Metamaterials, Active Acoustic Metamaterials, Active

Control of Sound and Vibration.
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1. UvOD

Akusticki metamaterijali (AMM) uzbudljivo su i rapidno rastu¢e podrucje fizikalne
akustike unutar kojeg se ve¢ dulje od 15 godina istrazuju i proucavaju egzoti¢ni valni fenomeni.
Manipulacija nac¢inom Sirenja valova je inZenjerski izazov relevantan jo$ od pocetka modernih
civilizacija kad su rani znanstvenici koristili le¢e izradene od pravilno oblikovanih komada stakla
za fokusiranje, savijanje ili uvecavanje slika koje prenosi svjetlost [1]. Medutim, manipuliranje
ponaSanjem valova materijalima koji se lako nalaze u prirodi dolazi s nekoliko bitnih ograniéenja.
Naime, iako u nacelu zakoni fizike omogucavaju ekstremne valne funkcionalnosti poput
prikrivanja (engl. cloaking [2], tj. prikrivanje predmeta od akusticke detekcije) ili fokusiranja na
izrazito malo valne duljine (engl. subwavelenght focusing [3], tj. stvaranje zariSta manjeg od
granica difrakcije), nijedan prirodni materijal ne daje odgovarajuce vrijednosti konstitutivnih
parametara potrebnih za postizanje ovakvih uc¢inaka. Tome je tako zbog toga Sto prirodni materijali

pokrivaju samo mali dio fizikalno dopu$tenog prostora parametara materijala.

U posljednjih 15-tak godina razvoj metamaterijala ponudio je do sada neviden razvoj tehnika
za kontroliranje Sirenja valova, bili oni elektromagnetske ili mehanic¢ke prirode. Metamaterijali
(MM) su racionalno dizajnirani kompoziti sastavljeni od mezoskopskih rezonantnih ukljucaka
smjestenih u matricu metamaterijala, a sve skupa smjesteno u akusti¢ki medij. Ti ,,meta-atomi* su
manji od ili usporedivi s valnom duljinom u akustickom mediju te kolektivno, tj. makroskopski
postizu Zeljeno svojstvo, §to ¢esto (ali ne i uvijek) moze biti opisano efektivnim makroskopskim
parametrima materijala. Takve umjetne strukture otvorile su put prema ostvarivanju korisnih
funkcionalnosti za manipuliranje valova valovima, gdje te funkcionalnosti mogu biti prividno u
nesuglasju sa zakonima difrakcije kao npr. akusti¢ko prikrivanje, odnosno sprjecavanje akusticke

detekcije predmeta.

Metamaterijal je dakle bilo koji materijal s pazljivo dizajniranom geometrijskom strukturom
takvom da rezultira svojstvom koje se ne nalazi u prirodnim monolitnim materijalima ili standardno
koriStenim kompozitima. Mogu se izraditi od sklopova viSestrukih elemenata izradenih od
kompozitnih materijala, metala ili plastike. Metamaterijali su obi¢no sastavljeni od ponavljajucih

uzoraka, i obi¢no u omjerima manjim od valnih duljina fenomena na koje utje¢u. Metamaterijali

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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dobivaju svoja svojstva ne iz svojstava osnovnih materijala, ve¢ iz geometrije novo dizajniranih

struktura.

Njihov precizan oblik, geometrija, veli¢ina, orijentacija i raspored daju im pozeljna svojstva
kojima se moze manipulirati elektromagnetskim valovima blokiranjem, apsorbiranjem,
pojacavanjem ili savijanjem kako bi se postigle prednosti U 0odnosu na ono §to je moguce s
uobi¢ajenim materijalima.

B
Negative mass-density Ordinary Materials

Density near zero

b | a \/ .
*I}oublezero . b

d| c

Side holes Membrane
Q
e - ¥, of ¢ §
22|
2
a
Double Negative Negative bulk modulus

Slika 1. Akusti¢ki metamaterijali s ekstremnim konstitutivnim parametrima

Na Slici 1. su prikazani akusticki metamaterijali s ekstremnim konstitutivnim parametrima.
U prvom kvadrantu (a) su prikazani obi¢ni materijali koji se nalaze u prirodi jer obi¢no imaju
pozitivnu gusto¢u p i modul elasticnosti B. Drugi kvadrant (b) prikazuje realizaciju ,single-
negative” akustickog metamaterijala koji pokazuje negativnu efektivhu gusto¢u mase. Takav
metamaterijal moZe biti izgraden od rezonatora (meta-atoma) izradenih od metalnih sfera,
obloZenih mekim slojem silikonske gume. Tre¢i kvadrant (c) prikazuje 1D akusti¢ki metamaterijal
koji ima negativni modul elasti¢nosti, sastavljen od usmjerivaca valova, u ¢ijim su zidovima
smjesteni Helmholtzovi rezonatori. Cetvrti kvadrant (d) prikazuje dvostruko negativne AMM-e:

akusticki usmjerivaci valova popunjeni i sa strukturnim rezonatorima membrane (5to dovodi do

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2



Daniel Krivaci¢ Zavrsni rad

negativne efektivne gustoce) i s Helmholtzovim rezonatorima (odgovornim za negativni modul

elasti¢nosti).

U prirodnim medijima parametri p i B, koji oznacavaju gustocu i modul elasti¢nosti, mogu
poprimati samo pozitivne vrijednosti (Slika 1.a, prvi kvadrant). Nasuprot tome, AMM-i mogu se
izraditi i prilagoditi na takav na¢in da pokazuju proizvoljne efektivne konstitutivne parametre,
nudeci ekstremni raspon ne samo pozitivnih vrijednosti (poput vrlo velikih ili vrlo malih), ve¢ i
negativnih vrijednosti. Upravo to omogucéuje AMM-ima podrsku razli¢itih fizi¢kih fenomena koji

se mogu koristiti za kontrolu $irenja zvuka na nevidene nacine.

1.1. Aktivni akusticki metamaterijali

U vrlo Sirokom smislu, sve aktivhe AMM-¢ moguce je podijeliti u dvije kategorije ovisno
o0 tome daje li neki vanjski ¢imbenik energiju valu ili ne: (i) ne-Hermittianski AMM-i koji ukljuéuju
akusticko pojacanje i (ii) izvana moderirani AMM-i, koji omoguéuju ili posebno svojstvo od

interesa ili moguc¢nost rekonfiguriranja, ali bez razmjene energije s valom.

1.1.1. Ne-Hermittianski akusti¢ki metamaterijali

Ne-Hermittianski metamaterijali posjeduju efektivne parametre sa znacajno pozitivnim
imaginarnim dijelovima, §to znaci da je u materijalu prisutno aktivno pojacanje ili aktivna
atenuacija i da takav materijal moze jako izmijeniti nadin Sirenja valova. Ovakve vrste
metamaterijala nude viSe slobode u dizajnu novih funkcionalnosti, iskoriStavanjem interakcije
izmedu atenuacije, pojacanja i sprezanja pojedinih rezonantnih efekata. Cesto se oslanjaju na
akusticko pojacanje. Ucinkoviti mehanizmi za dobivanje akustickog pojac¢anja su upotreba
elektroakusti¢kih krugova, spajanje zvuka s hidrodinami¢kim nestabilnostima ili termo-akusticki
efekti.

Na Slici 2. su prikazani neki ne-Hermittianski metamaterijali. Pod (a) je prikazan 1D
akusti¢ki metamaterijali Cija se efektivna svojstva kontroliraju pomocéu vanjskog napona
primijenjenog na piezoelektricne membrane. Slika pod (b) prikazuje akusticki PT (engl. parity
time) simetri¢ni sustav od 2 sustava dijafragmi. Citav sustav je napravljen i ugoden tako da
omogucuje jednosmjernu nevidljivost. Akusti¢ki PT simetriéni sustav (C) postignut je pomoc¢u

pizoelektri¢nih poluvodi¢a koji omogucuju jednosmjernu potisnutu refleksiju. Akustiéni PT

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3



Daniel Krivacié¢ Zavrsni rad

simetricni meta-atom (d), koji se sastoji od para zvucnika spojenih na elektricne krugove,
demonstrira mogucnost jednosmjernog akusti¢kog prikrivanja. Pod (e) je prikazana optimizacija
udaljenosti izmedu elemenata pojacanja i atenuacije u PT simetri¢cnom sustavu $to omogucava §iru
kontrolu pristupa optimalnim tockama uvodenjem dodatnog stupnja slobode. Pod (f) je prikazan
ne-Hermittianski akusticki metamaterijal koji podrzava tlaéne valove stalnih amplituda unatoc¢
prisutnosti Hermittianskog poremecaja. Aktivna akusticka metapovrSina (g) napravljena je od
kruznih elastiénih membrana koje su ispunjene malim magnetnim diskovima, a koristi se za

kontrolu je¢nih zvuénih polja.

-

18 2 22 2.4 130 132 134 136 138 140

d Eq(kV/m)

Slika 2. Ne-Hermittianski akusti¢ki metamaterijali

1.1.2. lzvana moderirani aktivni AMM-i

Reciprocitet je temeljno, ali ne uvijek i poZeljno svojstvo Sirenja valova: kad se izvor stavi

u to¢ku A, detektirano polje u tocki B ima istu magnitudu i fazu kao $to bi imalo i u toc¢ki A ako bi
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izvor bio postavljen u tocki B. Za razliku od elektromagnetskih valova, gdje se mogu Koristiti
konvencionalni feromagnetski materijali za induciranje nerecipro¢nih efekata u mikrovalnom
podrucju, akusti¢ki nereciprocitet nije lako posti¢i buduci da zvuéni valovi u zraku ne stupaju u
interakciju s magnetskim poljima. Dakle, pristupi suzbijanju akusti¢ke recipro¢nosti zvuka
uglavnom su se oslanjali na nelinearne efekte koji su, nazalost, popraceni nezeljenim znacajkama
kao Sto su glomazne strukture, velika potrosnja energije i velika izobli¢enost signala. Medutim,
izvana modeririani aktivni AMM-i mogu suzbiti efekt reciprociteta iskoriStavajuéi spregu
strukturne matrice metamaterijala s prstenastim uklju¢inama ispunjenim rotiraju¢im fluidom, gdje
brzina rotacije fluida u ukljuc¢inama predstavlja ,,polugu® za vanjsko moderiranje svojstava
metamaterijala. Naime, brzina rotacije fluida zbog Coriolisovog efekta rezultira podjelom energije
vibracija na parove degeneriranih kontrarotiraju¢ih formi vibriranja prstenaste Supljine ispunjene
fluidom. Time nastaje znacajan gubitak recipro¢nosti zbog interferencije degeneriranih formi

vibriranja.
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2. AKTIVNI AKUSTICKI METAMATERIJALI S NE-KOLOCIRANIM
SENZORIMA | AKTUATORIMA

U okviru ovog rada istrazit ¢e se aktivni akusticki metamaterijal s ne-kolociranim parovima senzora
i aktuatora kojima se uspostavlja vise neovisnih povratnih veza po brzini vibracija. Metamaterijal
je zamisljen kao ponavljajuca struktura koja se sastoji od vise jednakih ¢elija koje se mogu sastaviti
u jednu metamaterijalnu prepreku (Slika 3). Svojstvo koje se Zeli posti¢i ovakvom konfiguracijom,

a koje se inace ne nalazi kod prirodnih materijala je gubitak akusti¢ke reciprocnosti.

v

NN

Slika 3. Struktura aktivne éelije akustickog metamaterijala za nereciproénu kontrolu prijenosa zvuka

Ako se povratna veza po brzini vibracija primijeni u nekoj konstrukciji pomoc¢u senzora i
aktuatora bez kolokacije, u nekim je slu¢ajevima moguce postici stabilne regulacijske petlje unato¢
tomu $to nema kolokacije izmedu senzora i aktuatora. Kolociranjem senzora i aktuatora se inace
postize garantirana stabilnost regulacijskog sustava. Zato pasivna konstrukcija prije kontrole mora
zadovoljiti odredene kriterije da bi se ipak postigla stabilnost sustava [1]. U tom sluc¢aju, raspored
senzora i aktuatora bez kolokacije stvorit ¢e dijagonalno asimetriénu matricu prigusenja.. Ta
asimetrija u matrici prigusenja aktivne konstrukcije bi mogla biti osnova je za gubitak akusticke
recipro¢nosti u slucaju da konstrukcija provodi zvuk.

Shema jedne celije predvidene strukture aktivnog akusticnog metamaterijala prikazana je
na Slici 2. Sama ¢elija je cijev pravokutnog presjeka, ispunjena akustickim medijem, u kojem su

periodi¢no rasporedena po dvije membrane. Aktuator djeluje na obje membrane, no s jednim
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aktuatorom upotrebljava se samo jedan senzor brzine. S takvim rasporedom, moglo bi biti moguce

pojacati ucinak gubitka reciprociteta i povecéati ucinkovitost automatske regulacije transmisije

zvuka ponavljanjem aktivne membrane uzduzZ cijevi u nizu.

L D\ ke

e

Slika 4. 2D Shema jedne celije aktivnog AMM s rasporedom senzora i aktuatora

senzor brzine

aktuator

Slika 5. Presjek 3D sheme jedne ¢elije aktivnog AMM s rasporedom senzora i aktuatora
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3. MATEMATICKI MODEL

Vibroakusticko ponaSanje aktivne ¢elije AMM-a analizirat ¢e se pomo¢u modela s diskretnim
parametrima jedne celije u kojem ¢e se forme vibriranja visSeg reda za ovu strukturu zanemariti
tako da se jedna celija aktivnog AMM prikaze kao mehanicki spregnuti diskretni sustav masa,
opruga, prigusivaca i idealiziranih parova aktuatora/senzora [Slika 4]. U tom se slucaju pretpostavlja
da je stjenka cijevi idealno kruta te da se svaka membrana moze aproksimirati plocom pravokutnog
poprecnog presjeka s jednostavno oslonjenim rubovima, gdje se dinamika te plo¢e pojednostavljuje
tako da se u obzir uzima samo njena prva forma vibriranja. Nadalje, dinamika akusticke Supljine
takoder se pojednostavljuje tako da se uzima u obzir samo njena nulta (0,0,0) forma vibriranja t;.
uniformni porast/pad akustickog tlaka unutar cijele Supljine. U tom slucaju jedna akusticka Supljina
se dade reprezentirati unutar modela s diskretnim parametrima jednom oprugom odgovarajuce
Krutosti, a jedna membrana sustavom masa-opruga.

Na Slici 3 xi(t) predstavlja odziv pojedine mase gdje je i = 1,2,3,4, Fi(t) predstavlja silu koja
djeluje na pojedinu masu gdje je i = 1,2,3,4, kai2 predstavlja krutost zraka (krute: susjedne bliske
membrane), kaz1 predstavlja krutost zraka (mekane: susjedne udaljene membrane), cai2 predstavlja
koeficijent prigusenja, ki i k2 predstavljaju modalnu krutost membrana, mi1 i m2 predstavljaju
modalnu masu membrana, f predstavlja silu aktuatora, dok v predstavlja brzinu vibriranja
membrane u tocki prihvata aktuatora, mjerenu senzorom brzine. Koeficijent prigusenja Cai2 U

najvecoj mjeri odgovara prigusenju koje u sustav donosi aktuator.

Prva forma vibriranja lijevo pozicionirane plo¢e se aproksimira masom mz1 i oprugom krutosti
k1. Analogno, prva forma vibriranja desno pozicionirane plo¢e se aproksimira masom mz i oprugom
krutosti k2. Zanemaruju se vise forme vibriranja manje akusticke Supljine te se u modelu
diskretnog parametra aproksimira oprugom krutosti kai2. Takoder se zanemaruju vise forme
vibriranja vece akusti¢ke Supljine i aproksimira se oprugom krutosti Kaz1. Pretpostavka je da ¢e se
koristiti elektromagnetski aktuator koji izmedu magneta i zavojnice zbog potrebe za jakim
elektromagnetskim poljem ima vrlo malu zra¢nost, pa strujanje zraka izmedu magneta i zavojnice
izaziva dosta veliko prigusenje. Modalna priguSenja vezana uz prve forme vibriranja obiju ploca
su zanemariva u odnosu na prigusenje aktuatora sile. Model diskretnog parametra mehanickog
sustava sastoji se od dviju masa, mase mi spojene oprugom za ¢vrstu podlogu i mase mz spojene

sa oprugom kz za ¢vrstu podlogu. Prigusivac se nalazi na strani povratne veze izmedu masa mz i
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m2. Izmedu masa m1 i m2 se nalaze opruge ka1 te kaz1 prema Slika 4. Mase mi1 i mz2 pobudene su

regulacijskom silom aktuatora.

i F}(f)

v
f—gv - T i - T _LF4(!)
J x2(f) ) J % x4(F)
i J [ﬁm: Fan2
) m1

_LF;(:) ks

sz(r)

o

T-\'1(0

k1

Slika 6. Model diskretnog parametra jedne Celije aktivne AMM strukture

Zakon povratne veze moZze se napisati kao veza izmedu regulacijske sile aktuatora i brzine
mjerene senzorom

f =—-0x%, Q)
Jednadzbe gibanja su
m15<1 + chalz + X1(k1 + kalz) - Xz (Ca12 + g) - kalZXZ = Fl(t) (2)
mzxz + Xz (Calz + g) +X, (kz + kaZl + kalz) - X1Ca12 - ka12X1 - ka21x3 = Fz (t) (3)
leS + XSCalZ + X3(k1 + ka21 + kalz) - X4 (Ca12 + g) - ka12X4 - kaZlXZ = Fs (t) (4)
m, 5('4 + X4 (Ca12 + g) +X, (kz + kalz) - X3Ca12 - ka12 X3 = F4 (t) ®)

JednadZbe gibanja (2) - (5) mogu se napisati u matri¢nom obliku
MX+Cx+Kx=F (6)

gdje je M matrica masa, C matrica priguSenja, K matrica krutosti, x(t),x(t),%(t) su vektori

pomaka, brzine i akceleracije te F(t) je vektor pobude. Te matrice dane su kao
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m 0 0 0
Mo| @ m 0 0 .
1o 0 m O ()
0 0 0 m,
Caz  Ca2—9 0 0
C-= “Caz Cant 9 0 0 (8)
0 0 Car —Ca2 =Y
0 0 “Caz  Cup 0
kl + kalZ _kalz 0 0
K = _kalZ kz + kalZ + kaZl _ka21 0 (9)
0 _ka21 k1 + ka12 + ka21 _kalz
0 0 _kalz kz + kalz
X, (t) F. ()
X = XZ (t) ’ F — l:2 (t) (10’ 11)
X, (t) F,(t)
X, (t) F, (1)

Moze se primijetiti da je zbog pojac¢anja g matrica krutosti C asimetri¢na. Pretpostavlja se

jednostavna harmonijska uzbuda i odziv stacionarnog stanja u obliku

F(t)= Felot, x(t)=xe™ (12, 13)
JednadZba (6) se prema tome moze napisati kao
S(jo)x(jw) =F(jw) (14)
gdje S(jw) predstavlja matricu dinamicke krutosti oblika
(15)

S(jw) =-o’M + joC +K
Rjesenje jednadzbe (14) moze se dobiti mnozenjem obiju strana jednadzbe s lijeve strane inverzom

matrice S(jw)
X(jo) =S (jo)F(jo) (16)

10

Fakultet strojarstva i brodogradnje



Daniel Krivaci¢ Zavrsni rad

Deriviranjem jednadzbe (16) mogu se dobiti trazene brzine
X(jw)=Y(jo)F(jo) (17

gdje je x(jo) = jox(jow) vektor brzine vibriranja, a Y (jo) = joS™(j®) matrica koja satinjava 16
frekvencijskih prijenosnih funkcija izmedu brzina i sila. Daljnji zapis ¢e se izvoditi u Laplaceovoj

domeni pomocu supstitucije

S=jw (18)
Elementi matrice Y su
Yl,l Yl,Z Yl,3 Yl 4
Y — Y2,1 Y2,2 Y2,3 YZ 4
Yoo Yao Yaz Y, (19)
Y4,1 Y4,2 Y4,3 Y4 4

gdje je Y11 prijenosna funkcija sustava brzine prve mase m: kao posljedica sile koja djeluje na prvu
masu mz, Y12 prijenosna funkcija sustava brzine prve mase m1 kao posljedica sile koja djeluje na
prvu masu mz, Y13 prijenosna funkcija sustava brzine prve mase mi: kao posljedica sile koja djeluje
na drugu masu m itd. Ako je i = j, onda se frekvencijska prijenosna funkcija zove ,,driving point
mobility*, a ako nije, onda se zove ,,transfer mobility“. Kasnije ¢e nam od velikog interesa biti

prijenosne funkcije Y14 i Y41 kao i Y231 Ys2tako da ¢e se u kasnijem poglavlju samo one promatrati.
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4. BEZDIMENZIJSKI PARAMETRI | KARAKTERISTICNE
JEDNADZBE

Bezdimenzijski parametri

Budu¢i da u radu imamo dosta parametara s razli¢itim mjernim jedinicama te zbog lakSeg
proracuna, koristit ¢e Se odnosi tih parametara, tj. bezdimenzijski parametri. Svi bezdimenzijski

parametri su definirani kao pozitivne velicine.

_ QalZ i
a= ) (20)
Q,Y
ﬂ:[aj @)
QaZl i
{2
m2
p=—= (23)
1
_ CalZ
( 2 mk; (24)
_9
i - Ca12 (25)
w
oy (26)

U jednadzbama (20) - (26) a, f i o predstavljaju kvadratne omjere prirodnih frekvencija, #
predstavlja omjer prigusenja Cai2 i kriti¢nog prigusenja, A predstavlja omjer pojacanja g i prigusenja
Ca12, L predstavlja omjer masa mi i mz. Svi bezdimenzijski parametri, kao i njihovi elementi, su

pozitivni. Navedene vlastite frekvencije u prethodnim jednadZzbama se mogu zapisati kao

kl
Q= \/%1 (27)

Q, = |— (28)
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ka

Q= —mlzz (29)
ka

Q. = m221 (30)

Svaka prijenosna funkcija u bezdimenzijskom obliku Y;; dobiva se koriste¢i supstitucije od
(20) - (30), a veza izmedu bezdimenzijske i njene pripadne dimenzijske prijenosne funkcije dana
je izrazom (31) tako da se prijenosna funkcija u dimenzijskom obliku Y; ; pomnoZi s masom my i
frekvencijom Q1

Y, (S)=mQY, (s),ij=1..4 (31)
gdje se S uvodi kasnije u izrazu (32). Pretpostavlja se da su masa mz i frekvencija Qi konstantne

vrijednosti te se mogu koristiti za prikaz svih prijenosnih funkcija u prikladnom bezdimenzijskom
obliku.

Karakteristicne jednadzbe

Karakteristi¢na jednadzba sustava je nazivnik bilo koje od prijenosnih funkcija. Malo boljim
pogledom se zakljucilo da se karakteristi¢na jednadzba 8. reda moze prikazati kao umnozak dvaju

polinoma 4. reda.

Za daljnji proracun su se pojedinac¢no analizirali oba polinoma 4. reda te se koristila sljedeca

supstitucija

S=jQ (32)

D =D,D, (33)
D,(S)=S"u+(2nu+2n(A+1))S°+((B+a) i’ +(B+a+5+1)u)S’
+(2n(5+(2+2) B) u+2n(2+1))S +((28+ ) a+ BS) 2 +(Bra+S)u 3
D,(S) =S"u+(2nnu+2n(A+1))S° +(pla+(a+5+1) 1) S*
+(2n6u+2n(A+1))S+asu’ +(a+8)u (35)
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gdje D1 oznacava prvi polinom 4. reda, a D2 drugi polinom 4. reda. Navedeni polinomi ¢e se u

sljede¢em poglavlju detaljnije razmatrati.

Tako se prijenosne funkcije koje ¢emo kasnije promatrati u bezdimenzijskom obliku mogu
prikazati kao

Y :&
14 D (36)
gdje je N,, =S5 u(27(A+1)S + ua)
Y :M
D (37)
gdje je N,, =S(2Sn+ua) su
Y =k
"D (38)

gdje je
(S4y+277(,u+/1+1)53+,u((a+5),u+ﬂ+a—|—l)82

e +2((B+(A+1)8) u+ 2+1)7S +(((ﬁ+5)a+ﬁ5)y+ﬂ+a)yJS(zn(“1)S +ua)

D (39)
(a+8)S*+(B+8)a+ps)u’
gdje je N,, =S(2Sn+ua) [S4+283n+((x+ﬂ+1)82

’ +2(B+(A+1)5)nS +,3+aJ'u+ZSn(S +1)(/1+1)
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5. STABILNOST SUSTAVA

Routh-Hurwitzov Kriterij stabilnosti

Analiza stabilnosti sustava ¢e se provesti po Routh-Hurwitzovom kriteriju stabilnosti.

Recimo da imamo karakteristi¢ni polinom sustava oblika

a,B"+aB""+a,B"*+..+a _B+a =0 (40)

Routh-Hurwitzov kriterij stabilnosti je jedna od metoda kojom se moze dokazati da svi
korijeni karakteristi¢ne jednadZzbe imaju negativne realne dijelove [2] i time diskutirati stabilnost

sustava bez rjeSavanja same jednadZbe.

Korijeni jednadzbe (40) se mogu lako izracunati ako je n = 2 i ¢ak u slucajevima dok je
n = 3. U drugim sluc¢ajevima rjeSavanje navedene jednadzbe predstavlja veliki problem. Norveski
matematicar Niels Henrik Abel je dokazao teorem prema kojemu se algebarska jednadZba reda
n = 5 ne moze rijesiti koristeci Cetiri opée aritmeticke operacije, tj. za polinom 5. reda i viSe nije
moguce pronaci analiticke izraze za korijene polinoma.

NuZan uvjet stabilnosti ¢e biti zadovoljen ako su svi koeficijenti veéi od nule (ai> 0). Routh-
Hurwitzov kriterij stabilnosti nam je vaZan zbog toga 5to je pomoc¢u njega mogucée izraziti korijene
polinoma analiti¢ki samo do maksimuma polinoma 4. reda. Budu¢i da je karakteristi¢ni polinom
(33) 8. reda, ali se da prikazati kao umnozak dvaju polinoma 4. reda, korijeni jednog od tih dvaju
polinoma su cetiri od ukupno osam korijena polinoma 8. reda, a Cetiri korijena drugog polinoma
su preostala Cetiri korijena polinoma 8. reda. Kako bi svih osam korijena polinoma 8. reda imali
negativni realni dio moraju korijeni polinoma D1 i D2 imati negativan realni dio tako da nam to
uvjetno omogucava da koristimo Routh-Hurwitzov kriterij stabilnosti za polinom 8. reda. Kako bi
korijeni polinoma 8. reda svi imali negativni realni dio, korijeni dvaju polinoma 4. reda moraju
istovremeno imati zadovoljene uvjete za negativni realni dio. Analogno prethodno navedenom,

provesti ¢e se analiza stabilnosti pojedinac¢no za D1 i za Da.
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5.1. Karakteristi¢ni polinom D,

Hurwitzova matrica se piSe tako da se na glavnoj dijagonali nalaze koeficijenti a1, az, ...,
an. Prvi stupac sadrZi koeficijente ¢iji su indeksi neparni (ai, as, ...). U svakom redu, gledano s
lijeva na desno, indeks sljedeceg koeficijenta je za 1 manji od njegovog prethodnika. Svi ostali
koeficijenti ai s indeksima ve¢ima od n ili manjima od O zamijenjeni su sa nulama. Rezultat je

matrica oblika

a a 0 O

Lo|a a0

10 a a a (41)
0 0 0 a

Budu¢i da imamo matricu Hi, moguce je odrediti svih 4 determinanti matrice. Svi korijeni
jednadzbe (40) ¢e imati negativne realne dijelove ako i samo ako su sve determinantne Hurwitzove

matrice pozitivne.

Koeficijenti su kako slijedi

= H (42)
a, =2nu+2n(A+1) (43)
a,=(a+8)+(a+p+5+1)u (44)
a,=(20nu+2n)A+2pnu+4Snu+2n (45)
a, =(ap+2a8+pS )’ +(a+p+0)u (46)
Sada se mogu izracunati determinante
Hy=a=Al+A (47)
gdje je A, =2n(u+1), A =213,
8 8
H,= =AA
12 ‘ag a, AL+ A, (48)
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gdje je A, =2((a+5) i’ +(1+2a) u+f+a+8)nu, A=2au+a+p+5)un,

G
a,
a

= AL+ AL+ A, (49)

LD o

H13 =

o & o
QD

3

gdje je A, =4772((ﬂ—1)2 +(202+2)5° —Z(ﬂ—l)(,u—l)é'),uz,
A :4n2((ﬂ2 +3)5% +(u-1)(pa+a-2p+2)5-(B-1)(na+a-pB+1)) 1,
A =47 (% +a(u-1)5-a(B-1)) 1,

Hy =[H,|= AA*+ AL+ A, (50)
gdje je A =4(5* +a(u-1)5-a(p-1)) i’ (1+(B+20) u) S + upa+p+a)n’
A =4((1 +3)0° +(u-1)(pa+a-24+2)5-(f-1)(na+a-p+1))u°
((l+(,8+2a),u)5+,uﬂa+ﬂ+a)772
A, =4((24 +2)68° ~(-B+1)(B-1)+(u-1)(-28+2)5) 4°
((l+(ﬂ+2a),u)5+,uﬂa+ﬁ+a)772

Moze se pokazati da je His4 proporcionalna His s koeficijentom proporcionalnosti L1
L =u(upa+2adu+péu+a+p+96) (51)

Zbog te ¢injenice H14 nece se gledati pri sljede¢im razmatranjima.
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5.2. Karakteristi¢ni polinom D>

Hurwitzova matrica za karakteristicnu jednadzbu D2 ¢e se napisati analogno prema

pravilima navedenima u Poglavlju 5.1. Rezultat je matrica oblika

d, d, 0 0]

b _|% d d O

*10 d, d, d, (52)
0 0 0 d,]

Uz pomo¢ matrice H2 moguce je odrediti svih 4 determinanti matrice. Koeficijenti su kako slijedi

d, =2nu+2n(A+1) (54)
d, =p’a+(a+p+1)u (59)
d,=2fnu+2ni+2n (56)
d, =afu’+(a+p)u (57)
Sada se mogu izracunati determinante
H, =H; =d, =Al+A (58)

gdje je Ay =2n(u+1), A =27 buduéi da je identican determinanti Hax,

sz =

d, d,
d =A A+ A, (59)

d3

2

gdie je A, =2u((u+1) @+ u+ B0, A, =2u((u+1)a+ B,

iy

d, d, 0
H23 = da dz d1 = '6‘14/12 + '6‘13/1 + A12
0 d, d,

(60)

4
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gdie je A, =44 (-1)(-B+1)n*, Ay =—4u (f-1)(~B+L+(u+D)a)r.
Ay =-4u’ (B-1)an’,

H24 :|H2|:A1712+A16ﬂ“+A15 (61)
gdje je A, :—4/,13(—ﬂ+1)(ﬂ—1)((,ua+1)ﬂ+a)772,

Ao =41 (- +1+(u+1)a)(f-1)((ua+1) f+a)n’A,
A, =-4ufa(B-1)((na+1) B+a)n’A.

Takoder se i kod ove karakteristicne jednadzbe moze pokazati da je Hz4 proporcionalna Hazs s

koeficijentom proporcionalnosti L2
L, =u(upa+a+p) (62)

Zbog te ¢injenice Hz4 se takoder nece gledati pri sljede¢im razmatranjima.
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5.3.

Bezdimenzijski parametri pasivnog sustava za postizanje stabilnosti aktivnog

sustava

Kao $to je prije spomenuto, svi bezdimenzijski parametri kao i njihovi elementi su pozitivni.
S tom ¢injenicom, i ¢injenicom da sve determinante dvaju polinoma D1 i D2 moraju biti
pozitivne kako bi se zadovoljio Routh-Hurwitzov kriterij, analiziramo koje vrijednosti

bezdimenzijskih parametara zadovoljavaju te uvjete.

Analiziranjem determinanti te grupiranjem njihovih ¢lanova po parametru 4 zakljucuje se
da su determinante Hii1, Hi2, H21, H22 pravci koji svi sijeku apscisu na njenom negativhom
dijelu i imaju pozitivan nagib. Time se dokazuje da su svi imaju pozitivne vrijednosti za 1 > 0.
Za determinante Hais, H2s se dokazalo, prema jednadzbama (49) i (60), da su parabole koje su
ovisne o0 5 bezdimenzijskih parametara. Glavni cilj je dobiti parametre tako da aktivni sustav
bude stabilan. Time se zakljucuje da Zelimo da oblik parabola bude konkavan kako ne bi bilo
granice koli¢ini pojacanja koju je moguce upotrijebiti. Zbog toga su se primarno gledali
koeficijenti uz /2. Analizom koeficijenata As i A14 doslo se do zaklju¢ka da bezdimenzijski
parametar £ mora biti manji od jedan (f < 1), a da bezdimenzijski parameter x mora biti veci
od jedan (u > 1). To bi fizikalno znacilo da prva membrana mora imati vlastitu frekvenciju
veéu od vlastite frekvencije druge membrane i, S druge strane, da modalna masa druge
membrane mora biti ve¢a od modalne mase prve membrane. Uz sve te spoznaje, nacrtan je graf

koji pokazuje ovisnost promatranih determinanti od bezdimenzijskom pojacanju A

Determinante H ..

Bezdimenzijsko pojacanje A

Slika 7. Ovisnost determinanti Hij (navedeni u tesktu) o bezdimenzijskom poja¢anju A
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gdje ljubicasta, narancasta i svjetloplava linija prikazuju determinante Hii, Hi2, H21, H22, a
zelena i zuta linija prikazuju determinante His, Hzs. Vrijednosti bezdimenzijskih parametara

koriStene za crtanje grafa dane su u sljedecoj tablici

Tablica 1. Vrijednosti bezdimenzijskih parametara

a p n n 0
3 0.1 2 0.05 1

Nultocke parabola se nalaze na negativnom dijelu osi apscisa (crveni kruziéi) te je time
dokazano da za pozitivne vrijednosti bezdimenzijskog pojacanja A ona ima pozitivne
vrijednosti. U slucaju da se sjecista parabola i pravaca nalaze na pozitivnom dijelu osi apscisa
to ne bi bilo fizikalno, tj. za 1 = 0 bi imali nestabilan sustav, a A = 0 je pasivan sustav i kao

takav ne moze biti nestabilan.

Time je dokazano da su za izabrane vrijednosti bezdimenzijskih parametara za proucavane

determinante pozitivne te time sustav zadovoljava Routh-Hurwitzov kriterij stabilnosti.
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6. PERFORMANSE

U ovom poglavlju se promatraju bezdimenzijske prijenosne funkcije (36) - (39). Prijenosne
funkcije Y,, i Y, se prikazuju kako bi se pokazao intenzitet gubitka reciprociteta izmedu dva
para membrana, a prijenosne funkcije Y., i Y,, za pokazivanje intenziteta gubitka reciprociteta

izmedu jednog para membrana. Vrijednosti bezdimenzijskih parametara koriStene za crtanje

grafova su navedene u Tablici 1.

60 T T T T T

T 40 .
=
-
=
< 201
B3
=
=
= 0p
E
g
2,
= L
& 20
2
g
< 40
_60 | | | | | | |
0.5 | 1.5 2 25 3 35 4

Bezdimenzijski parametar frekvencije {2

Slika 8. Amplitude prijenosnih funkcija Y, , i Y,, za 1= 0 izraZene u decibelima
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Wy

ol

,H< 60 T T T

- —T|41T4]za)\:0
2 —T,7ar=25

T 40 — Y, mA=25

1 | 1
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 L)
Bezdimenzijski parametar frekvencije 2

—60 | 1

Amplitude prijenosnih funkcija T14 i '1'4l za A

Slika 9. Amplitude prijenosnih funkcija Y, , i Y,; za,=0izai#0 izraZene u decibelima

Na Slici 8 je prikazan graf amplitude prijenosnih funkcija Y,, i Y,, za slu¢aj dok je pojacanje 1

jednako nuli. Prema toj slici se vidi da prijenosne funkcije imaju cetiri vrha (engl. peak) Sto
dokazuje ¢injenicu da sustav ima Cetiri stupnja slobode gibanja i prema tome ima Cetiri razlicite
rezonancije. Na grafu se vidi samo jedna krivulja zato Sto su prijenosne funkcije u slucaju da je
A = 0 jednake Sto je poznato kao princip reciprociteta. Slika 9 prikazuje opet grafove amplituda

prijenosnih funkcija Y,, i Y,,, ali je uzet i slucaj da je A = 25. Na grafu se vidi da za proizvoljnu
vrijednost A razli¢itu i ve¢u od nula, prijenosne funkcije Y,, i Y,,¢e se razlikovati. Slika 10

prikazuje fazne kutove datih prijenosnih funkcija za slu¢aj kada je A = 0 i kada je A # 0.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 23



Daniel Krivaci¢ Zavrsni rad

IOO T T T T T T
___.T\4iT}lzaA =0
0 _THza/\:ZS |
T‘tzaA =25

4
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Bezdimenzijski parametar frekvencije {2

Slika 10. Fazni kut prijenosnih funkcija Y, , i Y,, za’=01iza . #0 izraZen u stupnjevima

Povrsina ispod svih krivulja kvadrata amplituda prijenosnih funkcija je prosjek kvadrata
brzine vibriranja mase mz i proporcionalan je prosje¢noj kineti¢koj energiji mase mz kao posljedica
djelovanja uzbudne sile na masu m1 gdje je spektralna gustoc¢a snage sile na masu m: jednaka
jedinici (sila ima karakteristiku bijelog Suma).

Integral prosjeka kvadrata brzine vibriranja se moze zapisati kao

© 2 63
=] |r;;(@) do (63)

gdje je Y;; prije uveden, no zapisat e se u sljedecem obliku
B, +(jQ)B, +(jQ)*B, +...+ (jQ)"'B, , (64)

A+ (QA, +(Q)PA, ...+ (jQ)'B,

Integral (63) moze se izracunati analiticki znajuéi koeficijente polinoma u brojniku i nazivniku

jednadzbe (64) pomocu integracijskih jednadzbi danih u [10]. Tako se izracunala funkcija ovisnosti
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prosjeka kineticke energije o A te se dobio graf na Slici 11. Na Slici 11 se vidi da je Sto je veéi A to
je veca razlika prosjecne kineticke energije mase 4 (druga masa mz) kao posljedica uzbude bijelim

Sumom na masu 1 (prva masa mz) i mase 1 (prva masa mz) kao posljedica uzbude bijelim Sumom
na masu 4 (druga masa mg).

Bezdimenzijsko pojatanje A

Slika 11. Prosje¢na kineti¢ka energija prijenosnih funkcija Y1,4 i Y4,1 u ovisnosti o A izraZena u decibelima

Ista se analiza provela i za prijenosne funkcije Y,, i Y,, te su time dobiveni sljede¢i grafovi.
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Slika 12. Amplitude prijenosnih funkcija Y, i Y,, za A =0 izrazene u decibelima

Iz Slike 12 mozemo vidjeti da postoji jedna antirezonancija izmedu prvih dviju rezonancija.

Prema tome najveca razlika izmedu rezonancije i antirezonancije iznosi otprilike 105 dB.
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Slika 13. Amplitude prijenosnih funkcija Y;, i Y, zaA=0izah#0 izraZene u decibelima
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Slika 14. Fazni kutovi prijenosnih funkcija Yl,Z i Y2,l zah=0 iza)#0izraZeni u stupnjevima

0 1 1 1 | 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Bezdimenzijsko pojacanje A

Slika 15. Prosje¢na kineti¢ka energija prijenosnih funkcija Yl,Z i Yz,l u ovisnosti o A
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7. ZAKLJUCAK

U radu je izveden model s diskretnim parametrima jedne ¢elije aktivnog akustickog metamaterijala.
Pretpostavljena c¢elija metamaterijala je aktivirana neovisnim decentraliziranim sustavom
povratnih veza po brzini vibracija konstrukcije s nepotpunom kolokacijom senzora brzine
vibriranja i aktuatora koji generira regulacijsku silu. Pokazano je da matrica prigusenja sustava
zbog koriStenja senzora i aktuatora bez kolokacije nije dijagonalno simetri¢na §to je osnova za
gubitak strukturne dinamicke recipro¢nosti. Medutim, kako nije korisStena tehnika kolociranja
senzora i aktuatora, tako nema garancije stabilnosti sustava. Zbog toga je provedena detaljna
analiza stabilnosti sustava s dva senzora i dva aktuatora, odnosno s dvije neovisne regulacijske
petlje. Pokazano je da je mogucée postici stabilnost sustava unato¢ koristenju nekolociranih parova
senzora i aktuatora ako se pasivna struktura dizajnira na odreden nacin. Konkretno, potrebno je
osigurati da membrana o koju se odupire regulacijski aktuator, a na kojoj nema senzora brzine
vibracija, ima viSu fundamentalnu vlastitu frekvenciju nego membrana na koju je smjesten senzor.
Nadalje, potrebno je osigurati da membrana na koju je smjeSten senzor ima viSu modalnu masu od
druge membrane. Ako se pasivna struktura dizajnira uz ova dva uvjeta moguée posti¢i bezuvjetno
stabilne povratne veze i1 narinuti visoke vrijednosti pojaanja u povratnim vezama. Analizom
performansi sustava automatske regulacije pokazano je da se na taj nacin postizu velike atenuacije
vibracija membrana u rezonancijama poradi generiranog aktivnog prigusenja (regulacijska sila je
suprotna brzini vibracija u tocki prihvata aktuatora). Osim toga, pokazan je 1 znacajan gubitak
recipro¢nosti s porastom pojacanja u povratnim vezama. Gubitak recipro¢nosti demonstriran je
razlikom u kinetickim energijama membrana ¢elije metamaterijala u Sirokom spektru frekvencija
u slucaju da uzbuda i odziv zamijene mjesta. Takoder je pokazano da ta razlika postaje to veca Sto
je veée pojacanje u dvije povratne veze decentraliziranog sustava za automatsku regulaciju. Zato
se ocekuje da bi i budu¢i rezultati dobiveni simulacijama na vibroakustickom sustavu s
distribuiranim parametrima, kao i1 eksperimentalno dobiveni rezultati, potvrdili znacajan gubitak

akusticke recipro¢nosti.
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