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SaZetak

Geometrijski neovisna analiticka metoda za minimiziranje induciranog otpora koristena
je za analizu optimalnih konfiguracija trokrilaca. Metoda opisuje nepoznatu distribu-
ciju cirkulacije Euler-Lagrangeovim integralnim jednadzbama dobivenih varijacijskim
racunom. Kernel koji se generira ima singularitet samo prvog reda te je metoda rac¢unalno
ucinkovita, idealna za rane idejne faze projektiranja letjelice. Analizirane su neplanarne
konfiguracije trokrilaca sa dvije vrste krila, ravno krilo i "box” krilo te ovisnost zada-
nih krila o rasporedu u konfiguraciji te ovisnost konfiguracija o vertikalnom aspektnom

odnosu.

Kljuéne rijeci: Optimizacija trokrilca u idealnom fluidu, Euler-Lagrangeove

jednadzbe, Varijacijski racun, Superformula, ”Box” krilo.

xiii



Summary

Configuration-invariant analytical formulation for the induced drag minimization of tri-
plane non-planar systems is presented. Following a variational approach, the resulting
Euler-Lagrange integral equation in the unknown circulation distribution is obtained.
The kernel presents a singularity of the first order and the method is computationally
efficient, ideal for the early conceptual phases of the design. Different triplane configura-
tions are obtained using strait lifting line (classical lifting line) and closed, "box”, lifting
line. Configurations are varied with respect to vertical aspect ratio and distribution of

different lifting lines inside configuration.

Keywords: Optimization of triplane in ideal fluid, Euler-Lagrange equations,

Calculus of variations, Superformula, ”Box” wing
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1 Uvod

U danasnjem vremenu, potraznja za zra¢nim prijevozom ljudi i dobara neprestalno
raste, Sto znaéi da zrakoplovnu industiju u bliskoj buduénosti ocekuju novi izazovi.
Naime, kako tehnologija i materijali postaju jeftiniji, tako su i bespilotne letjelice pos-
tale pristupacnije Sirokom pucanstvu. S tolikom dostupnoséu namece se i potreba za
razlicitim primjenama, od nadzorne, poljoprivredne ili samo dostavne, moguénosti su
neprebrojive. S tolikim moguénostima primjene bespilotnih letjelica, namecu se klasi¢na
pitanja konfiguracije, efikasnosti, rezima leta, cijene i ekoloske osvijestenosti.

Tipican problem jest otkidanje vrtloga na vrhovima ravnog krila, gdje posljedi¢no cirku-
lacija odlazi u nulu. U praksi se na vrhove postavljaju wingleti koji znacajno smanjuju
inducirani otpor. No, drugi problem je sto postoji svega nekoliko metoda proracuna
wingleta u preliminarnoj fazi projektiranja krila. Takoder, poznate metode su ovisne o
geometriji krila, te se rijetko kojom moze dovoljno dobro opisati nestandarna konfigura-
cija letjelica. Kako je tehnoloski napredak poprilicno brz, cilj je imati prakticnu metodu
optimizacije standardnih i nestandarnih aerodinamicnih konfiguracija letjelica. Upravo
jedna takva je koristena u ovom radu.

Glavni cilj metode opisane u ovom radu jest minimizacija induciranog otpora. Takoder,
metoda nije ovisna o geometriji krila, letjelice ili sustava letjelica. Euler-Lagrangeove
jednadzbe su izvedene varijacijskom metodom te su predstavljene integralne jednadzbe
sa singularnim kernelom prvog reda. Opisana metoda u integralnoj jednadzbi ima kao
nepoznanicu samo cirkulaciju, ali ne i njenu prvu derivaciju.

Gotovo bilo koje neplanarno krilo moze se analizirati, bilo ono klasi¢no otvoreno, ili za-
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tvoreno ("box”) krilo. Odredivanje optimalnih uvjeta vrsi se samo jednom te formalno
ne ovise o geometriji krila. Takoder, prezentirana metoda prirodno dolazi do Mun-
kovog teorema o minimalnom induciranom otporu kada se zapisu Euler-Lagrangeove
jednadzbe. Konstanta proporcionalnosti se dovodi u direktnu vezu sa brzinom u be-
skonacnosti i aerodinamickom efikasnosti u optimalnim uvjetima.

U trenutku kada pocinje novo doba zrakoplovstva, ono staro dolazi na reviziju. Tako
se u ovom radu dao naglasak trokrilcima, odnosno, klasi konfiguracija trokrilaca koji
se sastoje od ravnih krila i zatvorenih "Box” krila. Toc¢nije, njihovim kombinacijama.
Klasa konfiguracija promatra se u kontekstu razlicitih vektikalnih aspektnih odnosa i

razli¢itih vertikalnih udaljenosti izmedu krila.



2 Matematicki model

Pronalazak minimalnog induciranog otpora, za krila zadanog raspona i ukupnog
uzgona, zahtjeva minimizaciju funkcionala. To se postize varijacijskom racunom. Za

zadavanje uzgona, kao ogranicenje, koristi se Lagrangeov mnozitelj[1].

2.1. Uzgon i inducirani otpor visekrilca

Formulacija [3] metode je izvedena za genericki slu¢aj broja i oblika krila. Primjer je
prikazan na slici 2.1. Broj krila, odnosno nose¢ih linija je jednak N. U modelu, j-to krilo
je opisano s krivolinijskom apscisom 7; € [a;,b;]. Na svakom krilu postoji raspodjela
cirkulacije I';(n;) te rezultantan uzgon oznacen sa L;. Vrtlog se nalazi u tocki &, (tocka
koja inducira) na k-tom krilu. Razmatrani vrtlog inducira brzinu dv? u tocki n; (tocka

u kojoj se inducira) na j-tom krilu, kao na slici 2.1:
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TocCka sa singularitom

y y(En)den=25 ) s

Evaluacijska tocka

A —
T T = )
dva L
) \ g rA(EA Evaluacijska tocka
ra(na) ne g dvé

B rB(r]EQ__,___,---——--*‘-"’"""_ g
ns(Ne)
) \\\ >y
C c
n ‘ —
: e
™~
A
dvé i ne(ne)
Evaluacijska tocka
Slika 2.1: Definicija koordinata modela
Ldly o (&) — ()
dq)’? )= ——~d&r1 X A 2.1
3 (mi) 4 d&y, Sk (&) — 75 (n;)]2 2

Sto je poopéenje opisa metode za jedno krilo [3] i za dva krila kao u [2]. Slijedi, da je

ukupna brzina v? inducirana od strane k-tog krila na mjestu n; na j-tom krilu jednaka:

Lordn 6 - ()
k o k k g\"lg
%) = 47 /ak d&s A6kt 7 (&k) — Tj(nj)|2d§k (22)

Integral u jednadzbi 2.2 je singularan kada se podudaraju tocka koja inducira i tocka
u kojoj se inducira, te je taj integral definiran kao Cauchyev integral prvotne vrijednosti.
Ovo se dogada kada su k = j. U suprotnom, integral je obican Riemmanov integral.

Inducirana brzina u tocki u kojoj se inducira 7; na j—tom krilu je jednaka sumi utjecaja
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svih krila (uklju¢ujuéi i j-to, odnosno samoindukciju):

N k by, drk . rk(é“k) _ Tj(nj)
;U] " Z / ag. &) - rj(nj)|2dfk (2.3)

Ukoliko se poopéi postupak u referencama [3] i [2], moguée je izracunati infinitezimalan

doprinos induciranog otpora j-tog krila:

ADina j(n;) =pocl'(n;)dn; [vj(n;) x 75(n;)] -4
=— pooF(m)dm [ x 75(n;)] - v;(n)
= — ool (mj)dn;m;(n;) - v;(n;)
= — Pool'(1;)dn;v05(0;)
gdje je v, normalwash:
bk I’
Unj (1) Zém/ kdfk Yir(nj, §k)dEs, (2.4)

potom se definira kernel:

(k) — ri(ny)
(&) — 75 (n;)[?

Inducirani otpor, relativan obzirom na j—to krilo, uzima u obzir utjecaj svih krila koja

Yir(ns, &) = 75(n;) - (2.5)

tvore visekrilca te se racuna integralom koji slijedi:
bj
Dina j = / dDina j(n;) = / Pootn;i (1)1 (03 )dn; (2.6)
wing j aj

Infinitezimalni doprinos uzgonu na j—tom krilu jest:

dL;j(n;) = = pecVos'(n)dn; [2 x 75(n;)] - k (
= — oo Vo I'(n)dn; [k x 2] - 7;(n;) (
= — oo Voe'(1)dn; - 7(15) (
= — pooVool'(m)dn;Ty (1) (2.10

'Kernel je funkcija koja prima dvije varijble. U ovom modelu se odnosi na geometrijski dio Biot-

Savartovog zakona kojim se opisuje inducirana brzina.
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Sila uzgona j-tog krila dobije se integriranjem jednadzbe 2.10:

by
Lj = / dL;(n;) = —/ PocVool'3 (1j)7y 5(15)dn; (2.11)
wing; a

j
Ukupni inducirani otpor i uzgon visekrilca mogu se izracunati sumirajuci sve relativne

doprinose obzirom na jednom krilo:

Ding = — Z/ Poo

= Z/ ' pVieT )y ()l (2.13)

Z L[ e km,mdsk] () (212)

aj

2.2. Varijacijski racun

Varijacijski racun je dio matematicke analize koji koristi varijacije, odnosno male
promjene funkcija i funkcionala kako bi se pronasli ekstremi funkcionala. U varijacijskom
racunu, pojam funkcional oznacava preslikavanje skupa funkcija i njihovih derivacija u
realni broj. Ponekad se za pojam funkcional (u kontekstu varijacijskog racuna) kaze da je
”funkcija funkcija” . Metodama varijacijskog rac¢una pronalazi se put, krivulja, povrsina,
itd. za koju zadani funkcional ima stacionarnu vrijednost (minimum ili maksimum)[6].
Primjer funkcionala: Konacan integral

Integrali kao sto su:

fo i) = / H(f(2). f (2).. .. )p(de)

formiraju posebnu klasu funkcionala. Oni preslikavaju funkciju f u realni broj, ukoliko

se pretpostavi da H ima realnu vrijednost. Primjer ukljucuje:

e povrsina ispod grafa pozitivne funkcije f:

f— [: f(z)dx
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e [P norma funkcije na nizu E:

1/p
o ( /E Iflpdfr>

e duljina luka krivulje u dvodimenzionalnom Euklidskom prostoru:

f—>/x1 JIT P @) Pde

Rezimirano, Riemannov integral je linearni funkcional na vektorskom prostoru Riemann-
integrabilnih funkcija od tocke a do tocke b, gdje su a,b € R. Sto implicira da su
u varijacijskom rac¢unu funkcionali najc¢esée opisani konacnim integralima koji sadrze
funkcije i njihove derivacije. Derivacije funkcionala daju informaciju kako se razmatrani
funkcional mijenja kada se ulazna funkcija promijeni za mali iznos.

Funkcionali imaju ekstreme obzirom na elemente y zadanog funkcionalnog prostora de-

finiranog na zadanoj domeni. Funkcional J [y| ima ekstremum za funkciju f ako:
AJ=Jlyl—JIf]

ima isti predznak za svaki y u proizvoljno maloj okolini od f. Onda se funkcija f na-
ziva ekstrem funkcionala. Ekstremum J [f] se naziva lokalni maksimum ako je AJ <0
svugdje na proizvoljno maloj okolini od f, te lokalni minimum ako je J > 0 na toj is-
toj okolini. Za funkcijski prostor sa neprekidnim funkcijama, ekstremali odgovaraju¢ih
funkcionala se nazivaju slabi ekstremi ili jaki ekstremi, ovisno je li prva derivacija nepre-
kidne funkcije potpuno neprekidna ili ne. Pronalazak jakog ekstrema je puno teze nego
pronalazak slabog. Primjer nuznog uvjeta koji se koristi za pronalazak slabog ekstrema
je Euler-Lagrangeova jednadzba.

Matematicki, pronalazak ekstrema funcionala je slicno pronalasku ekstrema funkcije,
odnosno, ekstem (stacionarnu vrijednost) funkcionala moze se pronaéi ukoliko deriva-

ciju funkcionala izjednac¢imo sa nulom [6]. Ako se uzme funkcional:

’

) = / Liz,y(z),y (x))dz

gdje su:

e a,b konstante
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e y(x) dvostruko neprekidno diferencijabilna funkcija

e y () =dy/dx

o L(z,y(x),y (z)) dvostruko neprekidno diferencijabilna funkcija obzirom na svoje

argumente x,y, y/

Ukoliko J [y] zaprima lokalni minimum u f, a n(z) je proizvoljna funkcija koja ima

barem jednu derivaciju i iS¢ezava u krajnjim tockama a i b, onda za svaki broj e blizu 0:
Jlyl < J[f +en]

Upravo se izraz en naziva varijacija funkcije f te se oznacava sa ¢f. Supstituirajuci

f + en za y u funkcionalu J [y], rezultat je funkcija od e:
®(e) = J[f +en

Kako funkcional J [y] ima minimum za y = f, funkcija ®(¢) ima minimum za ¢ = 0,
time slijedi:
do b
D(0) = —|e=0 = —|e=odx =0
(0) de’ 0 /a de| 0t
Ukoliko se uzme totalna derivacija od L(z,y(x),y (z)) gdjesuy = f+eniy = f +en

funkcije od €, a ne od z, slijedi:

aL_oLdy oLy
de  Oyde 0Oy de

kako je dy/de = n te dy' /de = 1. Slijedi:

bdf /0L  OL .,
lzﬂﬁﬂxil<aﬂ+5?f%“

[0, O yb_/b 4oL,
- " afn 8][-/77(1 andxaf/

/b oL d oL\,
— ) o \or"T Tazar )"

gdje L [x,y,y'} — L [x,f, f/] kada je e = 0 te je koriStena integracija po djelovima u

drugom izrazu. Drugi izraz u drugoj liniji iS¢ezava zato sto je n = 0 u tockama a i b po
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definiciji. Takoder, kako je ve¢ spomenuto, lijeva strana jednadzbe je jednaka nuli na

nacin:

b
oL d 0L
te je po fundamentalnoj lemi varijacijskog ra¢una (prilogl) integrand u zagradi jednak

nuli:

oL _ d 0L _
of dxzof
odnosno, dobije se Euler-Lagrangeova jednadzba. Takoder, jednadzba sa lijeve strane
se naziva derivacija funkcionala J [f] te se oznacava sa 6.J/J f(z). U konacnici se dobije
sustav drugog reda obicnih diferencijalnih jednadzbi koji se treba rijesiti kako bi se dobio
ekstrem funkcije f(z). No, Euler-Lagrangeova jednadzba je nuzan, ali nije dovoljan uvjet
za pronalazak ekstremuma J [f].
Naime, prva varijacija funkcionala je definirana kao linearni dio promjene funkcionala, a
druga varijacija kao kvadratni dio. Na primjer, ako se uzme funkcional J [f] sa funkcijom
y = y(z) kao argument, te postoji mala promjena na argumentu od y do y + h gdje je
h = h(z) funkcija u istom funkcijskom prostoru kao i y, onda je odgovarajuca promjena

funkcionala:

6J[h] =Jly+h] =y
Kaze se da je funkcional J [y] diferencijabilan, ako:
AJ[h] = @ [h] + €[]

gdje je ¢ [h] linearni funkcional, ||h|| je norma od h, a ¢ — 0 kada ||h|| — 0. Linearni

funkcional je prva varijacija od J [h] te se zapisuje kao:

Kaze se da je funkcional J [y] dvostruko diferencijabilan ako:
AJ[h] = p1[h] + @2 [A] + €| ||

gdje je o1 [h] linearni funkcional (prva varijacija), ¢ [h] je kvadratni funkcional, a € — 0
kada [|h|| — 0. Kvadratni funkcional ¢ [h] je druga varijacija od J [y] te se zapisuje
kao:

6%J [h] = 2 [R]
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Za drugu varijaciju §%J [h] se kaze da je jako pozitivna ako:
62J [h] > k|| h|>.

za svaki h i za neke konstante k£ > 0. Koriste¢i gore navedene definicije za prvu i drugu
varijaciju te jaku pozitivnost, moze se izvesti dovoljan uvjet za minimum funkcionala

na nacin:

Definicija 2.2..1 Funkcional J [y] ima minimum vy =y ako je njegova prva varijacija

§J [h] =0 za y = ¥ te njegova druga varijacija 62J [h] jako pozitivna za y = 7.

Takvi funkcionali imaju takozvano ”lokalizacijsko svojstvo”, koje kaze da ukoliko podi-
jelimo krivulju y(z) na dijelove i izra¢unamo vrijednosti funkcionala za svaki dio, suma
vrijednosti funkcionala svakog dijela krivulje je jednaka ukupnoj vrijednosti funkcionala

cijele krivulje.

2.3. Euler-Lagrangeove jednadzbe

Teorem 2.3..1 (Euler-Lagrangeove jednadzbe) Neka je L : ([a,b]x Rx R) funkcija
klase C?, L = L(x,y,€), te X = {y € C'([a,b]) : y(a) = a,y(b) = B,a, B € R.

o Ako postoji minimizator y € X N C?*([a,b]) funkcionala J, tada § zadovoljava
slijedecu diferencijalnu jednadzbu:

d

e (2,7(x),y (2)) = Ly(2,7(x), ¢/ (), € (a,b) (2.15)

e Obratno, ako je § € X zadovoljava jednadzbu 2.15 i ako je funkcija (y,§) —

flx,y,&) konveksna za svaki x € |a,b], tada je y minimizator funkcionala J.

e Nadalje, ako je funkcija (y,&) — f(z,y,&) strogo konveksna za svaki x € |a,b],

tada je minimizator jedinstven.
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Ukoliko se lijeva strana jednadzbe 2.15 raspise, dobije se:

fea(@,7(),y'(2)) + fe (2. 7(x), y (2)y (2)) + fee(,5(2), 5" (x)) = [, (2, 7(x), ¥ (2))

gdje se koriste slijedece oznake:

Te :a%

Jee :;_;f
for =05
feo = a?;xf

2.3.1. Izoperimetricki problem

Euler-Lagrangeove jednadzbe se koriste za najjednostavniji problem varijacijskog
racuna, odnosno da, osim glatkoce, klasa promatranih krivulja ima nametnute uvjete
na krajnjim tockama krivulje. To se inace zove izoperimetricki problem[4]. No, kako je
problem ove zadade optimizacijski, odnosno pronalazak minimalnog induciranog otpora
za zadani totalni uzgon (ogranicenje), treba se dodati jos jedna vrsta uvjeta na klasu
promatranih krivulja, a to je pridruzni uvjet (ili ogranic¢enje). U matematickom smislu,

trazi se uvjetni ekstrem, pa u nastavku slijedi njegova definicija:

Definicija 2.3..2 Neka je Q) C R™ otvorent skup i neka je f neprekidna na w te neka
je S C Q. Ekstrem funkcije fs: S — R nazivamo uvjetni ekstrem funkcije f s obzirom
na skup S.

Skup S cesto je zadan sa:
S={PeQ:q1(P)=0,92(P)=0,...,9n(P) =0}

gdje su g1 € C(Q),i = 1,...,m,m < n, dane funkcije. Tada govorimo o uvjetnom

ekstremu funkcije f uz wvjete ¢;(P) =0, g2(P) = 0,, gn(P) = 0.
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Nadalje, ograni¢enje uvodimo u problem Lagrangeovom metodom, odnosno zadaje se u
obliku Lagrangeovog mnozitelja A\, no prije toga potrebno je formulirati nuzne i dovoljne

uvjete za trazenje uvjetnih ekstrema funkcije vise varijabli[4].

Teorem 2.3..3 (Nuzni uvjeti u slu¢aju jednog uvjeta) Neka je Q@ C R"otvoren
skup, neka su f,g: Q — R funkcije klase C' i neka je zadan skupk S = {P € Q: g(P) =0}
te neka vrijedi 7 g(P) # 0 za svaki P € S. Ako je Py € S tocka lokalnog ekstrena za fs

onda postoji A € R sa svojstvom:
V() =Avg(h)
Koordinatno zapisan, uvjet iz teorema glasi:
0if(Py) = Noig(Fy), i=1,2,...,n

Lagrangeova metoda pronalazenja ekstrema funkcije uz dane uvjete zapocinje od La-

grangeove funkcije:
F(zy,29,. .., 20, \) = f(z1,29,...,2,) — Ag(21, 22, ..., Ty) (2.16)

gdje je A varijabla koju nazivamo Lagrangeov mnozitelj.

Teorem 2.3..4 (Lagrangeov mnozitelj) Neka su f,g: [a,b]x RX R — R dvije funk-
cije klase C'. Neka je y € X tocka lokalnog minimuuma funkcionala J, gdje definiramo

dopustivu klasu funkcija kao:
X = {€ C'([a,}]) : y(a) = a,y(b) = B,G(y) = c}
Ako se pretpostavi da postogi ¢ € C° |a, b] takav da:

6G(y,) # 0

Onda postoji A € R takav da:

0J(y, @) + MG (y,w) =0
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za svaki w € ¢2°((a,b)) . Tocnije, postoji konstantna ¢ € R takva da:

’

fe(z,y(2),y (2)+Age(2, y(2), y () =

et / ' [ y(a), o (2)) + Agy(, y(2),

/

(2))| dz

za svaki x € [a,b].

Potom, parcijalno deriviramo funkciju F' po svim varijablama i parcijalne derivacije
izjednac¢imo sa nulom. Time se dobiju nuzni uvjeti iz predhodnog teorema, pri ¢emu
posljednja jednadzba dobivena izjednacavanjem sa nulom, parcijalne derivacije funkcije
F po varijabli A, daje uvjet g(xy, za,...,z,) = 0. Slijedi sustav jednadzbi koji se naziva
Lagrangeov sustav. Rjesavanjem tog sustava dobit ¢e se tocka koja moze i nemora biti

ekstrem funkcije f uz dano ogranicenje g.

2.3.2. Geometrijska intepretacija Lagrangeovog mnozitelja

Neka su zadane funkcije f(z,y) i g(x,y), potrebno je pronaéi ekstreme funkcije f
uz ogranicenje oblika g(x,y) = k gdje je k € R konstanta. Odnosno, trazi se vrijed-
nost ekstrema funkcije f(z,y) kada je tocka (x,y) ogranicena uvjetom da lezi na razini
krivulje g(x,y) = k. Slika prikazuje razmatranu krivulju zajedno sa nekoliko nivo-
krivulja f(z,y) = ¢;,7 = 1,...,5 Kako bi se pronasla minimalna vrijednost funkcije f
uz uvjet g(x,y) = k, potrebno je prona¢u najmanju vrijednost ¢ takvu da nivo-krivulja
f(z,y) = c sijece krivulju g(z,y) = k. Iz slike se vidi da se to dogada kada se te dvije
krivulje dodiruju, odnosno kada imaju zajednicku tangentu [5]. Dakle, normale krivulja
flz,y) = cig(z,y) =k u tocki (z¢,yo) su identi¢ne, sto znaci da su njihovi gradijenti

paralelni, odnosno vrijedi:

V. f (2o, 0) = A7 9(z0, Yo)

za neki skalar X\. Time je Lagrangeov mnozitelj faktor proporcionalnosti, odnosno stopa

promjene optimalne vrijednosti s obzirom na promjene u ogranicenju.
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G(xy)=k
: |' / | III"-.
‘II | ’; .._\\‘\ | p S
WANERN F(xy)=o1
\ o F(X,y)=cC
h (xy)=c2
A " F(x,y)=c3
F(x,y)=ca
_F(xy)=cs
X

Slika 2.2: Geometrijska intepretacija Lagrangeovog mnoZitelja

Primjena na zadani problem

Sada se problem minimizacije induciranog otpora moze zapisati u obliku Lagrange-

ovog sustava sa funkcionalima te slijedi da se cirkulacija (u gore navedenoj interpre-

taciji y(z) je analogna cirkulaciji) koja postize minimizaciju induciranog otpora moze

pronadi, ukoliko se rijesi sustav Euler-Lagrangeovih jednadzbi (nuznih uvjeta za mini-

mizaciju funkcionala) [1]. Kako se radi o trokrilcu, jednadzbe su medusobno povezane

(zbog medusobnog utjecaja krila jedno na drugo). Ukupan uzgon L,,.s je unaprijed za-

dan i predstavlja ograni¢enje minimizacijskog problema. Kako bi se pronasli optimalni

uvjeti (Euler-Lagrangeove jednadzbe, minimalni inducirani otpor, raspodjela uzgona i

cirkulacije) funkcional, koji uzima u obzir rubne uvjete i navedeno ogranic¢enje u obliku

Lagrangeovog mnozitelja A, te zapisan u obliku izraza za inducirani otpor, je:

o Ty A) =Dina(T1,Tg, -+, Ty) — ML — Lppes) (2.17)

I
>

b b
<5 f POV 0. 4 Ve )] P + AL

(2.18)
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Optimalna raspodjela cirkulacije za j-to krilo je zapisana kao F?p t(nj). Cirkulacija je
neprekidna funkcija koja is¢ezava na vrhovima krila. Odgovarajuéi uzgon za uvjet op-

timalne cirkulacije je:

bj
L = _/ poVa T ()i (A j=1,2,--+ N (2.19)

j
Opéenita cirkulacija (bez obzira je li izracunata za optimalne uvjete ili ne) mora biti
nula na vrhovima svakog krila.

Ako se uzme u obzir proizvoljna glatka varijacija d;(n), koja iS¢ezava na rubnim tockama

a i b, odnosno:
d;(a;) = 0;(b;) =0 (2.20)

rjesenje problema pronalaska optimalne cirulacije moze se zapisati kao?:
[j(e) =T7(e)+06;(0) o€(-1,1) (2.21)

Kako je I';(aj,b;) = 0, svojstvo isCezavanja test funkcije d,(e) implicira da optimalna

cirkulacija takoder zadovoljava homogene rubne uvjete na vrhovima krila:
opt __ 1opt o
P (a) =T57(b) =0

Ako se jednadzba 2.21 supstituira u jednadzbu 2.18 te ako se uzme u obzir jednadzba
11, slijedi:

J [F?pt(0)+a5j(°)] FOpt +UZ/ Poo [ Z4W/ drkd&f Yik nﬂ’fk)dfk] i (n7)dn;
+02/ Poo [ Z / dékdﬁkYak (1), €k)
+0? ’ -

U;Lp

N b;
oA S [ Vi) ()i
j=17%

r pt(m)dm

1 dd
24_/ kdfk Jk(77y>§k)d§k] i(n;)dn;
=1 ak

2(e) znaci da varijabla moze biti funkcijain i &.
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Ako se iskoristi postupak iz priloga reference [2], moze se pokazati jednakost:

N

N b; b d(Sk T ot

Z Poo _24 dfk ik (my; e)dEr | T57 (n;)dn; = (2.22)
j=1"% =1 |

N -

N bj [ d(sk
:; o Poo _;47 dgk ik 77]>fk)d§k_ d;(n;)dn; (2.23)

Nadalje, ako se supstituira jednadzba 2.23 u funkcional 2.22:

J [T (o) + 0d;(e)] =J [T (o +O—Z / pm[ 2247T ][ kdrop 5’“ (my&e)d&c] 5(1n5)dn;

(2.24)
to Z / pm[ iﬁ ey, <nj,£k>d£k] ),

(2.25)
mf; / oV (13735 (1)) (2.26)

Za pronalazak optimalnih uvjeta treba se izracunati prva derivacija funkcionala .J s

obzirom na parametar o te derivacija treba biti izjednacena sa nulom:

dJ [T%"(e) + ad;(
[ J <d>a IJ 0= Z/ Poo _ opt nj)+)\V Ty](n])} 5j(77j)d77j =0

te je jednadzba 2.4 koristena za izracun normalwash-a pod optimalnim uvjetima.
Funkcije d,(n;) su proizvoljne. Time je identitet u jednadzbi ?7 zadovoljen ukoliko je

zadovoljen slijedeéi skup od N jednadzbi (Fundamentalna lema varijacijskog ra¢una):
opt opt )‘ .
=205 (ny) + AVaeyj(n;) = 0= v = VooTyj(nj) j=12--- N (2.27)

Navedene jednadzbe su Euler-Lagrangeove jednadzbe.
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2.4. Integralni oblik Euler-Lagrangeovih jednadzbi

Euler-Lagrangerove jednadzbe su napisane u jednazbi 2.27. Izrazi se mogu napisati

¢
obzirom na formulu za normalwash v [1]:

br dFOpt £k voo dyj(”j) .
Z 47T][ Yir(nj, §k)dEr = B dyy Jj=1...,N (2.28)

gdje su kerneli izrazeni formulom 2.5. Slijede Euler-Lagrengeove jednadzbe izrazene u

zeljenoj integralnoj formi:

N 1 bk ’ V
- ; i ]i U3 () You (s &) A& = o595(m;) j=1,.... N (2.29)

Prikladno je zapisati jednadzbe u bezdimenzijskom obliku. Za 7,k = 1,2,..., N slijede

izrazi:
— _ ax o by = Y
ak - lwk bk - lwk y] o le
—_ e . o_ b = _ T s _ e
a] le b] le r‘j lw] Tk lwk
fopt - LEoptl-wopt fOpt 1 Eoptropt
k7 4n 1,kVe J T 4Am lwiVeo
€ & m_ J—Y
& T n= T lkj = Ty

Referentna duljina [,,; je razlicita ukoliko promatramo krila razlicitih raspona. Uko-
liko su krila istog raspona (Sto je slu¢aj u ovom radu) odnosno b,,; = by, onda je varijabla

ly; = 1. Nadalje, ukoliko se koristi jedna referentna duljina za cijeli sustav visekrilca

onda su bezdimenzijski parametri l; = i’“ jednaki 1 za svaku kombinaciju krila.
wj

Ako se substituiraju navedeni bezdimenzijski parametri u jednadzbu 2.28; slijedi:

- Z 47_‘_][ li] 0pt ? (nWEk)dzk :y](ﬁ]) .]: 17"'aN (230)

gdje je bezdimenzijski kernel izveden iz 2.5:

dri(&) | T5(%) = byTR(E)
d(&) 7)) — hiTr(E)]? (2.31)

Koriste¢i jednadzbu 2.29 moze se zapisati uzgon opcenitog krila L7", " kako slijedi:

Yk] (67% ])

2 (Y dg;(7 buj
;/ r pt(ﬁ]) é(_])dnj €j lgj J = 1727 T 7N (232)
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gdje je vrijednost ¢; omjer optimalne aerodinamicke efikasnosti definiran kao:

( L;?pt)2 Ljpt Fopt
T oD V212 2mpo V2D

ind j " oo wj oo wj

j=12--- N (2.33)

a b, je poluraspon opcenitog j-tog krila.

Ogranicenje opisano totalnim uzgonom L, moze se zapisati u bezdimenzijskom obliku:

L2 Sl [ 2 g

ind j " oo wj

te optimalni omjer aerodinamicke efikasnosti visekrilca:

L2
 2mpe DI V2D

ind] ¥ co¥wj

gj (235)

ukoliko se uzme u obzir jednadzba 2.32 dobije se veza izmedu omjera aerodinamickih
efikasnosti:

e=Y Y (2.36)

j=1

Za prakticnije rjesenje Euler-Lagrangeovih jednadzbi, pozeljno je koristiti parametre

umjesto krivolinijskih koordinata. Ako se razmatra k-to krilo. Tocka koja inducira je

smjestena na k-tom krilu, koje se oznaci sa parametrom w,,. Tocka u kojoj se inducira je

locirana na j-tom krilu (j moze koincidirati sa k u slu¢aju samoindukcije), te je oznaceno

sa parametrom u;. Ako se koriste navedene definicije minimizacijski problem je opisan

kao:
N L N
_ Z % ][1 ll%jrzpt (ka>ij<ka, uj)duvk =y (UJ)
k=1 -
N 2
©= Z 5_2]53
=1 W
gdje je:

dry(uer) 75(u;) — b (uor)

dupr  [75(uy) — lejTh(wor) 2
_92. ! T (s
_% F;pt(uj)dyj(uj)d
™ b Uj

{;’;j(uvk’ uj) =

€5 = j
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2.5. Prosireni Munkov teorem o minimalnom iduci-

ranom otporu

Jedenadzba 2.27 se moze dodatno razmotriti kao u[3]:

v
opt 00
ni = Toopt 7w ()

Vo .
Toptd ® T (1))

o Eopt
Ve ©.

= lix rn)] ok
Vo

:—Eoptn(nj) ok

[k x i] e T(n;) (2.37)

ili
ot _ Voo cos [9(n;)] (2.38)

Un Jj Fopt
Sa ovakvom formulacijom moguce je izracunati konstantu proporcionalnosti, sto nije

moguce u originalnom Munkovom teoremu.

Teorem 2.5..1 Kada se sustav nosece linije translatira u jednu ravninu, inducirani
otpor ce biti minimalan kada je komponenta inducirane brzine normalna na element
nosece linije u svakoj tocki proporcionalna kosinusu kuta nagiba noseceq elementa u
toj tocki. Konstanta proporcionalnosti jest omger slobodne brzine u beskonacnosti te

optimalne aerodinamicke efikasnosti.

2.6. Fizikalna interpretacija omjera optimalne aero-

dinamicke efikasnosti

Pod optimalnim uvjetima raspodjela cirkulacije sustava je elipti¢na, te je korespon-
diraju¢i minimalni inducirani otpor jednak:

ref __ L2



Poglavlje 2. Matematitki model 20

gdje je b, duljina poluraspona planarnog krila sa ravnom nosec¢om linijom.
Optimalni omjer aerodinamicke efikasnosti ¢ za klasi¢no ravno krilo je oznaceno sa ¢/

te se moze izracunati kao:

LZ
ref = 7 =1 (2.40)
2mpac V22 D1
Takoder se moze zapisati:
LE™! 1
el =1 (2.41)

= ]
o VIR B

gdje je E™/ aerodinamicka efikasnost ravne ploée pod optimalnim uvjetima. Time

slijedi:

Teorem 2.6..1 Omjer optimalne aerodinamicke efikasnosti € za zadano krilo, predstav-
lja omjer izmedu aerodinamicke efikasnosti i odgovarajuce klasnicne ravne ploce sa istim
rasponom krila © ukupnim uzgonom. Obje efikasnosti su evaluirane pod optimalnim uvje-

tima.

2.7. Optimalna cirkulacija i aerodinamicka efikas-

nost

Omjer optimalne aerodinamicke efikasnosti takoder moze doc¢i u vezu sa omjerom
optimalne cirkulacije, evaluiranom u proizvoljnoj tocki na krilu, i maksimalne vrijed-
nosti optimalne cirkulacije klasi¢nog krila (totalni uzgon i raspon su ostali isti kao u
predhodnom razmatranju)[3].

Ako se razmotri maksimalna vrijednost I'"¢/  za cirkulaciju kada je klasi¢no krilo pod

optimalnim uvjetima:

ref __ 2L o 4Voobw 4V00bw

iz definicija za [P, ¢ i "% qx slijedi:
TP (1) = — by, TP (u) (2.43)

Fref

max



Poglavlje 2. MatematiZki model 21

odnosno:
F:;ng 1 opt
Port(u) = =22 (= )T (u) (2.44)

gdje je u proizvoljna tocka na krilu, a I'P* bezdimenzijska optimalna cirkulacija.

2.8. Numericka metoda

Euler-Lagrangeove jednadzbe za visekrilca su slijedece:

—Z ][ l Opt (wok) Yiej (Wok, uj) Aty = y(u; ) (2.45)

Nepoznata optimalna cirkulacija je opisana formulom:

szt(uvk) =14/ 1-— u Tk(uvk) (246)

Sustav integralnih jednadzbi dobiva oblik:

_ Zw2n Z lk‘ijj Uz , ?nJrl)aks - y]( 2n+1) (247)
s=1

Za nastavak opisa numericke metode za rjesevanje zadanog problema, treba naglasiti da
se svako krilo tretira na isti nacin, odnosno broj kolokacijskih tocaka na svakom krilu je
jednak. To nije restrikcija, ukoliko je potrebno, broj kolokacijskih tocaka za svako krilo

moze biti razlicit i proizvoljan. Izrazi za kolokacijske tocke su slijedeci:

o 1 5 ST

wi" = sin , s=1:n (2.48)
2n +1 2n + 1
n ST
Upk, =COS5— 7§ n (2.49)
o+l (2(] - 1)” o
U’jq _60847],—4—2, q = 1: 27’L + 1 (250)

Ovo je predefinirani sustav jednadzbi, koji ima jedinstveno simetri¢no rjesenje. Kada se

ovo svojstvo uzme u obzir, slijedi:

ak ont1-s = ks, S=1:m
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i sljedece simetrije:

yi(ug) = — y;(uy)

ij(—uvk, Uj) = — ij(uvlm uj)
w?n :w%;l—i-l—sa s = 1: n
uip =— uiZQnHﬂ, s=1:n
Uy =g, ¢=1in

sustav se reducira na navedeni u nastavku, koji je reda 2n:

n N
> wiy {lijyk’j (ulp, w5 + Vi (—uly U?f“)} ars = y;(—uih)  (251)

s=1 k=1
Napomena: jednadzbe koje odgovaraju kolokacijskim tockama u?”; jl =0(zaqg=n+

1) su trivijalno zadovoljene kako su njihovi ¢lanovi uvijek nula bez obzira na iznos
koeficijenta ags. Zbog toga se moraju iskljuciti iz sustava.
Kada se rijesi navedeni sustav, dobije se aproksimacija rjesenja u obliku:

2n

T (k) = Yin(uor) = Y areLs(t) (2.52)

s=1

gdje je Ls(upk), s = 1 : 2n fundamentalni Lagrangeov polinom stupnja 2n — 1 u 2n

2n

2n 1 od Cebigevljevih polinoma druge vrste Us, () stupnja 2n te definiran

nultocaka {u
sa interpolacijskim uvjetima Ls(uszw) = 0sq, gdje 059 predstavlja Kronekerov delta.

Napomena, to kasnije implicira:
_ fr 2n
ks = Lin (uvks)

Nadalje, navedena interpretacija daje:

UQn (UU)

(uv - UUS)Uén(uUS)

Ly(u,) =

Potrebno je postaviti:
u, = cos(6,)
gdje je 0 < 0, <, time je Y(u,) = Y(cos(h,)), te:

sin [(2n + 1)0,]

Uan(cos(6,)) = sin(6,)
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Specificna aerodinamicka efikasnost €; se racuna istom Gaussovom metodom gore nave-

dene integralne interpretacije:

212,
__;bT/ ,/1—uT (u ) yj (uj)du; ~

217
_;bTZw ajsy = Zw a]sy )
wj s=1 w] s=1

2.8.1. Primjena na zadatak

Kako je zadatak u radu razmatranje klase trokrilaca sa ravnom ili zatvorenom
nose¢om linijom, problem se opisuje kao jednoliko zakrivljeni visekrilac. Jednolika za-
krivljenost znaci da su sve nosece linije generirane iz iste funadamentalne krivulje. To
ne zna¢i da su krila nuzno identi¢na, ali imaju jednaku zakrivljenost (krila su u verti-
kalnom smjeru samo kruto translatirana). To Sto su nosece linije jednoliko zakrivljene
te Sto su rasponi svih krila jednaki, dovodi do nekoliko olakotnih okolnosti.

Za pocetak, jasno je da je N = 3, odnosno k = j = 3. Potom, zbog jednake zakriv-
ljenosti slijedi da su za klasu ravnih noseéih linija i zatvorenih ” Boz” 3 noseéih linija

parametri jednaki. Toc¢nije, u ovom radu postoje dva skupa parametara:
Up = Uz =U3 = U UBoz1 = UBoz2 =UBoz3 = UBox
Uyl = Up2 =Uy3 = Uy UyBox1l = UyBox2 =UyBox3 = UvBox
Nadalje, sva krila imaju jednaki raspon b,,:

bwl = be = bw3 - bw

sto dovodi do pojednostavljenja prilikom preracunavanja u bezdimenzijski oblik, to jest:

"
Lyj = Ly — L = 2%

L

=1
Iz opisa modela 2.1 moze se zakljuciti slijedece:

yi(u) = a(u) = ys(u) = y(u)

3U nastavku se za skup zatvorenih krila koristi indeks ” Boz”.
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te:

meﬂ(u) = yBon(u) = yBoa:3(u) = YBox (U)
te slijedi:

ﬁ

() = h(k) + ()

() = (k) +7(u,)
2(u) = —h(k) +F(u)
(
Ell
£l

1

ﬁ

\3

ﬂ

Uy) = —h(k‘) + 7(uy)
3(u) = —h(k) + 7 (u)
T3 UU) = —h(k) + T(UU)

2

ﬂ

dﬂ (uv) _ dfé (uv) _ d% (uv) C]-?/Boacl (uv) _ d?Boa/‘Q (uv) _ d?Box?) (uv)
du, du, du, du, du, du,

gdje je h= h/l,. Euler-Lagrangeove jednadzbe se mogu automatski generirati uko-
liko se uvrsti NV = 3:

1 [t = —~ 1 [ — I —~ _
TP [ )Vt [T ) ), = 0
-1 —1 -1
(2.53)
1 ! opt > 1 ! opt - 1 ! opt v ~
—%/ rY (uv)Ylg(uv,u)duv—;][ ryy (uv)Ygg(uv,u)duv—;/ 7 (uy) Yao (g, w)du, = y(u)
-1 —1 -1
(2.54)
1 ! o 1 ! opt - 1 ! opt ~
[ ) Vit [T ) Vi i T ) Vasla )k, = 50)
—1 —1 —1
(2.55)

gdje su kerneli:
dr(uv) T(u) — 7(uy)

Yinl ) = duy  [7(u) — 7(un)?
Vo (w0, 1) = d?(u”) r(u) —7(uy) +hk
Y1 (ty, ) du, |r(u) 7(uy) + hk|2
%(uv,u) _ dr(u,) . m(u) — 7 (uy) + HEk

du, |7 (u) — 7(uy) + Hk:|2



Poglavlje 2. Matematitki model 25

di(u,) 7(u) — F(u,) — hk

Via(ua, u) = dus |7 (u) — F(u,) — hk|?
Fatins ) = S R
o) = ) | ;%)__ ;ZU; —_7?1;
T ) = e D 7}?;
Tty ) = L) | T00) = Tlt)

du, [T (u) — 7(uy)|?

2.9. Swuperformula

Jasno je da navedena metoda za izracun optimalne cirkulacije nije ovisna o geome-
triji krila, odnosno nosece linije, Sto zna¢i da se moze koristiti i za opcéeniti neplanarni
oblik nosece linije [. Geometrija krila se u formulaciji koristi za izracun geometrijske
kernel matrice 37, odnosno, za svaku kolokacijsku tocku u i w, potrebno je izracunati
odgovarajuce vrijednosti y i z.

Ako se razmatra noseéa linija, koja je opisana parabolom z = u3?, gdje je ¥ definiran na
intervalu y € [—1, 1], parametar p dozvoljava modifikaciju vertikalnog aspektnog odnosa
(definiranog kao omjer izmedu vertikalne dimenzije i raspona sustava krila). Toénije,
ukoliko je p jednak nuli, noseca linija je ravna (pravac paralelan sa osi x). Poveéavajuéi
parametar p povecava se aspektni odnos. Moze se zakljuciti da velike vrijednosti u
definiraju izrazito neplanarna krila. Parametrizacija parabolom moze se zapisati na

nacin:
~ . ~ . 2
Y =uz = pu

gdje je u € [—1,1].
No, moze se koristiti i opéenitija parametrizacija. Posebno zanimljiva je parametrizacija

pomocu superformule [3], koja izmedu ostalog omogucava generiranje poligona sa oblim
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rubovima.

Naime, krug, kvadrat, elipsa i pravokutnik su ¢lanovi niza superelipsa definiranih sa:
z p z p
— 4+ =5 =1
I+ 1l

Glavni nedostatak superelipsa jest limitirajuc¢a simetrija. Ukoliko se iskoriste polarne
koordinate r = R(mxu)te y = —R(mxu)sin(mxu) i 2 = pR(myu)cos(myu). Takoder,

uvodi se parametar 7 koji definira rotacijske simetrije kuta (7xu). Odnosno:

y = — R(mxu) sin(myu) (2.56)
Z =p — R(mxu) cos(myxu) (2.57)
R(mxu) = {| COS(W%XU)V’? + |sin(7r%>(u)|p3}_H (2.58)

Parametar x € [0, 1], govori koliko je geometrija nosece linije zatvorena, odnosno, vri-
jednost £ blizu nule predstavlja gotovo ravnu krivulju, dok vrijenost y blizu jedinice ¢ini
gotovo zatvorenu krivulju.

Parametri m, p1, p2, p3 se zadaju kao pozitivni realni brojevi, gdje m oznacava broj
rotacijskih simetrija. Ukoliko se vrijednosti parametara p; povecavaju, pojavljuju se
"kvazi-kutevi”, no oni ne predstavljaju diskontinuitete (kao $to bi pravi kutevi bili).
Pozitivan parametar p zatvara krivulju sa gornje strane, a negativan sa donje. Slijede

slike na kojima ¢e se prikazati mogucénosti ”superformule”.

Povec¢anjem parametara p slijedi:
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(c))p=16 (d))p=140

Slika 2.3: Superformula za p1 =ps=ps=p,m=4,u=1,x=0.5

Mozemo primjetiti formiranje ”kvazi-kuteva” odnosno formiranje lika pravokutnika,
koji se u ovom radu koristi za opis geometrije ”box-krila”.

Takoder, slijedi prikaz promjene ostalih prametara supeformule:



28
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Kako je ve¢ navedeno, oblici koji se mogu generirati pomocu superformule nadilaze
okvire potrebne za ovaj rad. Time, slijedi prikaz nekih zanimljivih moguénosti super-

formule:

Slika 2.5: Superformula za p1 =2,po =p3s=7T,m=5u=1,x=1



3 Rezultati

U ovom radu napravljen je proracun za razlicite sustave trokrilaca!. Nadalje, koristena
su dva tipa krila, odnosno oblika nosece linije, i to ravne nosece linije (otvoreno, klasi¢no
ravno krilo), te ”box-krilo” odnosno, nosec¢a linija zatvorena i oblika pravokutnika. Uku-
pan broj konfiguracija sustava trokrilca sa takva dva tipa nosece linije je 8. Shematski

prikaz navedenih konfiguracija je na slici3.1.

U ovom kontekstu trokrilac ne mora nuzno znagiti letjelica sa tri krila, veé se naziv odnosi na sustav

tri nosece linije, koje mogu biti npr. kanar, krilo i rep. Tocnije eng. ” Triplane”

30
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Konfiguracija 1

Konfiguracija 2

| ]
Kenfiguracija 3 1 1

| |

| |
Konfiguracija 4

| |

| |
Konfiguracija 5 1 | |

| |
Konfiguracija 6
Konfiguracija 7 1 ||

| ]
Konfiguracija 8

| ]

| |

Slika 3.1: Razmatrane konfiguracije

Parametri potrebni za opis geometrije navedenih nosec¢ih linija su:
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Tablica 3.1: Parametri nosecih linija

P1 | P2 | P3 M X
Ravno krilo | 4 | 40 | 40 | 40 1 0

"Box krilo” | 4 | 40 | 40 | 40 | 0.03 | 1

U proracunu se koriste bezdimenzijske geometrijske znacajke. Poluraspon krila, od-
nosno sustava trokrilca je uvijek jednak (kako je zadano u zadatku rada) te je uzeta
njegova vrijednost od b,, = 10[m], $to bi znacilo da je ukupan raspon svake od konfi-
guracija jednak by, = 20[m]. Time, prilikom formiranja bezdimenzijskog sustava sve su
geometrijske znacajke podjeljene sa iznosom b, te su parametri odnosa duljina krila
Lir =1.

Kako je navedeno na slici 2.1 vertikalni aspektni odnos:

_2H

V—E

jest znacajna velicina kod proracuna optimale efikasnosti konfiguracije trokrilaca. U
ovom radu su se promatrale vrijednosti vertikalnog aspektnog odnosa:

vl & =

10 10

za svaku od navedenih konfiguracija. Iznosi vertikalnog aspektnog odnosa i iznos po-
luraspona krila, odreduju vertikalne udaljenosti izmedu krila(noseéih linija), svake od
konfiguracija trokrilaca, ovdje je bitno naglasiti da se koristila jednaka udaljenost medu
krilima. Ukoliko se koristi terminologija navedena u 2.1, udaljenost izmedu krila 11 2,
te 21 3 je’:

Hiz = Hy = |1 2 50| [m]

te je udaljenost izmedu krila 1 i 23

mFP4mwm

20bzirom da je bitno za prorac¢un, treba napomenuti da ova udaljenost vrijedi i za obrnute indekse

krila, odnosno Hay i H3o
3Vrijedi i za indekse krila Hs;
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3.1. Aerodinamicka svojstva optimiranog trokrilca

3.1.1. V -

Slijedi prikaz iznosa aerodinamicke efikasnosti zadanih konfiguracija trokrilca za iz-

nos vertikalnog aspektnog odnosa V' — co.

V=00
15 T T

P e — o1

Slika 3.2: Primjer cirkulacije za konfiguraciju 1
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Slika 3.3: Primjer cirkulacije za konfiguraciju 5

V=co
100 T T T T T
¥ ¢=4.328
801 ¢ =1.4427
—c,=0.1.4427
60 | _
- — 14427
40t .
20+ b
T
0 [ [ ] -
20 il
40 | il
| J
60 - ]
-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

Slika 3.4: Primjer cirkulacije za konfiguraciju 8

Nakon proracuna za konfiguracije 1, 5 i 8, jasno je da se medusobni utjecaj krila

jedno na drugo smanjuje, te ukoliko su dovoljno udaljena ponasaju se kao 3 samostalna

krila [3] [1].

4Smjer cirkulacije na donjoj stijenci "Box” krila je isto pozitivna, ali se ovako prikazuje zbog bolje
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Slijedi prikaz iznosa aerodinamicke efikasnosti zadanih konfiguracija trokrilca za iz-

nos vertikalnog aspektnog odnosa V' =

Tablica 3.2: Iznos aerodinamicke efikasnosti za V = ==

L
10°

1
10

€1 €9 €3 3
Konfiguracija 1 | 0.4263 | 0.3955 | 0.4263 | 1.2463
Konfiguracija 2 | 0.4803 | 0.4783 | 0.6433 | 1.6019
Konfiguracija 3 | 0.7695 | 0.3231 | 0.3220 | 1.4146
Konfiguracija 4 | 0.4140 | 0.7644 | 0.4140 | 1.5924
Konfiguracija 5 | 0.3220 | 0.3231 | 0.7681 | 1.4146
Konfiguracija 6 | 0.6433 | 0.4783 | 0.4803 | 1.6019
Konfiguracija 7 | 0.4927 | 0.6589 | 0.54927 | 1.6664
Konfiguracija 8 | 0.4764 | 0.4544 | 0.4772 | 1.4079

Slijedi prikaz iznosa aerodinamicke efikasnosti zadanih konfiguracija trokrilca za iz-

nos vertikalnog aspektnog odnosa V' =

preglednosti.

2
10°
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2

Tablica 3.3: Iznos aerodinamicke efikasnosti za V = 15

€1 €2 €3 €

Konfiguracija 1 | 0.5198 | 0.4628 | 0.5198 | 1.5024
Konfiguracija 2 | 0.4986 | 0.4948 | 0.6020 | 1.5945
Konfiguracija 3 | 0.7838 | 0.4141 | 0.4154 | 1.6134
Konfiguracija 4 | 0.4703 | 0.7746 | 0.4703 | 1.7152
Konfiguracija 5 | 0.4154 | 0.4141 | 0.7838 | 1.6134
Konfiguracija 6 | 0.6020 | 0.4948 | 0.4986 | 1.5945
Konfiguracija 7 | 0.5237 | 0.6292 | 0.5237 | 1.6766
Konfiguracija 8 | 0.5071 | 0.34639 | 0.581 | 1.4791

Za pocetak, iz navedenih vrijednosti aerodinamickih efikasnosti moze se primjetiti
da aerodinamicka efikasnost sustava (konfiguracije) ovisi o rasporedu krila. Na primjer,
uzmimo u razmatranje kofiguraciju 2, kojoj je raspored krila ravno—ravno—box, te kon-
figuraciju 6, rasporeda box —ravno—ravno. Neovisno o vertikalnom aspektnom odnosu,
srednje ravno krilo, zajednicko ovim konfiguracijama, ima istu aerodinamicku efikasnost
za obje konfiguracije, te su i efikasnosti vanjskih krila jednake, bez obzira na njihov
razmijestaj ("box” krilo u konfiguraciji 2 je dolje, a u konfiguraciji 6 gore). Isto vrijedi
za takav razmjestaj "box” krila (konfiguracija 3 i 5). Takoder, ako promotrimo konfigu-
racije 714, bez obzira na vertikalni aspektni odnos, efikasnoti su simetri¢no rasporedene
oko srednjeg krila, koje ima najvecu aerodinamicku efikasnost. Konfiguracije 11 8 ima
sva tri jednaka krila. Njihova aerodinamicka efikasnot je takoder simetri¢no rasporedena
obzirom na srednje krilo, ali je u ovom slucaju aerodinamicka efikasnost srednjeg krila
najmanja u sustavu.

Povecavanjem aspektnog odnosa, povecava se i ukupna aerodinamicka efikasnost svakog
sustava, bez obzira na raspored krila u sustavu. Teoretski gledano, ukoliko V' — oo,
kao sto je ve¢ prikazano, krila se ponasaju kao samostalna krila, pove¢avanjem vertikal-
nog aspektnog odnosa slabi utjecaj krila jedno na drugo, pa je aerodinamicka efikasnost
takvog sustava jednaka zbroju aerodinamickih efikasnosti svih krila, koju imaju kada su

jedina u sustavu.



4 | Zakljutak

Prikazana je efikasna metoda optimizacije cirkulacije, odnosno racunanja minimal-
nog induciranog otpora. Metoda je posebno zanimljiva jer nije ovisna o geometriji i
broju krila, pa je izrazito korisna pri racunanju nestandardnih konfiguracija letjelica.
U radu su promatrani visekrilci, tocnije trokrilci. Za promatrane konfiguracije korisetene
su dvije vrste nosecih linija (krila), ravna noseca linija i zatvorena ”box” noseca linija.
Navedene konfiguracije su se promatrale za nekoliko vertikalnih aspektnih odnosa, gdje
jeVv =231~
Iz rezultata se moze izvesti nekoliko zakljucaka, sto je vertikalni aspektni odnos veéi, to
se medusobni utjecaj krila smanjuje, te se svako krilo poé¢inje ponasati kao samostalno.
Nadalje, raspored krila i vrste nosece linije u sustavu utje¢e na aerodinamicku efikas-
nost istog. Za sustave sa sva tri jednaka krila, srednje krilo ima najmaju aerodinamicku
efikasnost. Sustavi koji imaju jednako srednje krilo, bez obzira na raspored i vrstu os-
talih krila, aerodinamicka efikasnost tog krila je jednaka, i to vrijedi za sve vertikalne
aspektne odnose. Sustavi koji se sastoje od razli¢itih krila (noseéih linija) te koji ujedno
imaju i simetricnan raspored krila, simetrican oko srednjeg krila, mogu imati najveéu
efikanost upravo na srednjem krilu. Medu optimalnim konfiguracijama koja od njih
stvara najvecu aerodinamicku efikasnost odredeno je vertikalnim aspektnim odnosom i
tipovima pojedinih krila odredene konfiguracije.

Metoda se teoretski moze primjeniti za proracun svih vrsta standardnih i nestandardnih
konfiguracija i sustava visekrilaca. Metoda se moze dodatno koristiti za proracun win-

gleta u preliminarnoj fazi projektiranja, zbog superformule koja ih moze geometrijski

37
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opisati.



A | Prvi prilog

A.1. Fundamentalna lema varijacijskog racuna

Lema A.1..1 Ako se pretpostavi funkcija g € C°([a,b]), takva da:

[ st =o

za svaki ¢ € C§([a,b]) odnosno sa neprekidnom drugom parcijalnom derivacijom, onda

Je:
na intervalu ([a, b]).

Dokaz
Ako se pretpostavi, iskljucivo za korist kontradikcije, da postoji tocka T € ([a, b]) takva
da je g(T) # 0. Bez gubitka na opéenitosti, moze se pretpostaviti da je g(z) > 0. Kako
je g neprekidna na ([a, b]), postoji § > 0 takav da:

za svaki ¢ € (T — 0,7 + J) N [a,b]. Zbog neprekidnosti funkcije g, takoder moze se
pretpostaviti T € [a,b]. Ideja je formirati funkciju ¢ € C{([a,b] takvu da je ¢ > 0 na

(T — 0,7 4 §) i nula u suprotnom. Ako se pretpostavi da takva funkcija postoji, onda

39
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slijedi:

o= [ gla)pla)de = / ™ gwe(a)dz > T / o

o(x)dz >0
s 2 )

No, kako je to nemoguée, zakljucuje se da je ¢ = 0 na intervalu [a,b]. Kako bi se
formirala funkcija ¢, definira se ¢ : [a,b] — R kako slijedi:

o) =@ —-T-0)@T+06—-2)* v€(@T—6T+9)

te p(z) = 0 usuprotnom. Sada se vidi da funkcija ¢ zadovoljava sva trazena svojstva.
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