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PREDGOVOR

PREDGOVOR

Danasnja primijenjena fizika, mehanika i ostale prirodne znanosti oslanjaju se na
numericke metode u rjeSavanju problema pomocu racunala. Najces¢e koriStena metoda je
metoda konacnih elemenata pomocu koje se rjeSavaju razni problemi u mehanici ¢vrstih
tijela, biomehanici, elektrotehnici, itd. ProSirena je njena primjena kroz razne racunalne
programe za mnoge probleme mehanike ¢vrstih tijela. Velik problem odnosno nedostatak je
stvaranje mreze konacnih elemenata od koje uvelike ovisi kvaliteta rjeSenja. Velik utjecaj ima
1 geometrija konac¢nih elemenata. Primjerice za trokutni element je najpovoljniji oblik
stostrani¢ni trokut, a svako odstupanje od tog oblika moze dovesti do rasta greske. Samo
stvaranje mreze je vrlo ¢esto dugotrajno i1 kvaliteta mreze mnogo ovisi o ljudskom faktoru.

U nelinearnim problemima kao npr. velike deformacije ili analiza Sirenja pukotine
potrebna je lokalna promjena mreze tijekom analize. Razlog tomu je distorzija elemenata u
sluc¢aju velikih deformacija ili potreba za promjenom elemenata zbog nepodudaranja Sirenja
pukotine 1 granice elementa. Vrlo distordirani element moze dalje uzrokovati gubitak to¢nosti.
Promjena mreZe elemenata tijekom analize dovodi do povecanja raCunalnog vremena. Metoda
konacnih elemenata je detaljno istrazena i izvedene su formulacije elemenata koje uspjesno

rjeSavaju razlicite probleme. Ostaju otvorena pitanja izmedu ostalih i u kontekstu elemenata

za analizu plo¢a. Opéenito, problem je ostvariti C' kontinuitet preko granica elemenata.

Ploce su uz ljuskaste konstrukcije vrlo Ceste u tehnickoj praksi pa se stoga i provode
mnoga istrazivanja u cilju poboljSanja postoje¢ih metoda analize plocastih 1 ljuskastih
konstrukcija. Formulacije kona¢nih elemenata za analizu ploca temelje se na klasi¢nim
teorijama ploca, i to Kirchhoff-Loveovoj za savijanje tankih plo¢a i Reissner-Mindlinovoj za
savijanje debelih plo¢a. U numerickim metodama za analizu plo¢a primjenjuju se i teorije
plo¢a viseg reda koje omogucuju opisivanje slozenije raspodjele poprecnih posmicnih
komponenata naprezanja po debljini ploce 1 tzv. solid-shell metoda. U solid-shell metodi
pretpostavljena je linearna raspodjela poprecne komponente pomaka po debljini ploce 1
primjenjuje se potpuni konstitutivni model. U klasi¢nim teorijama ploc¢a, Kirchhoff-Loveovoj
i Reissner-Mindlinovoj ne uzimaju se u obzir sve komponente naprezanja ili deformacija $to
onemogucuje primjenu potpunog konstitutivnog modela. Nadalje, Kirchhoff-Loveova teorija
savijanja tankih ploa zanemaruje popre€ne posmicne komponente naprezanja, tj.

deformacije, te je stoga nepogodna za analizu savijanja debelih plo¢a. U Reissner-
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Mindlinovoj teoriji popreéne posmicne komponente deformacije su uzete u obzir kao
nezavisne veli¢ine koje opisuju stvarnu raspodjelu tih komponenata deformacija u prosje¢nom
smislu. Prilikom analize tankih plo¢a u kojima iScezava utjecaj poprecnih posmicnih
naprezanja dolazi do znacajne greske jer tim nacCinom opisa deformiranja ploce nije
zadovoljen Kirchhoff-Loveov uvjet da je kut nagiba normale na srednju deformiranu plohu
ovisan o progibu, tj. derivaciji progiba po koordinatama u srednjoj ravnini, kao jedinoj
veli¢ini. Numericke metode koje se temelje na teorijama ploca viSeg reda imaju velik broj
stupnjeva slobode sto je numeric¢ki nepovoljno.

U posljednja dva desetljeca pojavila se nova grupa numerickih metoda koja se znacajno
razlikuje od metode konacnih elemenata. To su bezmrezne numericke metode. Principijelno,
u grupu bezmreznih metoda spada i metoda konacnih razlika, kao najstarija bezmrezna
metoda. Razlika izmedu metode konacnih razlika i ,,modernih® bezmreznih metoda je u
aproksimaciji veli¢ina polja kao Sto su pomaci, kutovi zakreta ili naprezanja. U metodi
konacnih razlika nema a priori aproksimacije, nego se u diskretiziranim jednadzbama koriste
samo podaci u ¢vorovima. Postoje i izmijenjene metode konacnih razlika koje koriste
interpolaciju na osnovi ¢vornih podataka u cilju zadovoljavanja rubnih uvjeta.

Bezmrezne metode se razlikuju od metode konacnih elemenata po na¢inu aproksimacije
funkcije rjeSenja. U metodi konacnih elemenata u aproksimaciju funkcije rjeSenja ulaze samo
¢vorovi koji definiraju element, odnosno podaci u tim ¢vorovima. U bezmreznim metodama
funkcija rjeSenja je aproksimirana pomocu skupa sluc¢ajno razmjestenih ¢vorova, tj. podataka
u tim ¢vorovima, pa principijelno mogu svi ¢vorovi proracunskog modela sudjelovati u
aproksimaciji rjesenja u nekoj tocki. Oblik, odnosno stupanj, funkcije rjeSenja je ograni¢en
brojem podataka u konacnom elementu dok je to neovisno o broju ¢vorova modela (uz neka
ogranicenja kao npr. minimalni broj podataka potreban za definiranje funkcije odredenog
stupnja) u bezmreznim metodama. Tako se u bezmreznim metodama moze za jedan
proracunski model, odnosno za isti broj ¢vorova, odabrati viSe razliCitih aproksimacijskih
funkcija. U bezmreZnim numerickim metodama se primjenjuju razli¢ite aproksimacijske
funkcije. NajceS¢e koriStene aproksimacijske funkcije su Metoda pomi¢nih najmanjih
kvadrata (Moving Least Squares (MLS) [1]), Metoda interpolacije po toCkama (Point
Interpolation Method (PIM) [2]) s polinomnom (Polynomial Point Interpolation Method
(PPIM)) 1 radijalnom (Radial Point Interpolation Method (RPIM)) bazom, Metoda
reprodukcije osnovnih dijelova (Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) [3]), Metoda
particije jedinice (Partition of Unity (PU) [4]), itd.
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Jo$ jedna bitna razlika metode kona¢nih elemenata i bezmreznih metoda je u nacinu
integracije slabog oblika uvjeta ravnoteZe. U metodi konacnih elemenata se integriranje
provodi po elementu, a mreza konacnih elemenata prekriva podrucje problema. U
bezmreznim metodama integriranje se provodi po proizvoljnim lokalnim podru¢jima
integracije kojih zbroj nuzno ne prekriva podrucje problema. Metoda koja ne odgovara u
potpunosti ,,definiciji bezmreznih metoda je ,,izmedu“ metode kona¢nih elemenata i
bezmreznih metodama (u literaturi se razlikuju stoga istinske (¢#ruly) bezmrezne metode) je
Bezmrezna Galerkinova metoda (Element Free Galerkin Method (EFG)). U toj metodi
primjenjuju se tzv. pozadinske celije (background cells) koje su podrucja integracije slabog
oblika uvjeta ravnoteze. Zbroj tih ¢elija je jednak podrucju problema. U grupu bezmreznih
metoda ubrajaju se BezmreZna lokalna Petrov-Galerkinova metoda (Meshless Local Petrov-
Galerkin (MLPG) [5]), Metoda prirodnih elemenata (Natural Element Method (NEM) [6]),
Metoda lokalnih rubnih integrala (Local Boundary Integral Equation Method (LBIE) [7]),
Metoda konacnih toCaka (Finite Point Method (FPM) [8]), Galerkinova metoda bez
elemenata (Element-free Galerking (EFG) [9]), itd. MLPG metoda je naj¢eS¢e primijenjena u

podruc¢ju mehanike deformabilnih tijela.

Doktorski rad je podijeljen u 5 poglavlja:

e U 1. poglavlju su ukratko prikazana dosadasnja istrazivanja na podrucju
bezmreznih metoda. Opisana je motivacija za nastanak ovog rada i hipoteza
ocekivanog znanstvenog doprinosa.

e U 2. poglavlju dan je kratki opis jednadZzbi mehanike kontinuuma koje se koriste u
formulacijama prikazanih bezmreznih metoda. Prikazane su osnove metode
lokalnog tezinskog ostatka na kojem se temelje formulacije u radu. Opisane su i
primijenjene aproksimacijske funkcije.

e U 3. poglavlju prikazane su mjeSovite bezmrezne metode za rjeSavanje problema
ravninskog stanja naprezanja. Prikazane su metode temeljene na slabom obliku
uvjeta ravnoteze, na jakom obliku uvjeta ravnoteze (kolokacija) i kratko je opisana
kombinirana metoda slabog-jakog oblika uvjeta ravnoteze. Na numerickim
primjerima je pokazana numericka ucinkovitost prikazanih formulacija. Prikazana
je B-spline aproksimacija. Postavljanjem uvjeta interpolacije na B-spline
aproksimacijske funkcije nastaje problem uvjetovanja kona¢ne matrice krutosti.

Prikazano je kratko objasnjenje moguceg uzroka tog problema.
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U 4. poglavlju prikazane su mjeSovite bezmrezne metode za rjeSavanje problema
savijanja tankih i debelih plo¢a. Prikazane su metode temeljene na slabom obliku
uvjeta ravnoteze. Objasnjena su dva problema koji se javljaju pri analizi ploca,
debljinski (thickness) 1 poprecni posmicni (transversal shear) locking. Prikazane
se formulacije s linearnom i kvadraticnom raspodjelom popre¢ne komponente
pomaka. Na numerickim primjerima je pokazana numericka ucinkovitost
prikazanih formulacija i uklanjanje problema /lockinga. Primijenjene su IMLS 1 B-
spline aproksimacijske funkcije.

U 5. poglavlju prikazan je zakljucak, rezultati i dane su smjernice daljnjih

istrazivanja.
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SAZETAK

SAZETAK

U radu su predloZzene nove bezmreZne numericke metode za analizu deformiranja
ploca koje se temelje na metodi lokalnog tezinskog ostatka (reziduala), odnosno lokalnoj
Petrov-Galerkinovoj (MLPG) metodi. Pritom se provodi integracija slabog oblika uvjeta
ravnoteze po lokalnom podrucju integracije. Izbor tezinske funkcije u tezinskom ostatku je
proizvoljan. PloCe su promatrane kao trodimenzijska tijela S§to omogucéuje primjenu
trodimenzijskih materijalnih modela. Diskretizacija je provedena ¢vorovima na donjoj i
gornjoj plohi. TezZinske funkcije su odabrane kao umnozak jedini¢ne odsko¢ne (Heaviside)
funkcije u srednjoj ravnini i linearnih polinoma u pravcu okomitom na srednju ravninu.
Nepoznanice u ¢vorovima su aproksimirane funkcijama definiranim u srednjoj ravnini i
polinomima po debljini ploce. Primijenjene su Interpolacijska metoda pomicnih najmanjih
kvadrata (Interpolating Moving Least Squares - IMLS) 1 B-spline aproksimacijska funkcija.
Koriste se interpolacijske funkcije, tj. funkcije oblika imaju Kronecker delta svojstvo.

PredloZena je mjeSovita formulacija pri ¢emu su komponente pomaka i naprezanja
aproksimirane zasebno istim funkcijama. Diskretizacijom uvjeta ravnoteze c¢vornim
komponentama naprezanja dobiva se sustav jednadzbi u kojem je viSe ¢vornih nepoznanica
od jednadzbi, stoga je potrebno uvesti dodatne jednadzbe. To su konstitutivne relacije koje
povezuju komponente naprezanja s komponentama deformacija i kinematicke relacije koje
povezuju komponente deformacija s komponentama pomaka. Te su jednadzbe diskretizirane
¢vornim komponentama pomaka. Nakon uvrStavanja dodatnih diskretiziranih jednadzbi u
prvotni sustav s komponentama naprezanja dobiva se sustav s jednakim brojem nepoznanica i
jednadzbi. Zadovoljavanje rubnih uvjeta pomaka provodi se izravno, analogno metodi
konacnih elemenata zbog interpolacijskih funkcija oblika. Rubni uvjeti sila zadovoljeni su u
integralnom smislu.

Aproksimacijom kvadrati¢ne raspodjele poprecne komponente pomaka po debljini
uklonjen je Poissonov debljinski (thickness) locking. Aproksimacijom komponenata
naprezanja uklonjen je poprecni posmicni (transversal shear) locking.

Tocnost predlozenih metoda provjerena je na numerickim primjerima usporedivanjem

rezultata s dostupnim analitickim rjeSenjima.
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SUMMARY

SUMMARY

New meshless numerical methods for the analysis of plate deformation process, which
are based on the local weighted residual, i.e. the Local Petrov-Galerkin (MLPG) method, are
presented in this PhD thesis. Integration of the weak form of equilibrium equations over a
local subdomain is carried out. The choice of the weight function in the weighted residual is
arbitrary. Plates are considered as three dimensional bodies, which enables the use of the
three-dimensional constitutive law. Discretization is carried out by nodes on both the upper
and lower surfaces. The weight functions are chosen as the product of the Heaviside step
function in the middle plane and linear polynomials in the direction perpendicular to the
middle plane. The nodal unknowns are approximated by functions defined in the middle plane
and polynomials over the plate thickness. Interpolating Moving Least Squares (IMLS) and B-
spline approximation functions are applied in the middle plane. The applied functions are
interpolating, i.e., the shape functions have the Kronecker delta property.

A mixed formulation, with displacement and stress components approximated
separatley by the same functions, is proposed. Discretizing the equilibrium equations with the
nodal stress components yields a system of equations with more nodal unknowns than
equations, and it is therefore necessary to introduce additional equations. These equations are
the constitutive relations which connect nodal stress components with nodal strain
components and the kinematic relations which connect nodal strain components with nodal
displacement components. These relations have been discretized by nodal displacement
components. After inserting these additional relations into the first system of equations, a
system with an equal number of unknowns and equations is derived. Imposition of the
displacement boundary conditions is carried out directly, analogously to the finite element
method because of the interpolating shape functions. The traction boundary conditions are
satisfied in integral sense.

The Poisson thickness locking has been eliminated by approximating the quadratical
transversal displacement component. The transversal shear locking has been eliminated by
approximating the stress components.

Accuracy of the proposed methods has been validated in numerical examples by

comparing the results with available analythical solutions.
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a, - i-t1 koeficijent u aproksimacijskoj funkciji,
a,(x) - i-ti koeficijent u MLS aproksimacijskoj funkciji,
a - vektor koeficijenata u aproksimacijskoj funkeiji,

a(x) - vektor koeficijenata u MLS aproksimacijskoj funkciji,
A(x) - momentna matrica u MLS aproksimacijskoj funkeciji,

A, (x) - derivacija momentne matrice po koordinati x, u MLS aproksimacijskoj
funkeiji,

A (x) - inverzna matrica momentne matrice u MLS aproksimacijskoj funkciji, A '

»X;

A,X‘f1 (x) - derivacija inverzne matrice po koordinati x, u MLS aproksimacijskoj
funkeiji, A
b, - j-ti koeficijent u PPIM aproksimacijskoj funkciji,

b, (x) - k-ta bazna funkcija u B-spline aproksimacijskoj funkciji,

b - vektor koeficijenata u aproksimacijskoj funkciji,

B(x) - matrica u MLS aproksimacijskoj funkciji,

B, (x) - derivacija matrice po koordinati x, u MLS aproksimacijskoj funkciji,

B, - matrica vrijednosti baznih funkcija u ¢vorovima diskretizacije B-spline
aproksimacijskoj funkciji,

B, (XJ) - matrica koja povezuje pomake i naprezanja,

B, - inverzna matrica vrijednosti baznih funkcija u ¢vorovima diskretizacije B-

spline aproksimacijskoj funkciji,

cond - uvjetovanost matrice,

c - vektor koeficijenata u RBF aproksimacijskoj funkeiji,

Cyun - tenzor elasti¢nosti,

c" - m-ti stupanj kontinuiteta funkcije,

d. - prosje¢ni ¢vorni razmak za ¢vor Cu RPIM aproksimacijskoj funkeiji,
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d, - udaljenost trenutne tocke racunanja od ¢vora k u MLS aproksimacijskoj
funkciji,

d, - udaljenost trenutne tocke racunanja od ¢vora J u MLS aproksimacijskoj
funkciji,

d, - veli¢ina lokalnog podrucja integracije duz osi x,

d, - veli¢ina lokalnog podrucja integracije duz osi y,
D - fleksijska (savojna) krutost ploce,

D, - kombinacija materijalnih konstanti,

D, - kombinacija materijalnih konstanti,

D - matrica elasti¢nosti,

D, - matrica kinemati¢kog diferencijalnog operatora,
D k(g) - matrica diferencijalnog operatora,

e - diskretna srednja vrijednost relativne greSke pomaka,
e, - diskretna norma relativne greske pomaka,

E - modul elasti¢nosti,

/i - komponenta volumenske sile,

£ - fiktivna vrijednost funkcije u tocki x, ,

£ (x) - aproksimirana funkcija,

f (h)’xi (x) - derivacija aproksimirane funkcije po koordinati x,,
f - vektor vrijednosti funkcija u ¢vorovima,
f - vektor fiktivnih vrijednosti funkcija u ¢vorovima,
f - vektor kombiniran od fiktivnih vrijednosti funkcija u ¢vorovima i nula u RBF
aproksimacijskoj funkeciji,
F - popre¢na koncentrirana sila,
G - modul smicanja,
G - matrica koeficijenata u RBF aproksimacijskoj funkciji,
G - inverzna matrica koeficijenata u RBF aproksimacijskoj funkciji,
! - podmatrica inverzne matrice koeficijenata u RBF aproksimacijskoj funkeciji,
G, - podmatrica inverzne matrice koeficijenata u RBF aproksimacijskoj funkciji,
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h - debljina ploce,

h, - razmak ¢vorova duz osi x,

h, - razmak ¢vorova duz osi y,

H (x, y) - Heavisideova funkcija u srednjoj ravnini,

H - visina konzole,

I, - jedini¢na matrica ranga 3,

J (a (X)) - diskretna norma greske aproksimacije u MLS aproksimacijskoj
funkciji,

k - faktor uprosjecavanja utjecaja poprecnih sila na deplanaciju poprecnog

presjeka u Reissner-Mindlinovoj teoriji ploca,

K - matrica krutosti,

K, - matrica koeficijenata u diskretizaciji uvjeta ravnoteze cvornim
komponentama naprezanja,

K, - matrica koeficijenata u diskretizaciji jednadzbi koje povezuju ¢vorne
komponente naprezanja sa ¢vornim komponentama pomaka,

KI(”) - podmatrica matrice K,

) - oznaka donjeg ¢vora u paru (skupu) ¢vorova,
- duljina konzole,

. - dio plohe lokalnog podrucja integracije koja je unutar podrucja Q,

m -broj monoma u bazi aproksimacijske funkcije,

M -spreg sila,

n -broj ¢vorova koji utjece na aproksimaciju u trenutnoj tocki,

n; - komponenta vektora normale na plohi,

n, - komponenta normale na pravcu osi x na plohi,

n, - komponenta normale na pravcu osi y na plohi,

N - broj ¢vorova diskretizacije proracunskog modela,

N - matrica komponenata normale,

N,, - B-spline bazna funkcija stupnja p,

NV (z) - funkcija oblika pridruZena donjem &voru

N (z) - funkcija oblika pridruZena gornjem &voru
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)% - raspodijeljeno opterecenje,
- vektor monoma baze aproksimacijske funkcije,
p - vektor koeficijenata u B-spline aproksimacijskoj funkciji,
D, - k-ti koeficijent u B-spline aproksimacijskoj funkciji,
P, (X) - m-ti monom u bazi aproksimacijske funkcije,

Diy (x) - derivacija m-tog monoma u bazi aproksimacijske funkcije po koordinati x,,

P - matrica polinomnih baza u RBF aproksimacijskoj funkeiji,
q - eksponent u radijalnoj baznoj funkciji,
r - udaljenost od trenutne tocke,

=

.(r) - radijalna bazna funkcija,

R, - unutarnji radijus debelog zakrivljenog Stapa,
R, - vanjski radijus debelog zakrivljenog Stapa,
R - matrica radijalnih baznih funkcija,
R - vektor optereéenja,
R, - matrica vrijednosti radijalnih baznih funkcija u ¢vorovima diskretizacije,
t - stupanj bazne funkcije u MLS aproksimacijskoj funkeiji,
t, - komponenta vektora povrsinskih sila,
t - vektor povrSinskih sila,
T - vrijeme sklapanja matrice krutosti,
u - komponenta pomaka na pravcu osi x,
u - oznaka gornjeg ¢vora u paru (skupu) ¢vorova,
u - vektor pomaka,
u - vektor zadanih pomaka,
u - vektor pretpostavljenog rjesenja,
u, - komponenta vektora pomaka,
u’ - analiticka vrijednost komponente vektora pomaka,
" - numericka vrijednost komponente vektora pomaka,
u l.(l)' - komponenta vektora pomaka u donjem ¢voru para ¢vorova /,
Uy, - derivacija komponenta vektora pomaka po koordinati x, ,
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v - komponenta vektora pomaka na pravcu osi y,

v - testna funkcija u tezinskom ostatku,

v - vektor testne funkcije u tezinskom ostatku,

v - vektor testne funkcije za zadovoljavanje rubnih uvjeta,

2 - testna funkcija u tezinskom ostatku pridruzena donjem ¢voru u paru (skupu)
¢vorova,

v, - testna funkcija u tezinskom ostatku pridruzena gornjem ¢voru u paru (skupu)
¢vorova,

Vi - testna funkcija u tezinskom ostatku zapisana indeksno,

e i - testna funkcija u tezinskom ostatku pridruZzena donjem ¢voru zapisana
indeksno,

) 4 - testna funkcija u tezinskom ostatku pridruzena gornjem ¢voru zapisana
indeksno,

v/ - vektor ¢vornih komponenata pomaka za 7 —ti par (skup) ¢vorova,

w, (X) - tezinska funkcija pridruzena ¢voru k u MLS aproksimacijskoj funkciji,

Wy, (X) - regularizirana tezinska funkcija pridruzena ¢voru J u MLS aproksimacijskoj
funkciji,

X, - koordinata u Kartezijevom koordinatnom sustavu,

Xjpu - B-spline &vor,

a - kazneni parametar,

a, - faktor veli¢ine lokalnog podrucja integracije,

a. - parametar oblika u radijalnoj baznoj funkciji,

o - matrica kaznenih parametara,

Ocg - veli¢ina podrucja utjecaja ogranicene radijalne bazne funkcije,

o (x - x') - Dirac impulsna funkcija definirana u toc¢ki x’,

o, - Kronecker delta simbol,

0, - derivacija po koordinati x,,

0Q2, - rub lokalnog podrucja integracije,

v - gradijent testne funkcije,
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& - faktor u regulariziranoj tezinskoj funkciji u MLS aproksimacijskoj funkciji,
& - komponenta tenzora deformacije,

6}([)[ - komponenta deformacije u donjem ¢voru para (skupa) ¢vorova /,

€ - tenzor deformacije,

&’ - vektor ¢vornih komponenata deformacije,

r - rub podrugja Q,

I, - rub lokalnog podrucja integracije Q2 ,

r, - rub lokalnog podruc¢ja integracije 2 sa zadanim rubnim uvjetima pomaka,
r, - rub lokalnog podrucja integracije 2, sa zadanim rubnim uvjetima sila,

OR - kut zakreta normale ploce uslijed progiba i popre¢nih posmi¢nih deformacija,
1% - Poissonov faktor,

o - komponenta tenzora naprezanja,

algh) (x) - aproksimirana komponenta tenzora naprezanja,

c - tenzor naprezanja,

6 - vektor komponenata naprezanja proracunskog modela,

6’ - ¢vorni vektor komponenata naprezanja,

0')((1)1 - komponenta naprezanja u donjem ¢voru za par (skup) ¢vorova 7,

¢.(x) - funkcija oblika pridruzena &voru £,

@, - kut zakreta normale ploce uslijed poprecnih posmic¢nih deformacija,

G . (x) - derivacija funkcije oblika pridruzena &voru k po koordinati x, ,

D7, (x) - funkcija oblika pridruzena ¢voru / u aproksimaciji naprezanja,

D, - matrica funkcija oblika u ¢vorovima u MLS aproksimacijskoj funkciji,

Y, (x) - funkcija oblika u tri dimenzije pridruzena ¢voru / u aproksimaciji pomaka,

| (x) - funkcija oblika u tri dimenzije pridruZena ¢voru / u aproksimaciji naprezanja,

Y, (x) - funkcija oblika u tri dimenzije pridruzena ¢voru / u aproksimaciji

deformacija,
Q - podrucje definicije problema,
Q. - lokalno podrucje integracije,
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S Z

- diferencijalni operator u uvjetima ravnoteze,
- diferencijalni operator u rubnim uvjetima sila i

- oznaka ¢vora na srednjoj ravnini.
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1.1. Pregled dosadasnjih istrazivanja

Dosad su razvijene bezmrezne metode za analizu deformiranja ploca temeljene na
klasi¢nim teorijama ploca kao Sto su Kirchhoff-Loveova i Reissner-Mindlinova teorija kao i
opcenitija solid-shell metoda koja opisuje deformiranje ploce kao trodimenzijskog
kontinuuma uz pretpostavku o linearnoj raspodjeli popre¢ne komponente pomaka po debljini.
U toj metodi primjenjuje se potpuni trodimenzijski konstitutivni model. Formulacija
temeljena na trodimenzijskom konceptu primijenjena je u bezmreznim metodama temeljenim
na lokalnoj integraciji slabog oblika uvjeta ravnoteze.

U analizi savijanja plo¢a numeri¢kim metodama moguci su locking problemi. Locking
predstavlja ogranicenje ili nemoguénost numericke metode da to¢no opise neka elementarna
stanja deformiranosti. Jedan primjer takvog stanja je Cisto savijanje. U slu¢aju nemoguénosti
opisivanja tog stanja u numerickim metodama se javlja debljinski (thickness) locking. Drugo
elementarno stanje deformiranosti je savijanje tanke ploce, u kojem slucaju utjecaj poprecnih
posmi¢nih komponenata naprezanja u energiji deformiranja mora iscezavati. Nemoguénost
opisivanja toga stanja uzrokuje poprecni posmicni (transversal shear) locking. U bezmreznim
metodama temeljenim na teoriji prvog reda za poprecne posmicne deformacije, kao Sto je
Reissner—Mindlinova, javlja se problem poprecnog posmicnog lockinga. Pojava nekog od
locking problema moze proizaci iz primjene istih interpolacijskih funkcija za sve poopéene
pomake u formulaciji, odnosno za pomake i kutove zakreta [10]. Takvim opisivanjem
deformiranja ne moze se dobro opisati deformiranje tankih ploc¢a. To je u podru¢ju metode
konacnih elemenata rijeSeno primjenom selektivne reducirane integracije [11].

U radu [12] pokazano je da se selektivnom reduciranom integracijom u metodama
pomaka moze ukloniti pojava poprecnog posmicnog lockinga, te je taj postupak ekvivalent
nekim mjesSovitim modelima dobivenim iz Hellinger-Reissner funkcionala. Taj postupak je
nazvan teorem ekvivalencije. Primjena teorema ekvivalencije zahtijeva odredivanje tocaka
postavljenim u elementu na mjestima koja su odredena prema to¢noj numerickoj integraciji
podintegralnih funkcija. U bezmreZznim metodama u pravilu ne postoji takva to¢na numeric¢ka

integracija za aproksimacijske funkcije te stoga selektivna reducirana integracija nije
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primjenjiva u bezmreZnim metodama. Cesto se u metodi konaénih elemenata primjenjuju
razli¢ite metode ublazavanja ili uklanjanja popreénog posmicnog lockinga kao §to su metoda
pretpostavljene prirodne deformacije (Assumed Natural Strain [13]), metoda poboljSane
pretpostavljene deformacije (Enhanced Assumed Strain [14]), itd.

U literaturi su predlozeni neki od primjenjivih na¢ina uklanjanja popre¢nog posmicnog
lockinga u bezmreznim metodama. Najjednostavniji nac¢in u metodi pomaka je povecanje reda
baznih funkcija $to moze smanjiti ali ne nuzno i ukloniti popre¢ni posmicni locking [10]. Taj
pristup moze uzrokovati slucajne skokovite posmicne sile [15]. Integracija po ¢voru je naziv
za podintegraciju tj. smanjenje broja toCaka integracije od minimalnog za to¢nu integraciju
slabog oblika uvjeta ravnoteze, no to moze dovesti do sluc¢ajnih singularnih modova §to je
pokazano u [16] pa to zahtijeva neku vrstu stabilizacije. U postupku stabilizacije se javljaju
druge derivacije funkcija oblika [16] Sto zahtjeva dodatno vrijeme raCunanja. MjeSovita
formulacija moze uspjesno ukloniti popre¢ni posmicni locking. Jo§ jedan od nacina je i tzv.
pravilo konzistencije [15] ili drugog naziva nejednak red interpolacije §to je za bezmrezne
metode prikazano u [17]. U tom se pristupu interpolacija ili aproksimacija razli¢itih
kinematickih veli¢ina kao npr. pomaka i kutova zakreta provodi funkcijama razli¢itih redova
[10], [18]. Zamjenom nezavisnih veli¢ina moguée je ukloniti locking pojave [19]. Jedan od
na¢ina zamjena varijabli je 1 zamjena dodatnog kuta zakreta normale uslijed poprecnih
posmi¢nih deformacija komponentama deformacije.

U Galerkinovoj metodi primjena derivacija funkcija oblika progiba za polje kutova
zakreta uzrokuje singularnu matricu krutosti jer su te funkcije linearno zavisne. Autori [10]
pokazuju da je jedini nacin da takav pristup bude primjenjljiv koriStenje dodatnih uvjeta na
funkcije oblika i1 njihove derivacije, tzv. partition of unity paradigm, tj. uvjet jedini¢nog
zbroja dijelova za funkcije oblika i tzv. partition of nullity paradigm za derivacije funkcija
oblika. To znaci da u bilo kojoj tocki podrucja definicije problema i aproksimacijskih funkcija
zbroj funkcija oblika mora biti jedan, a zbroj njihovih derivacija u bilo kojoj to¢ki mora biti
nula. Ovo proizlazi iz aproksimacije polinomnim bazama reda m. Za probleme ploca kojima
je deformiranje opisano progibom i kutovima rotacije aproksimacija polinomima vodi na m +
1 mogucénosti koje zadovoljavaju uvjet linearne zavisnosti pa proizlazi da je za ploce broj
linearnih zavisnosti 2(m + 1). Te Cinjenice su dosad bile nezapazene, iako su zabiljezene u
numerickim ispitivanjima. Linearno zavisne aproksimacije uzrokovat ¢e vrlo slabo uvjetovane
matrice sustava.

Ovaj zakljucak ipak ne znaéi da se pristup konzistencije ne bi trebao koristiti. To

upucuje na potrebu posebnih mjera vezanih za koriSteni algoritam rjeSavanja sustava
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jednadzbi 1 u slucaju kad broj nultih vlastitih vrijednosti matrice sustava ima znacajnu ulogu
za problem koji se rjeSava. Nulte vlastite vrijednosti imaju poseban znacaj u geometrijski
nelinearnim analizama u blizini tocke bifurkacije. Ovakve pojave su izrazene u vrlo tankim
plo¢ama. Primjena pristupa konzistencije moze se provesti ugradivanjem uvjeta konzistencije
u operator kompatibilnosti 1 koriStenjem istih aproksimacijskih funkcija za sve poopcene
pomake.

Isti autori predlazu formulaciju koja uklju¢uje posmicne deformacije prvog reda uz
aproksimaciju deformacija umjesto rotacija sto je vrlo sli¢no Reissner-Mindlinovoj teoriji. U
obje formulacije je konstitutivni model jednak. U predlozenoj formulaciji popre¢ne posmicne
deformacije mogu teZiti nuli za slucaj tanke ploce. U operatoru kompatibilnosti 1 ravnoteze su
ukljuene 1 druge derivacije, $to je analogno Kirchhoff-Loveovoj formulaciji §to pak vodi na
zahtjev za minimalno C' kontinuitet aproksimacije. Takoder nema zapreka za koristenjem
istih aproksimacija za pomake i deformacije $to ubrzava proracun. Stoga se ova formulacija
moze opisati kao generalizacija modela za tanke ploce s dodanim posmi¢nim deformacijama.

U radu [20] razvijena je bezmrezna numeri¢ka metoda temeljena na lokalnom slabom
obliku uvjeta ravnoteze i metodi pomaka. Metoda se temelji na Kirchhoff-Loveovoj teoriji za
tanke ploce. Za aproksimaciju poprecne komponente pomaka, progiba, koristi se MLS
aproksimacijska funkcija koja nema svojstvo interpolacije. Zbog tog razloga potrebno je
zadovoljiti rubne uvjete pomaka na poseban nacin. Autori koriste kaznenu metodu u kojoj se
integrira greska rubnih uvjeta pomaka pomnozena kaznenim parametrom. To se provodi za
progibe i1 kutove nagiba dobivene derivacijom progiba po koordinatama u srednjoj ravnini
ploce. U Petrov-Galerkinovoj metodi proizvoljan je odabir testne funkcije. Integracija slabog
oblika provodi se lokalno, po lokalnim podru¢jima pravilnog, jednostavnog geometrijskog
oblika. Testna funkcija je odabrana tako da joj je i vrijednost i derivacija jednaka nuli na rubu
lokalnog podrucja. Na integrale tezinskog ostatka primjenjuje se Gaussov integralni poucak
tako da se smanjuje zahtjev na kontinuitet aproksimacijske funkcije i istovremeno ukljuce
rubni uvjeti sila. Iz toga i proizlazi jednakost zahtjeva na testnu i aproksimiranu funkciju.
Pokazano je da je i Heavisideova funkcija dobar odabir za probleme savijanja ploca.
Primijenjena aproksimacijska funkcija ima C* kontinuitet pa su i izra¢unati momenti
kontinuirane funkcije po podrucju problema. Metoda je provjerena na numerickim primjerima
tankih ploca. Rezultati pokazuju da metoda daje vrlo dobra rjeSenja za probleme savijanja
tankih ploc¢a. Nedostatak metode je numericka integracija te ratunanje drugih derivacija MLS

funkcija koje su komplicirane te stoga vremenski zahtjevne.
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U radu [21] prikazana je MLPG metoda temeljena na teoriji ploca viSeg reda, nazvana
teorija ploca viSeg reda s ukljucenim popre€nim posmicnim i normalnim deformacijama,
(Higher order shear and normal deformable plate theory - HOSNDPT). Primijenjene su dvije
lokalne bezmrezne metode (Meshless Local Petrov-Galerkin — MPLG), MLPG1 koja koristi
tezinsku funkciju u MLS aproksimacijskoj funkciji kao testnu i MLPGS koja koristi Heaviside
funkciju kao testnu. Teorija ploc¢a viSeg reda na kojoj je temeljena metoda uzima u obzir
rubne uvjete sila na gornjoj i donjoj plohi tako da su izravno zadovoljeni rubni uvjeti za
posmic¢na i normalna popre¢na naprezanja. Za raspodjelu pomaka po debljini koriSteni su
normalizirani Legendreovi polinomi. Najvisi stupanj tih polinoma je 7. Vrlo bitno u toj
formulaciji je ¢injenica da su u teoriji viSeg reda tenzori deformacija i naprezanja potpuni, pa
je moguée primijeniti potpuni trodimenzijski konstitutivni model. Rezultati analize
numerickih primjera pokazuju da je za debele plo¢e konvergencija postignuta za 4. red teorije,
Sto znaci da je potreban vrlo velik broj stupnjeva slobode. To je glavni nedostatak metode.
Pogodnost je to¢nije opisivanje stanja naprezanja i1 deformacija. Primijenjena je kvadrati¢na
raspodjela popre¢ne komponente pomaka po debljini ploce, kao 1 MLS aproksimacijska
funkcija koja zahtijeva mnogo vremena za raCunanje derivacija funkcija oblika u odnosu na
npr. PPIM aproksimacijsku funkciju.

U radu [22] prikazana je bezmrezna locking-free metoda temeljena na metodi pomaka.
Slicna metoda opisana je u radu [23]. Razlika u odnosu na [23] je u opisu deformiranja,
odnosno uvedena je nova varijabla koja omogucuje opisivanje deformiranja debele i tanke
ploce, bez pojave poprecnog posmicnog lockinga. U metodama razvijenim u [22] i [23]
zadovoljavanje rubnih uvjeta sila je provedeno integriranjem. Na taj nacin rubni uvjeti sila su
priblizno zadovoljeni. Zadovoljavanje rubnih uvjeta pomaka je provedeno pomocu kaznene
metode jer funkcije oblika temeljene na MLS aproksimacijskoj funkciji nemaju svojstvo
interpolacije ¢vornih vrijednosti. Odabir kaznenog parametra utjec¢e na to¢nost zadovoljavanja
rubnih uvjeta pomaka.

U radu [24] je primijenjena bezmreZna mjeSovita metoda temeljena na lokalnoj
integraciji slabog oblika uvjeta ravnoteze. Neovisno su aproksimirana polja pomaka i
deformacija. Nadalje je provedena diskretizacija jednadzbi ravnoteze ¢vornim komponentama
deformacija. Sustav jednadzbi tako nije zatvoren zbog veceg broja nepoznanica od broja
jednadzbi te je potrebno uvesti dodatne jednadzbe. Dodatne su jednadzbe kinematicka
ogranicenja u integralnom obliku. Ploc¢a je diskretizirana parovima ¢vorova na gornjoj i

donjoj plohi. Na osnovi diskretizacije moguce je aproksimirati linearnu raspodjelu poprec¢ne
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duljinske komponente deformacije (&.). U cilju izbjegavanja debljinskog lockinga raspodjela
&. ne smije biti konstantna pa je uveden uvjet da su ¢vorne komponente ¢ razliite u

gornjem i donjem ¢voru. Rubni uvjeti sila su zadovoljeni u integralnom smislu a rubni uvjeti
pomaka kaznenom metodom. U ovoj metodi se koriste samo prve derivacije funkcija oblika.
Nedostatak metode je Sto je tocnost rjeSenja ovisna o odabiru broja Gaussovih tocaka
integracije, parametara u MLS aproksimacijskoj funkciji te veliini lokalnog podrucja
integracije.

U radu [25] je primijenjena metoda vrlo slicna onoj u [24] s razlikom da su kao

nepoznanice za parove ¢vorova uz komponente deformacije ¢,,¢,7,,,7,.,7., 1 normalna

poprecna komponenta naprezanja o, pridruzena tocki u srednjoj ravnini. Nepoznanice u

srednjoj ravnini su opisane kao srednja vrijednost odgovaraju¢ih nepoznanica u ¢vorovima na
gornjoj 1 donjoj plohi. U MLS aproksimacijskoj funkciji primijenjena je regularizirana
tezinska funkcija koja daje priblizno (relativna greska oko 107 ) interpolacijsko svojstvo.
Rubni uvjeti pomaka su zadovoljeni izravno. U metodama primijenim u [24] i [25] nedostatak
je integracija kompliciranih MLS aproksimacijskih funkcija Sto metodu ¢ini vremenski
zahtjevnom. Problemi poprecnog posmic¢nog i1 debljinskog lockinga su uklonjeni.

Znacajan je rad [26] u podrucju mjeSovitih kolokacijskih bezmreznih metoda za
analizu dvodimenzijskih problema. Razvijena metoda je primijenjena na ravninske probleme
linearne elasti¢nosti. Pretpostavljena je raspodjela polja naprezanja i polja pomaka, zasebno,
istom MLS aproksimacijskom funkcijom. Funkcije oblika su izvedene uz uvjet interpolacije
radi izravnog zadovoljavanja prirodnih rubnih uvjeta. JednadZbe ravnoteze su diskretizirane
¢vornim komponentama naprezanja. Cvorne komponente naprezanja su razdijeljene na
poznate, vezane za rubne uvjete sila i ostale, nepoznate. U idu¢em koraku su naprezanja
prikazana deformacijama preko Hookeovog zakona a deformacije pomacima preko
kinematickih relacija. Metoda je jednostavna, relativno brza jer nema integracije 1 kao u [24] 1
[25], potrebne su samo prve derivacije funkcija oblika.

U metodama koje koriste ,,klasi¢nu®, neinterpolacijsku MLS aproksimacijsku funkciju
rubni uvjeti pomaka su zadovoljeni kaznenom metodom pa to komplicira metodu i poveéava
vrijeme racunanja. Opcenito, medu aproksimacijskim funkcijama je MLS najkompliciranija u
smislu izracunavanja funkcija oblika 1 njihovih derivacija. U mjeSovitim formulacijama s

diskretizacijom s ¢vorovima na gornjoj i donjoj plohi ploce potrebni su dodatni uvjeti kojima
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se osigurava linearna raspodjela duljinske poprecne komponente deformacije & u cilju

izbjegavanja debljinskog lockinga.

1.2. Motivacija

Bezmrezne numericke metode pruzaju mnoge prednosti pred metodom konacénih
elemenata. Najznacajnija prednost je fleksibilnost diskretizacije u smislu promjene polozaja
¢vorova diskretizacije tijekom analize te dodavanje ili oduzimanje ¢vorova iz proracunskog
modela. Takve promjene proracunskog modela se mogu pojaviti u linearnim problemima
mehanike loma prilikom analize Sirenja pukotine, u nelinearnim problemima, pri velikim
pomacima i velikim deformacijama, npr. duboko vucenje, analiza sudara itd. U takvim
analizama u metodi konacnih elemenata potrebno je provoditi preuredivanje mreze
(remeshing) ako se geometrija elemenata znacajno promijeni jer to moze dovesti do losijih
rezultata. Globalni kontinuitet funkcije rjeSenja je za veéinu primijenjenih aproksimacijskih
funkcija u bezmreznim metodama barem C?§to je vrlo pogodno u analizi plo¢a temeljenim na
klasi¢nim teorijama plo¢a. U formulacijama temeljenim na integriranju slabog oblika uvjeta
ravnoteze slobodan je izbor oblika i veli¢ine lokalnog podrucja integracije Sto je manje
ograni¢enje prema konac¢nim elementima kojih zbroj mora prekriti podruc¢je problema.

U podrucju bezmreznih metoda za analizu ploc¢a primjenjuju se 1 formulacije temeljene
na klasicnim teorijama ploca §to donosi ograni¢enja. Formulacije koje se temelje na
Kirchhoff-Loveovoj teoriji plo¢a ne mogu to¢no opisati deformiranje debelih ploca jer ne
uzimaju u obzir popreéne posmi¢ne deformacije, dok formulacije temeljene na Reissner-
Mindlinovoj teoriji ne mogu bez dodatnih ogranienja to¢no opisati deformiranje tankih ploca
zbog pojave problema popreénog posmicnog (transversal shear) lockinga. Postoje 1
formulacije koje se temelje na trodimenzijskom opisivanju deformiranja ploce u kojima ne
postoje locking problemi.

U vecini formulacija koristi se aproksimacijska funkcija temeljena na metodi pomi¢nih
najmanjih kvadrata (Moving Least Squares — MLS) koja nema svojstvo interpolacije ¢vornih
vrijednosti $to otezava zadovoljavanje rubnih uvjeta pomaka. Sama MLS aproksimacijska
funkcija je relativno komplicirana, odnosno numericki zahtjevna. Koriste se, ali mnogo rjede,
1 aproksimacijske funkcije temeljene na Metodi interpolacije po tockama (Point Interpolation

Method — PIM) s polinomnim ili radijalnim bazama.
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Vrlo pozeljna karakteristika aproksimacijskih funkcija primijenjenim u bezmreznim
metodama je lokalnost §to u konacnici vodi pojasnoj matrici krutosti. PIM s radijalnim
bazama nema tu karakteristiku. Istrazivanjem aproksimacijskih funkcija pokazalo se da bi B-
spline aproksimacijska funkcija, [27] 1 [28], mogla biti dobra zamjena za MLS funkciju. Ima
vrlo povoljnih svojstava, lokalnost, polinomnu bazu §to je povoljno za vecinu problema u
tehnickoj praksi u podru¢ju mehanike ¢vrstih tijela, itd. Racunanje B-spline funkcija oblika je
numericki manje zahtjevno od ra€unanja MLS funkcija oblika. Nepovoljna karakteristika B-
spline funkcije je da ne interpolira ¢vorne vrijednosti.

Uzevsi u obzir moguée prednosti motivacija za ovaj rad je primijeniti B-spline kao
aproksimacijsku funkciju u bezmreznim metodama za analizu savijanja tankih 1 debelih ploca.
Na tu aproksimacijsku funkciju je potrebno nametnuti uvjete interpolacije ¢vornih vrijednsoti
da bi se u mjeSovitoj formulaciji moglo opisati ¢vorne komponente naprezanja ¢vornim
komponentama pomaka. Ideja je primijeniti kvadrati¢nu raspodjelu popreéne komponente
pomaka po debljini ploe u cilju uklanjanja debljinskog lockinga 1 aproksimacija

komponenata naprezanja u cilju uklanjanja popre¢nog posmiénog lockinga.

1.3. Hipoteza

Hipoteza rada je razvoj novih bezmreznih numerickih metoda temeljenih na mjesovitoj
formulaciji za analizu tankih i1 debelih ploca u kojima ¢e biti uklonjeni /ocking problemi.
Pretpostavka je da ¢e debljinski locking biti uklonjen primjenom kvadrati¢ne aproksimacije
poprec¢ne komponente pomaka po debljini plocCe. Pretpostavka je i da ¢e poprecni posmicni
locking biti uklonjen aproksimacijom komponenata naprezanja. Dosad se u bezmreznim
numeri¢kim metodama nije koristila B-spline funkcija za aproksimaciju nepoznatih veli¢ina
polja. Za aproksimaciju komponenata pomaka i naprezanja koristit ¢e se MLS 1 B-spline
aproksimacijske funkcije. Pretpostavlja se veca numericka ucinkovitost primjenom B-spline

aproksimacijske funkcije od numeric¢ke ucinkovitosti s MLS aproksimacijskom funkcijom.
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2. O bezmreznoj formulaciji

2.1. Jednadzbe mehanike kontinuuma za MLPG
formulacije za ploce

U ovom radu razvijene su bezmrezne numericke metode za staticku linearno-elasti¢nu
analizu savijanja plo¢a. U cilju razvijanja bezmrezne formulacije, u ovom poglavlju bit ¢e
prikazane osnovne jednadzbe mehanike kontinuuma koje su temelj za razvoj tih formulacija.
Bit ¢e prikazane i osnove aproksimacijskih funkcija koje sluze za aproksimaciju rjeSenja
diferencijalnih jednadzbi. Promatra se deformiranje plo¢a malih pomaka u odnosu prema

debljini ploce, s pretpostavkom malih deformacija.

2.1.1. Geometrija i opisivanje deformiranja ploce

U ovom radu analiziraju se ploCe jednostavne geometrije, pravokutnog oblika.
Debljina ploce je pretpostavljena konstantnom. Srednja ravnina koja raspolavlja debljinu lezi
u jednoj od koordinatnih ravnina globalnog koordinatnog sustava. Geometrija ploce opisana
je ¢vorovima diskretiziranog modela. Cvorovi su postavljeni na gornju i donju ravninu plode
na istoj normali na srednju ravninu. U slucaju linearne raspodjele popreéne komponente
pomaka po debljini ploca je diskretizirana s dva ¢vora po debljini. U slucaju kvadraticne
raspodjele popre¢ne komponente pomaka potreban je dodatni ¢vor s jednim podatkom za
raspodjelu poprecne komponente pomaka. Dodatni ¢vor je smjeSten na srednjoj ravnini. U
ovim formulacijama ploc¢a se promatra kao trodimenzijsko tijelo.

Svaka tocka plo€e pri deformiranju ima tri komponente pomaka u,, u,, u;u pravcu
Kartezijevih koordinatnih osi x,, x, 1 x,. U tehnickoj praksi je uobi¢ajeno komponente

pomaka oznaavati pojednostavljeno u, v i w. Takoder je uobicajeno koordinatne osi
pojednostavljeno oznacavati x, y i z. Svi stupnjevi slobode diskretiziranog modela su
komponente pomaka u ¢vorovima. Nema rotacijskih stupnjeva slobode kao Sto je slucaj u
numerickim metodama temeljenim na klasicnim teorijama ploca. Razlikuju se ¢vorovi na
donjoj / (lower) 1 gornjoj u (upper) plohi pa su i ¢vornim komponentama pomaka i

naprezanja dodijeljene te dodatne oznake te u slucaju kvadratiéne raspodjele poprecne

9
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komponente pomaka po debljini jo§ dodatni ¢vor na srednjoj ravnini koji ima oznaku O .
Geometrija i polozaj ¢vorova diskretiziranog modela s dva ¢vora po debljini ploce prikazani

su na slici Slika 1, dok su geometrija i polozaj ¢vorova s tri ¢vora po debljini prikazani su na

slici 2.

X a

Slika 2. Geometrija ploce s tri ¢vora po debljini
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2.1.2. JednadZzbe ravnotezZe za trodimenzijsko tijelo

Promatra se trodimenzijsko tijelo volumena QQ omedeno rubnom plohom I'" na kojoj
su zadani rubni uvjeti. Tijelo moze biti pod utjecajem polja volumenske sile f. Promatra se
staticki slucaj opterecenja. Optereivanjem tijela javljaju se naprezanja koja uravnotezuju
djelovanje vanjskih opterecenja. Posljedica naprezanja je promjena oblika i1 veliCine, tj.
nastaju deformacije, a one se ocituju u pomacima tocaka tijela. Promatrana veli¢ina polja je
prvenstveno pomak, tj. na osnovi izraCunatih pomaka izracunavaju se sve ostale veli¢ine.

U opc¢em slucaju javlja se 6 razliitih komponenata naprezanja u svakoj tocki tijela i
one su funkcije prostornih koordinata. Pomak u svakoj tocki tijela opisan je s 3 komponente.

Naprezanje je tenzor 2. reda, no prikazuje se u obliku vektora na nacin

GTZ[O' o, 0. O, O, O'ZX:|. (2.1)

xx wy zz Xy

U tehnickoj praksi je uobicajeno pojednostavljeno oznacavati
T

¢ = [0' o, 0. T, T, sz]- (2.2)

X

Pomak se prikazuje kao

T

u =[u v w]. (2.3)
Tenzor deformacija ima 6 razli¢itih komponenata i zapisuje se kao vektor na nacin
2e, 2, } (2.4)

U tehnickoj praksi je uobicajeno pojednostavljeno oznacavati komponente deformacija kao

inZenjerske komponente
T

e =le, & & vy Ve Vul (2.5)

Komponente deformacije se prema teoriji malih deformacija izraCunavaju prema
1
& = E[ui’j + ”_/,i] . (2.6)

Simbolicki se jednadzbe (2.6) mogu zapisati

e=D,u, 2.7)

gdje je D, matrica kinematickog diferencijalnog operatora oblika

11



2. 0 BEZMREZNOJ FORMULACIII

6, 0 0
0 9, 0

|0 0 & 29
o, 8, 0
0 8, o,

_az O ax_

0, oznaCava parcijalnu derivaciju po koordinati x; . Nadalje, jednadZbe koje povezuju

naprezanja 1 deformacije, konstitutivne relacije, su za linearno elasti¢ni, homogeni, izotropni

materijal
o =Ds. (2.9)
Matrica materijalnih svojstava D je definirana prema
[1-v v v 0 0 |
v 1-v 0 0
v 1-v 0 0
1-2v
p-— £ 0o 0 0 > 0 U (2.10)
(1-2v)(1+v)
o o o o =2
2
0o 0 0 0 0 1_22V

Za tijelo u stanju stati¢ke ravnoteze zadovoljeni su uvjeti ravnoteze [29] u obliku

sz,j+fz":0’ (2.11)
gdje su f, komponente volumne sile. Za sve to¢ke na rubu tijela I' moraju biti zadovoljeni
rubni uvjeti sila

on =t =t, (2.12)

g i

gdje je n; komponenta jedini¢ne normale na povrsini, . komponenta zadane povrSinske sile,

ili rubni uvjeti pomaka

u, =i, (2.13)

gdje je u, zadana komponenta pomaka.
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Slika 3. Tijelo u statickoj ravnoteZi s rubnim uvjetima

Na slici Slika 3 prikazano je tijelo koje zauzima volumen QQ omedeno plohom I' na
kojoj su zadani rubni uvjeti pomaka i sila. Tijelo je optereeno i volumnom silom f koja
djeluje po jedinici volumena. Rubni uvjeti pomaka zadani su na dijelu rubne plohe oznacene

I, , a rubni uvjeti sila zadani su na dijelu rubne plohe oznacene I', . U svakoj tocki na rubu su

zadani ili rubni uvjeti pomaka ili rubni uvjeti sila.

2.2. Metoda lokalnog tezinskog ostatka (reziduala) —
Petrov-Galerkinova metoda

Bezmrezne formulacije koje ¢e biti prikazane u radu temelje se na metodi lokalnog
tezinskog ostatka (reziduala) [5]. Ta se metoda u literaturi naziva Petrov-Galerkinova metoda.
Temelji se na integraciji tezinskog ostatka (reziduala) diferencijalne jednadzbe koji nastaje
uvrStavanjem pretpostavljenog rjeSenja u diferencijalnu jednadzbu 1 mnozenjem teZinskom
funkcijom. TeZinska funkcija je proizvolina u ovoj metodi. Cesto se tezinska funkcija u
literaturi naziva testna funkcija. Tezinska 1 funkcija pretpostavljenog rjeSenja u
jednodimenzijskom prostoru prikazane su na slici 4. Tezinska funkcija je u metodama koje ¢e
biti prikazane u radu definirana na lokalnom podruc¢ju koje je pridruzeno, tj. definirano oko
¢vorova diskretizacije. Lokalno podrucje je proizvoljnog oblika i veli€ine za svaki ¢vor.
Primjer pravokutnih lokalnih podruc¢ja za dvodimenzijske probleme prikazan je na slici 5. U
metodi pomaka pretpostavljeno je rjeSenje za pomake koje se uvrstava u jednadzbe (2.11),
(2.7) 1 (2.9). U mjeSovitoj formulaciji bezmrezne metode, s aproksimiranim naprezanjem i

pomacima, uvrstava se pretpostavljeno rjeSenje za naprezanja u jednadzbe (2.11).

13
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testna funkcija

pretpostavljeno rjesnje

Slika 5. Cvorovi u dvodimenzijskom podruéju s pridruZenim lokalnim podru¢jima

Opcenito se uvjeti ravnoteze 1 rubni uvjeti sila mogu zapisati simbolicki kao
J(u)-f=0, uQ, (2.14)
N(u)-t=0, nal (2.15)
gdje je 3 diferencijalni operator uvjeta ravnoteze a N diferencijalni operator rubnih uvjeta
sila. Stupanj derivacije u (2.14) je m dok u (2.15) moZe biti najviSe m-1. u(x) jeu(2.14) 1
(2.15) nepoznata funkcija koja predstavlja tocno rjeSenje diferencijalnih jednadzbi. Za
priblizno rjeSavanje sustava jednadzbi pretpostavlja se funkcija rjeSenja ﬁ(x) koja se temelji

na nekoj od aproksimacijskih funkcija koje ¢e biti opisane u idu¢em odjeljku. UvrStavanjem

te pretpostavljene funkcije nastaje ostatak

J(a)-f=0, uQ, (2.16)

N(a)-t#0, nal. (2.17)
Na pretpostavljene funkcije rjeSenja postavljaju se ublazeni uvjeti

[v(3(8)-f)aa=0 (2.18)

Q,
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gdje je QO lokalno podrucje po kojem se vrsi integracija slabog oblika. Na tom podrucju je

definirana tezinska funkcija. v je matrica testnih (tezinskih) funkcija oblika

vy, 0 - 0
vo| O 0 (2.19)
o . 0
0 0 - v,

Ukupan broj testnih funkcija u (2.19) N jednak je broju jednadzbi u (2.14). Ovo je ujedno
najjednostavniji slucaj odabira testne funkcije koji osigurava linearno nezavisne jednadzbe. 1z
(2.18) je vidljivo da su zahtjevi na u da su derivacije do reda m-1 kontinuirane funkcije, tj.
C™" kontinuirane funkcije, dok ne postoje zahtjevi na testnu funkciju koja stoga moze biti i

C™' funkcija. Slijedi da je izbor testnih funkcija proizvoljan. Prema odabiru testne funkcije
razlikuju se 1 bezmrezne formulacije.

U cilju smanjenja zahtjeva na kontinuitet pretpostavljene funkcije rjeSenja i
implicitnog uvodenja rubnih uvjeta sila primjenjuje se Gaussov integralni poucak. Nakon
primjene Gaussova integralnog poucka u izrazima se mogu prepoznati implicitno sadrzani
rubni uvjeti sila. Ovi rubni uvjeti su zadovoljeni a posteriori pa su stoga nazvani prirodni
rubni uvjeti. Rubni uvjeti pomaka mogu biti zadovoljeni ili a priori odabirom pretpostavljene
funkcije rjeSenja ili a posteriori u sustavu diskretiziranih jednadzbi odredenim numerickim
postupcima. Buduéi da pretpostavljena funkcija mora zadovoljiti rubne uvjete pomaka, ti su
uvjeti osnovni za funkciju.

U slucaju da pretpostavljene funkcije rjeSenja ne zadovoljavaju osnovne rubne uvjete
potrebno je dodatno zadovoljiti te uvjete na neki drugi nacin, npr. kaznenom metodom [5],

[30] Sto je vrlo Cesto u bezmreznim metodama prema

[v(3(8)-f)dQ+ [ va(a-u)dr=o0, (2.20)

Q.\'
gdje je I', dio ruba sa zadanim osnovnim rubnim uvjetima, v matrica proizvoljne testne

funkcije pridruzene zadovoljavanju osnovnih rubnih uvjeta. Obicno se za testne funkcije v
odabiru iste funkcije kao i (2.19). a je dijagonalna matrica kaznenog parametra u obliku
o=l gdje je a kazneni parametar, proizvoljna skalarna vrijednost. u su zadani osnovni
rubni uvjeti. Kazneni parametar « je proizvoljni pozitivni realni parametar koji mora biti
dovoljno velik da osigura zadovoljavanje osnovnih rubnih uvjeta, no istovremeno prevelik

parametar moze uzrokovati numeric¢ke probleme.
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2.3. Element Free Galerkin (EFG) metoda

EFG metoda se moze svrstati u globalne metode tezinskog ostatka (reziduala).
Tezinska funkcija je ovdje funkcija pretpostavljenog rjeSenja. Metoda se temelji na rjeSavanju
varijacijske formulacije. Za probleme mehanike Cvrstih tijela uvjeti ravnoteze su opisani
izrazom (2.11) s rubnim uvjetima sila (2.12) te rubnim uvjetima pomaka (2.13).
Aproksimacija rjeSenja je provedena najces¢e MLS funkcijama koje u opéem slucaju nemaju
Kronecker delta svojstvo, tj. ne interpoliraju ¢vorne vrijednosti. Stoga je potrebna neka
numeric¢ka procedura za zadovoljavanje rubnih uvjeta pomaka. U tu svrhu se primjenjuje ili
kaznena metoda [5], [2] ili metoda Lagrangeovih multiplikatora [5], [2]. Za problem rubnih
vrijednosti u mehanici ¢vrtih tijela koristi se varijacijska formulacija u slucaju koristenja
kaznene metode prema

[8(Lu)" D(Lu)dQ-[su’fdQ- [ su"tdr -
Q T

Q

t

1 (2.21)
5j§(u—ﬁ)Ta(u—ﬁ)dF=0.

ru
U jednadzbama (2.21) u je vektor pomaka, L. je matrica diferencijalnog operatora, f
vektor volumenske sile 1 o dijagonalna matrica kaznenih parametara. Za integraciju (2.21)
koristi se tzv. pozadinska mreza Celija integracije (background mesh of cells) koja je

prikazana na slici 6.

e T 17 1

| | e L #
‘ celija integracije
| e : N |
L/ o °© S
// o o 5 o ?\
| o : \
» 4 -
| : . |
} \\ . tocka integracije o R } }
T O #
| | Q © |
| | \ o |
I S ° ° s ]
B *‘ j N 7
L T
I B Lo I B

Slika 6. Podrucje problema u dvodimenzijskom prostoru s pridruZenim pozadinskim ¢elijama

Pozadinska mreza ¢elija je neovisna o diskretizaciji podrucja. U svakoj ¢eliji koristi se
Gaussova integracijska shema, a broj tocaka integracije ovisi o gustoci, tj. broju ¢vorova u
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doticnoj celiji. Primjena kaznene metode za zadovoljavanje rubnih uvjeta pomaka ima neka
pozitivna svojstva, tj. rezultira simetricnom, pozitivnho definitnom te pojasnom matricom
krutosti za pozitivne kaznene paramtre. No, kaznena metoda ima i nedostatke:

e rubni uvjeti pomaka su zadovoljeni samo priblizno, ovisno o veli¢ini kaznenog
parametra. Teorijski, Sto veci kazneni parametar, to tocnije zadovoljavanje rubnih
uvjeta pomaka.

e Tesko je odrediti vrijednosti kaznenih parametara koji su optimalni za bilo koji
problem. Prevelika vrijednost uzrokuje numericke probleme, loSe uvjetovanu
matricu krutosti.

e Rezultati dobiveni kaznenom metodom su obi¢no loSiji od onih dobivenih
metodom Lagrangeovih multiplikatora.

U slu€aju primjene metode Lagrangeovih multiplikatora, funkcional rubnih uvjeta

pomaka, uz Lagrangeove multiplikatore A, ima oblik

[2" (u-w)dr. (2.22)

Varijacijski oblik moze biti zapisan, koriste¢i (2.22), kao
[8(Lu)" (DLu)dQ - [ su’f dQ- [ su"Tdr -
Q Q I

' (2.23)
[ 3" (u—w)dr - [ su"a.dr =o.
T, r

Lagrangeovi multiplikatori su funkcije prostornih koordinata i interpolirani su linearnim
funkcijama oblika duz krivulje na kojoj su zadani rubni uvjeti pomaka. Nepovoljna
karakteristika koriStenja Lagrangeovih multiplikatora je povecanje sustava, tj. broja
nepoznanica, matrica krutosti nije pojasna i nepozitivna Sto znacajno smanjuje numericku

ucinkovitost.

2.4. Aproksimacijske funkcije

U bezmreznim metodama se za aproksimaciju pretpostavljenog rjeSenja kao Sto su
komponente pomaka, naprezanja, deformacija i sl., koriste aproksimacijske funkcije. To su
linearne kombinacije baznih funkcija i koeficijenata ili parametara. Te funkcije trebaju moci
interpolirati podatke na slucajno razmjesStenim tockama, tj. cvorovima modela. Funkcije se ne
temelje na aproksimaciji po unaprijed definiranim podrucjima dobivenim povezivanjem

¢vorova kao §to je slucaj u konacnim elementima. Dodatna razlika aproksimacijskih funkcija
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primijenjenih u bezmreznim metodama prema interpolaciji po konacnom elementu je u prvom
redu §to je broj ¢vornih podataka, parametara u kona¢nom elementu ograni¢avajuca veli¢ina
koja odreduje moguénosti odabira aproksimacijskih funkcija. U aproksimaciji u bezmreznim
metodama to nije sluc¢aj jer ako je zadovoljen uvjet minimuma broja podataka u ¢vorovima, tj.
broja C¢vorava za odredenu aproksimacijsku funkciju, moguée je za isti broj Cvorova
proraunskog modela koristiti razli¢ite aproksimacije. Uvjet najmanjeg broja podataka je
analogan uvjetu da su za jednoznac¢no odredivanje parabole u jednodimenzijskom prostoru
potrebna 3 podatka. 1z toga slijedi da je vrlo jednostavno mijenjati aproksimacijsku funkciju
za jedan proracunski model, tj. isti broj ¢vorova i broj stupnjeva slobode. U opéem slucaju je

globalni kontinuitet bezmreznih aproksimacija visi od globalnog kontinuiteta aproksimacije u

modelu kona¢nih elemenata. Mnoge aproksimacije posjeduju C' kontinuitet koji je uvjet za
polje pomaka tj. progiba za ploCe. Ispunjavanje tog uvjeta nije jednostavno u modelu
konacnih elemenata.

Vrlo znacajna karakteristika aproksimacija je i lokalnost, Sto kasnije vodi pojasnoj
matrici sustava Sto je pak povoljno za rjeSavanje sustava. Aproksimacijske funkcije u
bezmreznim metodama bi trebale imati i svojstvo reprodukcije tj. moguénosti opisivanja
funkcije sadrzane u bazi. Sve funkcije viSeg reda od one u bazi opisivat ¢e takva
aproksimacija samo priblizno. U bezmreZznim metodama za rjeSavanje problema mehanike
¢vrstih tijela bitna su svojstva aproksimacijskih funkcija jedini¢ni zbroj (partition of unity)
funkcija oblika i nulti zbroj (partition of nullity) derivacija funkcija oblika. Ta dva svojstva
osiguravaju opisivanje pomaka krutog tijela. Bitna je 1 najmanje linearna konzistencija
(mogucénost opisivanja najmanje linearnog polja radi zadovoljavanja uvjeta za opisivanje
polja konstantne deformacije).

Od moguéih funkcija koje zadovoljavaju sve zahtjeve za primjenu u bezmreznim
metodama, najcesce se koriste Metoda najmanjih pomicnih kvadrata (Moving Least Squares —
MLS [1], [5]), Metoda interpolacije po tockama (Point Interpolation Method — PIM) s
polinomnim (Polynomial Point Interpolation Method — PPIM, [30] [2]) ili radijalnim bazama
(Radial Point Interpolation Method — RPIM [2], [30]), Metoda particije jedinice (Partition of
Unitiy — PU [4]), Metoda reprodukcije osnovnih dijelova (Reproducing Kernel Particle
Method — RKPM [3]), Metoda prirodnih susjednih interpolacija (Natural Neighbour
Interpolations — NNI [31]), itd. U ovom radu je predloZena B-spline aproksimacijska funkcija.
Dosad ta funkcija nije koriStena za aproksimaciju nepoznatih veli¢ina polja u bezmreznim

metodama.
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U PIM aproksimacijskoj funkciji koriste se polinomne (PPIM) ili radijalne baze kod
kojih opet postoji razdioba na globalno definirane radijalne baze (klasi¢ne) (RPIM) i lokalne
tj. ograni¢ene (compactly supported) (CSRBF). Znacajan problem prilikom koriStenja
globalnih radijalnih baza je uvjetovanost matrice koja potjeCe iz uvjeta interpolacije s
povecanjem broja ¢vorova. Jo§ jedna nepovoljna karakteristika tih aproksimacijskih
(interpolacijskih) funkcija je 1 nemoguénost opisivanja linearnog polja bitnog za opisivanje
polja konstantne deformacije. To je prema literaturi [32], [33] rijeSeno dodavanjem
polinomne baze do prve potencije uz uvodenje dodatnog uvjeta jednoznacnosti interpolacije
Sto povecava matricu uvjeta interpolacije. Radijalne baze u svojoj jednadzbi imaju tzv.
parametre oblika (shape parameter) koji utjeCu na to¢nost metode. U ovoj aproksimacijskoj
funkeciji koeficijenti pridruZzeni bazama su konstantni.

U MLS aproksimacijskoj funkciji koeficijenti pridruZzeni bazama su funkcije polozaja.
IzraCunavanje funkcija oblika izvedenih iz aproksimacije je ovdje slozeno, vremenski
zahtjevno. U derivacijama se ponekad javljaju skokovi, tj. derivacije nisu nuzno monotone
funkcije.

Vrlo vazne karakteristike aproksimacijskih funkcija primijenjenih u bezmreznim
metodama su opisivanje funkcije na osnovi podataka u slucajno razmjestenim tockama, t;.
¢vorovima 1 lokalnost. U ovom radu su koriStene aproksimacijske funkcije polinomnih baza
koje imaju svojstvo lokalnosti. Funkcija s radijalnim bazama je globalnog karaktera.
Primijenjene su pravilne diskretizacije, $to znaci da su ¢vorovi ekvidistantni, zasebno na

pravcu osi x ina pravcu osi y razmaci su jednaki.

2.4.1. Moving Least Squares (MLS) aproksimacijska
funkcija

MLS aproksimacijska funkcija se temelji na minimiranju diskretne norme greske
aproksimacije. Aproksimacijska funkcija je linearna kombinacija ¢lanova vektora baze i

koeficijenata. Koeficijenti su funkcije prostornih koordinata. Aproksimacija neke skalarne

funkcije f(x) moZe se opisati simbolicki

S(x)=p" (x)a(x), (2.24)
gdje je p(x) vektor baznih funkcija u obliku
p(x)=[p(x) p(x) - p,(x)] (2.25)

19



2. 0 BEZMREZNOJ FORMULACIII

i a(x) vektor koeficijenata u obliku
a(x)= a(x)| (2.26)

U (2.26) m oznacava broj ¢lanova u vektoru baznih funkcija, a odreden je stupnjem monoma

koji se odabire. Obi¢no se odabire potpuni polinom stupnja ¢ prema Pascalovom trokutu [34]

za dvodimenzijske aproksimacije, pa je m odreden prema m =(t+l)(t+2)/ 2. Nepoznati

koeficijenti g, (x) izraCunavaju se iz uvjeta minimuma diskretne norme greSke aproksimacije

prema

2

A

J(a(x)) =D (x)(p" (x:)a(x) - /) — min, 227)

gdje su W, (x) tezinska funkcija pridruZena &voru & i . vrijednost funkcije u tocki (&voru)

k koju aproksimiramo. Iz jednadzbi (2.27) dobiva se izraz za odredivanje nepoznatih

koeficijenata prema
a(x)=A"(x)B(x)f, (2.28)
gdje je A(x) tzv. momentna matrica a definirana je prema
A(X)=DW (x)p(x,)p" (x,), (2.29)
k=1
dok je matrica B(x) jednaka
B(x)=[#(x)p(x)) M(x)p(x.) = W, (x)p(x,)] (2.30)
U jednadzbama (2.28) f je vektor fiktivnih ¢vornih vrijednosti funkcije koju aproksimiramo
f=\/ 4 -~ 7] (231)

Uvrstavanjem koeficijenata (2.28) u pocetni izraz za aproksimaciju (2.24), dobiva se izraz za

aproksimaciju s tzv. funkcijama oblika

(%)= 4 (x)/; (2.32)

¢ (x)=2 p.(x) A" (x)B(x)], . (2.33)

20



2. 0 BEZMREZNOJ FORMULACIII

Slika 7. Utjecaj €vorova u aproksimaciji MLS-om u dvodimenzijskom prostoru

U opc¢em slucaju MLS aproksimacija ne opisuje vrijednosti u ¢vorovima f, pa se

stoga te vrijednosti nazivaju fiktivne ¢vorne vrijednosti. Na slici 8 shematski je prikazana

aproksimacija MLS-om u jednodimenzijskom prostoru.

P A fh(X)

Slika 8. Aproksimacija MLS-om u jednodimenzijskom prostoru

Budu¢i da se funkcije oblika raCunaju pomocu inverzne matrice A, bitno je da je ta
matrica dobro uvjetovana. LoSe uvjetovanu matricu A moze uzrokovati specifican razmjestaj
¢vorova koji utjecu na aproksimaciju kao npr. u dvodimenezijskim problemima razmjestaj
¢vorova u liniji. Singularnu matricu A uzrokovao bi nedovoljan broj ¢vorova koji utjecu na
aproksimaciju, tj. n <m aliikad je n=m takoder je momentna matrica loSe uvjetovana.

Derivacije aproksimirane funkcije izraunavaju se na slijede¢i na¢in
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()= 2 (s (2.34)

gdje je ¢, parcijalna derivacija funkcije oblika po koordinati x, koja se izracunava na nacin
4. = z[ P A'B+p,(A,B+A'B, )} . (2.35)

i1 ik

U izrazu (2.35) pojavljuje se derivacija inverzne matrice koja je odredena prema
A::i = —A"A,X’A‘l. (2.36)
Druga derivacija aproksimirane funkcije racuna se analogno (2.34) na nacin

w | Pis, (A“B)ik + D, (A;!/_B +A"B )_k + P (A’x‘_"B +A"B, )l_k -

-3 l .(2.37)
7| p(AL B+AIB, +AIB, +ATB,, )

k,x;x;

ik
Druge derivacije inverzne matrice A racunaju se prema

Al =ATA ATA AT-ATA L ATHATA ATA AT (2.38)
Tezinska funkcija u MLS-u mora zadovoljiti osnovne uvjete koji osiguravaju odredena
svojstva aproksimacije. Svojstva koja bi tezinska funkcija trebala imati su:

- Pozitivnost. W, (x) > 0 na cijelom podrucju definicije tezinske funkcije, tj. na

podrucju utjecaja (support domain). Ovo svojstvo osigurava postojanje minimuma

diskretne L, norme (2.27).
- OgraniCen utjecaj. W, (x) =0 izvan podrucja utjecaja. Ograni¢en utjecaj tezine

nekog ¢vora osigurava lokalnost aproksimacije.
- Monotono opadanje. Najveca vrijednost teZine bi trebala biti u ¢voru a s

udaljenosti od ¢vora opadati monotono. To daje veéi utjecaj tockama blize ¢voru.

Na osnovi ovih zahtjeva najceSc¢e koriStene funkcije su polinomne funkcije (spline),

Gaussova funkcija 1 sl. Najc¢es¢e koristena funkcija polinomnog tipa je spline 4. stupnja koja

2 3 4
d d d
1-6| % | +8| =& | -3| & 0<d, <r
W (X) = [rskj [rskj [”skJ S (2.39)

gdje je d, udaljenost trenutne tocke od ¢vora k 1 r, je veli¢ina podrucja utjecaja ¢vora k .

je odredena prema

Funkcije oblika dobivene koristeci tezinsku funkciju (2.39) nemaju Kronecker delta

svojstvo, tj. ne interpoliraju vrijednosti u c¢vorovima S$to je nepovoljno u kontekstu
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zadovoljavanja rubnih uvjeta pomaka. Nadalje, greska ili kvaliteta aproksimacije dosta ovisi o
veli¢ini podrucja utjecaja. U cilju interpolacije ¢vornih vrijednosti razvijena je regularizirana
tezinska funkcija koja osigurava Kronecker delta svojstvo funkcija oblika. Razvili su je Most i
Bucher [35]. Ta tezinska funkcija sadrzi parametar koji odreduje ,,priblizavanje* Kronecker
delta svojstvu, tj. vrijdnost funkcije oblika u ¢voru moze biti matematicki to¢na (1.0) ili

priblizno, tj. prakti¢no, jednaka jedinici. Regularizirana teZinska funkcija je

Wy (x) =) (2.40)

) gfvm(x)’

gdje je

-2

[(ij +8J (1+e)?

i = . 2.41
Wi (X) &2 (lre)’ 24D

U izrazu (2.40) n je broj ¢vorova koji utjecu na aproksimaciju u trenutnoj tocki a & je
parameter regularizacije o kojem ovisi to¢nost ispunjavanja Kronecker delta svojstva. U ovom

radu odabrana je vrijednost £ =107 . Primjenom (2.40) kao teZinske funkcije dobiva se
$,(x,)=6,. (2.42)
Prva i druga derivacija tezinske funkcije (2.40) su razli¢ite od nule na rubu podrucja

utjecaja pa stoga ima samo C° kontinuitet. To nepovoljno utje¢e na kontinuitet aproksimirane
funkcije. Stoga se ta teZinska funkcija mnoZi nekom uobic¢ajenom funkcijom kao $to je (2.39)
ili Gaussova funkcija da bi se postigao visi kontinuitet. MLS aproksimacija s regulariziranom
tezinskom funkcijom je manje osjetljiva na veli¢inu podrucja utjecaja kao §to je to slucaj s
uobicajenim tezinskim funkcijama, kako ¢e biti prikazano u daljnjem izlaganju. MLS
aproksimacijska funkcija s regulariziranom tezinskom funkcijom 1 interpolacijskim svojstvom
¢e se u daljnjem izlaganju oznacavati IMLS (Interpolating Moving Least Squares). Ako je
primijenjena MLS aproksimacija s inteprolacijskim svojstvom dobivenim nametanjem uvjeta
interpolacija, to ¢e biti posebno naznaceno.

Drugi nacin postizanja interpolacije C¢vornih vrijednsoti klasicnim MLS
aproksimacijskim funkcijama je provodenje tzv. kinematicke transformacije [7], tj. uvjeta
interpolacije. U tom pristupu postavlja se uvjet da aproksimirana vrijednost u ¢voru i ima

odredenu vrijednost f Sto vodi sustavu jednadzbi postavljanjem za sve Cvorove u

numerickom modelu prema
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Z’i:¢j(xi)/}j=fi’ i=LN, (2.43)

gdje je N broj ¢vorova numerickog modela. Matricno se (2.43) moze zapisati kao

¢1(X1) ¢2(X1) ¢N(X1) @ A

¢1(:X2) ¢2(:X2) ¢N(:X2) f2 _ fz ’ (2.44)

¢1(;(N) ¢2(XN) ¢N(XN) _]A‘.N Iy

tj. simbolicki

o f=f. (2.45)

Invertiranjem matrice ®, odreduju se fiktivne ¢vorne vrijednosti u funkciji interpoliranih

¢vornih vrijednosti prema

f=®'f. (2.46)

Ovakve aproksimacijske funkcije pokazuju loSe svojstvo. Matrica krutosti sustava dobivena

diskretizacijom ovakvom MLS interpolacijskom funkcijom je to loSije uvjetovana sto je veci

broj ¢vorova modela.

Svojstva MLS aproksimacijskih funkcija su:

Visok red kontinuiteta. Kontinuitet i glatko¢a MLS aproksimacijske funkcije ovise
o kontinuitetu bazne i tezinske funkcije.

Reprodukcija. MLS aproksimacija moze opisati sve funkcije koje su sadrzane u
vektoru baze.

Konzistencija. Definirana je kao svojstvo opisivanja aproksimacije polinomne
funkcije odredenog stupnja. Budu¢i da MLS ima svojstvo reprodukcije,
zadovoljava 1 svojstvo konzistencije.

Jedini¢ni zbroj. Zbroj funkcija oblika u svakoj toc¢ki jednak je jedan. Ovo svojstvo
omogucuje opisivanje pomaka krutog tijela.

Slozen oblik funkcija oblika. 1z (2.33) vidljivo je da je za izraCunavanje funkcija
oblika potrebno izraCunavati inverznu matricu A $to uz racunanje matrice B
zahtijeva viSe vremena izraCunavanja.

Robusnost. MLS aproksimacija moze aproksimirati podatke u sluc¢ajno

razmjeStenim tockama.
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2.4.2. B-spline aproksimacijska funkcija

B-spline je kratica za Basic spline. Aproksimacija se temelji na polinomnim bazama
koje su definirane lokalno. B-spline baza je po dijelovima polinom. To znaci da je na
podruc¢ju na kojem je neka baza definirana ta baza zbroj polinoma koji su definirani po
dijelovima tog podruc¢ja definicije. Funkcija aproksimirana B-spline aproksimacijskom
funkcijom je linearna kombinacija konstantnih koeficijenata i baza. Opcenito se to moze

prikazati kao

7 (x)= i—bk(x) P (2.47)

gdje je b, (x) B-spline bazna funkcija, p, koeficijent pridruZen odgovarajucoj bazi i n broj

baza koje utjeCu na aproksimaciju u trenutnoj tocki. Simbolicki, aproksimirana funkcija moze
se prikazati kao
Y (x)=b(x)p. (2.48)
Velika razlika izmedu MLS aproksimacijske funkcije 1 B-spline aproksimacijske
funkcije je u broju ¢vorova koji utjecu na aproksimaciju u nekoj toc¢ki. U MLS-u je moguce
odabrati posredno preko veli¢ine podrucja utjecaja tezinske funkcije pridruzene ¢vorovima
broj utjecajnih ¢vorova, dok je to u B-spline-u jednozna¢no odredeno stupnjem baze i
razmjeStajem tocCaka koje ogranicavaju tj. odreduju podruc¢ja na kojima su baze. Te tocke su
nazvane B-spline ¢vorovi. Kontinuitet B-spline aproksimacijske funkcije je jednoznacno
odreden odabranim stupnjem baze i dodatno ponavljanjem B-spline ¢vorova. B-spline ¢vorovi
mogu biti definirani tako da na istoj koordinati postoji vise ¢vorova, do najvise p +1 puta
gdje je p stupanj polinoma baze. To ponavljanje B-spline Cvorova uvjetuje promjenu
svojstava aproksimirane funkcije na tom mjestu.
Bazne funkcije se ra¢unaju rekurzivno, $to znaci sve baze viseg stupnja od 0 odredene
su pomocu baza stupnja 0. Baze stupnja 0 su jedini¢ne odsko¢ne funkcije. Definirane su na
jediniénom nenultom rasponu B-spline ¢vorova, tj. na podrucju izmedu dva B-spline ¢vora

koji nisu na istoj koordinati. Baza stupnja 0 odredena je prema

1,)ce[xj,xj+l>,(xj+l >xj),

2.49
O,xz[xj,xj+l> ( :

J0 =

Primjer baza drugog stupnja u jednodimenzijskom prostoru je prikazan na slici 9.
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NE,O NH—I,O NH—Z,O
[l
iV
.. ]V.i,l N;H 7
B-spline bazne funkaje i
1,2 NJ,Z H1,2
x X X l‘. x X X X X X x x =
¥  B-spline ¢vorovi ; i+1 i+ i+3 o
¢ 0 Lo} Q O Lo} Q O o] o] o Q¢
. .. . - +
interpolacijske tocke P P’ P

Slika 9. B-spline bazne funkcije u jednodimenzijskom prostoru [27]

Racunanje baznih funkcija je odredeno De Boor-Cox-ovim algoritmom opisanim simboli¢ki

na slici 10.

NI,O N

N 1,1

200 A7 le

N 2,1 N

3,0 N 13
N31 > >N

N4,0 N, N3,2 2,3

Nso H

Slika 10. De Boor-Cox-ov algoritam [27]

Na slikama 9110 N, , oznaCava baznu funkciju stupnja p . Bazne funkcije se racunaju prema

De Boor-Cox-ovom algoritmu na sljede¢i nacin

+ xj+n+1 —-X N

j+ln-1"°

Y
N/'," - Ni,n—l
xj+n xj xj+n+1 xj+1

(2.50)

U (2.50) N,, oznatava B-spline baznu funkciju odredenu s prvim B-spline ¢vorom
oznacenim s x; u jednodimenzijskom prostoru, stupnja je » a definirana je na rasponu od x;,
do x,,,,,. B-spline ¢vorovi koji odreduju jediniéne bazne funkcije nultog reda mogu biti
ponovljeni, §to za jednadzbu (2.50) znaci da ako su x, i x,,, jednakih vrijednosti, ponovljeni,
pripadna N, , jednaka je nuli jer je i raspon nulte duljine. Pri raCunanju baza primjerice treceg

stupnja raspisuje se baza prvog stupnja pomocu baza nultog stupnja Sto daje
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X—X. X. ,—X
_ J J+2 .
N/‘,l = Nj,O + Nj+1,0’
xj+1_xj 'xj+2_xj+1
X—X X. . ,—X
_ Jj+l1 J+3 .
Nj+1,1 - Nj+1,0 +—Nj+2,09 (2.51)
j+2 xj+1 xj+3 - xj+2
X—X. X..,—X
_ Jj+2 j+4
N/'+2,1 - N/'+2,0 + Nj+3,0‘
j+3 xj+2 j+4 xj+3
Nadalje se raspisuju baze drugog stupnja
X—X. X. .—X
_ J j+3
Njaz - Nj,l + Nj+1,1 P (252)
Xip =X X3 =X
X—X X—X X —X
_ J J J+2
N X=X | x.,, —x Nj’0+x —x Niao |+
Jj+2 J J+l J J+2 J+l1
(2.53)
X. ~—X X—X X. . .—X
+3 +1 +3
- - Nj+1,0 + . Nj+2,0 >
xj+3_xj+1 xj+2_xj+1 xj+3_xj+2
X — )Cj X — J
Nj , = Njo +
Xig =X; X =X,
X—X. X. ,—X X..—X X—X.
+2 +3 +1
/ / +— ’ Nt (2.54)
xj+2 _'xj ‘xj+2 _‘xj+1 x_/+3 _xj+1 xj+2 _xj+1
X. . —X X. ,—X
Jj+3 Jj+3
Nj+2,0’
xj+3 _xj+1 xj+3 _xj+2
2 2
x - 2xxj +X;
- - ,xe[xj,xj+l>
xj+2 xj xj+1 xj
2 2
—X +x(x.+x. )—X-X- —X +X(.X. +X. >—X- X.
_ J Jj+2 J 2 Jj+l Jj+3 JHITVj43
N,,= - - + - — , X € [xj+1,xj+2> (2.55)
xj+2 xj xj+2 xj+1 xj+3 xj+1 xj+2 xj+1
2 2
XT =205+,
X E| X, 05X 5 )
(xj+3 _xj+l)(xj+3 _xj+2)
Konac¢no je baza treceg stupnja
X—X —X
_ J j+4
Nja3 - Nj,2 + Nj+1,2a (256)
x/+3 A x/+4 - xj+l
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X—X. X—X. X—X. X..,—X X..»—X X—X.
+2 +3 +1
Nj() J J +Nj+10 J J + J J +
X=X, Xj2 =X; X =X Xjwa =X Xy =X X T X X T Xy
Njy=——— +
x/+3 —X/ N j+3 -X xj+3 -X
Jj+2,0
j+3 _x/'+l xj+3 _x/'+2 (2 57)
N x_xj+1 x_xj+1 +N x_xj+1 xj+3_x + xj+4_x x_xj+2 +
Jj+1,0 J+2,0
Xjy—X Xjes =X X2 T X Xjaz T X Xjs T Xjn Xpg T X Xs T X,
Xjva = Xjn N Xig =X X=X
Jj+3,0 >
Xiva T Xjn Xjpa = X3
X—X X—X. X—X.
J J j
,xe[xj,xj+l>
iz =X J\ KXjuz =X X =X
XX [ XX Xy mX Xy mX XXy | X TX (XX, XX,
b
Xjs =X\ Xju2 =% Yoo =X Y = X0 X =X ) XY = X0 (X T X Y T X0
x€|:.x- X.
J+1° j+2>
N, = (2.58)
X2 [ XX My =X ) Xy mX [ XXy Xy mX | XX XX,

b
xj+3 _xj xj+3 xj+1 xj+3 xj+2 xj+4 _xj+1 xj+3 _xj+1 xj+3 _xj+2 xj+4 xj+2 xj+3 _xj+2
xe|:‘xj+2’xj+3>

xj+4_x xj+4_x xj+4_x
JXE| X 5,X,,, ).
xj+4 _xj+1 xj+4 _xj+2 xj+4 _xj+3

U radu je B-spline aproksimacijska funkcija primijenjena u metodi za analizu
dvodimenzijskih problema i analizu savijanja ploc¢a gdje je koriStena za aproksimaciju u
srednjoj ravnini. Za aproksimaciju u dvodimenzijskom prostoru koristi se ortogonalni

tenzorski umnozak B-spline baza u jednodimenzijskom prostoru. Mnozenjem baza na pravcu

osi x N, (x) sa bazama na pravcu osi y M, (y) nastaje dvodimenzijska baza

B,(x,y)=N,,(x)M, ,(y). Primjer bikvadratne baze prikazan je na slikama 11 i 12.

Kao sto je vidljivo sa slike 12, B-spline baze nemaju u opéem slucaju svojstvo
interpolacije, tj. vrijednost jedan u bilo kojoj tocki a vrijednost nula u ostalim karakteristiénim
tockama (¢vorovima diskretizacije, tj. interpolacijskim tockama prikazanim na slici 9).
Pozeljno svojstvo aproksimacijskih funkcija u bezmreznim metodama je da interpoliraju
¢vorne vrijednosti. To je vrlo povoljno prilikom zadovoljavanja rubnih uvjeta pomaka i u
mjeSovitim formulacijama prilikom opisivanja ¢vornih naprezanja ¢vornim pomacima. Stoga
¢e se i u slucaju B-spline aproksimacije provesti transformacija baznih funkcija u takve koje
¢e imati svojstvo interpolacije ¢vornih vrijednosti. Uz poznate funkcije baze prema (2.50)
odabiru se to¢ke u kojima ¢e biti postavljeni uvjeti opisivanja odredenih vrijednosti. Te ce

tocke imati koordinate ¢vorova diskretizacije numerickog modela.
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Slika 11. Shematski prikaz bikvadratne B-spline baze u dvodimenzijskom prostoru

Slika 12. Bikvadratna B-spline baza u dvodimenzijskom prostoru

Na slici 9 te tocke su nazvane interpolacijske to¢ke. U kontekstu aproksimacije B-
spline funkcijama, ¢vorovi predstavljaju ¢vorove diskretiziranog modela, a B-spline ¢vorovi
tocke koje odreduju bazne funkcije prema slici 9. U svakoj interpolacijskoj tocki postavlja se

uvjet da vrijednost aproksimirane funkcije ima vrijednost f,, analogno [7], $to vodi sustavu

jednadzbi
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f(h)(x,):zn:Bk(xl)pk = f, I=1,N, (2.59)

gdje je N broj interpolacijskih tocaka, tj. ¢vorova, a n je broj baza nenulte vrijdnosti na

koordinati (x ,) Sto ovisi o stupnju baze.

Ovime se dobiva sustav jednadzbi s koeficijentima kao nepoznanicama.

B, (Xl) B, (Xl) o By (Xl) P A
B1(X2) Bz(xz) -+ By (Xz) b, _ S (2.60)
BI(XN) Bz(XN) BN(XN) Py Sy
Sto se simboli¢ki moze zapisati
B, p=f. (2.61)

Clanovi matrice B, su vrijednosti baznih funkcija u interpolacijskim tockama, te su stoga
konstante. Nepozanti koeficijenti dobivaju se rjeSavanjem sustava (2.61) , tj. (2.60) pa slijedi
p=B;'f. (2.62)
Uvrstavanjem koeficijenata izrazenih pomocu ¢vornih vrijednosti, aproksimacija (2.48) se
moze prikazati na sljedeci naéin
Y (x)=b(x)B;' . (2.63)
Nove baze b(x)B,' dobivene primjenom uvjeta interpolacije nazivaju se funkcije oblika pa

se aproksimirana funkcija zapisuje u obliku

Y (x)=®(x)f. (2.64)
Ovako definirane funkcije oblika imaju Kronecker delta svojstvo. Prema (2.63) funkcije
oblika se racunaju prema
N
¢,(x):;bk(x)(3(;l)kl. (2.65)

Primjer funkcije oblika izvedene prema (2.65) prikazan je na slici 13. Derivacije funkcije

aproksimirane B-spline-om izracunavaju se prema
£ (x)=b_ (x)B;'f. (2.66)
Derivacije funkcija oblika jednake su
¢, (x)=b_ (x)B; (2.67)

Primjeri parcijalnih derivacija funkcija oblika prikazane su na slikama 14 i 15.
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Slika 13. Bikvadratna B-spline funkcija oblika u dvodimenzijskom prostoru

10

Slika 14. Parcijalna derivacija ¢’x B-spline funkcije oblika sa slike 13
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10

Slika 15. Parcijalna derivacija ¢ , B-spline funkcije oblika sa slike 13

B-spline aproksimacijska funkcija ima sljedeca svojstva:

Kontinuitet C*™" gdje je p stupanj baze, ako B-spline &vorovi nisu ponovljeni u
toj tocki. Ponavljanje B-spline ¢vorova uzrokuje smanjenje kontinuiteta
aproksimirane funkcije.

Reproduktivnost. B-spline aproksimacijska funkcija opisuje polinome koji su
sadrzani u bazi, tj. opisuje polinome do stupnja odredenog stupnjem baze.
Konzistentnost. B-spline aproksimacija moze opisati potpune polinome do stupnja
baze.

Jedini¢ni zbroj. U svakoj tocki zbroj funkcija oblika ili baza jednak je jedinici.
Ovo svojstvo osigurava opisivanje pomaka krutog tijela.

Nulti zbroj. U svakoj tocki zbroj derivacija funkcija oblika ili baza jednak je nuli.
Ovo svojstvo osigurava opisivanje nulte deformacije pri pomaku krutog tijela.
Lokalnost. B-spline baze su definirane na lokalnom podrucju kao po dijelovima

polinomi. Podrucje definicije neke baze odredeno je stupnjem p .

Jednostavnost. Racunanje funkcija oblika je vrlo jednostavno. U cilju postizanja

interpolacijskog svojstva koristi se uvjet interpolacije u odredenim tockama,
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¢vorovima proracunskog modela Sto rezultira matricom uvjeta interpolacije. Osim
toga, racunanje funkcija oblika i njihovih derivacija je mnogo jednostavnije od
MLS aproksimacijskih funkcija.

Nedostatak robustnosti. B-spline baza u vise dimenzija je definirana kao tenzorski
umnozak baza po koordinatnim osima te stoga nije jednostavno koristenje ove
aproksimacijske funkcije za podrucje problema opcenite geometrije, tj. potrebno je

preslikavanje iz parametarskog u realni prostor.
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2.4.3. Point Interpolation Method (PIM)

U ovoj grupi aproksimacijskih funkcija koristi se polinomna i radijalna baza.
Aproksimirana funkcija je linearna kombinacija baznih funkcija i koeficijenata pridruzenih
¢vorovima. U slucaju koristenja polinomne baze odabire se stupanj potpunog polinoma u
globalnim koordinatama analogno (2.25), pri cemu su koeficijenti konstantni [2]. Budu¢i da je
aproksimacijska funkcija temeljena na interpolaciji, tj. toénom opisivanju ¢vornih vrijednosti
funkcije, koeficijenti pridruzeni ¢vorovima izraCunavaju se postavljanjem uvjeta tonog
opisivanja ¢vornih vrijednosti u svakoj tocki aproksimacije. Potrebno je postaviti onoliko
jednadzbi koliko je Clanova monoma vektora baze tj. nepoznatih koeficijenata. U tom
postupku postoji neodredenost odabira ¢vorova koji utjeCu na aproksimaciju jer nema
tezinske funkcije kao $to je slu¢aj u MLS-u. Postoje ograni¢enja u smislu odabira ¢vorova u
dvodimenzijskom prostoru jer odredeni odabir, tj. polozaj ¢vorova koji su odabrani za utjecaj
na aproksimaciju u nekoj tocki mogu stvoriti singularnu momentnu matricu tj. matricu uvjeta
interpolacije. PoloZaj ¢vorova u liniji, simetriéno postavljeni ¢vorovi prema globalnim
koordinatnim osima su neki od razmjestaja ¢vorova koji uzrokuju singularnu matricu uvjeta
interpolacije. Ako je osigurana regularnost momentne matrice, izvedene funkcije oblika imaju
Kronecker delta svojstvo. Postavljanje uvjeta interpolacije je analogno (2.59) tj. (2.60).
Funkcije oblika se racunaju analogno (2.65). Derivacije aproksimirane funkcije raunaju se
analogno (2.66).

Svojstva PPIM aproksimacijske funkcije su:

- Konzistentnost. PPIM aproksimacijska funkcija moze opisati polinom stupnja

baze ako je u bazi sadrzan potpuni polinom tog stupnja.

- Reproduktivnost. PPIM opisuje sve polinome (funkcije) sadrzane u bazi.

- PPIM funkcije oblika imaju Kronecker delta svojstvo.

- Jedini¢ni zbroj. Zbroj funkcija oblika u bilo kojoj tocki jednak je jedan.

- Lokalnost. Budu¢i da je u uvjetu interpolacije sadrzan broj ¢vorova odreden
brojem ¢lanova baze, samo relativno mali broj ¢vorova najblizih trenutnoj tocki
utjeCe na aproksimaciju.

- Momentna matrica moze biti singularna za odreden razmjestaj (odabir) ¢vorova

koji su odabrani u podrucju utjecaja na aprokismaciju trenutne tocke.
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Da bi se izbjegli problemi regularnosti momentne matrice prilikom koriStenja
polinomne baze razvijena je aproksimacijska funkcija s radijalnom bazom. Aproksimacija
,»Klasiénom* radijalnom bazom koja je ,,neogranicena‘ je globalnog karaktera, tj. definirana je
za bilo koji radijus. Aproksimacija s radijalnom bazom nema svojstvo konzistencije, tj. ne
moze opisati linarno polje. Stoga se Cesto koristi izmijenjena aproksimacija s radijalnom
bazom uz dodatak polinomnog dijela do obi¢no nekog niskog stupnja, najces¢e prvog, da bi
se postiglo zadovoljavanje opisivanja linearnog polja. Jedan od uvjeta konvergencije je
opisivanje konstantne deformacije. U tom slucaju potrebno je zadovoljiti dodatni uvjet
jednoznacnosti aproksimacije. Aproksimacija s radijalnom bazom i dodanim polinomnim

dijelom je oblika
Vas (x)=>R (r(x))al. +> p,(x)b, =R’ (r(x))a+pT (x)b, (2.68)
i=1 Jj=1
gdje je R (x) radijalna baza pridruzena i-tom ¢voru i p;(x) polinomna baza analogno (2.25)
. Koeficijenti g, 1 b, su konstante, r(x) je udaljenost trenutne tocke od ¢vora i. Uvjeti
interpolacije i jednoznacnosti opisani su izrazima

Ra+Pb=f. (2.69)

Momentna matrica R, je oblika
o R (r
R,=| " N "g :) , (2.70)

a momentna matrica za polinomni dio je jednaka

1 1 1
X, X, X,
_pm(Xl) pm(XZ) pm(Xn)_(mxn)

U jednadZbama (2.69) je n+ m nepoznatih koeficijenata. Stoga je potrebno postaviti dodatne

jednadzbe. Te su jednadzbe vezane za jednoznacnost aproksimacije u obliku
> p,(x)a,=0=Pla=0, j=1m. (2.72)
i=1

JednadZbe (2.69) 1 (2.72) mogu se zapisati zajedno u obliku
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R, P,Jal_if 2.73
Pnf(){b}_o' 273)

Uvodec¢i nove oznake gornji sustav se moze zapisati kao

Ge=f. (2.74)

RjeSavanjem sustava (2.74) dobivaju se nepoznati koeficijenti

-1 -1
a 1 f (Gaa )(nxn) (Gab )(n’cm) f
““1b)7¢ o] 7|(c " 0/ 275
(Gba)(mxn) (be)(mxm) ( ) )
a=G'f; b=G,'f.

Vracanjem koeficijenata (2.75) u aproksimaciju (2.68), dobiva se sljede¢i izraz za funkcije

oblika

" (x)=R"(x)G;. f+p" (x)G;. f =@ (x)f, (2.76)
gdje su funkcije oblika odredene prema
®(x) =R’ (x)G_ +p’ (x)G;.. 2.77)
Derivacije funkcija oblika jednake su
@ (x)=R’ (x)G,, +p, (x)G,,. (2.78)
U ovoj aproksimacijskoj funkciji radijalne baze mogu biti globalnog karaktera,

najcesce se tu koriste tzv. Gaussian (EXP) [2], [33]
R (r) = exp[—crz} (2.79)
1 Multi-quadrics (MQ) [2], [33]
R(r)=(r+c)". (2.80)
Koriste se 1 ogranicene (lokalne) (Compactly Supported RBF — CSRBF [36]) baze
q
R (r)= f(%} , (2.81)
cs
gdje je O, velic¢ina lokalnog podrucja utjecaja nekog ¢vora, a g je potencija ¢ija je najmanja
vrijednost 5. Prema literaturi [30] nije dokazana posebna prednost CSRBF pred klasicnim
RBF u aproksimaciji tj. opisivanju ploha i u rjeSavanju problema mehanike ¢vrstih tijela.
Svojstva aproksimacije radijalnim baznim funkcijama su:
- Funkcije oblika RPIM imaju Kronecker delta svojstvo.
- Funkcije oblika imaju svojstvo jedini¢nog zbroja.

- RPIM aproksimacija je visokog kontinuiteta.
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Ako je dodan linearni polinomni dio, RPIM aproksiamcija moze opisati taj
polinom sadrZan u dodatku. Same radijalne baze ne mogu opisati linearno polje.
Rijesen je problem regularnosti momentne matrice koji postoji pri koristenju
polinomne baze.

RPIM aproksimacija je stabilna (Sto znaci da mala promjena u razmjestaju cvorova
nece uzrokovati znacajnu promjenu u kvaliteti aproksimacije) i fleksibilna $to se
tie razmjestaja ¢vorova.

RPIM aproksimacija moze se lako prosiriti na tri dimenzije jer je jedina varijabla
radijus tj. udaljenost od ¢vora.

RPIM aproksimacija daje losije rezultate u problemima mehanike ¢vrstih tijela u
usporedbi s MLS ili PPIM aproksimacijom.

Radijalne baze globalnog karaktera imaju parametre oblika koji mnogo utjecu na
tocnost aproksimacije i na rjeSenje bezmrezne metode.

RPIM aproksimacija je skuplja u kontekstu raCunalnog vremena jer je obi¢no vise

¢vorova ukljuceno u aproksimaciju u nekoj tocki.
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3. MLPG (Meshless Local Petrov-Galerkin) metoda
za dvodimenzijske probleme

Posebnost Petrov-Galerkinove metode je sloboda odabira testne funkcije u odnosu na
pretpostavljenu funkciju rjeSenja [5], [37], $to je najznacajnija razlika prema Galerkinovoj
metodi. Testna funkcija i pretpostavljeno rjeSenje mogu biti razli¢ite funkcije. Bezmrezne
metode u ovom radu su temeljene na Petrov—Galerkinovoj metodi, uz razli¢ite testne funkcije.
Integracija slabog oblika provedena je po lokalnim podruc¢jima koji su odabrani jednostavnog
oblika, kao §to je prikazano na slici 5. Ne postoji unaprijed odredena povezanost medu
¢vorovima u cilju integracije slabog oblika ni aproksimacije rjeSenja.

Podru¢je definicije problema €2 omedeno rubnom plohom I' diskretizirano je

¢vorovima u unutra$njosti 1 na rubu. Svakom ¢voru pridruzeno je podrucje QO (local sub-

domain) po kojem e se provesti integracija slabog oblika uvjeta ravnoteze. Veli€ina tog

podrucja je kontrolirana, tj. odredena bezdimenzijskim parametrom koji odreduje veli¢inu €

u odnosu na prosje¢ni razmak najblizih ¢vorova. Svaki ¢vor moze imati razlicitu veli¢inu 1
oblik lokalnog podrucja integracije. Lokalna podrucja se mogu preklapati, ili drugim rijecima,
ukupan zbroj podrucja integracije ne mora pokriti ¢itavo podru¢je Q. Ovisno o problemu,
dobro rjesenje se moze postici iako lokalna podrucja ne prekrivaju Citavo podrucje problema
(). Matrica sustava dobiva se postavljanjem, tj. integracijom ¢lanova za svaki ¢vor §to znaci
da nema potrebe za algoritmom transformacije lokalnih matrica u globalnu kao §to je slucaj u
metodi kona¢nih elemenata.

U ovom radu ¢e se koristiti aproksimacijske funkcije s interpolacijskim svojstvom
(Kronecker delta svojstvo funkcija oblika) te ¢e se stoga zadovoljavanje osnovnih rubnih
uvjeta provesti izravno, analogno metodi konacnih elemenata i nisu potrebni posebni
numericki postupci. Numericka integracija u svim metodama koje se temelje na integraciji
slabog oblika uvjeta ravnoteze provodi se izravno, tj. bez posebnih podjela podrucja

integracije.
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3.1. MjeSovita bezmrezna formulacija slabog oblika
za probleme ravninskog stanja naprezanja

U iduéih nekoliko odjeljaka bit ¢e prikazane bezmrezne formulacije za rjeSavanje
problema ravninskog stanja naprezanja (RN) za linearno elasticno ponasanje materijala, uz
pretpostavku malih deformacija. Uvjeti ravnoteze u tom slucaju jesu formalno isti kao i (2.11)

s iznimkom da indeksi 7, j poprimaju vrijednosti 1,2. Matrica elasticnih svojstava je

definirana kao

E 1 v 0
D= =lv 1 0o |. (3.1)
1-v !
0 0 v
L 2

Stanje naprezanja prikazuje se komponentama razli¢itim od nule

s=|o | (3.2)
xy

Komponente tenzora deformacije koje utjecu na energiju deformiranja su

e=|¢g, |. 3.3)

3.1.1. Opé¢i oblik jednadzbi

Za testnu funkciju odabrana je Heaviside funkcija [7] definirana na podrucju
integracije, tj.
v=H(x), xeQ, (3.4)
odnosno, u indeksnom zapisu je testna funkcija oblika
v, = VO, (3.5)

gdje je o,, Kronecker delta simbol. Integral slabog oblika uvjeta ravnoteze (2.18) jednak je

.[vki(aij’jﬁtﬁ)dQ:O. (3.6)

Q‘S
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U mjesovitoj formulaciji zasebno su aproksimirane komponente naprezanja 1 pomaka
istim aproksimacijskim funkcijama opisanim u odjeljku 2.3. U svrhu diskretizacije jednadZzbi
ravnoteze (3.6), koristi se aproksimacija komponenata naprezanja analogno (2.32).
Aproksimirani oblik komponenata naprezanja bez ulazenja u detalje pojedine aproksimacijske

funkcije je u obliku
o) (x)=2.¢,(x)3, (3.7)

gdje su 6; ¢vorne komponente naprezanja.

Iako ovdje nisu visoki zahtjevi za kontinuitetom aproksimirane funkcije naprezanja,
na integral (3.6) se primjenjuje Gaussov integralni poucak radi smanjenja reda derivacije
(zahtjeva za kontinuitetom) aproksimiranih komponenata naprezanja i radi implicitnog

zadovoljavanja rubnih uvjeta sila. Integral (3.6) se transformira u izraz

[vio, 40+ [ v, f d2=0. (3.8)
Q Q

Prije primjene Gaussovog integralnog poucka provodi se zamjena derivacija u podintegralnoj
funkciji prvog integrala prema

(Vkio-ii) = V%t VO, = Vi = (vkio-ii ) ;" V% (3-9)

Ly 5

Uvrstavanjem desne strane izraza (3.9) u prvi integral uz ponovno raspisivanje dobiva se

[ (veoy) 4= [, 0,40+ [ v, £ da=0. (3.10)
Q, Q,

QS
Na prvi integral u (3.10) moze se primijeniti Gaussov integralni poucak pa taj integral prelazi
u

| (vo,) dQ= [ vuo,ndr. (3.11)

gy
Q, oQ,
U (3.11) 0€Q, oznacava plohu koja omeduje podru¢je integracije a n, komponente vanjske

jedini¢ne normale na tu plohu. Nadalje (3.10) se pomocu (3.11) moze zapisati kao

.[ v,o.n.dl— I Vi 0;,4Q + I v, fdQ=0. (3.12)
Q

g
a0, Q,

U drugom integralu u (3.12) javljaju se derivacije testne funkcije koje su uzimanjem
Heavisideove funkcije (3.4) jednake nuli, pa se drugi integral u (3.12) moze ispustiti. Na taj

nacin (3.12) prelazi u

[ voondl+ [ v,f d2=0. (3.13)
QA‘

J
o0,
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Ploha koja omeduje podrucje integracije, o€, , dijeli se na tri dijela. Dio koji je
potpuno unutar globalnog podrucja Q, oznacen je L . Dio koji ima presjek s globalnim
rubom na kojem su zadani rubni uvjeti sila, I',, je oznafen I',. Dio koji ima presjek s
globalnim rubom na kojem su zadani rubni uvjeti pomaka, I' , je oznacen I' . U opéem
slucaju ne postoje za svaki ¢vor sva tri dijela plohe 0Q . Zbroj svih dijelova ruba podrucja
integracije, L I’ U’ =0Q_, je ukupna ploha koja omeduje podrucje integracije. U
skladu s tim se (3.13) zapisuje na sljedeci nacin

jvkiaifnjdr+ I von,dl + J. vif dQ:—I v, tdl . (3.14)
r.\'u Q.\'

L, L
U (3.14) se koristi jednakost koja povezuje povrsinske sile i komponente naprezanja
t,=0o,n; (3.15)
pa ¢ predstavljaju zadane komponente povrsinskih sila. Nadalje se zanemaruje volumenska
sila f; pa je konacno slabi oblik uvjeta ravnoteze, za odabranu Heaviside testnu funkciju i uz

VO,

; =0y, za svaki ¢vor, jednak

[ondr+ [ oyndl=—[7dr. (3.16)
L T, Ly

U simboli¢kom zapisu jednadzbe (3.16) su

joNdﬁjoNdr:—j?dr (3.17)
rsu rsz

Ly

gdje je N matrica komponenata vanjske jedini¢ne normale definirana kao
N:["" 0 n} (3.18)

0 n, n
U jednadZbama (3.17) broj jednadzbi jednak je 2N gdje je N broj cvorova
diskretizacije. Za svaki ¢vor diskretizacije postavlja se jednadzba ravnoteze na pravcu osi x 1
y pa stoga za svaki ¢vor postoje dvije jednadzbe. Budu¢i da su jednadzbe (3.17)
diskretizirane ¢vornim komponentama naprezanja kojih je za svaki ¢vor tri, kako je prikazano
u (3.27), broj nepoznanica je 3N. Budu¢i da je u sustavu viSe nepoznanica od jednadzbi,
sustav je pododreden, Sto znaci da nije moguce jednoznacno odrediti nepoznanice. Potrebno
je uvesti dodatne jednadZzbe u sustav kako bi postao rjesiv.

Dodatne jednadzbe su konstitutivne jednadzbe kombinirane s kinematickim

jednadzbama. Kinematicke jednadzbe povezuju, tj. opisuju, komponente deformacije

komponentama pomaka, a konstitutivne jednadzbe povezuju komponente naprezanja i
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deformacija. Ovo implicitno zna¢i da su u c¢vorovima modela nametnuti uvjeti
kompatibilnosti deformacija s pomacima.

Konstitutivni zakon za ravninsko stanje naprezanja [38] raspisan po komponentama je

E
o, = — (gx+vgy);
E
Gy=1_V2 (€y+vgx); (3.19)
;- E
*y_2(1+v)y”‘y

Simbolicki se konstitutivne jednadzbe (3.19) mogu zapisati
o=Ds. (3.20)

Kinematicke relacije raspisane po komponentama glase

& =,
£,=V,; (3.21)
Vg =U,+V,
Kinematicke jednadzbe se simbolicki mogu zapisati
e=D,u (3.22)
gdje je D, matrica kinematickog diferencijalnog operatora definirana kao
o, 0
D, = 0, | (3.23)
o, 0,

Diskretiziranjem kombiniranih konstitutivnih 1 kinematickih jednadzbi ¢vornim
komponentama pomaka i1 uvrStavanjem u (3.17), dobiva se zatvoreni sustav jednadzbi u koji

se uvode rubni uvjeti pomaka.

3.1.2. Diskretizirani oblik jednadzbi

U cilju stvaranja algoritma temeljem jednadzbi (3.16), tj. (3.17) izvodi se diskretizirani
oblik istih. Temeljem aproksimacije (3.7), stanje naprezanja (3.2) opisuje se u diskretiziranom

obliku
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_le -
1
o,
o | |[®& 0 0 @, 0 0]7z)
o,|=|0 @& 0 0 @ 0 : (3.24)
7, 0 0 9 0 0 o
o,
I xyn
odnosno prikazano simbolicki
6(x)=) @’ (x)s’ (3.25)
I1=1
gdje je @7, (x) matrica funkcija oblika za naprezanje
@, (x) 0 0
@, (x)=| 0 ¢(x) O (3.26)
0 0 @, (x)
a 6’ je ¢vorni vektor komponenata naprezanja
o'
6 = ay' . (3.27)
rxyl
Uvrstavanjem (3.25) u (3.17) dobiva se diskretizirani oblik
Y| [ @ Ndr+ | @°,Ndr|¢'=- [ €dr. (3.28)
N () ()
Ovakve se jednadzbe integriraju za svaki ¢vor / pa su ¢lanovi matrice koeficijenata
K" = [ @ ,Ndr+ [ @7 Ndr (3.29)

(z) (r)

W)

gdje KI(U) predstavlja podmatricu matrice krutosti sustava, tj. modela. Dimenzija K,/ je

3x3. Provodenjem integracije za sve ¢vorove u modelu dobiva se prvi sustav jednadzbi
simbolic¢ki zapisan

K.6=R. (3.30)

Nadalje se provodi diskretizacija kombiniranih jednadzbi (3.21) i1 (3.19) tako da su

prvo diskretizirane kinematicke jednadzbe (3.21) u ¢voru diskretizacije
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_ul _
Vi
gx ¢l,x 0 ¢2,x 0 T ¢n,x 0 u2
g, |= 0 ¢1’y 0 ¢2’y - 0 ¢n,y v, (3.31)
}/xy ¢1,y ¢l,x ¢2,y ¢2,x e ¢n,y ¢n,x :
u}’l
_V" -
odnosno simbolicki zapisano
g(x')=¢' =)D, (x')¥ (3.32)

1=1
gdje je @, (x) matrica funkcija oblika definirana prema

@, (x)= V’ (()X) ; (()X)} (3.33)

i v/ vektor ¢vornih komponenata pomaka

¥ = {“j} (3.34)
1%

Umnozak matrica D, @, (x") oznatava se kao B, (xJ):Dk(I) ; (xJ). Uvrstavanjem (3.32) u

(3.27) dobiva se diskretizirani oblik konstitutivnih jednadzbi
¢'=D) B, (x)¥’. (3.35)
J=1

Jednadzbe (3.35) postavljaju se za sve ¢vorove u proracunskom modelu $to daje novi sustav
jednadzbi
6 =DBvV. (3.36)
Uvrstavanjem (3.36) u (3.30) dobiva se sustav jednadzbi s komponentama pomaka u
¢vorovima kao nepoznanicama
K, DBv=R = Kv=R. (3.37)
U sustav (3.37) se uvode rubni uvjeti pomaka izravno, analogno metodi kona¢nih elemenata
prema algoritmu koji ¢e ukratko biti opisan u nastavku.
Za svaku komponentu pomaka koja je zadana, v/ =v’, u svim jednadbama sustava
(3.37) uvodi se ta komponenta pomaka na nacin [34], [39] da se pomnoZi koeficijent (¢lan) u

pripadnom stupcu matrice krutosti L vrijedno$éu v te se takav vektor oduzima od desnog

vektora sustava prema
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R, =R, -K,7". (3.38)

(1) ()
Idu¢i korak je izjednac¢avanje nulom svih ¢lanova matrice krutosti u pripadnom retku i stupcu

K, =K, =0, i=1 2N, j=12N. (3.39)

1(4)
Clan na glavnoj dijagonali dobiva vrijednost jedan

Ky =1. (3.40)
Zadnji korak je zamjena vrijednosti desnog vektora vrijednos¢u zadane komponente pomaka

R, =V, (3.41)

Nakon provedenih koraka za sve zadane komponente pomaka provodi se invertiranje

matrice krutosti i odredivanje nepoznatih komponenata pomaka.

3.1.3. Numericki primjeri

3.1.3.1. Konzola opterecena promjenjivo raspodijeljenim
optereCenjem

Prvi numericki primjer je konzolni nosa¢ optere¢en promjenjivo raspodijeljenim
optere¢enjem po zakonu parabole. Konzola je izmjera L =30, H =10 1 jedinicne debljine.

Rubni uvjeti pomaka su zadani u svim ¢vorovima na koordinati x =0 prema slici 17. U svim
numeri¢kim primjerima u ovom odjeljku koriStena su jednostavna lokalna podrucja
integracije pravokutnog oblika, prikazana na slici 18.

Veli¢ina lokalnog podru¢ja odredena je razmakom izmedu C¢vorova i proizvoljnim

skalarnim parametrom o [2], [7]. Veli¢ina podrucja se od ¢vora u pozitivnom i negativnom

smjeru na pravcu koordinatnih osi x i y odreduje prema d_=a, h

s Tx?

d,=a h, gdje su i, i
h, razmaci izmedu trenutnog ¢vora i prvih susjednih ¢vorova. U ovom radu je odabrano
a,=0,5. To ujedno znaci 1 da je zbroj lokalnih podru¢ja svih Evorova jednak veliCini

podrudja Q . Materijalne konstatne su E =200000, v =0,3 . Cvorovi su razmjesteni

ravnomjerno duz osi x i y. Za rubne uvjete prikazane na slici 17 postoji analiti¢ko rjeSenje

[40].
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Slika 16. Konzola optereéena promjenjivim raspodijeljenim optereéenjem
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Slika 17. Konzola s mjeSovitim rubnim uvjetima
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Slika 18. Diskretizacija i lokalna podrudja integracije konzole sa slike 17
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Za analizirani primjer na slici 18 prikazane su nadalje u dijagramima konvergencija

pomaka na pravcu osi y na sredini desne stranice te e, diskretna relativna greska pomaka 1

e, diskretna norma greSke pomaka. Te veli¢ine su odredene prema
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i num . a 2
u, 22
i=1
N . P
()

i=1

; e, = . U izrazima za e i e, u™" predstavlja

vrijednost komponente pomaka i izracunate prema numerickom algoritmu, a u ista

komponenta izracunata prema analitickom rjeSenju. N je broj ¢vorova diskretizacije.

0,97 6— B-spline 2. stupnja

0,96 ——PPI 25t

0.94 ——IMLS 2. stupnja (kin. trans.)

0,93 B MQ RBF, q=1,03, ¢ = 0,5 + polinom 2.st.

normaliziran pomak v
—_

100 200 300 400 500 600 700
broj stupnjeva slobode

Slika 19. Konveregencija pomaka na x = L, y = 0 za konzolu sa slike 18

Na slici 19 prikazana je konvergencija normalizirane komponente pomaka v u
tocki x=L, y=0 na konzoli prema slici 18. Analiza je provedena pomocu formulacije
prikazane u ovom odjeljku s primijenjene 4 aproksimacijske funkcije. Od RBF ,,grupe*
aproksimacijskih funkcija provedene su analize s ,klasiénim® radijalnim neogranic¢enim
bazama oblika, Multi quadrics — MQ koje imaju bazu oblika (2.80), gdje su c i ¢
proizvoljne konstante, Exponential, Gaussian — EXP koje imaju bazu oblika (2.79) te

nogranicene, Compactly supported — CS koje imaju bazu oblika

3
R, (r) = 1—(LJ [1+3 [LD Pokazalo se da ograni¢ene radijalne baze nemaju

cs [}

znacajne prednosti prema klasicnim, za §to rezultati nisu ovdje prikazani. Od najceSce

koriStenih neogranicenih radijlanih baza MQ i EXP pokazalo se da je za ovakvu vrstu
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problema stabilnija i tocnija MQ 1 to s odabranim parametrima ¢ =0,5, ¢ =1,03 [30]. Prema
[30] pokazano je da su vrijednosti za eksponenet g kriti¢ne vrijednosti cijeli brojevi 1,2,3,...

koji uzrokuju singularnu ili loSe uvjetovanu matricu uvjeta interpolacije. Za IMLS
aproksimacijsku funkciju Kronecker delta svojstvo je u ovom slucaju dobiveno nametanjem
uvjeta interpolacije analogno (2.60). Pokazuje se da je takva aproksimacijska funkcija
relativno osjetljiva na veli¢inu relativnog radijusa tezinske funkcije definirane s (2.39) gdje se

radijus tezinske funkcije d, izraCunava na naCin d, =1, h. r, je faktor tj. relativni radijus

tezinske funkcije a /4 prosjecni ¢vorni razmak u blizini trenutnog ¢vora. Utjecaj relativnog
radijusa tezinske funkcije u ovom primjeru biti ¢e prikazan na slici 26.

Usporedujuci rezultate za Cetiri aproksimacijske funkcije vidljivo je da B-spline daje
najbolje rezultate za vrlo mali broj ¢vorova odnosno stupnjeva slobode. PPIM
aproksimacijska funkcija daje malo loSije rezultate za isti broj ¢vorova Sto bi se moglo
objasniti utjecajem ,,0odabira* utjecajnih ¢vorova koji je ,,viSe — manje* proizvoljan, naravno,
uz uvjet da je broj utjecajnih ¢vorova jednak broju monoma vektora baze. lako je MLS
funkcija polinomne baze jednakog stupnja kao 1 B-spline i PPIM ne daje jednaku to¢nost jer u
ovakvom nacinu dobivanja interpolacijskih funkcija relativno je znacajan utjecaj relativnog
radijusa tezinske funkcije za mali broj ¢vorova $to ¢e biti prikazano na slici 26. Ocekivano je
najlosija RBF aproksimacijska funkcija i to uz ,,optimalne* paramtere ¢ =0,5, ¢ =1,03 za ovu
grupu problema kako je pokazano u [30] jer je rjeSenje problema polinom u x i u y Sto
radijalne baze mogu relativno slabo opisati. U ovoj RBF aproksimacijskoj funkciji dodan je
polinomni dio do linearnog ¢lana §to teorijski zna¢i da bi takva aproksimacijska funkcija
morala opisivati upravo taj polinom, tj. imati konzistenciju. Ipak, u provedenim analizama
pokazalo se da to nije tako, tj. za malo podrucje parametara oblika ovisno o radijalnoj bazi
aproksimacijska funkcija stvarno i opisuje polinomni dodani dio, tj. ima konzistenciju, dok u
op¢em slucaju postoji utjecaj radijalne baze, Sto ¢e posredno biti prikazano na slikama od 22

do 25.
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(3]

€2

1,E-05

1.E-04

1,E-03

1.E-02

1,E-03

1.E-02

1,E-01

1,E+00

//”’0
ir>< /
—e— B-spline 2. stupnja
—&— PPI 2.stupnja
——IMLS (kin. trans.) 2.stupnja
—— MQRBF, q=1,03, ¢=0,5+ polinom 1.st.
100 200 300 400 500 600 700
broj stupnjeva slobode
Slika 20. ¢, diskretna relativna greska za konzolu sa slike 18
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Slika 21. e, diskretna norma za konzolu sa slike 18
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noramliziran pomak v
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Slika 22. Utjecaj parametra ¢ u MQ RBF aproksimaciji za konzolu sa slike 18
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Slika 23. ¢, diskretna relativna greSka za MQ RBF aproksimaciju za konzolu sa slike 18
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noramliziran pomak v
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Slika 24. Utjecaj parametra ¢ u EXP RBF aproksimaciji za konzolu sa slike 18
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Slika 25. e, diskretna norma za EXP RBF aproksimacijiom za konzolu sa slike 18
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1.2
1,15
L1 | [
» EL\A | & |
2 105 0 g |
g : T ! & o g 2
o,
o 1
g
S
= 0,95
g
=
g 09
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2

relativni radijus teZinske funkcije MLS a

Slika 26. Utjecaj veli¢ine podrucja utjecaja ¢vora u IMLS aproksimaciji uz kinematicku transformaciju za
konzolu sa slike 18

U dijagramima na slikama 22, 23, 24 1 25 oznaka p =  znaci da nije dodan polinomni
dio, oznaka p =1 znaci da je dodan linearni polinom i p =2 znaci da je dodan kvadrati¢ni

dio. Na tim dijagramima broj ¢vorova diskretizacije je N =13x5. Na slikama 22 i 24 vidljivo
je da RBF aproksimacijska funkcija s dodanim polinomnim dijelom do 2. stupnja jo§ uvijek
ne opisuje ,,dobro* problem s polinomnim rjesenjem. Ovdje nije prikazano rjeSenje za velik
broj ¢vorova koje nije zadovoljavajuée toCnosti. Postoji relativno malo podrucje vrijednosti
parametra ¢ u MQ RBF za koji je, uz g =1,03, rjeSenje prihvatljive to¢nosti. Za vrijednost
q = 2,03 prakticno se ne moze posti¢i greSka manja od oko 50% na nekom vecem podrucju

parametra ¢ ¢ak uz dodani polinomni dio 2. stupnja. U slucaju EXP RBF vidljivo je sa slike
24 da je na vrlo malom podru¢ju vrijednosti parametra ¢ to¢nost zadovoljavaju¢a. No, u
slu¢aju EXP RBF ne postoji toliko Siroko podrucje u kojem je aproksimacija priblizno stalnih
karakteristika kao Sto je to slucaj s MQ RBF-.

Na osnovi ovog primjera moze se zakljuciti da je RBF aproksimacijska funkcija
najlosija od primijenjenih za probleme u kojima je rjeSenje polinomnog oblika. Na slici 26
vidljiv je znaCajan utjecaj relativnog radijusa tezinske funkcije u MLS aproksimacijskoj
funkciji na tocnost rjeSenja. Utjecaj je to ve¢i §to je manji broj ¢vorova diskeretiziranog

modela.
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3.1.4. Uvjetovanost matrice krutosti s B-spline
aproksimacijom 2. stupnja

Primjenjujuéi B-spline aproksimacijsku funkciju uocava se problem uvjetovanosti
matrice krutosti proratunskog modela za relativno mali broj ¢vorova diskretizacije. Uzrok
toga vrlo vjerojatno lezi u nametanju uvjeta inteprolacije, (2.60). Matrica uvjeta interpolacije
nije loSe uvjetovana. Uvjetovanost te matrice je manja od 100 za najveci broj Cvorova
analiziranog modela.

U cilju odredivanja karakteristika metode analizirana je Cetvrtina membrane (tanka
ploc¢a konstantne debljine optereCena u srednjoj ravnini, promatrana kao dvodimenzijski
problem) s mjeSovitim rubnim uvjetima prikazana na slici 27. Naizgled postoji odredeni broj
¢vorova proracunskog modela pri kojem rjeSenje povecavajuéi broj ¢vorova gubi znacajno na
to¢nosti. Uvjetovanost matrice krutosti se priblizava 10" za koju rjeSavaé upozorava da
inverzna matrica krutosti vi§e vjerojatno nije tocna. Vidljivo je da je ve¢ za oko 35 ¢vorova
diskretizacije duz osi x 1 y, odnosno oko 1200 ¢vorova u modelu, uvjetovanost dosta losa, sto
znaci da je to€nost rjeSenja za pomake narusena a za izraCunata naprezanja jos vise. Na slici
28 prikazana je uvjetovanost matrice krutosti za analiziran primjer sa slike 27. Zadano je
minimalno rubnih uvjeta pomaka da se sprije¢i pomak krutog tijela. Model je dobiven
diskretizacijom ravnomjerno razmaknutim c¢vorovima. lako se jo§ 1 za model s najvise
¢vorova, oko 1600, dobiju relativno dobra rjeSenja za pomake, izraCunata naprezanja su

relativno neto¢na. Budu¢i da je polje pomaka u tom primjeru linearno i po x i po y, a polje

naprezanja konstantno, to je nedovoljno dobro rjeSenje za aproksimacijsku funkciju 2.

stupnja. Ovaj problem uvjetovanosti istrazen je u joS nesto vise detalja u odjeljku 3.2.

v _ _
’ tL,=0 =0
t—-}/:O o o o zx
ux:O ° o o 5:0
%
T =0 T X
=0

Slika 27. Cetvrtina membrane s mjeSovitim rubnim uvjetima
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cond(K)
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Slika 28. Uvjetovanost matrice krutosti K za B-spline aproksimaciju 2. stupnja
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3.2. MjeSovita bezmrezna formulacija jakog oblika
za probleme ravninskog stanja naprezanja

Kada se za testnu funkciju odabere Dirac-delta impulsna funkcija definirana u ¢voru

diskretizacije, prema
v=5(x—x1), (3.42)

integral (3.6) prelazi u podintegralnu funkciju u tocki definicije impulsne funkcije, [7], pa
slijedi
[ 6(x-x")(0,,+f)d2=0, (x')+ f(x")=0. (3.43)
(@)

U formulaciji temeljenoj na jakom obliku uvjeta ravnoteze u svakoj toc¢ki na rubu
podru¢ja moraju biti zadovoljeni ili rubni uvjeti sila ili rubni uvjeti pomaka. Svaka
komponenta rubnih uvjeta sila mora biti eksplicitno zadovoljena. Nasuprot tome, u
formulaciji temeljenoj na slabom obliku uvjeta ravnoteze rubni uvjeti sila su zadovoljeni
implicitno u integralnom smislu, pa ako su na nekoj plohi, tj. podrucju integracije zadane
povrsinske sile iznosa nula, u slabom obliku ih je moguce zanemariti.

Za zadovoljavanje rubnih uvjeta sila u rubnim ¢vorovima koristi se kaznena metoda

[7]. JednadZbe za zadovoljavanje rubnih uvjeta sila kazenenom metodom su oblika

[ 6(x-x')(0,,+f)d2-a [ §(x—x')(,-7)d2=0 (3.44)
(@) (v
Sto daje
ay’j(xl)—a(ti(xl)—fi(xl)):0. (3.45)

a je u (3.44) 1 (3.45) kazneni parametar. Uz uvjete ravnoteze sadrzani su i rubni uvjeti sila
pomnoZzeni kaznenim parametrom. Kazneni ¢lan isCezava za unutarnje ¢vorove. Ponovno je

zanemarena volumenska sila f .

3.2.1. Diskretizirani oblik jednadzbi

U cilju stvaranja numerickog algoritma na temelju jednadzbi (3.45) izvodi se
diskretizirani oblik jednadzbi (3.45). Temeljem aproksimacije (3.7), stanje naprezanja (3.2)

opisuje se diskretiziranim oblikom prema (3.25). Jednadzbe (3.45) su nadalje diskretizirane
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¢vornim komponentama naprezanja prema (3.25) Sto za svaki Cvor diskretizcije daje

jednadzbe
>'B,(x")é' =0 (3.46)

U jednadzbama (3.46) je B,, matrica derivacija funkcija oblika. Clan B,, predstavlja utjecaj
¢vora [ na trenutni ¢vor i jednaka je

()0 g, (x)
Lo a() )]

Dio jednadzbi za zadovoljavanje rubnih uvjeta sila u (3.45) se nakon diskretizacije moze

B, (x) (3.47)

prikazati analogno (3.46) u obliku

—aZn: Nd)“,(x‘])&’ :—af(x‘]). (3.48)

I=1

Matrica komponenata vanjske jedini¢ne normale oznacena N u (3.48) je oblika

_ nx(x‘]) 0 ny(xj) |
0 ny(xJ) nx(xj)

Iako u nekom ¢&voru nisu nuzno zadane obje komponente povrSinske sile, vektor zadanih

(3.49)

povrsinskih sila t u ¢voru s koordinatama (XJ) se ovdje zapisuje s dvije komponente u

| 3.50
t—?y. (3.50)

U ¢vorovima sa zadanim rubnim uvjetima sila zbrajaju se jedandzbe (3.46) 1 (3.48), dok se u

obliku

ostalim ¢vorovima postavljaju samo jednadzbe ravnoteze (3.46). Diskretizirane jednadzbe u
¢vorovima na rubu su nakon zbrajanja (3.46) i (3.48)

> (B, (x')-aNo7, (x'))6' =-at(x’). (3.51)

Postavljanjem kolokacijskih jednadzbi (3.51) u rubnim c¢vorovima ili (3.46) u
¢vorovima unutar modela dobiva se sustav jednadzbi
K.6=R. (3.52)
Ovaj sustav je pododreden kao i (3.30) pa se provodi uvodenje jednadzbi (3.36) te
slijedi
K ,DBv=R. (3.53)
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Umnozak matrica K, DB oznacava se kao matrica krutosti K pa se sustav jednadzbi zapisuje
na nacin

Kv=R. (3.54)
Uvodenje rubnih uvjeta pomaka se provodi analogno postupku opisanom od (3.38) do (3.41).

Nakon uvodenja rubnih uvjeta pomaka provodi se rjeSavanje sustava jednadzbi.

3.2.2. Numericki primjeri

3.2.2.1. Konzola opterecena promjenjivo raspodijeljenim
opterecenjem
Prvi primjer je konzola prikazana na slici 29. Za konzolu s prikazanim rubnim
uvjetima postoji analiticko rjeSenje [40]. Na slici 30 prikazana je ista konzola, tj. iste
geometrije 1 materijalnih konstati, sa zadanim rubnim uvjetima pomaka iz istog analitickog
rjeSenja. Rubni uvjeti pomaka su zadani po svim rubovima. Na slici 31 za istu konzolu zadani
su rubni uvjeti pomaka na stranici s koordinatom x =0 dok su na ostalim stranicama zadane
povrsinske sile. Na slici 32 na istoj konzoli zadano je minimalno rubnih uvjeta pomaka da se
sprijeci pomak krutog tijela. Za primjere prikazane na slikama od 30 do 32 geometrija je

zadana izmjerama: L=30,H =10 i jedinicne debljine, a materijalne konstante

su: £ =200000, v=0,3.

7 |
Zp,iiiﬁ 7777777 i _
1 J

L

Slika 29. Konzola optereéena promjenjivim raspodijeljenim optere¢enjem

Za analizirane primjere na slikama od 30 do 32 prikazane su nadalje u dijagramima

konvergencija pomaka te e, diskretna relativna greska pomaka 1 e,, diskretna norma greSke

pomaka. Te veliCine su odredene prema
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Slika 30. Konzola s rubnim uvjetima pomaka
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Slika 31. Konzola s mjeSovitim rubnim uvjetima
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Slika 32. Konzola s minimalno rubnih uvjeta pomaka

Dijagram konvergencije pomaka za primjer sa slike 30 nije prikazan budu¢i da je u
dijagramima konvergencije pomaka za ovaj primjer prikazana konvergencija komponente
pomaka u tocki x=L,y =0, tj. u tocki na sredini desne stranice gdje je ta komponenta

pomaka i1 zadana. Funkcije oblika su interpolirajuce pa su svi zadani pomaci to¢no opisani.
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broj stupnjeva slobode

Slika 34. e, diskretna norma za konzolu sa slike 30
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Slika 33. ¢, diskretna relativna gresSka za konzolu sa slike 30
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Slika 35. Konvergencija pomaka u to¢ki x = L, y = 0 za konzolu sa slike 31
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Slika 36. ¢, diskretna relativna greska za konzolu sa slike 31
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Slika 37. e, diskretna norma za konzolu sa slike 31
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Slika 38. Konvergencija pomaka u to¢ki x = L, y = 0 za konzolu sa slike 32
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Slika 40. e, diskretna norma za konzolu sa slike 32
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Slika 41. Utjecaj relativnog radijusa teZinske funkcije u IMLS-u za konzolu sa slike 31
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Slika 42. Utjecaj relativnog radijusa teZinske funkcije u IMLS-u za konzolu sa slike 31
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Slika 43. Utjecaj kaznenog parametra s B-spline aproksimacijskom funkcijom za primjer sa slike 31

Na slikama 33 1 34 prikazane su diskretna relativna greSka i diskretna norma za
pomake. PPIM aproksimacija i IMLS s regulariziranom tezinskom funkcijom opisanom u
(2.41) daju prakti¢no iste rezultate za manji broj ¢vorova tj. stupnjeva slobode dok u skladu s
prijasnjim primjerima B-spline aproksimacija za manji broj ¢vorova daje najbolje rezultate. B-
spline aproksimacijska funkcija ima u nekom smislu slobodnih “parametara”. Slobodan je
odabir ¢vornog vektora B-spline ¢vorova koji mogu utjecati na kvalitetu rjeSenja. To je manji
utjecaj od onog u PPIM aproksimaciji u kontekstu odabira utjecajnih ¢vorova ili u IMLS-u
veli¢ina utjecaja Cvora tezinskom funkcijom tj. relativnom radijusu tezinske funkcije. 1 u
ovom primjeru tj. formulaciji se pokazuje da B-spline ima vrlo povoljnih svojstava t;.
karakteristika u odnosu na uobicajene aproksimacijske funkcije.

Sa slika 35 do 40 vidljiv je velik utjecaj ,,broja” odnosno odnosa broja rubnih uvjeta
pomaka prema broju rubnih uvjeta sila na toénost rjesenja. Sto je veéi broj rubnih uvijeta sila
to je u kolokacijskim metodama manja to€nost rjeSenja. Za manje brojeve stupnjeva slobode
B-spline aproksimacijska funkcija daje najbolje rjeSenje jer je analiti¢ko rjeSenje za taj primjer
u obliku polinoma 3. stupnja na pravcu osi x Sto B-spline moZe dobro opisati 1 sa malim
brojem ¢vorova.

Na slici 41 prikazan je utjecaj veliine relativnog radijusa tezinske funkcije u IMLS

aproksimaciji s kinemati¢kom transformacijom koji je to viSe izraZen $to je manji broj
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¢vorova. Na slici 42 se vidi da je primjenom regularizirane tezinske funkcije u MLS
aproksimaciji izbjegnut nedostatak te aproksimacijske funkcije u smislu osjetljivosti rjesenja
o veli€ini relativnog radijusa tezinske funkcije. Osim toga, postignuta je i veca to¢nost za isti
broj stupnjeva slobode.

U kolokacijskim metodama problem je zadovoljavanje rubnih uvjeta sila. Na slici 43
vidljivo je da je za B-spline aproksimacijsku funkciju, a slicno je i za ostale funkcije samo
nije ovdje prikazano, za sve proracunske modele dovoljno odabrati vrijednost kaznenog
parametra 1000. Sve vece vrijednosti ne donose vecu toCnost rjeSenja nego naprotiv,

pogorsavaju uvjetovanost matrice sustava.

3.2.2.2. Membrana opterefena promjenjivo raspodjeljenim
opterecenjem
Kao cetvrti primjer uzeta je membrana jednakih stranica opterecena raspodjeljenim
optere¢enjem po zakonu parabole, prikazana na slici 44. Budu¢i da je to dvostruko simetri¢an
problem, modelirana je jedna Cetvrtina. Geometrija membrane je opisana izmjerama:

L =10, H =10 1 jedini¢ne debljine. Materijalne konstante su £ =200000, v =0,3.

y
C B

L

Slika 44. Membrana opterefena promjenjivo raspodijeljenim optereéenjem
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Slika 45. Konvergencija pomaka # u toc¢ki A membrane sa slike 44
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Slika 46. Konvergencija pomaka ¢ u tocki B membrane sa slike 44
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Slika 47. Konvergencija pomaka v u toc¢ki B membrane sa slike 44
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Slika 48. Konvergencija pomaka v u toc¢ki C membrane sa slike 44
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Slika 49. Utjecaj relativnog radijusa teZinske funkcije u MLS-u s kinemati¢kom transformacijom na
pomak u u to€ki A za membranu sa slike 44
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Slika 50. Utjecaj relativnog radijusa teZinske funkcije u IMLS-u s kinemati¢kom transformacijom na
pomak % u to¢ki B za membranu sa slike 44

Na slikama 45 do 48 prikazana je konvergencija komponenata pomaka u raznim
toCkama membrane sa slike 44 za koju je koriSteno numericko rjeSenje dobiveno pomocu
programskog paketa ABAQUS [41]. Zna¢ajno odstupanje se uo€ava u dijagramu na slici 47
Sto predstavlja konvergenciju pomaka u tocki na vrhu s nedefiniranom normalom. Za to¢ku B

normala je bilo koji pravac od onog paralelnog osi x do onog paralelnog osi y $to uvodi
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neodredenost. O odabiru normale u kolokacijskoj metodi uvelike ovisi to¢nost rjeSenja Sto
ovdje nije prikazano. Iz razloga izbjegavanja neodredenosti u svim tockama na vrhovima u
kolokacijskim metodama je provedeno pomicanje ¢vorova na vrhu za vrlo malu vrijednost
¢vornog razmaka na jednu od stranica. Odstupanje od ,,pravila“ to¢nosti za ostale komponente
pomaka u ostalim toCkama za ovaj primjer ukazuje da ovaj odabir nije optimalan, tj.
pomicanje tocke na stranicu s normalom na osi x .

Na slikama 49 1 50 vidi se znacajan utjecaj relativnog radijusa tezZinske funkcije u

IMLS aporksimacijskoj funkciji s kinematickom transformacijom na to¢nost rjeSenja.

3.2.2.3. Debeli zakrivljeni Stap
Kao peti primjer analiziran je debeli zakrivljeni §tap prikazan na slici 51. Stap je
jedini¢ne debljine. Geometrija Stapa je odredena izmjerama: R, =13, R, =17. Za tri razli¢ite
kombinacije rubnih uvjeta prikazane na slikama 52, 53 1 54 postoji analiticko rjeSenje [40].

Stap je optereéen raspodijeljenim opterecenjem po zakonu hiperbole §to proizlazi iz
analitickog rjeSenja a oblika je 7 = —F(r+(R]2R22 /1/3)—(R12 +R)} /r))/N gdie je F
staticki ekivivalent prikazanog opterecenja, r radijalna koodrinata mjerena od srediSta
zakrivljenosti Stapa 1 N konstanta definirana u [40]. Koordinatne osi su prikazane na slici 52.
Prikazani primjeri imaju razli¢it odnos broja zadanih rubnih uvjeta sila i pomaka. Pomocu tri

primjera prikazana na slikama 52, 53 1 54 pokazat ¢e se osjetljivost kolokacijske mjeSovite

metode na zadovoljavanje rubnih uvjeta sila.

SLAS @ S
\VAVAVAVAVA

Slika 51. Debeli zakrivljeni §tap optereéen promjenjivo raspodijeljenim optereéenjem
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Slika 52. Debeli zakrivljeni Stap sa zadanim rubnim uvjetima pomaka
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Slika 53. Debeli zakrivljeni Stap s mjeSovitim rubnim uvjetima

Za analizirane primjere na slikama 52 1 53 prikazani su nadalje u dijagramima e,
diskretna srednja greska pomaka 1 e,, diskretna norma greSke pomaka. Za primjer sa slike 53

R +R,

prikazana je 1 konvergencija komponente pomaka u u tocki x = ,y=0.¢ 1¢e, su

odredene prema

ﬁ: num . a 2
u, 22
i=1
N . P
()

i=1
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Slika 54. Debeli zakrivljeni Stap s rubnim uvjetima sila i minimalno rubnih uvjeta pomaka
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Slika 57. Konvergencija pomaka # na srednjem radijusui y =0 za $tap sa slike 53
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Slika 59. e, diskretna norma za §tap sa slike 53

Na slikama od 55 do 59 vidljivo je da su greSke izraCunatih pomaka vece nego u
primjeru sa slika 30 1 31 za isti broj stupnjeva slobode. Razlog tome lezi i u zadovoljavanju
rubnih uvjeta sila koji su vezani za normalu kojoj se pravac mijenja po ¢vorovima u odnosu
na globalne koordinatne osi. Opet se pokazuje smjer povecanja greske s rastom odnosa broja

rubnih uvjeta sila prema broju rubnih uvjeta pomaka. Dijagrami za kombinaciju rubnih uvjeta
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sa slike 54 nisu ovdje prikazani jer su greSke prevelike za analiziran broj stupnjeva slobode
prikazan na dijagramima. Za primjer sa slike 54 IMLS aproksimacijska funkcija s
regulariziranom teZinskom funkcijom daje relativno zadovoljavajuce rezultate za pomak u

R +R,

tocki x= =R,,y=0 . PPIM i B-spline aproksimacijske funkcije ne daju

zadovoljavajuce rezultate za taj primjer.

Jedan od nacina smanjenja greske uslijed zadavanja rubnih uvjeta sila je transformacija
koordinatnog sustava na nacin da se uvede lokalni koordinatni sustav u ¢vorovima sa zadanim
rubnim uvjetima sila u kojem ¢e jedna lokalna koordinatna os biti na pravcu normale u tom

¢voru.

3.2.3. Uvjetovanost matrice krutosti, zadovoljavanje
rubnih uvjeta sila s B-spline aproksimacijom

U kolokacijskim metodama prisutan je problem zadovoljavanja rubnih uvijeta sila,
naroc¢ito u metodi pomaka. U metodi pomaka u jednadZbama rubnih uvjeta sila prisutne su
derivacije funkcija oblika, $to se moze vidjeti u (3.15) tj. (3.19) i (3.21). U jednadzbama
rubnih uvjeta sila u mjesovitoj formulaciji su prisutne samo funkcije oblika.

U mjeSovitoj kolokaciji s B-spline aproksimacijom 2. stupnja uoCen je problem
uvjetovanosti matrice krutosti. Na uvjetovanost matrice krutosti modela najvise utjece broj
¢vorova diskretizacije, nakon toga kazneni parametar « kojim se utjeCe na tocnost
zadovoljavanja rubnih uvjeta sila prema (3.45) i kona¢no broj zadanih rubnih uvjeta pomaka u
odnosu na ukupni broj nepoznanica. Naizgled postoji odredeni broj cvorova za koji je rjeSenje
zadovoljavajuce to€nosti i1 to je za jednaku diskretizaciju na pravcu osi x 1 osi y, 25 ¢vorova
duz svake koordinatne osi, jednoliko raspodijeljenih ¢vorova diskretizacije, Sto daje 625
¢vorova.

Za primjer rastezanja Cetvrtine membrane na slikama 60 i 61 prikazana je usporedba
uvjetovanosti matrice krutosti proracunskog modela 1 uvjetovanosti matrice uvjeta

interpolacije B, prema (2.60).
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Slika 61. Cetvrtina membrane s mjeSovitim rubnim uvjetima
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Slika 62. Uvjetovanost matrice B0 (definirana u (2.60)) i matrice krutosti K za membranu prema slici

60za o =10°
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Na slici 62 prikazana je usporedba uvjetovanosti matrica uvjeta interpolacije,

definiranu prema (2.60), za B-spline aproksimacijsku funkciju 1 rezultiraju¢e matrice krutosti

kada je kazneni parametar odabran a =10°. U legendi ,,RUS* je kratica za ,,rubni uvjeti sila*,
Sto znaci da je mnogo veéi broj rubnih uvjeta sila prema broju rubnih uvjeta pomaka. Lijeva

ordinata prikazuje uvjetovanost B, a desna ordinata prikazuje uvjetovasnot K .Vidljivo je da
je matrica uvjeta interpolacije B, dobro uvjetovana. Mijenjaju¢i kazneni parametar na
a =10" mijenja se i uvjetovanost K dok je uvjetovanost B, doslovno ista jer je i numericki

model, tj. diskretizacija ista.
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L
/ + 1LE+13
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/El/ 1 1.E+10
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IE/H —H=— uvjetovanost matrice K za alpha=10"0 (RUS)
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Slika 63. Uvjetovanost matrice B, i matrice krutosti K za membranu prema slici 60 za @ = 10°

Sa slike 63 vidljivo je da smanjenje kaznenog parametra za Sest redova veli¢ine ne
mijenja uvjetovanost K linearno, ali povoljno utje¢e na uvjetovanost. Usporedbom rezultata
za pomake 1 naprezanja koji ovdje nisu prikazani moze se zakljuciti da ako je uvjetovanost
matrice K ,dobra®“ kazneni parametar ne utjeCe znacajno na rjeSenje, odnosno, za
proracunske modele s dovoljno ,,malo* ¢vorova utjecaj kaznenog parametra je mali. Velika
vrijednost kaznenog parametra pogorSava uvjetovanost. Za primjer prema slikama 60 1 61
prikazana je na slici 64 usporedba utjecaja odnosa broja rubnih uvjeta sila prema broju rubnih

uvjeta pomaka i vrijednosti kaznenog parametra na uvjetovanost matrice krutosti.
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Slika 64. Usporedba uvjetovanosti matrica krutosti K za membranu prema slici 61 za razne rubne uvjete
i vrijednosti kaznenog parametra

Utjecajna veli¢ina na uvjetovanost K je 1 odnos broja zadanih i1 nepoznatih
komponenata pomaka. Opcenito, $to je viSe zadano rubnih uvjeta pomaka u odnosu na rubne
uvjete sila u kolokacijskim metodama, to je rjeSenje bolje. To je posredno vidljivo kroz
uvjetovanost K S$to je prikazano na slici 64. Analizirana je membrana s viSe zadanih
kompomenta pomaka prikazana na slici 61 u odnosu na onu na slici 60. Za model u kojem su
¢vorovi raspodijeljeni ravnomjerno grani¢ni broj ¢vorova za koji je rjeSenje jo§ prihvatljive
tocnosti je oko 440.

Budu¢i da je numericka integracija zahtjevnija od kolokacije, usporedeno je vrijeme

sklapanja matrice krutosti 7] za integralnu metodu sa 4x4 integracijske tocke po podrucju

integracije i1 kolokacijske metode. Na slici 66 prikazana je usporedba vremena sklapanja

matrice krutosti 7] za kolokacijsku 1 intergralnu metodu.
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Slika 65. Uvjetovanost matrice B i matrice krutosti K za membranu prema slici 61 za o = 10°
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3.3. MjeSovita bezmrezna formulacija kombiniranog
slabog-jakog oblika za probleme ravninskog
stanja naprezanja

U kolokacijskim metodama, narocito metodama pomaka, smanjuje se tocnost rjeSenja
Sto je viSe zadanih rubnih uvjeta sila u odnosu na broj zadanih rubnih uvjeta pomaka. Stoga su
razvijeni razli¢iti postupci za zadovoljavanje rubnih uvjeta sila [30] kao Sto su metoda
fiktivnih tocaka, Hermiteova kolokacija s dodatnim nepoznanicama koje se koriste za izravno
zadovoljavanje tj. opisivanje rubnih uvjeta sila 1 vjerojatno kao najbolja, kombinacija slabog
oblika za sve ¢vorove na rubu u kojima su zadani rubni uvjeti sila a za unutarnje ¢vorove
kolokacija [42].

Za sve ¢vorove unutar podrucja Q, tj. za ¢vorove koji nisu na rubu sa zadanim rubnim
uvjetima sila koristi se kolokacija za postavljanje diskretiziranih jednadzbi ravnoteze prema
(3.43) a za sve ¢vorove sa zadanim rubnim uvjetima sila koristi se slabi oblik prema (3.28).

Ovakav prsitup objedinjuje prednosti jedne i druge metode, izbjegavanje numericke
integracije u veéini ¢vorova modela $to je vremenski povoljno. Povoljno je i u kontekstu
zadovoljavanja rubnih uvjeta sila integriranjem. Rezultati analiza tom metodom na
primjerima kao u prethodnom odjeljku ovdje nisu prikazani, no, po toc¢nosti su izmedu

to¢nosti metoda temeljenih na slabom obliku i kolokaciji.

3.4. Kriticki osvrt na primijenjene formulacije za
dvodimenzijske probleme

Na osnovi rezultata prikazanih formulacija, slabog i jakog oblika, znacajna je razlika u
kontekstu vremena sastavljanja matrice krutosti. Numeri¢ka integracija je vremenski
zahtjevna pa je opcenito sastavljanje matrice u metodi temeljenoj na slabom obliku vece od
istog u metodi temeljenoj na jakom obliku. Za isti broj stupnjeva slobode modela, tj. isti broj
¢vorova, metode temeljene na slabom obliku imaju vecu to¢nost u odnosu na metode
temeljene na jakom obliku ako su ukljuceni rubni uvjeti sila. lako je primijenjena mjeSovita
formulacija s aproksimiranim komponentama naprezanja koje izravno ulaze u rubne uvjete
sila pa nema derivacija u jednadzbama zadovoljavanja rubnih uvjeta sila, losija su rjeSenja od
formulacije temeljene na slabom obliku. Taj je problem izrazeniji u formulacijama

temeljenim na metodi pomaka jer integriranje smanjuje, uprosjecuje greSku dok je deriviranje
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povecava. U metodi pomaka u jednadzbama rubnih uvjeta sila prisutne derivacije prema
(3.15) t5. (3.19) 1 (3.21). U tim jednadZbama u mjeSovitoj formulaciji se ne javljaju derivacije
funkcija oblika.

Narocit problem se ocituje u primjeni B-spline aproksimacijske funkcije s
interpolacijskim svojstvima u kolokacijskoj metodi dobivene nametanjem uvjeta interpolacije.
Uvjetovanost kona¢ne matrice sustava je s povecanjem broja ¢vorova sve losija da bi otprilike
za 700-njak ¢vorova koji su jednako raspodijeljeni po podrucju definicije problema postala
prakti¢no singularna (uvjetovanost (cond) >10°°). Sama matrica koja proizlazi iz uvjeta
interpolacije (2.60) nije loSe uvjetovana kako je pokazano na slici 62.

Jedno od mogucih objaSanjenja ovog problema je u razlici baznih funkcija koje se po
definiciji javaljaju u aproksimaciji u nekoj tocki i baza koje definiraju funkciju oblika prema

(2.65). Ova razlika je prikazana za ¢vor 7 u modelu sa 5x5 ¢vorova diskretizacije na slici 67.

E— Y =
[ ]
( ® o Gi\(ﬁ {
| |
| |
7 |
“ ® o o w‘ 0
——ass “\ © © “‘ =
e R
B-Spline
cvorovi

cvorovi za koje su
baze razlicite od 0
u cvoru 7

Slika 67. Baze koje sudjeljuju u aproksimaciji (razlicite od 0) u ¢voru 7
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Slika 68. Baze koje sudjeljuju u definiciji funkcije oblika (razli¢ite od 0) u ¢voru 7

Na slici 67 prikazan je numericki model sa 5x5 ¢vorova diskretizacije i B-spline
aproksimacijom 2. stupnja. B-spline ¢vorovi su prikazani kao mali plavi kvadrati. Debelom
plavom krivuljom iscrtane su baze koje su pridruzene odgovaraju¢im ¢vorovima diskretizacije
1 koje su razli¢ite od nule u ¢voru 7. Postavljanjem uvjeta interpolacije u svim ¢vorovima
prema (2.60) 1 definiranjem novih baza koje imaju Kronecker delta svojstvo (funkcija oblika)

svaka od tih funkcija oblika je definirana ponovno pomocu baza i brojeva iz inverzne matrice
B,' prema (2.65). Baze koje na taj nac¢in sudjeluju u definiranju funkcije oblika pridruzene

¢voru 7 nisu vise one koje su definirane aproksimacijom Sto je vidljivo na slici 68. Dakle,
baze koje nisu definirane na podrucju ¢vora 7 ulaze u definiciju funkcije oblika ¢vora 7 $to bi
mogao biti uzrok problema uvjetovanosti opisan u odjeljku 3.2.3. Budu¢i da nije uocen slican
problem pri primjeni PPIM ili IMLS s regulariziranom teZinskom funkcijom aproksimacijskih
funkcija, to je vrlo mogu¢ izvor loSe uvjetovanosti matrice krutosti za veci broj ¢vorova.
Budu¢i da je B-spline baza u dvodimenzijskom prostoru ortogonalni tenzorski
umnozak baza po koordinatnim osima, u Kartezijevom ili nekom parametarskom

pravokutnom koordinatnom sustavu podrucje definicije tih baza je uvijek pravokutno. To je u
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neku ruku ogranicenje ovakog koriStenja B-spline aproksimacije u usporedbi s npr. RBF
aproksimacijskom funkcijom. Za primjenu B-spline aproksimacijske funkcije za neko
podrucje problema opcenite geometrije potrebno je provesti preslikavanje iz parametarskog u
realni prostor $to komplicira formulaciju i zahtijeva viSe numerickih operacija. Povoljna
karakteristika baza je lokalnost koja moze rezultirati pojasnom matricom sustava.

Jedan od moguce obecavajucih pristupa koriStenja B-spline aproksimacijske funkcije
je ne postavljanje uvjeta interpolacije nego koriStenje neinterpoliraju¢ih baza u metodi
pomaka. U mjeSovitoj formulaciji to moze predstavljati problem jer se u prvom sustavu
jednadzbi ne pojavljuju ¢vorne vrijednosti naprezanja nego koeficijenti Sto predstavlja
problem u drugom koraku u kojem se ¢vorne komponente naprezanja opisuju ¢vornim
komponentama pomaka. Takoder je za zadovoljavanje rubnih uvjeta pomaka u tom sluc¢aju

potrebno koristiti posebnu proceduru, npr. kaznenu metodu.
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4. MLPG bezmrezna formulacija za probleme
savijanja plo¢a

Glavni dio ovog rada vezan je za razvoj i provjeru numericke ucinkovitosti novih
metoda za analizu problema savijanja tankih i debelih ploca. Metode ¢e se temeljiti na
bezmreznoj Petrov — Galerkinovoj metodi 1 mjeSovitoj formulaciji. Bit ¢e aproksimirana polja
pomaka i polja naprezanja zasebno, istim aproksimacijskim funkcijama. Cilj aproksimacije
naprezanja je uklanjanje poprecnog posmicnog lockinga. U radu [25] je razvijena sli¢na
bezmrezna numericka metoda u kojoj su aproksimirani pomaci i komponente deformacije

£, €5V sV, 17, te komponenta naprezanja o, koja je pretpostavljena konstantnom po

debljini ploce. Takva formulacija je slozenija od predlozene u ovom radu jer je potrebno
prikazivati komponente naprezanja koje se javljaju u diskretiziranim jednadzbama ravnoteze
aproksimiranim komponentama deformacija. PredloZene metode razlikuju se od dosadasnjih
prikazanih u znanstvenoj i stru¢noj literaturi temeljenih na klasicnim teorijama ploca po
koristenju op¢ih trodimenzijskih jednadzbi ravnoteze 1 trodimenzijskog konstitutivnog modela
Sto omogucuje analizu materijalne nelinearnosti. Od metoda koje se temelje na promatranju

ploce kao trodimenzijskog kontinuuma (solid-shell koncept) ove metode razlikuju se prema
aproksimaciji kvadraticne raspodjele poprecne komponente pomaka, progiba, (w) Sto

omogucuje uklanjanje debljinskog lockinga. Cilj je razviti metode koje nemaju Poissonov
debljinski (thickness) 1 poprecni posmicni (transversal shear) locking, numericki §to je

moguce ucinkovitije 1 $to je moguce jednostavnije formulacije.

4.1. O teorijama savijanja plo¢a

Plo¢e u ovom radu promatramo kao trodimenzijski kontinuum sa svojom srednjom
ravninom koja se prilikom optere¢ivanja plo¢e deformira u zakrivljenu plohu. Svaka toc¢ka
ploc¢e pri tome ima tri komponente pomaka koje su aproksimirane funkcijama u srednjoj
ravnini 1 polinomima niskog stupnja (najvise drugog stupnja) po debljini. Tenzor naprezanja
je potpun, tj. nema zanemarivanja pojedinih komponenata. Popre¢ne posmi¢ne komponente
naprezanja su pretpostavljene konstatne po debljini. PredloZene metode se razlikuju u

opisivanju deformiranja od klasi¢nih teorija ploc¢a kao §to su Kirchhoff-Loveova za tanke
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ploCe, Reissner-Mindlinova za debele i1 teorijama viseg reda. U predloZzenim metodama u
¢vorovima nema kutova zakreta kao stupnjeva slobode kao §to je to slucaj u numerickim
metodama temeljenim na klasi¢nim teorijama ploca. Takoder se razlikuju i od sli¢nih metoda
u kojima se deformiranje ploce opisuje kao deformiranje trodimenzijskog kontinuuma u
kojima su aproksimirane komponente deformacija. Nadalje ¢e ukratko biti opisane klasi¢ne

teorije ploca.

4.1.1. Kirchhoff-Loveova teorija plo¢a

Kirchhoff-Loveova teorija promatra 1 opisuje deformiranje tanke ploce. Da bi ploca
bila tanka odnos najmanje duljine savijanja tj. duljina stranica u jednostavnim slucajevima i
debljine ploce je veci od 20. Progibi su u odnosu na debljinu plo¢e mali. To znaci da u
srednjoj ravnini nema rastezanja ili sabijanja prilikom savijanja. Za tanku plocu utjecaj
popre¢nih posmicnih naprezanja na deformiranje je zanemariv. Tocke na normali na srednju
ravninu u nedeforimiranom stanju nakon deformiranja ostaju na pravcu koji je normalan na
deformiranu srednju plohu. To znaci da se zakreti normale uslijed popre¢nih posmicnih
deformacija uzrokovanih odgovaraju¢im komponentama naprezanja, tj. popre¢nim silama,
zanemaruju.

Jedina nezavisna varijabla u opisivanju defomiranja je popre¢na komponenta pomaka,
u tehnic¢koj praksi Cesto nazvana progib. Nagib normale na srednju plohu u deformiranom
stanju ovisi isklju¢ivo o derivaciji progiba po koordinatama u srednjoj ravnini. Budu¢i da je
ploca tanka, poprecna normalna komponenta naprezanja o, je zanemarena kao i

odgovarajuca duljinska komponenta deformacije ¢_, tj. ne ulaze u energiju deformiranja. U

izrazu za energiju deformiranja javljaju se komponente naprezanja u srednjoj ravnini,

o,,0,,7,,. Deformirani oblik plofe i normala na srednju deformiranu plohu u Kirchhoft-

x> Yy
Loveovoj teoriji prikazani su na slici 69.
Diferencijalna jednadzba Kirchhoff-Loveove teorije je jednadzba Cetvrtog reda [43] u

obliku

4 4 4
OW,p 01 0w _4 4.1)
ox oxoy- oy D

3

gdje je g, povrsinsko raspodijeljeno optere¢enje a D = m
-V

savojna (fleksijska) krutost

ploce.
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deformirana srednja povrsina

normala na srednju
deformiranu povrsinu

Slika 69. Deformirana ploc¢a i nagib normale prema Kirchhoff-Loveovoj teoriji

Naprezanja se izraCunavaju prema
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4.1.2. Reissner-Mindlinova teorija plo¢a

Reissner-Mindlinova teorija opisuje deformiranje debelih ploca. U debelim plo¢ama
se javljaju znacajne poprecne posmicne deformacije. Utjecaj poprecnih posmicnih naprezanja
tj. sila uzet je u obzir u prosje¢nom smislu, tj. pretpostavljena je konstantna poprecna
posmi¢na deformacija umjesto stvarne koja je raspodijeljena po zakonu parabole. Na
slobodnim povrSinama ploce, gornjoj i donjoj, popre¢no posmicno naprezanje jednako je nuli
ako drugacije nije nametnuto, tj. ako je plo¢a optere¢ena samo normalnim opterecenjem.
Utjecaj popre¢nih posmicnih naprezanja se uzima u obzir kao dodatni kut zakreta koji je
neovisan o zakretanju normale koja je funkcija progiba.

Za razliku od Kirchhoff-Loveove teorije u Reissner-Mindlinovoj teoriji normala na
srednju deformiranu plohu ostaje iste duljine i ravna ali ne nuzno okomita na deformiranu
srednju plohu. Popre¢no normalno naprezanje se ne uzima u obzir, tj. umnozak poprecne

duljinske deformacije i odgovarajué¢eg naprezanja ne ulaze u energiju deformiranja.
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Deformirani oblik ploc¢e 1 zakret normale na srednju deformiranu plohu u Reissner-

Mindlinovoj teoriji prikazani su na slici 70.

deformirana srednja povrSina

stvarna
deformacija

normala na srednju
deformiranu povrsinu

pretpostavljena
deformacija

Slika 70. Deformirana plo¢a i nagib normale prema Reissner-Mindlinovoj teoriji

Zbog neovisnog dijela kuta zakreta normale uslijed uprosjecenih popre¢nih posmicnih
deformacija, javlja se poprecni posmicni locking za slucaj tanke ploCe. Pretpostavkom o
neovisnom kutu zakreta ne moze se ispuniti Kirchhoff-Loveov uvjet tanke ploc¢e da su zakreti
normale na deformiranu srednju plohu derivacije progiba po odgovaraju¢im koodrinatama u
srednjoj ravnini.

Nacin na koji su neki autori izbjegli popre¢ni posmicni locking u numerickim
metodama temeljenim na Reissner-Mindlinovoj teoriji je koriStenje funkcija oblika za dodatne
kutove zakreta koje su izvedene kao derivacije funkcija oblika za progib no to je dovelo do
linearno zavisnih jednadzbi. Bolji nacin za izbjegavanje popre¢nog posmicnog lockinga je
zamjena nezavisnih varijabli, npr. aproksimacija deformacija umjesto dodatnih kutova zakreta.

Sa slike 70 moze se vidjeti da je kut zakreta duzine u nedeformiranom stanju okomite
na srednju ravninu ploce nakon deformiranja jednak

®x :W,x +¢x’ (43)
a analogno vrijedi i1 za kut zakreta oko osi y
O,=w,+4, . (4.4)

Uvjeti ravnoteZze mogu se prikazati jednom diferencijalnom jednadzbom treceg reda i

dvije diferencijalne jednadzbe drugog reda [44] u obliku
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D|:®x,xxx T ®x,xyy + ®y,xxy + ®y,yW} =4
D {@W e, + I_TV((aW 10, )} + GTh(w,x ~0,)=0, (4.5)
D[@W e, +1_TV(®W 10, )} +%(WJ ~0,)=0.

U (4.5) k predstavlja faktor kojim se uvodi prosjecni utjecaj deplanacije popre¢nog presjeka.

U Reissner-Mindlinovoj teoriji uzima se k¥ =5/ 6. Naprezanja se izraunavaju prema

o, = _Evz (0,,+vO,,)z

o, == _EV2 (0,,+vO,, )z

7, = _I_TV1 _EVZ (0,,+0,,)z (4.6)
r= i (w,-0,)

4.1.3. Klasicne teorije viSeg reda

Teorije ploca viSeg reda uzimaju u obzir utjecaj poprecnog normalnog i posmicnog
naprezanja na deformiranje ploce. To znaci da je duzina normalna na srednju ravninu prije
deformiranja promijenila duljinu zbog utjecaja popre¢nog normalnog naprezanja te nije ravna
1 okomita na deformiranu srednju plohu zbog utjecaja popre¢nog posmic¢nog naprezanja. U
bezmreznim metodama temeljenim na teorijama ploc¢a viSeg reda mnogo je stupnjeva slobode
po ¢voru pa su stoga vremenski zahtjevne i rijetko se koriste.

Red teorije se odnosi na pretpostavljenu raspodjelu popre¢ne posmicne deformacije pa
je Reissner-Mindlinova teorija u tom kontekstu teorija prvog reda jer uzima u obzir poporecne
posmicne deformacije na najjednostavniji nacin, konstantne. Tenzor naprezanja je u teorijama
viSeg reda potpun. Raspodjela pomaka po debljini je aproksimirana Legendreovim

polinomima do sedmog reda [21], [45].

4.1.4. Solid-shell koncept

U solid-shell konceptu ljuske i ploce se promatraju kao trodimenezijska deformabilna

tijela s pretpostavkom linearne raspodjele pomaka po debljini, tj. u pravcu normale na srednju
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plohu. Takva raspodjela pomaka po debljini moze dovesti do debljinskog lockinga Sto Ce biti
opisano kasnije. Ovaj pristup omogucuje upotrebu potpunog materijalnog (konstituivnog)

modela $to je narocito povoljno u problemima s materijalnom nelinearnos¢u.

4.1.5. Trodimenzijski opis deformiranja

U ovom radu metode koje ¢e biti prikazane temelje se na trodimenzijskom opisivanju
deformiranja, Sto zna¢i da sve tocke ploce prilikom deformiranja imaju tri komponente
pomaka prikazane u Kartezijevom koordinatnom sustavu. Nisu unaprijed uvedena ogranicenja
raspodjele komponenata pomaka po debljini kao u solid-shell konceptu za poprecnu
komponentu pomaka. Ovakav pristup omogucuje opisivanje kvadrati¢ne raspodjele poprecne
komponente pomaka po debljini a to znaci linearne raspodjele duljinske komponente
deformacije po debljini §to je klju¢no za otklanjanje debljinskog locking problema. U ovom
pristupu nece biti rotacijskih stupnjeva slobode. U slucaju kvadraticne raspodjele poprecne
komponente pomaka po debljini koristit ¢e se dva nacina opisivanja polinoma 2. stupnja.
,»Klasicni“ polinom drugog stupnja s tri fizikalna stupnja slobode po debljini za svaki par
¢vorova i hijerarhijska kvadrati¢na raspodjela po debljini. Za ,klasi¢ni* polinom 2. stupnja
izvedene su interpolacijske funkcije oblika za svaki parametar, tj. stupanj slobode. U
hijerarhijskoj kvadrati¢noj raspodjeli po debljini koristi se dodatni skalarni parametar koji
nema izravno znacenje pomaka. Funkcije oblika pridruzene pojedinim parametrima nisu iste
kao u slucaju ,klasi¢nog®“ polinoma drugog stupnja. U srednjoj ravnini raspodjela svih
komponenata pomaka 1 naprezanja provedena je aproksimacijskim funkcijama opisanim u

odjeljku 2.4.

4.2. Mjesovita MLPG formulacija slabog oblika

U mjeSovitoj formulaciji u ovom radu uz komponente pomaka aproksimirane su i
komponente naprezanja. MjeSovita formulacija u kojoj su aproksimirani pomaci i naprezanja
primijenjena na dvodimenzijske probleme je prvotno prikazana u radu [26]. U opisu
deformiranja u ovoj formulaciji nema kutova zakreta kao stupnjeva slobode, koriste se samo
translacijski stupnjevi slobode. Metoda temeljena na slabom obliku ima prednosti u odnosu na
kolokacijske metode prvenstveno u kontekstu tocnosti zbog zadovoljavanja rubnih uvjeta sila

integriranjem. MjeSovita formulacija opcenito smanjuje zahtjev na kontinuitet
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aproksimacijske funkcije 1 omogucuje implicitno zadovoljavanje rubnih uvjeta sila
integriranjem.

U formulacijama koje ¢e biti prikazane aproksimirane su komponente naprezanja i
komponente pomaka zasebno, istim aproksimacijskim funkcijama. Komponentama
naprezanja se diskretiziraju uvjeti ravnoteze. U radu [25] aproksimirane su uz pomake i

komponente deformacija ¢,,¢,,7,,,7,.1y., 1 komponenta naprezanja o, . U toj formulaciji

nema poprecnog posmicnog lockinga zbog aproksimacije komponenata deformacija te nema

debljinskog lockinga zbog aproksimacije komponente naprezanja o, . No, takva formulacija

je kompliciranija od formulacije koja ¢e biti prikazana u ovom radu jer je potrebno
preracunavanje komponenata deformacija u komponente naprezanja za diskretizaciju uvjeta
ravnoteze.

U mjeSovitim formulacijama izvedenim u ovom radu komponente naprezanja se
povezuju kolokacijskim jednadzbama s komponentama deformacija u ¢vorovima prema
konstitutivhom zakonu a u drugom koraku komponente deformacija s komponentama pomaka

kinemati¢kim relacijama. Konstitutivni zakon i kinematicke relacije su u obliku

l-v v v 0 0 0
(o] v 1-v v 0 0 0 g
o 1% v 1-v 0 0 0
y y
ol___E o o o 2 o o |5 4
. | (1=2v)(1+v) 2 - Vo |
7, 0 0 0 0 _2V 0 | 7.
_sz_ _ _7zx
o 0 0 0 ——
L 2 ]
(e, ] [0, 0 O]
£, 0 o0, 0 y
£, 0 0 o
_ v . (4.8)
Y o, 9, 0 "
y.| [0 8. o,
_yzx_ _az O a)c_

Formulacije izvedene u narednim odjeljcima bit ¢e provjerene za tanke i debele ploce.
Za testne funkcije u lokalnom slabom obliku koriste se u srednjoj ravnini Heaviside funkcija a
po debljini ploce linearne polinomne funkcije. Sto je testna funkcija jednostavnija to je manje

Gaussovih toc¢aka integracije potrebno za to¢no integriranje podintegralnih funkcija. Testna
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funkcija odabrana je kao umnozak Heavisideove funkcije u srednjoj ravnini definiranoj na

podrudju integracije 1 linearnih polinoma po koordinati z §to se zapisuje kao

v(l)ki = H(x,y)v1 (2)5,“.,
3 (4.9)
vl ki :H(x,y)v2 (Z)§ki
gdje v(l),“. predstavlja /- ti set ili skup testnih funkcija. Ovdje ¢e biti koriStena dva skupa

testnih funkcija jer su dva ¢vora po podrucju integracije. Skalarni dijelovi testne funkcije su

1 z

nE)=57
(4.10)

1 z

vV, (Z):E‘f‘z.

Funkcija v, je pridruzena donjem c¢voru, tj. ima vrijednost jedan u donjem ¢voru a v, je

pridruzena gornjem ¢voru. Jednadzbe slabog oblika izvode se na osnovi Petrov-Galerkinove

metode analogno (3.6) u obliku

[W)(0,,+1)d0=0. (4.11)

QV
Sve aproksimacijske funkcije koje ¢e se koristiti imat ¢e interpolacijsko (Kronecker
delta) svojstvo pa je ispuSten dodatni ¢lan za zadovoljavanje rubnih uvjeta pomaka u izrazu
metode tezinskog ostatka (4.11) koji je uobicajen u metodama bez takvog svojstva

aproksimacijskih funkcija. Integral (4.11) se moZe raspisati na nac¢in

[wo, Q-+ [v)f da=o0, (4.12)
Q.\'

Q

pa se podintegralna funkcija u prvom integralu raspisuje koristeci pravilo lancanog deriviranja

(v,((f)o;.j ) ; = ,Ei?jay. + V,Ef)dy,j — V,(;)O'l.j’j :( ,((f)o;.j ) T v,({f?jay. . (4.13)
Uvrstavanjem (4.13) u (4.12) slijedi
[ [(vg.)a,.j ) j —v,EQjaJdQ +[ s da=0. (4.14)
QS ’ Q‘S

Na prvi dio podintegralne funkcije u prvom integralu u (4.14) primjenjuje se Gaussov
integralni poucak radi smanjenja reda dervacije aproksimacijske funkcije, tj. smanjenja
zahtjeva na kontinuitet i implicitinog ukljucivanja rubnih uvjeta sila. U skladu s tim vrijedi
relacija

[ (o, ) do= ai | (W ) dr. (4.15)

QS‘ J
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U (4.15) je 0Q, ploha koja omeduje Q) a n;, su komponente jedini¢ne normale na tu plohu.
Ploha koja omeduje podrucje integracije dijeli se na tri dijela. L je dio koji je u popunosti
unutar globalnog podrucja Q tj. ne postoji presjek s globalnom granicom, L "I'=J, I, je
dio koji se preklapa s globalnom granicom sa zadanim rubnim uvjetima sila, I', N"I', 2 i
I',, je dio koji se preklapa s globalnom granicom sa zadanim rubnim uvjetima pomaka
I, NI, #<. Zbroj ovih triju ploha, L , I' 1 I, je ukupna ploha koja omeduje podrucje

integracije. Plohe koje omeduju lokalno podrucje integracije prikazane su na slici 71.

Raspisivanjem integrala (4.15) po plohama koje omeduju 0Q_ slijedi
'[ (v,g)aij )nde = j (v,gf)ay. ) nde + j (v,((f)o;.j )nde + _[ (v,(al.)al.j )nde ) (4.16)
oQ, L, T, Ly,

U integralu po I', sadrzani su rubni uvjeti sila pa se uz zanemarenje volumenske sile
konacno (4.16) moze preurediti u

v,(cf)o;.. n.dl'— v,Ef).ai.dQ+ v,g)al.. ndll=- v,(f.)f dr. (4.17)
] y J 3 5] Y : y J

1 1
FA/

Za svaku od vrijednosti (l ) =1,2 dobiva se skup od tri jednadzbe Sto je ukupno Sest
jednadzbi u obliku
I(V,S)O'l.j )n dr - J. vg,)jo;de + J. (v,(al.)ag)njdr = —J. (V/(al-)?) dr,
rSl

A S , A (4.18)
[(Wo,)ndr = [ v o,d0+ [ (vDo, )n,dr == [ (w)7)dr. |
Q, r,

[} i
L, r

st

Nadalje se jednadzbe (4.18) diskretiziraju ¢vornim komponentama naprezanja.

Slika 71. Lokalna podrudja integracije i plohe koje ih omeduju
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4.3. Locking problemi

Locking je naziv za sustavnu gresku koja uzrokuje netoCan ,,0dziv“, tj. rezultate
analize numeri¢kog modela. Locking pojave vezane su uz numericke metode u kojima postoje
ogranic¢enja u smislu moguénosti opisivanja nekih pojava u problemima koji se analiziraju.
Posebnost analize ploca je opisivanje linearne raspodjele duljinske komponente deformacije
po debljini §to je vezano za slucaj Cistog savijanja ploce i isCezavanje poprecnih posmicnih
komponenata naprezanja u slucaju savijanja tankih plo¢a. Ovisno o ulaznim pretpostavkama,
tj. nametnutim ogranienjima u opisivanju deformiranja, mogu se pojaviti Poissonov

debljinski (thickness) 1 poporecni posmicni (shear) locking.

4.3.1. Poissonov debljinski (thickness) locking

Poissonov  debljinski  (thickness) locking [46] predstavlja nemogucnost
aproksimacijske funkcije da opiSe to¢no stanje deformacija, tj. naprezanja u slucaju Cistog
savijanja. Za plocu, u slucaju Cistog savijanja prema slici 72, raspodjela naprezanja je takva da
je samo jedna normalna komponenta napreznja, u tom primjeru o, , razlic¢ita od nule i

raspodijeljena linearno po debljini ploCe te opisana prema

12M
o, = P

z. (4.19)

Iz Hookeovog zakona slijedi da je linearna raspodjela duljinskih komponenata deformacija

£, &, &, Stoje prikazano na slici 73 1 opisano prema

x2C€y2©;o

X

E =—%,¢ —E :—vgv,gz:—vﬂz—vg . (4.20)
’ E ’ E
Ako je aproksimacija poprecne komponente pomaka po debljini linearna kao npr.

u(x)= z¢ (231N (2) + N (2)),

v(x)=4, (%) (VN (2) 4 INY(2)), 4.21)
I=1
w(x)= Zn:¢1 (x,y)(w(l)N(Z) (z)+ wIN® (Z))
I=1
.. (1) 1 2z .. . e . . ) (u) 12z
gdje je N (z)—5—7 funkcija oblika pridruzena donjem ¢&voru i N (z)_§+7

funkcija oblika pridruzena gornjem ¢voru, tada se iz kinematickih relacija (2.6) izraCunavaju

duljinske komponente deformacija
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£, =u, = Zn:(,él,x (x,y)(u(l)N(l) (z)+u N (z)) =f(2),
g, =v, =3, (xy) (N () +u" N (2)) = £ (=), (4.22)

I=1

e =w. =2, (5 3) (N (2) N (2)) £ (2)

~
—

jer su derivacije funkcija oblika po debljini N/ (z)i N (u) (z) po koordinati z konstante pa je

1 duljinska komponenta deformacije konstantna po debljini.

Slika 72. Cisto savijanje plo€e s rubnim uvjetima

Toc¢na raspodjela naprezanja i deformacija za plocu prema slici 72 prikazana je na slici 73.

Slika 73. To¢na raspodjela komponenata naprezanja i deformacija za Cisto savijanje ploce
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Raspodjela duljinkih komponenata deformacija opisanih u (4.22) nije u skladu sa stvarnim
stanjem deformacija. UvrStavanjem takve raspodjele komponenata deformacije u Hookeov
zakon dobiva se linearna raspodjela normalne komponente naprezanja po debljini,
0,=(2G+A)s, + e, +ds, = f(2),
o, =ﬂgx+(2G+/1)gy+ﬂgz =1 (2), (4.23)
o.=Ae +2s,+(2G+ )¢, = f(z),

kao $to je prikazanao na slici 74.

Slika 74. Neto¢na raspodjela komponenata naprezanja i deformacija za ¢isto savijanje ploce

Budu¢i da su komponente deformacija spregnute preko Poissonovog faktora v, za
vrijednosti v # 0 aproksimacija (4.21) dat ¢e neto¢nu raspodjelu normalne komponente

naprezanja o, . To pak uzrokuje kruéi odziv konstrukcije Sto se naziva Poissonov debljinski

(thickness) locking 1 ne ovisi o odnosu debjine i duljine ploce, te je prisutan za tanke i debele
ploce.
Najjednostavniji nacin za otklanjanje ovog lockinga je upotreba kvadrati¢ne raspodjele

popre¢ne komponente pomaka Sto onda daje linearnu raspodjelu ¢_ $to je 1 provedeno u radu.

4.3.2. Poprecni posmicni (transversal shear) locking

Popre¢ni posmicni locking predstavlja nemoguénost numericke metode da opise
is¢ezavanje poprecnih posmicnih komponenata deformacije u slucaju savijanja tankih ploca.
U slu¢aju da nije zadovoljen uvjet isCezavanja poprecnih posmi¢nih komponenata
deformacije, te komponente uzrokuju prekrut rezultat deformiranja. Taj je probelm to
izrazeniji §to je plo¢a manje debljine prema duljinama stranica.

Prvotno je postojanje poprecnog posmicnog lockinga utvrdeno u bezmreznim
metodama temeljenim na metodi pomaka [22]. Teorijskim razmatranjem MLS
aproksimacijske funkcije koja je koriStena u metodi, doSlo se do zakljucka da je uzrok

lockinga nemoguc¢nost aproksimacijske funkcije zadovoljiti Kirchhoff-Loveovu pretpostavku
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za tanke ploCe da su kutovi zakreta normale funkcije derivacije progiba po koordinatama u
srednjoj ranvini. Slijede¢i izvod prikazan u [46] u metodi pomaka jednadZzbe slabog oblika
uvjeta ravnoteze (4.18) pokazuje se za jedno lokalno podrucje integracije uz zanemarenje
volumenske sile postojanje poprecnog posmicnog lockinga. Zanemrena je moguénost pojave
debljinskog lockinga odabirom Poissonovog faktora v = 0. Promatra se podrucje integracije
unutrasnjeg ¢vora za koji ne postoji presjek podrucja integracije s globalnim rubom, kao $to je

prikazano na slici 75.

Slika 75. Lokalno podrucdje integracije za unutarnji par ¢vorova

Komponente pomaka su aproksimirane u obliku

u(x)= 2¢1 (x,y)ZN(J) (2) y (4.24)

1=1 J=1
gdje su N(l)(z):N(l)(z):%—% i N(z)(z):N(u)(z):%+% funkcije oblika po debljini
pridruzene  donjem  odnosno gornjem ¢voru u paru Cvorova [ , te

T T
Q’Sl) :‘A’(Il) =[u§1) vy) wy)} i \752) =€'S") =[u£") vﬁl’) wﬁl’q ¢vorni vektori komponenata

pomaka. Za jedan par ¢vorova vektor komponenata pomaka je u obliku

ff’:[u(l)’ YOI O r w(”)[]r. (4.25)
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U svrhu pokazivanja postojanja popre¢nog posmicnog lockinga u metodi pomaka,

aproksimirani pomak treba prikazati kao umnozak funkcije pomaka u srednjoj ravnini i

funkcije po koordinati z §to je u obliku

u(x)=u(x,)u(z).

x, su koordinate u srednjoj ravnini odnosno x, :(x, y). Radi jednostavnosti uvest ¢e se

(4.26)

jednostavnije oznacavanje aproksimacije pomaka iz (4.26) na nacin

w
(4.27)

Normala na plohe koje okruzuju lokalno podrucje integracije i koje su u potpunosti unutar
podrucja problema Q lezi u koordinatnoj ravnini Oxy, tj. n, =n_ =0. Testne funkcije su u

obliku (4.9) odnosno (4.10). Jednadzbe ravnoteze u integralnom obliku (4.18) s

aproksimiranim pomacima, konstitutinvim relacijama (4.7) i kinemati¢kim relacijama (4.8) su

u obliku

1
J.vlczakl E(uk,l Tu, k)” dI'— J. v, G %(”kz +”1,k)dQ =0,
(4.28)

ke

J-VZCM, uk,+u,k ndF jv Cyk, uk,,+u,,k)dQ=0.
L Q

Integriranje po debljini moZe se provesti zasebno pa slijedi za prvi skup jednadzbi odreden s

Y

h
2
.[ ViCiu %(uk,l Tup, )nadr = I J- ViCia %(uk,l TU )nadrodza
—hi
? (4.29)

|
~
=)

LS

h
2
I V1, G %(uk,l Uy )dQ = J; J‘ W, Ciu %(uk,l + “1,k)ondZ-
o

QS
Analogno je za drugi skup jednadzbi odreden s v, Sto se ovdje nece prikazati. U jednadzbama

.o predstavlja integral po krivulju presjecnicu plohe koja omeduje lokalno

(4.29) [( )de
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podrucje integracije, L_, 1 srednje ravnine ploce, a j ( )dQS0 predstavlja integral po plohi
Qvﬂ

presjecnici volumena lokalnog podrucja integracije Q_ 1 srednje ravnine ploce. Za homogeni,

izotropni, linearno elasticni materijal s v =0 samo su neke komponente tenzora elasti¢nosti

razli¢ite od nule,

G Cooms Ciago

Coi =Ci =G
Ciis =G =Gy,
Chny = Cippy = Gy

(4.30)

Uvodenjem testnih funkcija (4.10) u jednadzbe (4.29) dobiva se

(l _ij Coan %(uk,l TU )nadrodz = J. Coan %(uk,l T, )nadrodz -

1
2

""@'—'“‘b

h

17 1

ZJ ZCl.ak,E(ukﬂ,+ul7k)nadl"0dz, (4.31)
ny

j Cﬂk, (1, +1,, ) dQydz.
Q,

s0

1
h

N‘@'—ON‘*

1 z 1
(———J Cyu 5(% +uu,, )dQOdz -
o)

Za slobodni indeks i raspisane jedandzbe (4.31) uz uvodenje (4.30) su u obliku

N
Il
(5=

N | —

1
J. |:01111u1,1n1 +Ciy 5(”1,2 TUy, )nz } dl'ydz -

1‘:0

1
{Cnn”],]nl + C1212 E(”l,z + U, ) n2:|drodz - (4-32)

L~
=3

1
Cia E(ulﬁ +us, )dQOdZ =0.

>|

|~
I\)‘l\)_'—;w\& NHJ-—.N\:- I\)“}'—-.N\w
—_—
N

»,."o'—;

=3
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Il
[\
| =

|
Le—wi= N‘|}._‘N‘~\

I~
2

1
_[ |:C2121 E(“l,z TUy, )n] + szzzuz,znz}drodz -

Ly

>~

1
I z [sz 5(“1,2 Ty, )nl + Gl o1, } dl’ydz - (4.33)

P

=

1
Cosm E(”z,s tUs, )dQOdZ =0.

>|~
N‘é.'—-'\)\& .\3‘

~
Il
w

1 1
j |:C313l E(ul,S +u3,1)n1 + G 5(”3,2 +”2,3)n2}drodz_

Ly

| =

>~
m‘é_'—.w\w N‘\}t—,m\x N‘#'—;N\&

1 1
I z [le 5(”1,3 Ty, ) n+ Gy E(”3,2 Ty, ) n, } dl’ydz - (4.34)

L~
=)

Ci33u5,dQdz = 0.

>|~

P

=

U jednadzbama (4.32), (4.33) i (4.34) funkcije pomaka se prikazuju kao umnozak funkcija u

srednjoj ravnini 1 po debljini prema (4.27) pa se mogu zapisati dalje kao

N
Il
—_

o | =

|~
N‘$'~—.N\§* N“}'—.N\w m‘h‘\,_'—.w\k

P,

=3

j {le (u”‘l’luz1 )n1 +Cy1s %(u“l’zuzl + Lt“uuZQ)n2 } drydz -

Lyo

_[ Z|:C1111 (ua1,1u21 )nl +Ciy %(”al,zuzl +ua2’1u22)n2}drodz - (4.35)

L.

=3

1 [24 z a z
lez(u Uy tut 3)dQOdZ=0.

>|
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h
2
i=2: % [ ] [Cm] %(u"‘l,z“i Fu, )y + Cop, (uazjzuzz)nz}dl"odz_

h Ly
,
2

% J- I Z[sz %(”al,zuzl +“az,l”‘zz)m +Co (”az,zuzz)nz}drodz_ (4.36)
—h Ly
,

17 lia : L a =

Z_J;QJ- szz(u PN VRN 3)dQOdz =0.
7 s0

~
Il
W

1 a z o z 1 [24 z a z
{Csma(” Uy Tu U 3)”1 + g E(“ U g3 Tl U 3)”2 dI'ydz -

| =

Lyo

1 a ¥4 o ¥4 1 o ¥4 a z
I Z[Cmng(” W TU U 3)”1 +Co 5(” U s T U5 HU 3)”2}drodz_(4-37)

>|—

N‘;L—,N\b N‘;L'-—;N\& NH_}—N\&

L~
=

Cias (”a3uz3,3 )dQOdZ =0.

P,

=

>|—

Nakon integracije po koordinati z iz jednadzbi (4.35), (4.36) 1 (4.37) slijedi

i=l: %h j |:Cllll (ual,l)nl +Cp), %(”al,z +”a2,1)nz}dro -
L.\‘O

1 a 1 a a
—h le(u 1,1)”1+C1212_(“ 2 TU 2,1)”2 dr, - (4.38)
24/ 2
T, .1
QJ:O leE(Z” R EJdQO =0.

i=2: %h _[ [sz %(“al,z +“a2,1 )nl +Ch (“az,z)nz}dro -
Ly

1 1 a a a
_hJ. C2121_(u 2 TU 2,1)”1+C2222 (“ 2,2)”2 dr’, - (4.39)
24 2
1,1 , 1
QJ.OC23325(” 22‘*‘” 3,25deo =0.
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1 | . 1 1({ , . 1

EJ{CNME(M tu 3,1Ehjn1+c32325(u , tu 3,25}1}”2}11—10_

1 1,1 | (., 1 . 1 (4.40)
Z.[ {Cam_(” ioh+u 3,1ﬂh2jnl+c32325(” yoh+u 3,z£h2j”2}dro_

8

Preuredivanjem integrala u jednadzbama (4.38), (4.39) i (4.40) dobiva se

. 5 a 5 a a
z:l:hL!O[leﬁu 11 nl+C1m&(u o tu 2,l)nz}dl"o+

1 11 (4.41)
— | Ci5u5,dQ ——— | Cy3u”,dQ, =0.
4 QJ:‘O h?2 QJ:()
i=2:h I [sz i(ual 2 +ua2 1 )nl +iC2222”a2 2 nz}dro +
B 48% : 24 ’
1 ) 11 (4.42)
— | Cpppu”5,dQy ——— | Cpypu”,dQ; =0.
iJ Gt
N 1 " .,
i=3: h— || G5 usm + Cyypu®son, (AT +
48 ; .
% .[ [C3131 ”alnl +Ch,y ”aznz]dro - (4.43)
L.\'O
1 a
Z I Cypu”3dQ2 =0

U integralima u jedandzbi (4.41) ¢lan s /4 tezi nuli kako debljina tezi nuli, ¢lan s konstatom je
za red veliCine veéi dok je ¢lan s 1/ 4 dominantan u slucaju da debljina tezi nuli, tj. u slucaju
tanke ploce. Dva dominantna clana s konstantom i s ¢lanom 1//4 potjecu od poprecnog
posmi¢nog naprezanja 7,; =C;,&; . Isti je slu¢aj u jednadzbi (4.42) samo s drugom
komponentom popre¢nog posmicnog naprezanja, 7,, =C,,,,€,, . To dokazuje postojanje
poprecnog posmicnog lockinga. Uvjet za koji bi se izbjegao poprecni posmicni locking je

izveden iz dva dominantna ¢lana u jednadzbama (4.41) i (4.42) u obliku

1, 11, u” a

Zu 3’1—551/[ 1 =0 h/lz =Uu 3.1 (444)
iz jednadzbe (4.41) te

1 a 1 a ua a

Zu 32_Z u 2: :h/;:u 32 (4.45)
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1z jednadzbe (4.42). Jednadzba (4.44) se moze zapisati na na¢in prepoznatljiv u teoriji ploca

a a ,
W o Ovy) (4.46)
h/2 T h/2 o0x
Jednadzba (4.45) se isto tako moze zapisati na nacin
Wy e, v OMy) (4.47)

w2 T oy
I jednadzba (4.46) 1 (4.47) ukazuju na isto; nagib normale mora biti funkcija progiba, tj.
parcijalne derivacije progiba po koordinatama u srednjoj ravnini, tj. to je upravo Kirchhoff-
Loveov uvjet za tanku plocu. Na aproksimaciju komponenata po pretpostavci nisu postavljeni
takvi uvjeti.

Kako je i1 provedeno u radu, u cilju uklanjanja poprecnog posmicnog lockinga
primijenjena je mjeSovita formulacija u kojoj su aproksimirana naprezanja. U nastavku slijedi
dokaz uklanjanja poprecnog posmicnog lockinga aproksimacijom komponenata naprezanja.
Komponente naprezanja su aproksimirane tako da su popreéne posmi¢ne komponente
konstantne po debljini, ostale su komponente linearno raspodijeljene po debljini kako ¢e biti
opisano u idu¢im odjeljcima pa se analogno (4.27) mogu komponente naprezanja prikazati

simboli¢ki

(4.48)

Uvrstavajuéi aproksimirani oblik komponenata naprezanja (4.48) u integralne jednadzbe
ravnoteze (4.18), uz iste testne funkcije kao i u dokazu za metodu pomaka prethodno

prikazanom, za testnu funkciju v, slijedi

[vondr - [ v, 0,dQ=0. (4.49)

a a
L, Q,

Analogno vrijedi za testnu funkciju v, te taj dokaz ovdje nece biti prikazan. Raspisivanjem po

slobodnom indeksu i slijede jednadzbe
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i=1: _[V1 (o, +0y,n,)dll - I (v1,30'13)d§2 =0,
L

QA

i=2: J-vl (oym +0y,n, )dl - J. (\11’30'23 )dQ =0,

(4.50)
LS Q‘S
i=3: J.vl(O'Slnl +0'32n2)dF—J‘(v1’30'33)dQ =0.
L Q

U jednadzbe (4.50) se uvodi simboli¢ki prikaz raspodjele komponenata naprezanja (4.48) pa
slijedi

i=1: jvl (oﬁo-fln] + al‘zafznz)df - j (vmo{i, )dQ =0,

L, Q,
i=2: J. v, (O'f;afznl + 05, 05,1, )dF - I (vmafg )dQ =0, (4.51)
L Q,
i=3: i[vl (af;nl +o5n, ) dI —g‘!. (vl,3a3“30'§3)d§2 =0.
Raspisivanjem testne funkcije i njene derivacije jedﬁadibe (4.51) se mijenjaju u
i=1: j(%—%)(aﬁoﬁnl +0,0,N, )dF - I (—%oﬁjdﬁ) =0,
L Q
i=2: Lj (%—%j(oﬁo{znl +ohogm )dl - A’ (—%a;jdg -0, (4.52)

1

=3 __ij a % )\dlC — (—l “ ZdeZO.
l J(Z 7 (0-13”1"'0-23”2) g_! h0'330'33

J-(O'fialzlnl +o,05n, )dF —% I z(o*fiaflnl + 0,050, )dF +% I o, dQ =0,
L a,

LS

N | =

I

[\®)
N |~
o [ SE—

(agafznl +05,05,1, )dF —% j Z(

L.\'

O,0,N, + Uf‘zazzznz)dl" +% J. 05, dQ =0, (4.53)
Q.\'

-~

Il

W
N | —
£ —

1
a o a a
(013111 +0o53n, )dF ry J- z (0'13111 + o530, )
LS

Lo o
dr 7! ol dQ =0.

Integriranjem po debljini ploce dobiva se
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h h h
2 2 2
i=1 l_[ j(aﬁoflnl +0f;0f2n2)dl"dz—l I I z\ oo, +0']20']2n2 dFdZ lj I o,,dQdz =0,
2_ﬁLs0 h _hLy h _hQy
2 2 2
h h h
2 2 2
i=2: lj- I(chffznl +a§‘20§2n2)dl“dz—lj- Iz OO, +622022n2)drdz lj. I 0,,dQdz =0,
2 i, i, "o,
2 2 2
h h h
17 13 1t
i=3 —J- (O'gnl+0'f3n2)dl“dz——-|.-|. 0'13n1+0'23n2)drdz —.[ Ia33033 dQdz =0.
2 i o hha,
2 2 2

(4.54)

i=1: —hj 611n1+0'12n2)df—21—4I(Jﬁn1+01‘§ nz)dFJrI o;dQ =0,

L, Lo Qo

i=2: Zhi(o_}g n,+ 05 nz)dl"—2—14 j ((7{‘; n,+ 0y nz)dl"-i-gj 0,5, dQ2 =0, (4.55)

Ly

i=3: %hi(ag n +0o5, nz)dl“+%£!:a;’3 dQ=0.

U prvoj 1 drugoj jednadzbi u (4.55) integrali koji sadrZze normalne i popre¢ne posmicne
komponente naprezanja imaju isti koeficijent, tj. istu potenciju debljine ploce %, Sto znaci da
poprecne posmic¢ne komponente naprezanja nisu dominantne. U tre¢oj jednadzbi poprecne
posmi¢ne komopnente brze teze nuli kako se debljina ploce smanjuje u odnosu na normalnu
komponentu. Ovime je dokazano da je aproksimacijom komponenata naprezanja uklonjen

poprecni posmicni locking.

4.3.3. Formulacija s linearnom raspodjelom pomaka po
debljini
Kao $to je spomenuto u odjeljku 4.3.1, linearna raspodjela poprecne komponente
pomaka bez nekih dodatnih utjecaja na raspodjelu ¢, dovodi do pojave debljinskog lockinga.

Stoga je ovdje provedena provjera teorijskih postavki i predvidanja pojave debljinskog

lockinga uz linearnu raspodjelu poprec¢ne komponente pomaka.
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Slika 76. Diskretizacija ploce s 2 ¢vora po debljini

Ploca je diskretizirana ¢vorovima na gornjoj i donjoj plohi, kako je prikazano na slici
76. Cvorovi na gornjoj plohi dobivaju gornji indeks u (upper), a &vorovi na donjoj plohi
indeks / (lower). Dva ¢vora koji imaju iste koordinate u srednjoj ravnini ¢ine par ¢vorova.
Svakom paru ¢vorova je pridruzeno lokalno podrucje integracije, local subdomain, po kojem
se vrsi integriranje slabog oblika uvjeta ravnoteze. Ta su podrucja jednostavnog oblika, u
ovom radu su odabrani paralelopipedi, pravokutne baze u srednjoj ravnini. Svaki ¢vor
odnosno par ¢vorova moze imati drugacije lokalno podrucje integracije. Lokalna podrucja su
prikazana na slici 76.

Svaki ¢vor ima po tri stupnja slobode koje ¢ine translacijske komponente na pravcima

Kartezijevih koordinatnih osi x, y1iz a oznacene su u,viw.

u=u(x,y,z),
v=v(x,y,z2), (4.56)
w=w(x,,z).

Svaki par ¢vorova ima Sest komponenata pomaka i to su stupnjevi slobode tog para u obliku

T
{II=|:M(I)I V(1)1 W(1)1 u(u)[ v(u)] W(u)1:|. (4.57)
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v . . NI . .
Oznacavanje u (4.57) predstavlja za npr. w!) komponentu pomaka na pravcu osi z u donjem
¢voru para ¢vorova oznacenog [ .

U ovoj mjesovitoj formulaciji aproksimirane su zasebno i komponente naprezanja
o,=0,(xy.2);

o,=0,(x,y.2);

7o) (4.58)
7, =7, (%,2);
7. =7,.(x%p);
7. =7 (%))
Svaki par ¢vorova stoga ima devet komponenata naprezanja i to su
&' = [a}/)z e L T e L Tﬁ;)zf (4.59)

o, 70 01 oznacavaju srednje vrijednosti doticnih komponenata naprezanja izracunatih

z 27%yz %7z

osrednjavanjem vrijednosti dobivenih u gornjem i donjem ¢voru para / prema

o. (x(l)l ) +0, (x(”)l )

SO =
2 5 )

T)(/(z))l _ ¥y (X(I)I ) -'2_ Ty (X(u)l ) , (4.60)
or _ () e (x)

TZX = 2

Svaka od vrijednosti komponenata naprezanja u (4.60) se izracunava kolokacijom prema (4.7)
1 (4.8). Za par ¢vorova odabire se testna funkcija koja ¢e dati Sest jednadzbi koje su
diskretizirane ¢vornim komponentama naprezanja (4.59). Taj je sustav jednadzbi pododreden
pa se postavljaju dodatne jednadzbe u ¢vorovima diskretizacije ¢ime se sustav zatvara, tj.

postaje rjesiv. Dodatne jednadzbe su konstitutivne 1 kinematicke relacije.

4.3.3.1. Diskretizacija

U ovoj mjeSovitoj formulaciji aproksimirane su komponente pomaka u = [u v W]T i

. T . . . .o .
komponente naprezanja © :[ax c, 0. 7, T, TZJ istim  aproksimacijskim
funkcijama. Te su funkcije umnozak funkcija u srednjoj ravnini opisanih u odjeljku 2.4 i
polinoma po koordinatnoj osi z.

Komponente pomaka su aproksimirane na nacin
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u(x)= z¢ () (1N (2) + N (2)),

v(x)= 2, (x ) (WINO (2) £ v N (2), (4.61)

w(x)= Z¢ () (W N (2) W N (2)).

a komponente naprezanja

o, (x)= 4 (x.3) (0 "N (2) 40, N (2)),
I1=1
0, (x)=2 ¢, (x.7)(0," N (2)+ 0, N ()
1=1
o, (X) = Z¢1 (x’y)(az(())[ )’
- (4.62)
7, (x)= z¢1 (x, y)(rw(’)’N(’) (z)+ Txy(“)IN(“) (Z))
I=1
T,vz (X) = z¢1 (x’ y)(‘[yz(O)[ )’
I1=1
T, (X) = Z¢, (x,y)(rzx(o)l )
I1=1
Simbolicki se aproksimacija pomaka (4.61) prikazuje
u(x)= ¥, (x)¥ (4.63)
I1=1
s matricom funkcija oblika ¥, (x)
N(z) o 0 NY%%2z) o0 0
¥, (x)=¢(xy) 0 N3z 0 0o Nz 0 (4.64)
0 0 N9z o0 0 N"(z)
ili skraceno
¥, (x)=¢, ()| N (), N (o)L, (4.65)

U jednadzbama (4.63) V' je vektor ¢vornih pomaka definiran prema (4.57). Aproksimacija

pomaka je koristeci zapise (4.63) i (4.64) jednaka
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o
U (w) W
u] NT(z) 0 0 Nz 0 O | o
v =Yg (xy) 0 Nz o0 0 NY%%z) 0 (4.66)
w7 0 0o N(:z) 0 0 NY(z) o
v(u)l
Analogno tome, aproksimacija naprezanja je simbolicki zapisana
o(x)=> ¥, (x)s' (4.67)
I=1
s matricom funkcija oblika za naprezanja ¥?,
NO(z) 0 0 000 Nz o 0 |
0o N%:z) o o000 0o N2 0
- 0 0 0 1 00 0 0 0
¥, (x)=¢(x,) [ (4.68)
0 0 N%:z) 000 0 0 NY(z)
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 |
i 6’ je vektor ¢vornih naprezanja definiran prema (4.57) odnosno (4.59).
U prvim integralima u (4.18) pojavljuju se matrice testnih funkcija koje su oblika
1 00
vi=ylo 1 o] (4.69)
0 0 1

U drugim integralima u (4.18) pojavljuju se matrice derivacija (gradijent) testnih funkcija

koje su oblika

00 0 0 0 v,
w'=l00 0 0 v. 0] (4.70)
00 wv. 0 0 0

Diskretizirani oblik komponenata naprezanja prikazuje se kao
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_GX(I)I
i ) O_y(l)l
(o, (x)] N(z) o 0 000 Nz o0 0 |, or
o, (x) 0 NGz 0 000 0 NG 0 || o
o, (x) S )| 0 0 100 0 0 0 2';(0)1
7, (x)| 5 0 0 Nz 000 0 0 NYG) | "o
7,.(x) 0 0 O 010 0 0 0 TZ"(“)I
7. (%) ] 0 0 O 001 0 0 0o || %
- - O_y(u)]
7
“.71) )
Komponente normale se u integralima u (4.18) prikazuju matri¢no
n, 0.0 n 0 n
N=(0 n, 0 n. n 0] (4.72)
0 0 n, 0 n n

Koristec¢i (4.72), (4.67), (4.70) 1 (4.69), jednadzbe (4.18) prikazuju se u diskretiziranom obliku

Y| [V, Ndr- [ vve7, do+ [ V0w, N dl“} ¢ =—[vWtdr. (473
Q Iy, Ly

1=1 L

Za dvije vrijednosti indeksa / u jednadzbama (4.73) dobivaju se dva skupa jednadzbi Sto je

svukupno Sest jednadzbi za lokalno podrucje integracije.

i [vwo, Ndr— [ w7, do+ [ v, N dr} 6" =—[vtdr,
Qx rsu

I=1 L,

FXI

(4.74)

i [vwe, Ndr— [ v, do+ [ v, N dl“} 6' =—[ vedr.
| L Q, Ly,

I=1

r

st

JednadZbe (4.74) se izravno postavljaju u matricu koeficijenata oznacenu K,. Simbolicki se
taj prvi sustav jednadzbi s ¢vornim komponentama kao nepoznanicama za jedno podrucje
integracije, tj. par ¢vorova zapisuje

K,/6' =R’. (4.75)
Ovdje je K,' podmatrica matrice K, te sadrzi Sest redova pridruzenih / — tom podru¢ju

integracije. Integriranjem po svim podruc¢jima integracije dobiva se sustav

K6=R. (4.76)
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U ovom sustavu rubni uvjeti sila su ukljueni implicitno, tj. u integralnom smislu.
Rubni uvjeti pomaka bit ¢e zadovoljeni izravno u sustavu s komponentama pomaka kao
nepoznanicama u idu¢em koraku. Sustav (4.76) je pododreden pa se uvode dodatne jednadzbe
da bi sustav postao rjesiv. Te dodatne jednadzbe su kolokacijske jednadzbe koje predstavljaju
uvjete kompatibilnosti polja pomaka i polja deformacija izrazenih preko naprezanja u
¢vorovima diskretizacije. Dodatne jednadzbe koje su ,kombinacija®“ konstitutivnih 1

kinamtickih relacija [29] su indeksno zapisane u obliku

%c (10, ()1, (x')) = 3" 4.77)

1 .. ..
U (4.77) E(ukm (x’ )+um,k (x’ )) =g, (x’ ) predstavljaju komponente deformacije u
kolokacijskim to¢kama. Cvorne komponente deformacija su
T
& = |:€x(1)1 c (1 7/xy(l)[ e (0)z ]/}yz(o)I 7zx(0)1 < (u)1 gy(u)[ 7@)(1)1] (4.78)

koje se izracunavaju diskretizacijom (4.8) u paru ¢vorova / ¢vornim pomacima definiranim u

(4.63) mogu se simbolicki zapisati u obliku

&l = ink(fﬁi'] (x")97. (4.79)
J=1

U jednadzbama (4.79) Dk(‘g) predstavlja matricu kinematickog diferencijalnog operatora koja

je odredena prema

[, 0 0 0 0 0
0 a4, 0 0 0 0
6, o, 0 0 0 0
0 0 laz 0 0 182
2
1 1 1 1
D¥“=| 0 -6 =6 0 —0. —0 |. 4.80
k 277 277 277 27 (4.80)
-2, 0 lax laz 0 1ax
2 27 2 2
0 0 0 o, 0 0
0 0 0 0 a8, 0
0 0 0 0 8, o,

U jedandzbama (4.79) ¥ ; ( X) predstavlja matricu funkcija oblika za pomake koja je jednaka
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NO(7) o 0 NU() 0 0
0 NOE) o 0 N (07 0
) 0 0 N () 0 0 N ()
¥, (x')=g,(x".5") NG (Z(u)z) 0 0 NG (z(“V) 0 0
o NO(=) o 0 NY(Z) o
0 0 NO () 0 0 N ()
(4.81)

Za konstantne ¢lanove prema (4.60) uprosjeCavanje vrijednosti ¢vornih naprezanja u

gornjem i donjem ¢voru daje

oy (X )+ o, (X
o, (X)) = A )2 s )z%(o)J
U
e (X" )+ (X e (XY )+ e (XY )+e (X )+ (X
o X (X)) (6 (3 e () (3]
2 2
(u) (u)
T (0)‘/=G 7/yz(X J)+7/yz(X J)
yz 2 s
(u)J ()
Xz 2
dje su simboli D,, D, i G odredeni prema D :M D & i
= b P T2 (1y) T T (man)(14y)
G= 5 (lE ) . Cvorne komponente naprezanja (4.59) se opisuju pomocu (4.79), koristeéi
+v

relacije (4.60) za konstantne clanove, te se dobiva sustav jednadzbi koje povezuju

komponente pomaka i naprezanja u ¢vorovima u obliku
¢' =DY D,C¥, (x')¥ . (4.83)
J=1

Matrica materijalnih konstanti D u (4.83) odredena je prema
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1—v v 0 y 0 0 0 0 0
1% 1-v 0 1% 0 0 0 0 0
0 0 1_22V 0 0 0 0 0 0
lv lv 0 1-v 0 0 lv lv 0
20 2 20 2

- E _

P=— =~ | 0 0 0 0o = 0 0 0 |[.(4.84)

(1—2v)(1+v) 2

0 0 0 0 0 1_22V 0 0 0
0 0 0 0 0 l1-v v 0
0 0 0 1% 0 0 1 1-v 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1_22V

Umnozak matrice kinemati¢kog diferencijalnog operatora Dk(g) 1 matrice funkcija

oblika ¥ ; (xl ) pojednostavljeno ¢e se nadalje zapisati kao matrica
B, (x')=D,¥, (x). (4.85)

Diskretizirane jednadzbe koje povezuju komponente naprezanja i pomaka u paru ¢vorova

1 zapisuju se simbolicki
6' =DY B, (x')¥7. (4.86)

UvrStavanjem c¢vornih komponenata naprezanja opisanih ¢vornim komponentama

pomaka (4.86) u diskretizirane jednadzbe ravnoteze (4.73) dobiva se konac¢ni oblik jednadzbi

[ g i i _
IZJ ¥o,Ndl- ij b 4 dQ+j Uy NdF:lDZB j "t dr,

(4.87)

Y| [ v Ndr- va lIﬂ’dQ+j ‘P”NdF}DZB '(x)¥ =—[ vPear.
R2

1=1 J=1 r
U numeri¢kom algoritmu je uvodenje dodatnih jednadzbi prikazano u jednadzbama

(4.87) izvedeno zasebno. U prvom koraku se sastavlja matrica uvjeta ravnoteze (4.76), a

nakon toga se sastavlja sustav jednadzbi koje povezuju ¢vorne pomake s naprezanjima (4.86)

u obliku
K,v=¢. (4.88)
Nakon uvrstavanja jednadzbi (4.88) u jednadzbe ravnoteze (4.76) dobiva se
KK,v=R. (4.89)
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U algoritmu se provodi mnozZenje matrica K, i K, pa slijedi
KK, =K. (4.90)
Konacno se sustav prikazuje s matricom krutosti K i vektorom ¢vornih stupnjeva slobode v
Kv=R. (4.91)
U sustav jednadzbi (4.91) se uvode rubni uvjeti pomaka analogno postupku opisanom u

jednadzbama (3.38) do (3.41).

4.3.3.2. Numericki primjeri

Za formulaciju opisanu u odjeljku 4.3.3 o€ekuje se postojanje debljinskog lockinga ali
ne i popre¢nog posmicnog lockinga. U cilju utvrdivanja postojanja poprecnog posmi¢nog
lockinga u literaturi se naj¢e$¢e spominje test savijanja tanke ukljesStene ploce optereéene
popre¢nom silom. Stoga je kao prvi numericki primjer analizirana konzolna ploca optere¢ena
raspodijeljenim optere¢njem na slobodnom kraju prema slici 77. Plo¢a ima duljinu i Sirinu

zadanu slikom dok se debljina mijenja u odnosu na duljinu tako da odnos duljine prema

debljini ima vrijednosti A/7={1/10,1/100,1/1000} . Cilj analize velikih odnosa duljine

prema debljini je provjera postojanja poprecnog posmi¢nog lockinga. Da bi se izbjegla pojava
debljinskog lockinga uzima se da je Poissonov faktor jednak nuli. Materijalne konstante su:

E =200000, v=0 . Ploa je na stranici s koordinatom x =10 optere¢cena posmic¢nom
povrsinskom silom iznosa 7 =100/ . Ukljestenje na koordinati x=0 modelirano je
sprijeCenim svim komponentama pomaka u ¢vorovima na toj koordinati. Za prikazane rubne
uvjete dostupno je analiticko rjeSenje [47]. Analizirani su numericki modeli s razli¢itim
brojem ¢vorova tj. stupnjeva slobode od 15 ¢vorova, tj. 60 stupnjeva slobode najmanji model,

do 729 ¢vorova tj. 4374 stupnja slobode kao najveéi model.
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Slika 77. Konzolno ukljestena ploc¢a

1,2

0,8

0,6

normaliziran progib

0.4

—&— IMLS aproksimacija 2. stupnja
0.2 —[E~ B-spline aproksimacija 2. stupnja

0 I T T
0 200 400 600 800 1000
odnos duljina stranice / debljina ploce

Slika 78. Utjecaj odnosa duljina stranice prema debljini za plo¢u prema slici 77
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normaliziran progib

cond (K)

1,02
1,01

0,99
0,98
0,97
0,96
0,95
0,94
0,93
0,92
0,91

0,9
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0]

IMLS aproksimacija 2. stupnja
B-spline aproksimacija 2. stupnja
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800

1000 1200

broj stupnjeva slobode

Slika 79. Konvergencija progiba u to¢ki x =10, y =0,5 za plo¢u sa slike 77
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Slika 80. Utjecaj broja stupnjeva slobode i odnosa duljine stranica prema debljini na uvjetovanost matrice

krutosti za ploc¢u prema slici 77

U dijagramu na slici 80 u legendi su prikazani razli¢iti odnosi duljine dulje stranice

plo¢e na slici 77 prema debljini. Tako npr. 0,01 IMLS znali rezultat analize IMLS
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aproksimacijskom funkcijom u formulaciji opisanoj u odjeljku 4.3.3 za plocu sa slike 77 koja

ima odnos debljine prema duljini 0,01.

LE+21 I [ [
=2—IMLS aproksimacija 2. stupnja
=S—B-spline aproksimacija 2. stupnja

1.E+18 /
1.E+15 //

1.E+12
e

1.E+09 ﬁé e -

1,E+06

cond (K)

%

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

broj stupnjeva slobode

Slika 81. Utjecaj broja stupnjeva slobode na uvjetovanost matrice krutosti za plocu sa slike 77

1.E-04
? ___.-—-—'—'_'_'*’\
\
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—— IMLS aproksimacija 2. stupnja
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400
broj stupnjeva slobode

Slika 82. Diskretna ¢, norma za plocu sa slike 77

U dijagramima na slikama 79, 81 i 82 analizirana je ploca sa slike 77 za odnos duljine
prema debljini 100. Dijagram na slici 78 jasno pokazuje da je uklonjen poprec¢ni posmicni
locking. U tom dijagramu su prikazana rjeSenja za model s N =31x11 ¢vorova. RjeSenje ne

ovisi o odnosu duljine stranice prema debljini ni za teorijski tanku ploc¢u gdje je taj odnos
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1000, Sto se rijetko susreCe u praksi. Na dijagramima sa slika 79 1 82 je vidljivo da
formulacija s B-spline aproksimacijskom funkcijom za manji broj stupnjeva slobode ima vecu
tocnost, Sto je u skladu s rezultatima prikazanim za dvodimenzijske probleme u poglavlju 3. U
dijagramima na slikama 80 i 81 vidi se loSa uvjetovanost matrice krutosti za B-spline
aproksimaciju za relativno mali broj parova ¢vorova. Bitno je za napomenuti da je formulacija
s B-spline aproksimacijom izkonvergirala. Daljnjim povecanjem broja ¢vorova zbog lose
uvjetovanosti je rjeSenje sve losije.

Od formulacije opisane u odjeljku 4.3.3 se ocekuje postojanje debljinskog lockinga
koji nije vezan za odnos debljine prema duljini ploc¢e. Drugi numericki primjer kojim ¢e biti
ispitano postojanje debljinskog lockinga je tanka kvadratna ploca, odnosa duljine stranice
prema debljini // 2 =100 S§to spada u podrucje tankih ploc¢a. Vrijednost Poissonovog fakora je
odabrana v =0,3. Za slucaj ukljestene ploce na svim stranicama optrecene jednolikim
raspodjeljenim optere¢enjem dostupno je analiticko rjeSenje [48]. Takva ploca, koja je
modelirana kao jedna Cetvrtina zbog dvostruke simetrije, je prikazana na slici 84. Za tu plocu
debljina je jednaka u svim analiziranim primjerima i iznosi jedan. Materijalne konstante su:

E =200000, v =0,3 a opterecenje p=0,001.

Slika 83. Izometrijski prikaz ¢etvrtine kvadratne ploce ukljeStene po svim stranicama
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y
u, v, w=0
o e} e} o (e}
o o o ] o
M,V,WZO o o o o o u=0 al?
o o o o o
o e} o o (e}
X
v=20
al2

Slika 84. Pogled u ravnini Oxy kvadratne ploce sa slike 83

Plo¢a prema slici 84 analizirana je prema formulaciji prikazanoj u odjeljku 4.3.3.
Primjenjene su IMLS (2.40) 1 B-spline (2.65) aproksimacijske funkcije. Ovdje se ne
primjenjuje PPIM apoksimacijka funkcija jer je u poglavlju 3 pokazano da daje slicne
rezultate kao i1 IMLS aproksimacijska funkcija. Rezultati analiza prikazani su u obliku
dijagrama u kojima je prikazan normaliziran progib u sredini ploce, izraCunat
uprosjecavanjem vrijednosti progiba za gornji i donji ¢vor te podijeljen s analitickom

vrijednoscu.
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Slika 85. Konvergencija progibauto¢ki x=a /2,y =0, z=0 sa v = 0 za plo¢u sa slike 84
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Slika 86. Konvergencija progiba u to¢ki x =a /2,y =0, z=0 sa v =0,3 za plo¢u sa slike 84
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Slika 87. Utjecaj odnosa duljine stranica prema debljini sa v = 0 za plou sa slike 84

normaliziran progib
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Slika 88. Utjecaj odnosa duljine stranica prema debljini sa v = 0,3 za plo¢u prema slici 84

Na slici 85 prikazana je konvergencija progiba na sredini ploce sa slike 84 za
vrijednost Poissonovog faktora v =0. Na slici 87 prikazan je utjecaj odnosa duljine stranice

prema debljini plo¢e na progib za vrijednost Poissonovog faktora v =0 da bi se pokazalo
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nepostojanje poprec¢nog posmicnog lockinga. Na slici 86 prikazana je konvergencija progiba
na sredini ploce sa slike 84 za vrijednost Poissonovog faktora v =0,3. Na slici 88 prikazan je
utjecaj odnosa duljine stranice prema debljini plo¢e na progib za vrijednost Poissonovog

faktora v =0,3 da bi se pokazalo postojanje debljinskog lockinga. Na slikama 85 i 86

prikazani su rezultati za plocu sa slike 84 kojoj je odnos duljine stranica prema debljini 100.

Rezultati prikazani na slikama 87 i 88 dobiveni su analizom modelas N =21x21 ¢vorova.

4.3.4. Formulacija s kvadraticnom raspodjelom pomaka
po debljini
Kako je u prethodnom odjeljku pokazano na numerickim primjerima, poprecni
posmi¢ni locking je uspjeSno izbjegnut primjenom aproksimacije naprezanja. Ostaje
postojanje debljinskog lockinga. Taj se problem moze uspjeSno rijesiti aproksimacijom
kvadrati¢ne raspodjele popre¢ne komponente pomaka w po debljini ploce koja dalje daje

mogucnost opisivanja linearne raspodjele popre¢ne duljinske komponente deformacije & Sto

je nuzan uvjet za izbjegavanje debljinskog lockinga. U ovom radu su primijenjena dva nac¢ina
opisivanja kvadraticne raspodjele poprecne komponente pomaka, tzv. hijerarhijska
kvadraticna raspodjela [49], [50] 1 ,klasi¢na® kvadraticna raspodjela. U hijerarhijskoj
kvadrati¢noj raspodjeli postoji sklarani koeficijent koji je raspodijeljen po zakonu parabole po
debljini ploce i nema utjecaja na raspodjelu poprecne komponente pomaka na vanjskim
plohama. Cvorne vrijednosti na vanjskim plohama raspodjeljene su linearno po debljini. U
»klasicnoj*“ kvadrati¢noj raspodjeli sve tri ¢vorne vrijednosti imaju funkcije oblika istog
stupnja.

Postojanje tri podatka za opisivanje parabole podrazumijeva tre¢i ¢vor po debljini
kojemu je pridruzen tre¢i podatak samo za poprecnu komponentu pomaka po debljini. Stoga
je potrebno uvesti i dodatnu jednadZbu za izraCunavanje toga dodatnog podatka. Dodatna
jednadZzba je odabrana kolokacijska jednadzba ravnoteze u pravcu osi z .

Ploca je diskretizirana ¢vorovima na gornjoj, donjoj i srednjoj plohi, kako je prikazano
na slici 89. Cvorovi na gornjoj plohi dobivaju gornji indeks u (upper) a &vorovi na donjoj

plohi / (lower). Dodatni ¢vor na srednjoj plohi ima oznaku (0) Tri ¢vora koji imaju iste

koordinate u srednjoj ravnini ¢ine skup ¢vorova. Svakom skupu ¢vorova je pridruzeno
lokalno podrucje integracije, local subdomain, po kojem se vr$i integriranje slabog oblika

uvjeta ravnoteze. Ta su podru¢ja jednostavnog oblika, u ovom radu su odabrani
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paralelopipedi, pravokutne baze u srednjoj ravnini. Svaki ¢vor odnosno par ¢vorova moze

imati drugacije lokalno podrucje integracije. Lokalna podrucja su prikazana na slici 89.

Slika 89. Diskretizacija ploce s 3 ¢vora po debljini

Cvorovi na gornjoj i donjoj plohi imaju po tri stupnja slobode, translacijske
komponente u smjeru Kartezijevih koordinatnih osi x, y i z, a oznacene su u,viw,
u=u(x,y,z),
v:v(x,y,z), (4.92)
w=w(x,y,z).
Cvor na srednjoj plohi ima samo jedan parametar i to za hijerarhijsku kvadrati¢nu raspodjelu
je to skalarni parametar A a za ,.klasi¢nu* kvadrati¢nu raspodjelu je to komponenta pomaka

(0

. Vi . . . .
na pravcu osi z, w . Svaki skup ¢vorova ima sedam komponenata pomaka i to su za

hijerarhijsku kvadrati¢nu raspodjelu
‘31:[u(1)1 G O N O L ) /11]7 (4.93)

a za ,,klasi¢nu* kvadrati¢nu raspodjelu
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of:[uW YOI 0 O 1 w“VT. (4.94)

Popre¢ne posmicne komponente tenzora naprezanja su pretpostavljene konstantne dok

su ostale linearno raspodijeljene po debljini prema

(4.95)
T’Cy = Txy (‘x’y’z),
Tyz = Tvz (‘x’ y)a
TZX = sz ('x’ y)
Svaki skup ¢vorova ima deset komponenata naprezanja, opisanih prema
T
6 = |:o')(cl)1 U)()l)l 051)1 T)(ci)l Tig)l Tﬁf)l O',(cu)l Gf)u)J Uiu)l T)(c;)l] ‘ (4.96)

U ovoj metodi koristi se ista testna funkcija kao 1 u prethodnoj, opisanoj u odjeljku
4.3.3. U srednjoj ravnini koristi se Heaviside funkcija dok se po debljini koriste dvije funkcije
prema (4.9), tj.(4.10). JednadZbe ravnoteze su u simbolickom obliku izvedene u odjeljku 4.2,
opisane u (4.18).

Dodatna kolokacijska jednadZzba ravnoteze u smjeru osi z u srednjem ¢voru je oblika

o, (x<°>1)+ £, (x<°)1) -0, (4.97)

odnosno raspisana uz uvodenje inzenjerskih oznaka komponenata naprezanja, ta je jednadzba

u obliku

ron (X )7, (X )+ (X == (x). (4.98)

4.3.4.1. Diskretizacija

U ovoj mjeSovitoj formulaciji aproksimirane su zasebno komponente pomaka
T . . T . .
u=[u v w| i komponente naprezanja o :[ax o, 0, T, T, sz] istim

aproksimacijskim funkcijama koje su umnozak funkcija u srednjoj ravnini opisanih u odjeljku

2.4 1 polinoma po koordinatnoj osi z. Komponente pomaka su aproksimirane na nac¢in
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u(x) = z¢ (33 (1N (2) 4N (2)),

v(x)= z¢ (3 3) (N (2) VN (2)),

(4.99)

w(x)= 326, (5. )(2),

gdje je progib w(x) aproksimiran po debljini na dva nacina: u hijerarhijskoj kvadrati¢noj

raspodjeli je

w(x) = W N (2) 4w N (2) + 2N (2),

(4.100)
gdje su funkcije oblika po debljini
1 z
NY(z)===-2,
(z)=5-
1 z
N (z)==+2, 4.101
(2)=5+ (4.101)
1 zY
NO(z)==-2| =
()-3-2(%]
1u,.klasi€noj* kvadrati¢noj raspodjeli
w(x)= W N (2)+ W N (2)+ W INY (2), (4.102)
gdje su funkcije oblika po debljini
2
NO (2 =2(5j -2,
(2)=24]
z 2
NO (2)2_4(2] il (4.103)
z 2 z
N(”)(z):Z(—j +-.
h h

Komponente naprezanja su aproksimirane na sljedeci nacin
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o (x)=>¢ (xay)(o'x(l)INU(l) (2)+ 0 N (z)),
1=1

o, (x)= Z¢1 (x’y)(ay(l)INa(l) (z)+ O.y(u)lNa(u) (Z))
1=1
o.(x)= Zn“@ (x,y)(az(”’]v"(’) ()40 N0 ( ))
- (4.104)
o (x)= ;@ (X,y)(rxy(’)lNU(l) (z)+ Tx}(”)INU(”) (z)),
Tyz (X) = Z¢l (x’y)(TyZ(O)I )’
1=1
sz (X) - Z¢I (x’ y)<sz(0)l)
1=1
gdje su funkcije oblika po debljini
1 z
NU(I) —___Z
B5 4.105
L, (4.105)
N7 (2)==+2.
(z)=5+
Matri¢no se aproksimacija pomaka (4.61) prikazuje
u(x)= ¥, (x)¥' (4.106)
1=1
s matricom funkcija oblika ¥, (X) za hijerarhijsku kvadrati¢nu raspodjelu
N(z) 0 0 Nz o 0 0
¥, (x)=¢,(x,y))] 0 Nz o0 0 Nz o0 0 |(4.107)
0 o Nz o 0 N“:z) N9z)
i za ,klasi¢énu* kvadrati¢nu raspodjelu
N(z) o 0 0 Nz 0 0
¥, (x)=¢,(x»)] 0 Nz o0 0 0 N2z 0 |.(4.108)
0 o N N9(:z) o 0 NYz)

Aproksimacija pomaka za hijerarhijsku kvadraticnu raspodjelu se moze zapisati koriste¢i

(4.106) i (4.107) kao
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v
UL

" NY(z) 0 0 NYz) 0 0 0 ||,
V=Yg 0 NGz o 0 NY(:z) 0 0 || 0
w7 0 0o N:z) o0 0 NU(z) NO(z)|| e
Wi

ﬂ,]
(4.109) -

a u slucaju ,klasicne* kvadrati¢ne raspodjele je koriste¢i (4.106) 1 (4.108) u obliku

0]

Moy

” N(z) o 0 0 Nz 0 0 || w0
4 =Z”:¢1 (x,y) 0 N(l)(z) 0 0 0 N(”)(z) 0 WO
w = 0 0 N(l)(Z) N(O)(Z) 0 0 N(u)(z) u(u)]
v(u)[

w1

(4.110)

U relaciji (4.106) v’ je vektor ¢vornih pomaka definiran za hijerarhijsku kvadrati¢nu
raspodjelu u (4.93) a za ,klasi¢nu* kvadraticnu raspodjelu u (4.94). Analogno aproksimacija
naprezanja je simbolicki zapisana

o(x)=> ¥, (x)6". (4.111)

1=1

s matricom funkcija oblika za naprezanja W, definiranu u obliku

NU(z) 0 0 0 00 NU(z) o0 0 0
0 NU(Z) 0 0O 00 0 Nz o0 0
0 0o NUzZ 0o 00 0 0 NU(z) 0
0 0 0 NUz) oo 0 0 0 NU(z)
0 0 0 o 10 0 0 0 0
0 0 0 o 01 0 0 0 0
(4.112)
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i 6’ je ¢vorni vektor nepoznanica odreden prema (4.96).
JednadZbe koje slijede iz integracije slabog oblika uvjeta ravnoteze po lokalnom
podrucju integracije su u simbolickom zapisu formalno iste kao i one u formulaciji s

linearnom raspodjelom poprecne komponente pomaka po debljini opisanoj u odjeljku 4.3.3

zn: [vwe, Ndr- [ w7, do+ [ v, N dr} ¢ =—[vVtdr,
I=1| L, Q, T, Iy

(4.113)

i [vw, Ndr- [ v, do+ [ v, N dl“} 6' =—[ vt dr,
| L, Q, Ly,

1=1 r,

Diskretizirana kolokacijska jednadzba za srednji ¢vor uz zanemarivanje volumenske
sile f, je simbolicki zapisana
n

D, (x")6' =0. (4.114)

I=

—_

U relaciji (4.114) D¢ (x[ ) je matrica diferencijalnog operatora

D (x')=[0 0 ¢, ()N 0 g (x) 4 (x) 00 gy )N o]
(4.115)

U sklapanju jednadzbi, tj. smjestanju ¢lanova u matricu K," analogno (4.75), ovisno o

raspodjeli poprecne komponente pomaka dodaje se diskretizirana kolokacijska jednadzba

ravnoteze (4.114) u sedmi redak K,'u hijerarhijskoj kvadrati¢noj raspodjeli a u ,klasi¢noj*

kvadrati¢noj raspodjeli u Cetvrti redak K,'.

Da bi se sustav jednadzbi zatvorio potrebno je uvesti dodatne jednadzbe analogno
onima od (4.77) do (4.86). Za slucaj hijerarhijske kvadrati¢ne raspodjele ¢vorne komponente

deformacija su

(0)1 (0)1

T
8 :[gx(l)f g gy Wy, O, O g W oI ny(”’] (4.116)

Simblicki zapisane, deformacije u ¢vorovima (4.116) se opisuju ¢vornim komponentama

pomaka na sljedeci nain

&' =3"DYw, (x)¥, (4.117)

J=1

gdjeje D k(g) matrica kinemati¢kog diferencijalnog operatora
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0, 0 0 0 0 0
0 0, 0 0 0 0
0 0 0, 0 0 0
o, 0, 0 0 0 0
o 1o 1o o 1o Iy
Dk(s): | : | : (4.118)
-0, 0 —0, —0., 0 —0,
2 2 2 2
0 0 0 0, 0 0
0 0 0 0 2, 0
0 0 0 0 0 0,
0 0 0 o, 0, 0
Matrica funkcija oblika ¥ ; (x’ ) je za hijerarhijsku kvadrati¢nu raspodjelu
¥, (x') =4, (x'.0")
NO() 0 0 NO () 0 0 0 |
0 NO(20) 0 0 N () 0 0
0 0 NO(207) 0 0 N0 NO(2) | (4.119)
N () 0 0 N () 0 0 0
0 NO(2) 0 0 N () 0 0
0 0 NO(20) 0 0 N () N (20)

gdje su funkcije oblika po debljini ploce N NW§ NO opisane u (4.101). Za ,klasi¢nu*

kvadrati¢nu raspodjelu je matrica funkcija

¥, (x)=4,(x".y")

N0 0 0 0 NO () 0 0

0 NO () 0 0 0 N () 0

0 0 NO(20) NO(z0) 0 0 N (07
NO(2) 0 0 0 N () 0 0

0 NO(2) 0 0 0 N () 0

0 0 NO(2) NO (20 0 0 N ()

gdje su funkcije oblika po debljini ploce N 2 , N ©§ y® opisane u (4.103).

(4.120)
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JednadZzbe koje povezuju komponente pomaka i naprezanja se analogno (4.86)

zapisuju simbolicki

¢'=DY B, (x')¥. (4.121)

J=1
Matrica B,d(g)(x’) u (4.121) predstavlja umnozak matrice kinematickog diferencijalnog
operatora (4.118) 1 matrice funkcija oblika koja je za hijerarhijsku kvadraticnu raspodjelu
odredena u (4.119) a za ,klasicnu* kvadrati¢nu raspodjelu u (4.120). U relacijama (4.121)

matrica D je jednaka

1-v 1% Vv 0 0 0 0
1% 1-v 1 0 0 0 0
1% 1% 1-v 0 0 0 0
0o 0 0 1_22V 0 0 0 0 0 0
p 0o 0 0 o =2 0 0 0 0
) P 2 (4.122)

(1—2v)(1+v) 0 0 0 0 0 1—221/ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1-v 1 1% 0
0o 0 0 0 0 0 v 1-v 0
0o 0 0 0 0 0 v o1-v 0

0o 0 0 0 0 0 0 0 0 1_22V

Uvrstavanjem komponenata naprezanja opisanih komponentama pomaka prikaznih u

(4.121) u jednadzbe (4.113), dobiva se sustav jednadzbi s C¢vornim pomacima kao

nepoznanicama
i [vwo, Ndr— [ w7, do+ [ vOw7, N dr} DY'B," (x')¥’ =—[ vWedr,
L * & - g (4.123)
i [vwe, Ndr— [ v, do+ [ v, N dl“} DY'B," (x)¥" == v*edr.
1= I, 0, r,, J=l T,

Komponente naprezanja se u diskretiziranim kolokacijskim jednadzbama ravnoteze na
isti na¢in opisuju ¢vornim pomacima prema
> D, (x')DY B, (x')¥ =0. (4.124)
1=1 J=1
Uvrstavanjem kolokacijskih jednadzbi (4.124) u sustav (4.123), dobiva se konacni

sustav jednadzbi u obliku
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KV=R. (4.125)

U sustav jedandzbi se konacno uvode rubni uvjeti pomaka analogno postupku
opisanom u jednadzbama (3.38) do (3.41). Rubni uvjeti sila su zadovoljeni u integralnom

smislu.

4.3.4.2. Numericki primjeri

Na sljede¢im numeri¢kim primjerima provjerene su pretpostavke o uklanjanju
debljinskog i popre¢nog posmic¢nog lockinga u formulaciji prikazanoj u ovom odjeljku. U tu
svrhu su analizirani numericki primjeri s analitickim rjeSenjem [48]. Za analizirane primjere
izraCunata je konvergencija popre¢ne komponente pomaka ¢vora na sredini ploce 1 za neke

primjere diskretna L, norma greske progiba. Analizirane su kvadratne ploc¢e ukljestene po

svim stranicama te kvadratne ploce jednostavno oslonjene po svim stranicama. Osjetljivost na
poprecni posmicni locking provjerena je na plo¢ama odnosa duljine stranica i debljine ploce
do vrijednosti // 4 =1000. Uklanjanje debljinskog lockinga provjereno je analizom savijanja
ploca s Poissonovim faktorom v =0, 3.

Prvi primjer je ploca s ukljeStenim svim stranicama, koja je modelirana kao jedna
cetvrtina zbog dvostruke simetrije, prikazana na slikama 90 i 91. Debljina ploce je u svim
primjerima jednaka jedinici. Optere¢ena je jednolikim raspodjeljenim opterecenjem

p=a’-10"". Materijalne konstante su: £ =200000, v=0,3.
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Slika 90. Izometrijski prikaz ¢etvrtine kvadratne ploc¢a ukljeStene po svim stranicama

Y
u, v, w=0
o o [e] o o
(e} (e} (o] (e} (e}
I/I,V,W:O o o o o o u=>0 al?
o o [e] o o
o o [e] o o
X
v=0
al2

Slika 91. Pogled u ravnini Oxy plo¢e sa slike 90

Ploca sa slobodno oslonjenim svim stranicama, koja je modelirana kao jedna Cetvrtina
zbog dvostruke simetrije, optere¢ena jednoliko raspodijeljenim optere¢enjem, prikazana je na

slikama 95 1 96.
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1.1

| .
..-—'—"—'__—_‘

0.9

E

0,8

E

0,7

>

0,6

>

0,5
0.4

0.3 —6— B-spline aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab.
0,2 —&—IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.(hijerarhijska) |-

0.1 —4— IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab. ||

>

\

fedrd (i

normaliziran progib

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

broj stupnjeva slobode

Slika 92. Konvergencija progiba u to¢ki x =a /2,y =0,z=0 sa v = 0,3 za ploéu sa slike 91

Na slici 92 prikazana je konvergencija pomaka na sredini ploce sa slike 91, tj. na

koordinati x =a /2,y =0 za plocu odnosa duljine stranice i debljine // 4 =100.

1.1

7

0,9

>

0.8

>

0,7

E

0,6

>

0,5
0,4

>

0.3 —6— B-spline aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab.
0,2 —o—IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.(hijerarhijska) ——
01 —— IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.

>

normaliziran progib

0 200 400 600 800 1000
odnos duljine stranice / debljina ploce

Slika 93. Utjecaj odnosa duljine stranica prema debljini sa v = 0,3 za plo¢u sa slike 91
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1,E-02 IE————
" _'__,__,__-——-——'—'A
v LE-01
—&— B-spline aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab.
—6— IMLS aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab. (hijerarhijska)
—— IMLS aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab.
1,E+00
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

broj stupnjeva slobode

Slika 94. Diskretna e, norma za plocu sa slike 91

U dijagramu na slici 93 vidi se da je izbjegnut popre¢ni posmi¢ni locking a ujedno 1
debljinski locking. Rezultati u tom dijagramu su dobiveni za model s N =21x21 ¢vorova.

Drugi primjer je ploca sa slobodno oslonjenim svim stranicama, koja je modelirana
kao jedna Cetvrtina zbog dvostruke simetrije, prikazana na slikama 95 1 96. Materijalne

konstante su: £=200000, v=0,3.
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Slika 95. Izometrijski prikaz ¢etvrtine kvadratne ploce slobodno oslonjene po svim stranicama

Y

w=0

o o o o o

o o o o o

W:O o o o o o M:O a/2
o o o o o
o o o o o
X

v=0
al2

Slika 96. Pogled u ravnini Oxy ploce sa slike 95

Plo¢a sa ukljeStenim svim stranicama, koja je modelirana kao jedna cetvrtina zbog

dvostruke simetrije, opterecena koncentrirnim optereéenjem u sredini, prikazana je na slici 99.
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1,05
: ° /é *
2 095 f o —
éﬂ e
=09
N
Té 0>8 iy
5
2 08
—4— IMLS aproksimacyja 2. st. w(z)=kvadr. parab.
0,75 —o— IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.(hijerarhijska)
—6— B-spline aproksimacija 2 st. w(z)=kvadr. parab.
\ [ \ [ [ \ [ \
0 7 T T T T T T T T

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
broj stupnjeva slobode

Slika 97. Konvergencija progiba u to¢ki x =a /2,y =0,z =0 sa v =0,3 za ploéu sa slike 96

el ! !

0,90

0,80

0,70

0,60
0,50

0.40
0,30

normaliziran progib

—&— B-spline aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab.

—8— IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.

0,10 —— IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.(lambda)

0,00 | | | |, | ! !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

odnos duljine stranice / debljine ploce

0,20

Slika 98. Utjecaj odnosa duljine stranica prema debljini sa v = 0,3 za plo¢u sa slike 96
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normaliziran progib

Slika 100. Konvergencija progiba u to¢ki x =a /2,y =0,z =0 sa v =0,3 za plo¢u sa slike 99

y

71 ‘
a4

/

4

—=— C3D20 - ABAQUS (solid element 2. reda)
—6— B-spline aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab.

—&— IMLS aproksiumacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.(hijerarhijska)
—— IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.

500

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

broj stupnjeva slobode

5000
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151 T
J— I :
0.9
o 0.8
en
S 07
o
= 0,6
£
N 05
I
E 0.4 —O— B-spline aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab.
=)
£ 03 —8—IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.
0,2 —&— IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.(lambda)
0.1
0 s !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

odnos duljine stranica / debljina ploce
Slika 101. Utjecaj odnosa duljine stranica prema debljini sa v = 0,3 za plo¢u sa slike 99
Ploca sa slobodno oslonjenim svim stranicama, koja je modelirana kao jedna Cetvrtina

zbog dvostruke simetrije, optereena koncentrirnim optere¢enjem u sredini, prikazana je na

slici 102.

Slika 102. Cetvrtina kvadratne plo¢e slobodno oslonjene na svim stranicama optereéene silom
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normaliziran progib

1,06
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0,9

. 1B £
_K%
1 | —e—B-spline aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab. .
—&— IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.(hijerarhijska)
71 —&—IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab. ]
N N N N N N
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 35000

broj stupnjeva slobode

Slika 103. Konvergencija progibau totki x =a /2,y =0,z=0 sa v =0,3 za plo¢u sa slike 102

normaliziran progib

1.1
1
0,9

>

0,8

2

0,7

2
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2

0,5
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0,4

£l

0,3
0,2
0,1

0

- —

o

—6— B-spline aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab.
—6— IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.(hijerarhijska)
—— IMLS aproksimacija 2. st. w(z)=kvadr. parab.

100

200 300 400 500 600 700 800 900 1000

odnos duljine stranica / debljina plode

Slika 104. Utjecaj odnosa duljine stranica prema debljini sa v = 0,3 za plo¢u sa slike 102
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1.E-03
7@’_’
P— =
/A”— o
1,E-02
=
[}
N
1,E-01
—6— B-spline aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab.
—o— IMLS aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab. (hijerarhijska)
—— IMLS aproksimacija 2.st. w(z)=kvadr. parab.
1,E+00 | | | |

0 1000 2000 3000 4000 5000
broj stupnjeva slobode

Slika 105. Diskretna ¢, norma za plocu sa slike 102

Na dijagramima konvergencije prikazane na slikama 92, 97, 100 1 103 vidljivo je da je
metoda izkonvergirala za sve ploce koje su analizirane. Isto tako je vidljivo na dijagramima
ovisnosti normaliziranog progiba za razli¢ite odnose duljina stranica prema debljini
prikazanim na slikama 93, 98, 101 i 104 da ne postoji poprecni posmicni locking. Za dostupna

analiticka rjeSenja za progib u svim tockama ploce izraCunata je diskretna e, norma greske

pomaka i prikazana na slikama 94 i 105. Na svim primjerima u ovom odjeljku vidljivo je da
za manji broj stupnjeva slobode B-spline aproksimacija daje bolja rjeSenja od IMLS
aproksimacije. U dijagramu na slici 100 vidljivo je da su rjeSenja dobivena metodom
kona¢nih elemenata u programskom paketu ABAQUS bolja od rjeSenja prikazanom
bezmreznom metodom. Odabrani elementi su elementi za analizu trodimenzijskih problema 2.
reda koji imaju sve tri komponente pomaka aproksimirane po zakonu kvadratne parabole Sto

daje kompliciraniju raspodjelu naprezanja po debljini.
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5. ZAKLJUCAK

U radu su prikazane nove bezmrezne mjeSovite formulacije za analizu problema
savijanja plo¢a 1 za analizu dvodimenzijskih problema ravninskog stanja naprezanja.
Formulacije se temelje na bezmreznoj metodi lokalnog tezinskog ostatka (reziduala)
(Meshless Local Petrov-Galerkin — MLPG). U toj metodi izbor tezinske funkcije u integralu
tezinskog ostatka je slobodan u odnosu na funkciju pretpostavljenog rjesenja. TeZinska
funkcija je definirana na lokalnom podru¢ju po kojem se provodi integriranje slabog oblika
uvjeta ravnoteze. Tezinska funkcija koriStena u ovom radu odabrana je kao umnozak
Heavisideove funkcije u srednjoj ravnini i po debljini linearnih polinoma. Za svako lokalno
podrucje integracije koriste se dvije tezinske funkcije Sto rezultira s dva skupa jednadzbi, u
svakom skupu po tri jednadzbe.

Za funkcije pretpostavljenog rjeSenja koriStene su aproksimacijske funkcije koje se
temelje na prikazu funkcije kao linearne kombinacije koeficijenata i baznih funkcija.
KoriStene su aproksimaciskje funkcije interpolacijskih pomi¢nih najmanjih kvadarata
(Interpolating Moving Least Squares — IMLS), B-spline, Point Interpolation Method (PIM) s
polinomnom (PPIM) i radijalnom (RPIM) bazom. Sve primjenjene aproksimacijske funkcije
su izvedene s interpolacijskim svojstvom u svim c¢vorovima diskretizacije. U IMLS
aproksimacijskoj funkciji to je postignuto na dva naina; mnoZenjem ,klasi¢ne™ tezinske
funkcije regulariziranom tezinskom funkcijom 1 kinematickom transformacijom, tj.
nametanjem uvjeta interpolacije. Za ostale aproksimacijske funkcije provedeno je nametanje
uvjeta interpolacije u svim toCkama diskretizacije pa su izvedene funkcije egzaktno

interpolacijske. U IMLS-u s regulariziranom tezinskom funkcijom postignuto je prakti¢no

interpolacijsko svojstvo (uz relativnu gresku interpolacije od oko 107).

U formulacijama su aproksimirane zasebno komponente pomaka i naprezanja istim
funkcijama. U formulacijama temeljenim na slabom obliku uvjeta ravnoteze prvi sustav
jednadzbi dobiven je integriranjem uvjeta ravnoteze. U slucaju formulacija temeljenim na
jakom obliku uvjeta ravnoteze jednadzbe ravnoteze se rjeSavaju egzaktno u ¢vorovima
diskretizacije. Diskretizacija jednadzbi ravnoteze provedena je Evornim komponentama
naprezanja. U tom sustavu u slucaju slabog oblika uvedeni su rubni uvjeti sila u integralnom
smislu, dok su u slucaju jakog oblika zadovoljeni egzaktno. Taj je sustav pododreden jer je

vise komponenata naprezanja od jednadzbi ravnoteze. Da bi se zatvorio sustav jednadzbi
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uvode se kolokacijske jednadzbe koje povezuju komponente pomaka 1 komponente
naprezanja. To povezivanje je temeljeno na diskretizaciji ¢vornim komponentama pomaka
konstitutivnih relacija u kombinaciji s kinemati¢kim relacijama. UvrStavanjem komponenata
naprezanja opisanih komponentama pomaka u prvi sustav jednadzbi dobiva se zatvoreni
sustav u koji se uvode rubni uvjeti pomaka. Ovi se rubni uvjeti uvode izravno analogno
metodi konacnih elemenata jer su aproksimacijske funkcije interpolacijske.

U poglavlju 3 prikazana je mjeSovita formulacija za probleme ravninskog stanja
naprezanja. Opisane su tri razli¢ite mjeSovite formulacije temeljene na slabom obliku uvjeta
ravnoteze, jakom obliku (kolokacija) i tzv. slabom-jakom obliku uvjeta ravnoteze.
Zadovoljavanje rubnih uvjeta sila provodi se u ovom radu u kolokacijskim metodama pomocu
kaznene metode. Veli¢ina kaznenog parametra znac¢ajno utjece na tocnost rjesenja.

Razvijene formulacije za probleme savijanja ploca nemaju debljinski (thickenss) i
poprecni posmicni (shear) locking. Na primjeru savijanja tanke ploce provjereno je postojanje
debljniskog lockinga. Utvrdeno je da je debljinski locking uklonjen ako je u mjeSovitoj
formulaciji pretpostavljena kvadraticna raspodjela poprecne komponente pomaka. Na
primjerima savijanja tankih ploc¢a potvrdeno je ispravnost pretpostavki o uklanjanju ovog
problema. Poprecni posmicni locking uklonjen je aproksimacijom komponenata naprezanja.
Aproksimiranjem naprezanja smanjen je zahtjev na kontinuitet funkcije 1 implicitno su
uklju€eni rubni uvjeti sila. 1z rezultata dobivenih predloZzenom metodom za analizu ploca
vidljivo je da je primjenom B-spline aproksimacijske funkcije postignuta veca tocnost za
relativno mali broj ¢vorova nego primjenom /MLS aproksimacijske funkcije. Metoda s B-
spline funkcijom konvergira za sve analizirane primjere.

B-spline aproksimacijska funkcija koriStena u srednjoj ravnini pokazuje neke povoljne
karatkeristike. Baza je lokalnog karaktera, polinomna je S$to je povoljno u mnogim
problemima mehanike ¢vrstih tijela, ima svojstvo reprodukcije i konzistentna je, jednostavna
za izradun i posjeduje globalni kontinuitet stupnja C”™' gdje je p stupanj funkcije. RjeSenja
dobivena ovom aproksimacijskom funckijom su za vrlo mali broj ¢vorova diskretizacije vrlo
dobra. Zamijecena je 1 jedna nepovoljna karakteristika nametanja uvjeta interpolacije na B-
spline aproksimacijsku funkciju. U matrici krutosti se javlja problem loSe uvjetovanosti za
relativno mali broj ¢vorova. Matrica uvjeta interpolacije nije loSe uvjetovana. Vjerojatno losa
uvjetovanost potjece od ,,pomicanja“ utjecaja baznih funkcija koje su definirane lokalno $to

proizlazi iz inverzne matrice uvjeta interpolacije. To pomicanje znaci da u odrednicu funkcije

140



5. ZAKLJUCAK

oblika nekog ¢vora ulaze bazne funkcije koje nisu definirne na podruc¢ju samog ¢vora pa time

neki ¢vor ima ,,proSiren” utjecaj u odnosu onoga kako je definirana B-spline baza.

Daljnje smjernice istrazivanja su u smjeru primjene B-spline aproksimacijske funkcije
bez nametanja uvjeta interpolacije u cilju izbjegavanja loSe uvjetovanosti matrice krutosti. To
zna¢i 1 drugaciji nain zadovoljavanja rubnih uvjeta sila i pomaka jer aproksimacijska
funkcija ne¢e imati svojstvo interpolacije ¢vornih vrijednosti. Cilj je 1 proSiriti primjenu ovih
metoda s B-spline aproksimacijskom funkcijom na analizu ljuskastih konstrukcija. Jedna od
znacajnih prednosti bezmreznih metoda pred metodom konac¢nih elemenata je u slucaju
velikih deformacija, tj. velikih promjena u geometriji. Stoga je jedno od zanimljivih podrucja
razvoja ovih metoda i1 geometrijska 1 materijalna nelinearnost, velike elasto-plasticne

deformacije, itd.
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