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SAZETAK RADA

Ovaj se rad bavi analizom vibracija nosa€a na brodskom nadgradu koji povezuje
dimnjak s nadgradem tankera sa svrhom da se ukruti brodski dimnjak. Analiza vibracija
provedena je nizom metoda kako bi se usporedili rezultati, te takoder provjerila njihova
to¢nost. Analiza obuhvaca provjeru prirodnih vibracija te proracun prirodnih oblika
vibriranja, kao i proracun amplitude odnosno amplitude elastiCne linije uslijed djelovanja
sile uzbude. Sila uzbude je definirana, takoder i frekvencija uzbude koja se izracuna
prema broju okretaja brodskog vijka. Usporedbom prirodne frekvencije i frekvencije
uzbude provjerilo se da li konstrukcija mozZe jednostavno doci u podrucje rezonancije.
U tom slucaju bilo bi potrebno napraviti odredene promjene na samoj kostrukciji nosaca.

Pri razradi problema koristili su se racunalni programi SolidWorks 2008 za izradu
crteza, te program MathCad13 za racunanje kompliciranijih matematickih jednadzbi.
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Izjavljujem da sam ovaj rad izradio samostalno sluzeci se steCenim
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1. UVOD

Potrebno je izvrSiti analizu vibracija nosata mosta koji povezuje nadgrade i dimnjak
tankera. Nosac je uklijeStena greda specificnog poprecnog presjeka. Analiza vibracija
obuhvaca proracun slobodnih i prisilnih vibracija razli¢itim metodama i to redom:

a) Analiza vibracija sustava s jednim stupnjem slobode gibanja

b) Analiza vibracija fleksijskog sustava s tri mase metodom utjecajnih koeficijenata

c) Analiza poprecnih vibracija jednolike grede metodom egzaktnog rjeSenja
diferencijalne jednadzbe

d) Analiza poprecnih vibracija jednolike grede metodom konacnih elemenata

e) Provjera osnovne prirodne frekvencije metodom Rayleighevog kvocijenta:
-fleksijskog sustava s tri mase (tri stupnja slobode gibanja)

-sustava s kontinuiranom masom i krutosti

SI.1.1 Nosac€ koji povezuje nadgrade i dimnjak tankera



2. PRORACUN KRUTOSTI NA SAVIJANJE (El)

Analiza vibracija provodi se za gredu Ciji je presjek sastavljen od niza karakteristiCnih
dijelova. Krutost na savijanje presjeka dobije se umnoSskom Youngovog modula
elasti€nosti za konstrukcijski ¢elik i momenta inercije danog presjeka.

Moment inercije presjeka dobije se zbrajanjem momenata inercije karakteristi¢nih

dijelova koji se za pojedini presjek oc€itaju iz Krautovog strojarskog priru¢nika. Sve
momente inercije potrebno je svesti na istu os koja prolazi sredistem nosaca (y os)
pomocu Steinerovog pravila.

Momenti inercije karakteristi¢nih presjeka:

a) | profil (2 komada):

[30

I, = 9800cm*
A = 6910mm?
d =10,8mm
b) L profil:
L50x50x5

Iy =11em*

A = 480mm*
e=14mm

c) pravokutni profil:

Moment inercije presjeka grede:

Ly =2-(Ly+A-&")+1,+(1, +4-¢")
I, =2-(9800+69,1-25,54°)+4,1+(11+4,8-4,1°)
1, =109839¢m’*



Krutost na savijanje:

E=21-10°kN I m® — Youngov modul za konstrukcijski celik

I =109839cm”* = 0,00109839m" —moment inercije specificnog presjeka grede
EI=2,1-10°-1,1-10°°

EI = 2,3-10° kNm?

EI = 230000kNm®

EI = 230000000 Nm®



3. PRORACUN MASE NOSACA

Masa grede racuna se preko volumena i gustoCe materijala od kojeg je konstruirana:

m=p-V
p =7800 kg / m® - gustoéa konstrukcijskog &elika
Volumen grede Cini zbroj volumena pojedinih elemenata karakteristicnog presjeka:

a) | profili (2 komada): V' = 2~(A ~l)

130
b) L profil: V' =4, -1
c) profil pravokutnog presjeka: V' =4 -/

1% :2-(/113 1)+ 4, -1+ 4,1

grede 0 :

V.. =2-(0,00691-4) + (0,000480- 4) + (0,005 - 4)

grede

Vet = 0,0772 m®

Masa grede:

m=p-V
m =7800-0,0772
m =602 kg



4. ANALIZA VIBRACIJA SUSTAVA S JEDNIM STUPNJEM SLOBODE
GIBANJA

Sustav s jednim stupnjem slobode gibanja — sustav kojem se polozaj oscilirajuce

mase moze u svakom trenutku odrediti pomo¢u samo jednog podatka.

iF(t}
Iz

e 12

Sl.4.1 Sustav s jednim stupnjem slobode gibanja

m - masa

c - krutost

n - koeficijent prigusSenja

w- pomak mase iz statiCkog stanja ravnoteze
w- brzina mase

w- ubrzanje mase

Uvjet dinamiCke ravnoteze sustava daje sljedecu diferencijalnu jednadzbu:

m-w+c-w=F;-sinit 4.0



ili u obliku:

F, .
W+ <=2 sin At (4.2)
m m

a) Slobodne vibracije
Nema uzbudne sile (desna strana jednadzbe je jednaka nuli) tako da slijedi:

w+Sow=0 (4.3)

m
Prva prirodna frekvencija glasi:

w=,— (4.4)

Krutost grede c se odredi preko jedini¢ne sile F, masa m je poznata:

m = 602kg

F
c=—

o

3

o= /

192E1
F=1N
[=4m
c= 19123E1 = 192- 23;200000 = 690000000 / m

Uvrstavanjem iznosa krutosti i mase u jednadzbu (4.4) dobije se iznos prirodne

frekvencije:

= ,—690232000 =./1146179,4

w=1070 rad I s

10



b) Prisilne vibracije
Na masu djeluje harmonijska uzbuda F(t)=FgsinAt , pri E¢emu je Fp=100N.

Frekvencija uzbude se odredi prema broju okretaja brodskog vijka, koji svojim radom
inducira silu uzbude, i iznosi:

A=2-n-7
n=120 o/ min
1=2.120-%
60
A=12,5 rad | s

Poznavajuéi frekvenciju uzbude odredi se amplituda vibriranja W:

F,
W:f-a (4.5)

F, =100 N -sila uzbude
¢ =690000000 N / m-krutost grede

a= L - koeficijent dinamicnosti (4.6)

Ja-5%)2 + (288

p :i—omjer frekvencije uzbude i prirodne frekvencije
a

12,5
p= 1070

S =0,0117

& =0-stupanj priguSenja (nema prigusenja)

11



Iznos omjera frekvencija uvrsti se u jednadzbu (4.6):

. 1 1
J(1-0,0117%)? 0,99

a=1

Uvrstavanjem potrebnih veli€ina u jednadzbu (4.5) dobije se iznos amplitude vibriranja:

100

W= 1
690000000
W = 0,000000144 m

12



5. ANALIZA VIBRACIJA FLEKSIJSKOG SUSTAVA S TRI MASE

METODOM UTJECAJNIH KOEFICIJENATA

1LEI
. @ ——
F(t)
1i4 L 114 g 114 | /4
A =1 P

SI1.5.1 Fleksijski sustav s tri mase

Pod fleksijskim sustavom podrazumijevamo sustav masa m; (i=1,n) koji vibrira na
nosacu krutosti El. Analizu vibracija ovakvog sustava najprikladnije je provesti metodom

utjecajnih koeficijenata.

Utjecajni koeficijent aj je definiran kao progib na mjestu i uslijed djelovanja jedinicne sile

na mjestu j.

Utjecajni koeficijenti:

Ay
Ay = U3
Q3 =03

13



Matrica utjecajnih koeficijenata (matrica gipkosti):

Q. Oy Qg
Ay Gy Ay

Ay Az O

T mw T mow m w
li4 _ 4 . _ la
A= | P

oA NN
3
3
s
(1]
IR RN

SI1.5.2 Progibi i sile na nosacu

Pomaci izrazeni preko utjecajnih koeficijenata:

W F-a, QO Qg m - w,
Wy = F -y p—| @y Oy Qg |-y Wy
W F-ay Uy Oy Qg | Mg Wy

14



Uz pretpostavku harmonijskih sila i pomaka:

F |F

w i

W, W,

w; e =W, -sin At
W, AW,

W, ~A*W,

Wy — AW,

dobije se sljedeci sustav jednadzbi:

F-a, =W(1- /12’"10511) - mzﬂ“zalez - msﬂ“zalswvs
F-a, = _mlﬂ“zaZlVVl +W, (- ﬂzmzazz) - mslzast3

F oy =—m A ay W, — my A% Wy + Wy (1= 22 myory, )

koji u matricnom prikazu izgleda:

A-Ama,)  —mAla, —myA’ay, 4 o,
—mAtay (= Amyay,)  —mAlay | AW, =1Fay, (5.1
—m A% ey, —m ey, (L= Amaag) | (W, Fag,

Utjecajni koeficijenti se racunaju prema sljedec¢im jednadzbama:

0>z>a
020 (] -y
a:bzé
w(x):%-%-(§j -[3-4-%} (5.3)

15



S1.5.3 Parametri za proracun uplivnih koeficijenata

z = udaljenost progiba od ukljeStenja A

Proracun utjecajnih koeficijenata (koriste se izrazi (5.2) i (5.3)):

11,0033

a, (F =1N,l=4m,a =1m,b =3m,z =1m), 0, = as,

FP (b (zY [.a (b .a) z
a11=a33=—. — S — . 3__ __|_3_ -
6EI \ '/ / / / l) 1

. e L(ﬁj(&j 31_(;31)1
178 6.230000000 (4 4 4 \4 "4) 4

a,, = a5, =0,0000000006 m / N

22

Ay (F =1N,l =4m,a =2m,b = 2m, z = 2m)

3 2
azzzi-l—- Z].03-4.2
48 EI \'/ [

1 43 2\ 2
oy =——-——-| = | |3-4.2
48 230000000 | 4 4

a,, =0,000000001 m / N

16



13,0031

oy (F =1N,l=4m,a =3m,b=1m,z =1m),a,; = ay,

FP (b (zY [.a (b .a) z
a13=a31=—. — o — . 3__ _+3_ -
6E£1 \ I/ / / / l) 1

. L(Ej(&j 32_(;3%)1
B 7% 6.230000000 | 4 4 4 \4 "4) 4

a,; =, =0,0000000003 m/ N

12,0021,023,0032

o, (F=1N,l=4m,a =2m,b=2m,z =1m),0, = &ty = Ay = s,

FP (bY (zY a (b _a) z
“e =t =0 =% =er\7)\7) 15T )T

B 1. [zjﬁ 32_(z+3z
oA s TR 5.230000000 \ 4 4 4 \4 "4

a, = &y =ty =y, = 0,0000000007 m/ N

Matrica gipkosti (uvrstene vrijednosti utjecajnih koeficijenata):

0,0000000006 0,0000000007 0,0000000003
0,0000000007  0,000000001 0,0000000007
0,0000000003 0,0000000007 0,0000000006

Iznosi masa m4, my, ms:

mgrede = 602kg

m =%=%2=150,5kg

X

m =my,=m, -£=150,5-%=150,5kg

l
. =m .___150,5._I =301lkg
2 x 2 2

j.

1

4

|

17



a) Slobodne vibracije

U tom slu€aju A=w, F=0 te sustav (5.1), koji nam je polazna toCka za raCunanje

prirodnih frekvencija, postaje homogen:

2 2 2
1-o"may)  -myo'ay, M0 g W 0
2 2 2 _
—-mo'a,  (l-o'ma,)  —metay, | W, =10
2 2 2
I s —my0°ay,  (l-o'mag) | (W, 0

Dinamicka matrica:

(1- a)zmlall) —m2w2a12 —m3w2a13
—ma’e,  (l-o’may,)  —mo'ay | = [D]
—mla)zoz31 —m2w2a32 a- w2m3a33)
4
=\,
W,
[D]-{w}=1{0} (5.4)

|z uvjeta netrivijalnosti rieSenja sustava (5.4), det[D]=0, proizlazi frekvencijska

jednadzba (rijeSeno programom MathCad):

-0,225-10%®° +0,2-10 ®*»* - 0,48-10°w’ +1=0

|z pozitivnih rjeSenja ove jednadzbe slijede prirodne frekvencije:

®1=1518 rad/s

®2=4714 rad/s

®3=29456 rad/s

18



Prirodni oblici vibriranja

Uvrstavanjem prirodnih frekvencija o1, 2, o3 u bilo koju od jednadzbi sustava (5.4)

odreduju se omjeri:
LANNEA
W W
koji definiraju prirodne oblike vibriranja fleksijskog sustava:

{¢}1 ! {¢}2 ! {¢}3

Prvi prirodni oblik vibriranja

|z sustava jednadzbi (5.4) izdvoje se dvije jednadzbe:

_ 2 2 2
0=m Q- "may,) —m,o"a,W, —myo a,; W,

_ 2 2 2
0=-ma ayW, +W,(1— 0" mya,) —myo a, W,

i) ()
— l —
te se obje podijele s W4 kako bi bilo moguce dobiti omjer (Wl 4

W, W,
_ 2 2 2 2 3
0=(Q1-0"may,)-mo a, W‘mﬂ) Gy —

1 1

w. W,

_ 2 2 2 2 3
0=-mo°a, +W(l_ O MyQlyy) — My@ Ay ——
1 1

19



Uvrstavanjem odgovarajucih utjecajnih koeficijenata, prve prirodne frekvencije o4i mase

m dobiju se omjeri:

RIS
W

S1.5.4 Prvi prirodni oblik vibriranja

20



Uvrstavanjem druge, odnosno trece prirodne frekvecije dobiju se drugi i tre¢i prirodni

oblik vibriranja na isti nacin kao i prvi prirodni oblik vibriranja:

1
95, =10
-1

S1.5.5 Drugi prirodni oblik vibriranja

S1.5.6 Tredi prirodni oblik vibriranja



b) Prisilne vibracije
Na masu djeluje harmonijska uzbuda F(t)=FgsinAt , pri Eemu je Fp=100N.

Frekvencija uzbude se odredi prema broju okretaja brodskog vijka, koji svojim radom
inducira silu uzbude, i iznosi:

A=2-n-1x
n=1200/min

1=2.120- %
60
A=12,5rad I s

U tom slu€aju se rjieSava nehomogeni sustav jednadzbi (5.1), a rjeSenje su amplitude

vibriranja pojedinih masa u ovisnosti o frekvenciji uzbude i amplitudama uzbudnih sila:

(- Amay,)  -mAlay, —my A’ oty 4 oy,
—mAta, (= A'may,)  —mAlan, (AW, =1 F - ay,
~m A% oty —myAlay, (L= A'mya) | (W, F-ay,

Uvrste se iznosi utjecajnih koeficijenata, masa i frekvencija uzbude te se dobiju

amplitude vibriranja (pomo¢u racunalnog programa MathCad):

0,9998 -0,000033 -0,000007 | W, 0,00000007
-0,0000165  0,9999  -0,0000165 |-< W, ; =<0,0000001
-0,000007 -0,000033 0,9998 w, 0,00000007

W;=7,01-10% m
W,=1,0-107 m

W3=7,01-10% m

22



6. ANALIZA POPRECNIH VIBRACIJA JEDNOLIKE GREDE METODOM
EGZAKTNOG RJESENJA DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

El,m

AN
RN

S1.6.1 Jednolika greda za analizu poprecnih vibracija

Odgovarajuca diferencijalna jednadzba poprec€nih vibracija grede:

dwkx) m , 3
X —Ea)w(x)—O (6.1)

Napomena: vremenski dio funkcije odziva w(x,t) je izostavljen. Desna strana jedadzbe
jednaka je O jer nema raspodijeljenog vanjskog opterecenja na gredu.

Pretpostavljeno rieSenje jednadzbe (6.1) u obliku reda funkcija Krilova glasi:
w(x) =AU, + 4L,U, + AU, + AU, (6.2)

Funkcije Krilova:

U, :%(chﬂxmos £x)
1 .

U, :E(shﬂx+smﬂx)
1

U, zz(chﬂx—cosﬂx)

U, = %(shﬂx _sin x)

23



a) Slobodne vibracije

Nema sile uzbude te konstrukcija vibrira jednom od prirodnih frekvencija o, tako da

veli€ina B poprima oblik:

m_ -
— 4 x n
B, Z
Rubni uvjeti:
1.)x=0—->w=0, (p—@:O
dx
2)x=1->w=0, (pzd—w=0
dx

Izrazi za w(x) i @(x) pomocu funkcija Krilova glase:
Wn (‘x) = AnlUnl + AnZUnZ + An3UnS + An4Un4

dw, (x) _

dx (Dn (x) = ﬂn (AnlUn4 + AnZUnl + An3Un2 + A174Un3)

1. rubni uvjet

Uvrstavanjem vrijednosti x=0 u funkcije Krilova dobije se:

U, =%(chﬂ-0+cosﬂ-0)=l
1 :

U, :E(shﬂ-0+smﬂ-0):0
1

U, :E(chﬂ'O—cosﬂ'O):O

Un4:%(shﬂ-0—sinﬂ-0):0

24



Dobivene vrijednost funkcije Krilova uvrste se u izraze za w(0) i ¢(0) te slijedi:
w,(0)=4,-1+4,-0+4,-0+4,-0=0

A,=0

p,0)=p-(4,0+4,-1+4,-0+4,-00=0

@n(o) :IBn 'AnZ = 0

A

n2

=0

2. rubni uvjet

Dobivene vrijednosti A1=A,=0 uvrste se u izraze za w(l) i ¢(l) te slijedi homogeni sustav
od dvije algebarske jednadzbe koji glasi:

Wn(l)=0+0+An3 'Un3(1)+An4 Un4(l)=0

An3 ’ Un3 (Z) + An4 ’ Un4 (1) = O

P (Z) - 'Bn (0 +0+ AnSUnZ (Z) + An4Un3 (l)) =0

AVI3U712 (l) + An4Un3 (l) = 0

[li u matriGom obliku:

[U]-{4} =0 (6.3)

25



odnosno:

Us) Uu) (450 _

= (6.3a)
Upo() Us)) \4,,(1)

|z uvjeta netrivijalnosi rijeSenja sustava (6.3):
det [U]=0
Uz()-uU,()-U,()=0
%- (chp,l —cos B,1)? —%(shﬂnl +sin ﬂnl)%(shﬂnl —sinpB,1)=0/-4
sin® B,1+cos® B,1—2chp,lcos B,1+ch’ Bl —sh’B,1=0
dobije se frekventna jednadzba
chpl-cospl=1
Korijeni frekventne jednadzbe glase:

2n+1
2

Bl= T
pl=47

Sl =17,85
Sl =110

B, =il——" (6.4)

26



Preko izraza (6.4) odrediti ¢e se prirodne frekvencije:

=L 2 (6.5)

X

w, =1707 rad | s
@, =4761 rad | s
@, =9349 rad | s

Prirodni oblici vibriranja

Polaziste za odredivanja prirodnih oblika vibriranja je jedna od jednadzbi iz sustava
jednadzbi (6.3a):

[Un3<z> UM(z)j,(A,,sjzo
U, () UnS(Z) A,
Uys()-4,,+U,,()-4,=0
45 Uu()

A,  chp, -1-cosp, -l
A,  shB -I-sing -1

Buduci da se za odredivanje forme vibriranja jedna od konstanti moze proizvoljno
odabrati, mozemo pisati:

A, =-2(shp,l—sinp 1)
An4 = 2(Chﬂnl —COs ﬂnl)
tako da za oblik vibriranja savijanja grede nalazimo:

Wn = AnS .Un3 + An4 'Un4
w, =—(shpf,l—sin B 1)-(chp,x—cosf x)+ (chp,[—cosp,l)-(shp,x—sin S x)
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Uvrstavanjem odgovarajucih veli€ina za prvi, drugi i treci prirodni oblik vibriranja dobiju
se slike za sva tri prirodnih oblika vibriranja:

A [

¢ -
SI.6.2 Prvi prirodni oblik vibriranja

’ I

¢ =
S1.6.3 Drugi prirodni oblik vibriranja

~ 5

¢ =

S1.6.4 Tredi prirodni oblik vibriranja



b) Prisilne vibracije

Greda je pobudena na vibriranje harmonijskom silom uzbude F=F(sinAt, gdje je:
Fo=100N, 2=12,5 rad/s

|zraz (6.4) za veliCinu B, prelazi u

2
m_ A

=01
EI

B=2#

|z razloga Sto sila uzbude djeluje na sredini raspona grede, potrebno je razmatrati samo
1/2 grede s tim da ¢e se sila u proracun ukljuciti preko rubnih uvjeta.

Rubni uvjeti glase:

1.)x:0—>w:0,(p=d—W:0
dx

Op¢i izraz za elasticnu liniju w(x), kuta nagiba ¢(x), moment savijanja M(x) i popre¢nu
silu Q(x):

w(x) =AU, + AU, + AU, + 4U,

aw(x
LA — 5) = AU, + A, + AU, + AU

M (x) =—EIB*(AU, + AU, + AU, + A4,U,)

Q(x) =—EIB* (AU, + AU, + AU, + AU,)
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1.rubni uvjet

|zrazi za prvi rubni uvjet identicni su kao i kod slobodnih vibracija te se dobiju identi¢ne

konstante A1 i Az kao i u slobodnim vibracijama:

4,=0
4,=0

2. rubni uvjet

|zraz za poprec¢nu silu na polovini raspona grede:
[ [ [
Q(E):—Elﬁ?(0+O+ASU4(§)+A4U1(§))

—EIﬁZ(A3U4(é)+AM(é))=§ (656)

|zraz za kut nagiba progibne linije na polovini raspona grede:

L oo g Bl
ﬂ(o U, Gj £0-U, (é} AU, Gj AU, (éD ~0 6.7)

|z izraza (6.6) i (6.7) dobije se sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

~EIF (AU, )+ AU ==

2
[ [
A3U2 E +A4U3 E =O

RjeSenje: Az i Ag

(6.8)

30



Uvrstavanjem x=1/2 u funkcije Krilova dobiju se vrijednosti koje glase:

Ul (é) =1

!
U,(<)=0,01
2(5)

U, (é) = 0,00002

U, (é) = 0,00000004

Uvrstavanjem izraCunatih funkcija Krilova u izraz (6.8) dobije se:

4, =0,0000004 m
A4, =-0,0002 m

Poznavajuéi iznose funkcija Krilova na polovini raspona grede te koeficijenata Aq, Az,
As, A4 moguce je odrediti progib u bilo kojoj tocki grede:

w(x) = AU, + A,U, + 4,U, + 4,U,
w(x)=0+0+ 4,U, + 4,U,

w(x) = 0,0000004 - % -(shBx —sin Bx)—0,0002- % -(chBx —cos fix)

w(x) =0, OOOOOOZ(Shﬂx —sin ,Bx) -0, OOOl(ch,Bx —CO0S ﬂx)

S1.6.5 Progibna linija uslijed prisilnih vibracija
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7. ANALIZA POPRECNIH VIBRACIJA JEDNOLIKE GREDE
METODOM KONACNIH ELEMENATA

Prema zadatku gredu je potrebno podijeliti na dva kona¢na elementa:

ot 1
\’ s
Fit) //’
li2 - I2
~1
@© | @ !
1 2 3

SI.7.1 Elementi i Evorovi za proracun MKE

Rubni uvjeti:
1.Cvor-ukljestenje
Progib i kut su jednaki nuli, ali javljaju se reakcijski moment i sila:

w =0, =0
O, M,
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2.¢vor-spoj dva elementa na polovini grede :

Moment je jednak nuli, postoji progib i kut nagiba progibne linije te sila F:

?,
M,=0
w,
szF

3.Cvor-ukljestenje-uvjeti su kao i u prvom ¢voru

w, =0,¢0, =0
Oy, M,

Diferencijalna jednadzba vibriranja prikazana u matricnom obliku:

[D]-{6} ={F}

Matrica krutosti:

6 3 -6 3 156 22/ 54 -13
[ ]:2E1. 3 28 -3 P _pem 221 4% 131 37 D
P |-6 -3 6 -3 420 | 54 13/ 156 -22I '
3 ° -3 28 -131 -3° -221 4P

-matrice krutosti prvog i drugog elementa su jednake:

[0*]=[r"]
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Matrica pomaka:

w, =0
¢ =0
w.
s1=1"
=1,
wy; =0
2

Matrica sila i momenata:

o
M,

KL Kh, K
Ky Ky o Ky
K?l>1 KéZ K§3 + K121
Ky Ki Ka+Ki
0 0 KZ
0 0 K

Ml
Qz =F
M, =0
0,
M3
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IzvrSi se redukcija (prekrize se redci u kojima je pomak jednak nuli, te odgovarajuci
stupci) i dobije se reducirana diferencijalna jednadzba vibracija:

{K?fs +K; Ky, +K122} {Wz} _ {F}
K+ Ky Ky+Ky| 9] (0

a) Slobodne vibracije
Nema sile uzbude te konstrukcija vibrira prirodnom frekvencijom.

Diferencijalna jednadzba slobodnih vibracija prikazana u reduciranom obliku:
o el o) 2
K43 + KZl K44 + KZZ (02

Reducirana dinami¢ka matrica [D] iz (7.2) sa svojim ¢lanovima glasi:

12E7 m

I:K:;’LS +K121:|:2' (ljg —w2m156
2
[k + k2] =2y r g OB _ . M g
1) 420 [Zj 420
2 2
[k + k2] =2 2 ppr e BB . g
/ 420 [Zj 420
2 2

2
vz 2 ()
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. 12E§ _w M 156 —6E£ NP
(Z) 420 ( lj 420
2 2
_GEf+w2~i~2zz+ 6E]2 — w22 2. 4E12
( lj 420 ( 1) 420 (;)
L2 2 2
690000000 — 447 - ° 0 _[D']
0 230000000 — 46 - °

Netrivijalno rjeSenje jednadzbe (7.2) glasi:
det[D]=0,

odatle se dobije frekvencijska jednadzba:

[(690000000 ~ 447 »*)- (230000000 - 46 - ©’ )} —0=0
1,6-10" —317-10°w? —1-10" »? + 205620" =0

1,6-10" —13,17-10"° @* + 205620 =0

RjeSenje jednadzbe (7.3) su prirodne frekvencije:

@, =1276 rad | s
@, =2185 rad | s

(7.3)
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b) Prisilne vibracije

Greda je pobudena na vibriranje harmonijskom silom uzbude F=Fqsinit, gdje je:
Fo=100N, A=12,5 rad/s

Sila uzbude djeluje u ¢voru 2 te iznosi:
Q2=Fo=100 N

Diferencijalna jednadzba prisilnih vibracija prikazana u reduciranom obliku:
Ky +K) Ky +K5 | [w| [F
Kis+ Ky Ku+Ky| (o) |0

U reduciranu dinami¢ku matricu se uvrste odgovarajuci izrazi prema (7.1) te poznata
frekvencija uzbude i krutost na savijanje te se dobije izraz:

I:Kel,z +K121]W2 +[K?l>4 +K122:|'¢’2 =F
I:Ki3 +K221]'W2 +[Ki4 +K222]‘(P2 =0

Poznat je iznos sile F, krutost na savijanje El, masa m i duljina | te se odredi iznos
amplitude vibriranja u ¢voru 2:

(690000000 - 447 -12,5?) - w; +0- , =100
100 100

"= 690000000 — 447-12,52 689930156
w, =0,000000144 m

0-w, +230000000-46-1° -, =0

koja iznosi:
¢2=0 rad/s

wz =-0,000000144 m
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8. PRORACUN OSNOVNE PRIRODNE FREKVENCIJE METODOM
RAYLEIGHEVOG KVOCIJENTA

a) Fleksijski sustav s tri stupnja slobode gibanja

U slu€aju kad se razmatraju vibracije fleksijskog sustava tri diskretizirane mase
pomocu metode utjecajnih koeficijenata (vidjeti proracun (5)), tada izrazi za najvecu
potencijalnu i kinetiCku energiju glase:

(E,) = %mzzm,wf

1
(Bt ) = EC"A Zszz ijWjaii
i J
tako da Rayleighev kvocijent poprima oblik

S

— i
2
2 mW: Y mWa,
i j

2
[

(8.0

gdje je o osnovna prirodna frekvencija, a W pretpostavljeni oblik vibriranja.

Mase iznose:

m+1=150,5 kg

m»=301,0 kg

m3=150,5 kg
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Oblik vibriranja se pretpostavlja u obliku statiCke elasti¢ne linije uslijed djelovanja tezine

zadanih masa:

mlg J/m?g
LEI

$m$g

w w2

114 114 114

w3

*
Y

S1.8.1 StatiCka elasti¢na linija

Qy O Qp mg W
Uy Op Qo |8 =W,
Ay Oy Oy m;g W

W =mgay, +m, g, + Mg,
W, =mg0y + Mg, + M3 80,y

Wy =M gy + My 80s, + My 8y

Utjecajni koeficijenti:

0,0000000006 0,0000000007
0,0000000007  0,000000001
0,0000000003 0,0000000007

0,0000000003
0,0000000007
0,0000000006
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Progibi statiCke elasti¢ne linije:
w1=0,000004 m
w>=0,000005 m
w3=0,000004 m

Uvrstavanjem svih potrebnih veli€ina u izraz (8.1) slijedi:

e m +m Wy +m )
mW, (mW,a,, +mW,c, +mWyon, ) +m,W, (mW,ce, +m Wy, +mWao, )+ mW, (mWon, +mW,o, +mW, - o)

IzraCuna se osnovna prirodna frekvencija:

®»=1506 rad/s
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b) Sustav s raspodijeljenom masom i krutosti

Za odredivanje najvece kinetiCke i potencijalne energije sustava s raspodijeljenm
masom i krutosti porebno je poznavati osnovni oblik vibriranja. Ukoliko se osnovni oblik
vibriranja pretpostavi na korektan nacin, tada se za takav sustav moze pomocu
Rayleighevog kvocijenta pouzdano procijeniti osnovna prirodna frekvencija. Rayeighev

kvocijent za takve sustave glasi:

E
o’ = EE‘Q ;max (8.2)

Clanovi kvocijenta (8.2) glase:

_il d*w(x) ’
(E,) = 2!151( — J dx

X

x 1em
E) ==[=w?(x)d
(E0) lew(xn

Pretpostavljeni osnovni oblik vibriranja:

F, P x Y O
W<">=zﬁ(7} 'H?ﬂ

Uvrstavanjem svih potrebnih veli€ina, pomocu programa Math Cad se dobije osnovna
prirodna frekvencija koja iznosi:

w=1735 rad/s
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ZAKLJUCAK

Promatrani dio konstrukcije zanimljiv je jer na jednostavan na€in omogucuje analizu
vibracija studentima, neiskusnim u rjeSavanju zahtjevnijih problema i oblika konstrukcije.
Zadatak je rijeSen nizom metoda koje ne daju precizna rieSenja, no mogu posluziti pri
preliminarnom promatranju problema ili kao provjera to¢nosti nekog drugog rjeSenja.

Tablica 1 Prikaz prve prirodne frekvencije i amplitude vibriranja za sve metode

oi[rad/s]| w[m]
SUSTAV S JEDNIM STUPNJEM SLOBODE GIBANJA 1070 1,4:107
FLEKSIJSKI SUSTAV S TRI MASE 1518 1-10”
JEDNOLIKA GREDA ANALIZIRANA EGZAKTNIM RJIESENJEM DIF. JEDN. 1707 4'10”
JEDNOLIKA GREDA ANALIZIRANA METODOM KONACNIH ELEMENATA 1276 1,4'107

Q) 1506
RAYLEIGHEV KVOCHENT b) 1735

|z navedenih podataka vidi se da postoji raspon prirodnih frekvencija od 1070 rad/s do

1707 rad/s koji je uvjetovan pretpostavljenom raspodjelom mase i krutosti grede.
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Sustav s jednim stupnjem slobode gibanja zasigurno daje najneto¢nije rieSenje iz
razloga Sto su masa i krutost grede koncentrirani na polovini raspona duljine grede, dok
se kod metode analiza poprecnih vibracija egzaktnim rijeSenjem diferencijalne
jednadzbe dobije najtocnije rjeSenje zbog jednoliko raspodijelene mase i krutosti duz
cijele duljine.

Metoda konacnih elemenata i metoda analize fleksijskog sustava s tri mase utjecajnim
koeficijentima daju priblizna rjeSenja zbog malog broja kona¢nih elemenata (dva),
odnosno malog broja masa fleksijskog sustava. Za toc€nije rieSenje ovim metodama
potrebno je u proracun ukljuciti veci broj konacnih elemenata odnosno veci broj masa
fleksijskog sustava Sto bi otezalo "ru¢ni" proracun. Naravno, upotrebom ra¢unalnih
programa taj prora¢un se uvelike ubrzava i olak$ava.

Rezultati proracuna amplituda prisilnih vibracija ne daju zanimljv prikaz iz razloga $to je
prirodna frekvencija grede mnogo veca od frekvencije uzbude uslijed rada brodskog
vijka te ne predstavljaju problem kojeg treba razmatrati. Prikazani rezultati dati su radi
pregleda i kontrole razli€itim metodama.
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