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SAZETAK

U ovom radu opisana je kinematicka rekonstrukcija rotacije satelita, koja je prove-
dena na realnom RAX-1 nanosatelitu. Na pocetku rada opisano je gibanje krutog
tijela, koje se moze prikazati u matricnom obliku pomoéu SE(3) grupe. Zatim je
predstavljena SO(3) grupa, koja predstavlja rotaciju krutog tijela. Buduéi da pa-
rametrizacija pomocu SO(3) grupe zahtijeva upotrebu devet parametara, od kojih
su samo tri nezavisna, prikazana je parametrizacija rotacije pomoc¢u Eulerovih ku-
teva. Pojava singulariteta prilikom opisivanja rotacija u 3D prostoru pomocu tri
parametra (poput Eulerovih kuteva), vodi do potrebe za uvodenjem kvaterniona,
kod kojih to nije slucaj. Ogranicavanjem kvaterniona na jedini¢nu duljinu, dolazi
se do jedinicnog kvaterniona, koji se moze sastojati od Eulerovih parametara. U
nastavku su prikazane dvije standardne formulacije za numericku integraciju na
kvaternionima, te nova metoda, kojom se implicitno zadovoljava jedinicna norma
kvaterniona, te ju nije potrebno uvoditi kao dodatnu algebarsku jednadzbu, ¢ime bi
se trebao ubrzati proces numericke integracije. Na kraju je prikazan primjer kine-
maticke rekonstrukcije realnog RAX-1 satelita, kod koje se usporeduju dvije metode
integracije - nova metoda i metoda kod koje se eksplicitno zadovoljava jedini¢na

norma kvaterniona.

Kljucne rijeci: kruto tijelo, rotacija u 3D prostoru, SO(3) grupa, jedinicni kva-

ternioni, numericka integracija

Fakultet strojarstva i brodogradnje v



Michael Ban Diplomski rad

SUMMARY

In this thesis, kinematic reconstruction of satelite rotational motion is described,
which is implemented to real RAX-1 nanosatellite. In the begining, rigid body
motion is written in matrix form and described in terms of SE(3) group. After that,
SO(3) group is described, which represents rotational motion of rigid body. Since
parameterization using SO(3) group uses nine parameters, only three of which are
independent, parametrization in terms of Euler angles is showed. The fact that
singularities appear when three-parameter parametrization is used to describe 3D
rotational motion (e.g. Euler angles), there is a need to introduce quaternions,
which are singularity-free. Constraining the quaternion to unit norm, we get unit
quaternion, which can also include Euler parameters. Furthermore, two standard
methods for numerical integration on quaternions are introduced, along with new
method, in which unit norm of quaternion is implicitly satisfied and therefore there is
no need to introduce additional algebraic equation, which should lead to increased
efficiency in numerical integration. At the end, kinematic reconstruction of real
RAX-1 nanosatellite is made, during which two integration methods are compared

- new method and method in which unit norm of quaternion is explicitly satisified.

Keywords: rigid body, 3D rotational motion, SO(3) group, unit quaternion, nu-

merical integration
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1 UVOD

Kruto tijelo karakterizira jednaka udaljenost izmedu dvije tocke krutog tijela, bez
obzira na sile koje djeluju na njega. Gibanje krutog tijela sastoji se od transla-
cije i rotacije. Translacija krutog tijela odreduje se pra¢enjem jedne njegove tocke,
dok se rotacija tijela odreduje postavljanjem koordinatnog sustava u tocku koju
promatramo kod odredivanja njegove translacije (gdje tocka postaje ishodiste ko-
ordinatnog sustava), te promatranjem orijentacije koordinatnog sustava u novom
polozaju. Kod opisivanja gibanja krutog tijela, koristit ¢e se matri¢ni prikaz, koji
pripada odredenoj grupi. Stoga, porebno je definirati grupu.

Prema [I], skup G je grupa, uz binarnu operaciju o definiranu na elementima skupa

G, ukoliko zadovoljava sljedece aksiome:
1. Zatvorenost: Ako su g, 1 go € G, onda vrijedi g; 0 g3 € G.

2. Jediniéni element: Postoji jedinicni element e tako da vrijedi goe =eog = g,

za svaki g € G.

3. Inverzni element: Za svaki g € G postoji jedinstveni inverzni element g~* € G,

tako da vrijedi gog ! =g log=c.

4.  Asocijativnost: Ako su g1, g2, g3 € G, onda vrijedi (g1 0 g2) 0 g3 = g1 0 (g2 093).

1.1 Matri¢ni prikaz gibanja krutog tijela

Odnos polozaja i orijentacije jednog koordinatnog sustava u odnosu prema dru-
gome, definiraju homogene transformacije. Matrice homogenih transformacija su
kvadratne, dimenzije 4 x 4, i zbog svojih karakteristicnih svojstava nazivaju se
homogenima. Vrsta koordinatnog sustava, koji se ovdje koristi je pravokutni, desno-
kretni, kartezijev koordinatni sustav. Matrica homogenih transformacija ima sljedeci
izgled:

ly Jz

ki dy
T — Yy jy k:y dy ] (1)
iy J» k. d.
0O 0 0 1
U matrici , prva tri stupca predstavljaju projekcije jedini¢nih vektora (ortova) defi-
niranog koordinatnog sustava u odnosu na nepokretni (pocetni) koordinatni sustav,

dok posljednji stupac daje koordinate ishodista definiranog koordinatnog sustava u

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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odnosu prema nepokretnom. Drugim rije¢ima, prva tri vektora odreduju orijenta-
ciju, a posljednji daje polozaj izmedu koordinatnih sustava. Posljednji redak matrice
homogenih transformacija ima uvijek jednak izgled: vektorima orijentacije u pos-
ljednjem se retku dodaje element 0, dok se vektoru polozaja dodaje element 1. Time
matrica postaje kvadratna, sto je ¢ini pogodnom za daljnji rad. Prema jednadzbi [T}

(pocetni) nepokretni koordinatni sustav definiran je kao:

1000
0100

T= (2)
0010
0001

Zbog uvodenja desnokretnog, pravokutnog, kartezijskog koordinatnog sustava, prva

tri vektora matrice transformacije, moraju ispunjavati sljedece uvjete:
i = 1jl = k| =1
i=jxk (3)
i-j=j-k=k-i=0

Zbog svojstava matrice homogenih transformacija navedenih u izrazima [1] i [3] pos-

tupak invertiranja matrice transformacija moze se pojednostaviti i zapisati u obliku:

by by ty —d-i
ke k, k. —d-k
0 0 O 1

U izrazu ] d predstavlja vektor polozaja u pomi¢nom koordinatnom sustavu i iznosi
d=(z,y,2,1) [2.

Skup svih transformacija na krutom tijelu (translacija i rotacija) u prostoru R3,
oznacenih sa T, tako da vrijedi, za svaki a € R?, T(a) = Ra+d za R € SO(3)
(SO(3) je grupa koja ¢e biti objasnjena kasnije) i d € R?, tvore specijalnu Euklid-
sku grupu SE(3). Svaki element SE(3) grupe mozemo zapisati kao 4 x 4 matricu
homogenih transformacija u obliku izvedenom iz izraza [I}

T= (5)

R d
0 1|

SE(3) ¢ R je grupa zatvorena s operacijom umnoska matrica, s jediniénom

matricom I*** kao jedini¢nim elementom jer zadovoljava aksiome:

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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1. AkosuT;iTy e SE(3), onda vrijedi T, Ty € SE(3).

I4><4

2. Jediniéna matrica je jedinicni element (prikazan izrazom .

3. Za svaki element T € SE(3), postoji inverzni element, T~' € SE(3), tako da
vrijedi TT™! = 14,

4. Asocijativnost SE(3) grupe proizlazi iz asocijativnosti umnoska matrica, tj. za

Tl,TQ,T;J, € SE(?)),’U’/‘lj@dl(Tng)Tg = Tl(Tng) [3]

1.2 Matric¢ni prikaz rotacije

Po uzoru na izraz |1} rotacija se matricno moze prikazati kao:

ly  Ju kg 11 T2 T13
R = vy Jy k’y = [7T21 T22 T23| (6)
i, J. ks 731 T32 733

gdje svaki stupac matrice rotacije R, predstavlja projekciju jedini¢nog vektora defi-
niranog koordinatnog sustava u odnosu na nepokretni (pocetni) koordinatni sustav.
Prema [4], rotacija je proces, a orijentacija je stanje objekta. Nakon cjelovitog
okreta, pocCetna i zavrsna orijentacija su jednake, dok pirueta kao proces rotacije
nije jednaka kao i stanje ’bez gibanja’. Kako bi se proveli izracuni vezani uz rota-
ciju, one se moraju predstaviti brojevima. Rotacija se moze odrediti koristenjem
koordinata nekih vektora vezanih za objekt. Neka su koordinate odredene u koordi-
natnom sustavu s ishodistem u centru rotacije. Broj vektora povezan je s dimenzijom
objekta. Za p-dimenzionalan objekt dovoljno je odabrati p linearno nezavisnih vek-
tora. Ako je prostor N-dimenzionalan, rotacija se moze prikazati kao px N matrica R
sa odabranim vektorima kao redovima te matrice. Bez gubitka na opcéenitosti, pret-
postavlja se da su vektori jedini¢ne duljine i medusobno ortogonalni i koordinatni

sustav je Kartezijski. Stoga, matrica R zadovoljava uvjet [7}
RR"=R'R =1, (7)

gdje je I jedini¢na matrica. U posebnom sluc¢aju kada je dimenzija objekta jednaka
dimenziji prostora (N=p) matrice su kvadratne i sa zadovoljenim uvjetom , nazivaju

se ortogonalnim. Ortogonalne matrice su invertibilne jer vrijedi sljedece:

det(R)? = det(R"R) = det(I) = 1. (8)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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Zainverz R™! od R vrijedi R™' = R”. Radi toga, osim RR? =1 vrijedii R'TR = 1.
Matrice rotacije, dimenzije 3 x 3, koje osim uvjeta [7] zadovoljavaju i uvjet det = +1,
pripadaju Lievoj grupi specijalnih ortogonalnih matrica SO(3). Skup svih ortogo-
nalnih matrica dimenzije 3 x 3 s determinantom iznosa +1 oznacava se sa SO(3), a

prostor matrice rotacije moze se definirati kao:
SO(3) = {R e R*}RR” =1,detR = +1} (9)

Prema [I], SO(3) € R**?® je grupa zatvorena s operacijom umnoSka matrica, s

jedinicnom matricom I kao jedini¢nim elementom jer zadovoljava sljedec¢e aksiome:

1. Ako su Ry, Ry € SO(3), onda vrijedi R1Ry € SO(3) jer je
R R;(RiR,)" = RiR,RIRT =R\ RT =1
d@t(Rle) = d@t(Rl)d€t(R2) =41

2. Jedini¢na matrica I je jedini¢ni element

3. Iz definicije ortogonalne matrice (7)) slijedi da je matrica R € SO(3) inverz
matrice R € SO(3)

4. Asocijativnost SO(3) grupe proizlazi iz asocijativnosti umnoska matrica:
zZa Rl,RQ,Rg c 80(3) Vrijedi (Rle)Rg = Rl(RQRg).

Specijalna ortogonalna matrica moze se izraziti u obliku beskona¢nog reda analogno
ekspanziji eksponencijalne funkcije. Svaka specijalna ortogonalna matrica (SO(3)

grupa), moze biti prikazana u obliku:

R = exp(X) (10)
gdje je X kososimetri¢na matrica. U izrazu [11] prikazana je grupa kososimetriénih

matrica so(3).
so(n) = {S € R™"|ST = -8} (11)

Buduci da su kososimetri¢cne matrice zatvorene pod zbrajanjem i mnozenjem brojeva
(tj. za kososimetri¢ne matrice X, Y i realni o, matrica aX+Y je kososimetri¢na),
one tvore vektorski prostor. Za 3x3 matrice, dimenzija prostora je 3, tj. jednaka
dimenziji grupe. Jednostavno se moze zakljuciti da umnozak antisimetri¢nih matrica

ne pripada tom prostoru, ali komutator prema jednadzbi (12| pripada.

(X, Y] = XY -YX (12)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4
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Vektorski prostor opremljen s dodatnom operacijom komutatora zadovoljava uvjete
prave Lieve algebre. Eksponencijalno mapiranje nosi vektore tangentne grupi SO(3)
u I do elemenata od SO(3). Opéenito, blizu identiteta, struktura Lievih grupa

odredena je strukturom njezine Lieve algebre (tangentnog prostora u identitetu).

so(n)
S0(n)
log
0+ . Iy log defined
exp here
M_(R)

Slika 1: Shematski prikaz preslikavanja iz so(3) u SO(3) [5]

Kako bi se izbjegao racun s devet rotacijskih parametara, od kojih su samo 3 neo-
visna, a ostali su povezani uvjetima ortogonalnosti vektora, najcesée su se kao rota-
cijski parametri koristili Eulerovi kutevi, koji ¢e biti prikazani kasnije. Prije opisa
Eulerovih kuteva, prikazat ¢e se kako se rotacija prikazuje preko eksponencijalnih

koordinata.

1.3 Opis rotacije pomoc¢u eksponencijalnih koordinata

Promatranjem rotacije krutog tijela jedinicnom kutnom brzinom oko zadane osi u,

brzina toc¢ke QQ moze se zapisati kao [1], [6]:

Q = ux Q(t) = uQ(t). (13)

Integracijom diferencijalne jednadzbe [13| dobiva se izraz:

Q(t) = e™Q(0), (14)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 5]



Michael Ban Diplomski rad

u kojem Q(0) predstavlja polozaj tocke Q u pocetnom trenutku, a e predstavlja
eksponencijalnu funkciju matrice, koja se ra¢una razvojem u Taylorov red:
-\ 2 =\ 3
. - ut ut
d“:I+ut+L—24~Ll + . (15)
2! 3!
gdje je u jedini¢ni vektor, |[u||=1, dok je i € R3**® kososimetri¢na matrica za koju
vrijedi:
~T _ ~
u = -—-u (16)
U izrazu [I1] prikazan je skup kososimetri¢nih matrica, koji je takoder i grupa.
Rotacija oko osi, koja je opisana jedini¢nim vektorom u za t vremenskih jedinica,
moze se zapisati kao rotacija oko osi u za ||u|| vremenskih jedinica, pa se izraz
zapisuje kao:

eacp(fl):eﬁ::[—i—ﬂl—l—E + = 4. (17)

Kako bi se izraz [17] preuredio u izraz koji je pogodan za racunalnu implementaciju,

moze se pokazati da vrijede sljedeéi izrazi:

0 —Us U9 0 —Uus (%)
ﬁ2 = Us 0 —Uq Us 0 —Up | =
—Uy Uy 0 —Uy Uy 0
—U% — u% U1U2 uius ]
= U s —u? —ul Ugls = (18)
U U3 uguz  —u? — ul
u? uguy  ugug [lul[> 0O 0
= lwuy w2 wus| — | 0 |u|? 0 | =uu" —|jullT,
uiug upuz  uj 0 0 lulf
o = at® = auu’ — al|u/]’I = —|ju|l*& (19)

Na slican na¢in mogu se izvesti vise potencije matrice u. Ubacivanjem izraza [1§]i

u izraz [17] dobije se sljedeéi izraz:

S 1 1 e[S 1 P

P = o1~ 3l 41 51 6! T

_ [lufl*  [a[* L o

=I+(I- TR +mm+«§— o ol + .00 =
[ful®  [[a]]® u ull®  fal* (] u?

—1 - - -
=S+ S T S T T T e T e

_ [[ufl® [[af]® u [l |l [[uf]® iy

=14 (JJul| - TR +man+uf41— TR TR +"»HMV
(20)
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Iz izraza koristenjem Taylorovog razvoja za trigonometrijske funkcije, dobiva se
konacni izraz:

. u i
exp(u) =1+ wsm(lwll) +W(1 — cos(|[ul])). (21)

Svaka matrica rotacije moze se prikazati pomocu izraza 21 sto je dokazano u [I].
To je moguce jer se prema Eulerovom rotacijskom teoremu, svaka rotacija u trodi-
menzionalnom prostoru moze prikazati kao rotacija oko fiksne osi za odredeni kut.

U ovom slucaju to je rotacija oko osi opisane jedini¢nim vektorom u za kut ||ul|.

1.4 Eulerovi kutevi

Prema [7], Eulerovi kutevi su najces¢i parametri koji opisuju kutnu orijentaciju tijela
u prostoru. Kutna orijentacija zadanog koordinatnog sustava vezanog za tijelo &-n-C
moze se prikazati kao rezultat triju uzastopnih rotacija. Tri kuta rotacije koji od-
govaraju tim trima uzastopnim rotacijama nazivaju se Eulerovim kutevima. Slijed
rotacija, koji se koristi za odredivanje konacne orijentacije koordinatnog sustava je u
velikoj mjeri proizvoljan. Moguce je odabrati jednu od dvanaest kombinacija u des-
nokretnom koordinatnom sustavu. Eulerovi kutevi, opisani u ovom radu, predstavit
¢e se preko tzv. x-konvencije, koja se najc¢esée koristi u opisivanju kutne orijentacije
u orbiti.

Eulerovi kutevi predstavljaju skup triju koordinata, bez jednadzbi kinematickih
ogranicenja. Slijed rotacija koje se koriste u x-konvenciji pocinje rotacijom pocetnog
sustava sastavljenog od xyz osi, oko z-osi za kut 1) u smjeru suprotnom od kazaljke
na satu, $to je prikazano na slici 2] Rezultirajuéi koordinatni sustav oznacen je
kao £"-n"-¢". U idué¢em koraku koordinatni sustav £”-n"-(" zakrece se oko osi £ u
smjeru suprotnom od kazaljke na satu, za kut 6, kako bi se doslo do koordinatnog
sustava &’-n’-¢’. Na kraju, koordinatni sustav &’-n'-(’ zakreée se u smjeru suprotnom
od kazaljke na satu oko osi (' za kut o, kako bi dobili zeljeni koordinatni sustav
&-n-C. Kutevi ¢, 0 i o, koji su Eulerovi kutevi, potpuno odreduju orijentaciju ko-
ordinatnog sustava &-n-¢ u odnosu na koordinatni sustav x-y-z i zbog toga se mogu
koristiti kao skup od tri nezavisne koordinate.

Elementi rotacijske matrice, mogu se dobiti kao trostruki umnozak matrica, koje
odreduju svaku rotaciju posebno, i koje su prikazane jednadzbama 22] [23]i

cp —sy 0
D= st cv 0 (22)
0 0 1
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g-,' g z' gll

g8 ¢

Slika 2: Rotacije koje definiraju Eulerove kuteve [7]

1 0 0
C=10 c# —sb (23)
0 s ch

U prethodnim jednadzbama vrijedi c=cos i s=sin. Stoga, iz R=DCB slijedi:

cp —syp 0|1 0 O co —so 0
R=|sy e 0| |0 0 —s0| |co co 0| =

0 0 1110 s b 0O 0 1
(25)
cp —siych  sish co —so 0

s cped  —cypst| |so co 0],
0 s6 ct 0 0 1
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iz ¢ega se dobiva konacni izraz za matricu rotacije izrazenu preko Eulerovih kuteva:

cpco — sypchso  —cipso — sypcheo  syst
R = |sico + cpchso  —sipso + cipclco  —cipsl | . (26)

slso sOco ch

Buduéi da je matrica R u jednadzbi izvedena kao umnozak triju uzastopnih
rotacija, moze se zakljuciti da je ortogonalna, tj. vrijedi R” = R™'. Prednost
koristenja triju nezavisnih rotacijskih koordinata u vidu Eulerovih kuteva, umjesto
devet zavisnih kosinusa smjerova, ponistava se zbog ¢injenice da su elementi matrice
R, izrazene preko Eulerovih kuteva, komplicirane trigonometrijske funkcije. Osim
toga, javljaju se jos neki problemi vezani za koristenje Eulerovih kuteva za parame-
trizaciju rotacije, a to je slucaj kada je kut #=nmw, n=0,£+1, +2,..., osi prve i trete
rotacije se podudaraju, pa se kut ¥ i ¢ ne mogu razlikovati. Takav slucaj nastaje

kada uvrstimo kut #=0 u R, ¢ime se dobiva:

cpco — sso —cpso — sipea 0
R = |s¢co + cpso —sipso+ cpeo 0] . (27)
0 0 1

Uz uporabu trigonometrijskih identiteta prikazanih u izrazu [28] i uz uvodenje nove

varijable & = ¢ + o, dobiva se izraz [29]

sin(a £ B) = sinacosf £+ cosasinf

(28)
cos(a + ) = cosacosf F sinasinf
caw —sa 0
R=|sa —ca 0. (29)

0 0 1

U slucaju da je potrebno izracunati Eulerove kuteve koji odgovaraju poznatoj]

matrici rotacije, iz jednadzbe [26| mogu se izvesti sljededi izrazi:

cosl = r33
—Ta3
oS = —
sind
32
COS0 = —
sind (30)
sinf = £vV'1 — cos20
. 13
sy = —
sinf
. 31
sino = ——.
sinb
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Slika 3: Eulerovi kutevi u slucaju § = nw(n =0,+1,42,...) [7]

U izrazima moze se primjetiti da numericki problemi nastaju za iznose kuta
0 koji su blizu kriticnim vrijednostima nw, n = 0,+1,£2,... . Upravo zbog tih
problema kod parametrizacije rotacije Eulerovim kutevima, kod koje nastaju sin-
gulariteti, poceli su se koristiti kvaternioni. U nastavku slijedi opis kvaterniona i

njihove algebre.

1.5 Kvaternioni

Prema [§], za vrijeme dok su kompleksni brojevi 2. reda u obliku a + b postajali sve
prihvaceniji, neki matematicari toga vremena trazili su ostale matematicke sustave
preko hiper-kompleksnih brojeva, reda 3,4,...,n. 1843. nakon godina trazenja, u zelji
da stvori takav sustav, iznenadna navala matematickog prosvjetljenja obuzela je
Wiliama Rowana Hamiltona. Povijest kaze da je Setao sa svojom Zenom i, navodno,
urezao danas poznate jednadzbe u kameni zid mosta, u Dublinu, preko kojega je
hodao:

i’ =i =k*=ijk=—1 (31)
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Iz jednadzbi [31] jasno je sljedece:
ijj=ixj=k=—jxi=-ji
jk=jxk=i=-kxj=—Kj (32)
ki=kxi=j=-ixk=-ik
Cijela algebra na kvaternionima potjece iz jednadzbi [32] npr. umnozak dva kvater-

niona q i q, gdje se izraz [33] moze reducirati u izraz [34]

s=80+s=s5g+1is; + jsa + ks3
. . (33)
q=qo+49=qo+iq +jg + kg3
$0q=500p —S-q-+Seq+qos+s xXq (34)

Vektori u trodimenzionalnom prostoru pisu se kao skupovi tri realna broja (skalara),

tako da se ortonormalna baza piSe kao:
i=(1,0,0) j=1(0,1,0) k =(0,0,1) (35)

Kvaternion, kako i samo ime daje naslutiti, je skup 4 broja, tj. definira element u

R*. U ovom slu¢aju kvaternion se zapisuje kao:

q= (g0, q1, 9, q3) (36)

gdje su qo, q1, g2 1 g3 jednostavno realni brojevi ili skalari.
Kao alternativni prikaz kvaterniona, definira se skalarni dio, kao neki realni broj ¢,

i s njime povezan vektorski dio q, uobi¢ajeni vektor u R3, koji se prikazuje kao:
q = iq1 + jg2 + kgs. (37)

U izrazu[37, i, j i k su standardna ortonormalna baza u R?. U tom slucaju definiramo

kvaternion kao sumu prikazanu u jednadzbi [38]

q=qo+q=qo+iq +jg + kg (38)

Zakljucno s time, gy se naziva skalarnim dijelom kvaterniona, dok se q naziva vek-
torskim dijelom kvaterniona. Skalari qg, q1,q2 1 g3 nazivaju se komponentama kva-
terniona.

Kompleksno konjugirani par kvaterniona prikazanog u jednadzbi 38| prikazuje se kao:

¢ =q —9=q—iq1 — jg — kg3 (39)
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Upotrebom jednadzbi [38 i [39] moze se pokazati da vrijedi izraz:
(s0q)"=q"os". (40)
Raspisivanjem izraza (sq)* slijedi:

(s0q)" = [(so+is1+ js2 + kss)(qo +iq1 + jgo + kas)]" =

= [s0qo + 1501 + 750Gz + kSoqs + i51q0 + i°s1q1 + ij51qa + +iks1qs+
+jsaqo + Jisoqr + j7s2q2 + jksaqs + kssqo + kissqu 4 kjssqa + kP s3qs]” =
= [S0q0 + S0q1 + JSoq2 + ksoqs + is1q0 — s1¢1 + kS1q2 — 75193 + JS2g0—

(41)
—ksoqn — S2q2 + 152q3 + ks3qo + jS3qn — 1S3g2 — S3q3]" =
Q1 S1 S243 — $342
[s0g0 + S0 | @2 | + a0 | 52| — (s1q1 + S2g2 + s3q3) + |s3q1 — s1g3|]™-
q3 S3 8142 — Saq1
Iz jednadzbe 1] konacno slijedi:
ql 51 8342 — S243
(50q)" =50g0 — S0 [q2| — qo |s2| — (5101 + S2g2 + 5303) + | 5193 — S3q1 (42)
q3 53 S201 — S142
Raspisivanjem izraza ¢*s* slijedi:
¢ os" = (qo—iq1 — jg2 — kq3)(so —is1 — jso — ks3) =
= S0qo — 1G0S1 — jqoSa — kqoss — iqiso + i>qu81 + ijqu8e + ikqis3—
—j@s0 + Jiqas1 + j2qasa + jkqess — kqsso + kigss1 + kjqzsa + kPqzsz = (43)
= 50G0 — 19051 — JqoS2 — kqoss — iqiso — qi51 + kq152 — jqi 83—
—Jq250 — k@251 — G252 + igas3 — kq3so + jq3s1 — 1352 — 353.
Iz jednadzbe [43] konacno slijedi:
q1 S1 253 — (352
q 08" =5000— S0 |q2| — Qo [s2]| — (@151 + @252+ q353) + |qzs1 — qusz| - (44)
q3 53 d152 — Q251

Usporedbom dobivenih rezultata iz izraza [42] i [44] dokazuje se da vrijedi izraz [40

Moze se dokazati da za kvaternione vrijedi i sljede¢a jednadzba:

(s*0q)" =q"os. (45)
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Raspisivanjem izraza (s*q)* dobiva se:

(s*0q)" = [(so —is1 — jsa — ks3)(qo + iq1 + jgo + kqs3)]"
[s0G0 + iS0q1 + jS0q2 + ksoqs — is1q0 — i2s1q1 — ijs1qa — ikS1q3 — jSaqo—
—J1S2q1 — j2S2Q2 - jk82Q3 — kss3qo — kiszq1 — k?]83Q2 - k283Q3]* =
= [s0qo + 1S0q1 + jS0q2 + kSoqs — iS1q0 + S1q1 — kS1G2 + 7S1q3 — jS2qo+ (46)
+ksaqr + s2q2 — 152q3 — ks3qo — jssqu + i53G2 + s3q3]" =
q1 S1 S§3@2 — S243
[S0g0 + s1q1 + S2q2 + 53q3 + S0 [ g2 | — Qo |s2| + | 5143 — s3qu | ]

a3 53 S241 — S142
Iz izraza [46] konaéno se dobiva izraz:
q1 S1 S243 — S3(2

(s"0q)" = s0q0 + S1q1 + S22 + 533 — S0 [q2| +qo | s2| + |s3qu — s1qz| - (47)

q3 53 S1G2 — S2q1

Raspisivanjem izraza ¢*s dobiva se:

q"os=(q —iqu — jq2 — kq3)(s0 +is1 + jsa + ks3) =

= qoso + iqos1 + Jqos2 + kqoss — iq1so — i*q1s1 — ijqusy — ikqiss — jgaso—
—jiges1 — j qass — jkqass — kqsso — kigss1 — kjqssa — k*qsss =

= qoSo + 1qos1 + Jqos2 + kqoss — iqiSo + 151 — kq1S2 + jq1S3 — jq250 + kqas1+

+q282 — iq253 — kq3So — jq3s1 + 1q3S2 + q353.

(48)
Iz izraza [48] dobiva se konaé¢ni izraz:
q1 S1 352 — G253
¢ os=qoSo+ @151+ @252 + G353 — So |qa| +qo |s2| + |qis3 — qzs1] - (49)
q3 S3 G251 — G152
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Usporedbom izraza [47] i [49) dokazuje se jednadzba [45]
Ukoliko se kvaternion pomnozi sa svojom konjugacijom dobiva se:
qoq" = (g0 +1q1 + jg2 + kgs)(qo — iq1 — jg2 — kgs) =
= g5 — igoq1 — Jqod2 — kqogs + iqoqr — i°q7 — ijq1qz — ikqugs + Jqogz2 — Jiqiqe — §7¢5 — Jkqaqst
+kqogs — kigqigs — kjgaqs — kg3 =
= 4o — iqoq — jqod2 — kqods + igoqy + @ — kq1ga + j1gs + Jqoq2 + kq1q2 + 65 — igaqs + kqogs—
—j a3 + ig2qs + @5 =

= Q(z) + CJ% + q% + Q32, +i(goq1 — qoq1 + 9203 — ¢243) + 7(q0q2 — QG2 + @193 — ¢1q3)+

+k(q192 — 162 + Q093 — Goq3)
(50)

Iz izraza [50] dobiva se konacni izraz:
goq =qi + ¢+ ¢+ g (51)
Ukoliko se konjugacija kvaterniona pomnozi sa samim kvaternionom dobiva se:
q" 0 q=(q0 —iqu — jg2 — kqs)(qo + iq1 + jgz + kqs) =
= 5 +iG0q1 + JGoq2 + kqogs — igoqr — 1°G; — ijq1q2 — ikqiqs — Jqog — Jigiq2 — o405 —
—jkaags — kqogs — kiqigs — kjqaqs — kg3 =

=g +iqoq1 + jqoq2 + kqogs — iqoqr + @& — kqiga + 1143 — G2 + kq1q2 + @5 — iqaq3 — kqogz—
—Jq1q3 + iqaqs + G5 =

=@ +@+ 6+ G+ i — o+ @z — @) + 3(0% — qde + gz — )+

+k(q162 — 142 + Gogs — qoq3)-
(52)

Iz izraza [B2 kona¢éno se dobiva:
(oq=q+ad+d+a (53)

Izrazi[51]i[53| pokazuju da iako opéenito umnozak kvaterniona ne komutira, umnozak

kvaterniona i njegove konjugacije komutira, sto se zapisuje kao:
goq- =g ogq. (54)
Norma kvaterniona q, oznacuje se skalarom N(q), preko izraza .

N(q) = Vq*q (55)
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Koristenjem izraza [53] dobije se da za normu kvaterniona vrijedi:

lal = \/q§+Q%+Q%+q§, (56)

Sto je jednako Euklidskoj normi vektora iz R*. Jedini¢ni kvaternion ¢, ima normu
jednaku jedan, tj.:
gl =lg"l =1
N*(q)=qq¢=1

Vazno je napomenuti da je umnozak jedini¢nih kvaterniona jednak jedinicnom kva-

(57)

ternionu.

Prema definiciji inverza slijedi:
¢ lg=qq " =1 (58)

Mnozenjem s desne strane izraza [57 sa ¢~! dobije se izraz [59|

¢'qq" = N*(q)g™' = ¢" (59)
Iz izraza 59 slijedi:
= = 60

U slucaju ako je kvaternion jedinicni, vrijedi:
g t=q". (61)

Algebra kvaterniona je asocijativna ali nije komutativna (x * y # y x z). Komuta-
cija predstavlja neovisnost rezultata o redoslijedu elemenata nad kojima se izvodi
operacija. Skalarni dio od = X y i ¥y X x je jednak. Ako su vektorski dijelovi x
i y paralelni vektori, kvaternioni x i y komutiraju. Inverz ne postoji jedino ako
je x = 0. Jedini¢ni kvaternion odgovara rotaciji. Ako kvaternioni q i q’ odgova-
raju ortogonalnim matricama R i R’, onda kvaternionski umnozak q’®q odgovara
umnosku matrica R’ R. Formalnim jezikom receno, jedini¢ni kvaternioni su homo-
morfni SO(3) grupi. Komponente kvaterniona kao parametri rotacije, ponekad se
nazivaju Eulerovim parametrima ili Euler-Rodriguesovim parametrima. Trag ma-

trice R odreden je skalarnim dijelom odgovaraju¢eg kvaterniona prema izrazu |62
Ry =4q3 — 1 (62)

Vektorski dio kvaterniona povezan je s antisimetricnim dijelom od R. Komponente

kvaterniona mogu se jednostavno povezati s os-kut parametrima, te su i inverzne
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formule jednostavne. Jedini¢ni kvaternioni su tocke na jedini¢noj sferi u 4D prostoru.
Suprotne tocke na sferi odgovaraju jednakoj rotaciji.

Jediniéni kvaternioni predstavljaju jediniénu sferu na R*, tj. tvore grupu:
S’=qeR' | [¢=1. (63)

Kako bi se dokazalo da skup S® zaista predstavlja grupu, potrebno je dokazati da

skup zadovoljava aksiome navedene u uvodu:
1. Zatvorenost: Ako su q, s € 53, tada vrijedi q o s € S3.
2. Jedini¢ni element: Jedini¢ni element je kvaternion q=(1, 0).
3. Inverzni element Inverzni element za svaki q € S® je ¢* € S® (izraz [61)).
4. Asocijativnost: Ako su q, s, p € S?, tada vrijedi (gos)op=qo (sop).

Prema [0], svojstvo asocijativnosti moze se dokazati na pregledniji na¢in, uz ¢injenicu
da kvaternioni kao elementi grupe R* predstavljaju ¢etveroclane vektore s bazom
(1,i,j,k). Buduéi da je mnozenje distributivno, asocijativnost mnozenja kvaterniona
moze se dokazati mnozenjem svih moguc¢ih kombinacija baznih vektora. Buduéi da
je mnozenje sa skalarom asocijativno, ne moraju se provjeravati kombinacije koje
ukljuc¢uju bazu 1, ¢ime preostaje 27 moguéih kombinacija mnozenja elemenata (i,j,k)
za koje vrijedi izraz[64] U izrazu[64] dokazano je da kod svih moguéih 27 kombinacija
mnozenja elemenata i,j,k vrijedi svojstvo asocijativnosti. Ukljucujuéi svojstvo dis-
tributivnosti mnozenja, dokazano je da je mnozenje kvaterniona asocijativno, ¢ime
je dokazano da je skup S grupa.

U nastavku ¢e se prikazati Fulerovi parametri, koji zapravo predstavljaju jedini¢ni

kvaternion.
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(19)i = —i = i(—1) = i(di)

(ii)j = —j = ik = i(k) = i(ij)

(1))k = —k = —ij = i(—j) = i(ik)

(1j)i = ki =7 = —ik = i(—k) = i(j7)

(i) = kj = —i = i(=1) = i(jj)

(1j)k = kk = —1 =i = i(i) = i(jk)

(tk)i = —jgi =k =1j =i(j) = i(ki)

(ik)j = —jj =1 =i(—i) = i(kj)

(tk)k = —jk = —i = i(—1) = i(kk)

(Ji)i = —ki = —j = j(=1) = j(ii)

(J1)j = —kj =i = jk = j(k) = j(ij)

(k= —kk =1=—jj = j(—j) = j(ik)

(J5)i = —i = —jk = j(=k) = j(ji)
3i() = —j = j(=1) = j(jj) (64)

ik = —k = ji=j(i) = j(jk)

(k)i =it = =1 = jj = j(j) = j(ki)

(Jk)j =ij =k = —ji=j(—i) = j(kj)

(Jk)k =ik = —j = j(-1) = j(kk)

(ki)i = ji = —k = k(—1) = k(i)

(ki)j = jj = =1 = kk = k(k) = k(ij)

(ki)k = jk =1i=—kj = k(—j) = k(ik)

(kj)i=—1i=1=—kk =k(—k) = k(j1)

(kj)j = —ij = —k = k(=1) = k(jj)

(kj)k = —ik =5 = ki = k(i) = k(jk)

kk(i) = —i = kj = k(j) = k(ki)

)

(kk)j = —j = —ki = k(—i) = k(kj
(kk)k = —k =k(—=1) = k(
1.6 Eulerovi parametri

Prema [9], Eulerovi parametri su generalizirane koordinate za kutnu orijentaciju

lokalnog Kartezijskog (gibajuceg ili fiksiranog za tijelo) koordinatnog sustava £ —n—¢
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u odnosu na globalni (nepomicni ili inercijski) koordinatni sustav x-y-z. Ukoliko se
ishodista koordinatnih sustava poklapaju (tj. nisu translatirani jedan u odnosu
na drugog), prema Eulerovom teoremu se transformacija izmedu dva koordinatna
sustava moze posti¢i jednom jedinom rotacijom oko jedinstvene osi koja se naziva
os rotacije.

Izraz koji sadrzi eksponencijalne koordinate, a predstavlja rotaciju , moze se

preurediti koristenjem trigonometrijskih pravila:

sin([ul]) = 2sin((| 5 leos(]I511),

65)
U (
L — cos(|[ul]) = 2sin*(||5]])-
Ubacivanjem [65] u [21] dobiva se:
5 v yup @
exp(t )_I+28m(||—|!)005(|!—H)W + 2sin (HgH)HuHQ (66)
Ubacivanjem izraza [18 u [66] dobiva se:
~ . u u u
exp(Qt) :I+25m(\|—|!)003(|!—H)W+23m (H—H) fu || — 2sin*([|5 )T =
T
uu
= (1 —2sin® (||—||)I+23m(||—||)008(||—||)“ T + 2sin”(|| 5 H)W (67)
ey ., u u U u . uu?
= (200 s (1)~ 11+ 26im( 3 Deos( 151 7 + 2501 1D

Koristenjem trigonometrijskog identiteta sin?(x) + cos®*(z) = 1, dobiva se sljededi
izraz:

uT

exp(s) = (2e0s*(|511) = DI+ 2sin| 1 Deos(1 1) o + 2sin? 151D

(68)

Ako je smjer osi rotacije definiran preko jedini¢nog vektora o i kut rotacije oko te

osi je ||ull, 8to je prikazano na slici [4] onda je vektor @ na toj osi definiran kao:

e= msin(HEH) (69)

gdje su komponente vektora e jednake:
T
e = |:€1 €9 63i| (70)

Komponente vektora € prikazane izrazom , jednake su u x-y-z i1 & —n —(

koordinatnom sustavu. Cetvrti parametar definira se kao:

eo = cos(| 5 ). (1)
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e
J'/

3

Slika 4: Rotacija koordinatnog sustava & —n — ¢ oko osi 4 [9]

Izraz |68 moze se zapisati u sljede¢em obliku:
exp(lt) = (2¢5 — 1)I + 2e0@ + 2ee’ . (72)

Navedena Cetiri parametra:
T
P=leo e1 ey ezl (73)
poznati su kao Eulerovi parametri. Eulerovi parametri mogu se zapisati u obliku

kvaterniona na sljede¢i nacin:

u

p = (e, ) = (cos([I5l), 7 (H—H)) (74)

Norma kvaterniona sastavljenog od Eulerovih parametara iznosi:

sin?(||2
Il = 3 + e — cos?(| 21 + Uy
2 -
sin?(|| 2
cos? (1310 + Bl = cos?(1 1)+ sin(151) =

Izraz 75| dokazuje da je kvaternion, koji sadrzi Eulerove parametre, jedinicni.

Matrica rotacije R, raspisana preko Eulerovih parametara, dobiva se raspisivanjem
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jednadzbe [72}
R = (2¢3 — 1) + 2¢0é + 2ee’ =
26(2) —1 0 0 0 —€p€3 €0€2
0 2et — 1 0 +2 | epes 0 —eger | +
0 0 26(2) —1 —epey  €péq 0

€2 ejey ejes
+2 |ejes €3 eges

€1€3 €9€3 6%

(76)

Pomocu izraza [76| dolazi se do konacnog izraza za matricu rotacije izrazenu preko

Eulerovih parametara:

1
eg+ el —5 erea—eges  eres + ees
— 1
R=2 ei1ez + €pes 6% + 6% -3 €9€3 — €p€1

2 2 1
€1e3 — €pty €263 +e€pe1 €5+ e3— 5

Moze se dokazati da je matrica R ortonormalna, tj. vrijedi:

R'R=1

(77)

(78)

Prema [7], iz matrice transformacije prikazane jednadzbom , moguce je izvesti eks-

plicitne formule za Eulerove parametre s obzirom na elemente matrice transforma-

cije. Pretpostavlja se da je devet kosinusa smjera dano transformacijskom matricom

prema jednadzbi:

1 Ti2 T3

R=|ry rey 1y (79)
31 T32 T33
Trag matrice R, koji se zapisuje kao tr R, definira se kao:
trR = 11 + T29 + 733 (80)
Iz matrice transformacije prikazane jednadzbom [77], dobije se izraz:
trR = 2(3ef +e] +e3+e3) —3 =2(2e + 1) — 3 =4el — 1. (81)
Za konacni rezultat jednadzbe [81] iskoristen je izraz:
ei+ele=pp=1. (82)
Jednadzba [81| moze se zapisati kao:
trR+1
- % (83)
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Uvrstavanjem izraza 83| u elemente na dijagonali od R dobiva se:

R+ 1
IR 2y, (84)

rn=2(e+e) —1=2—F—+e

Na taj nacin dobiju se izrazi za sva cetiri Eulerova parametra, prikazana jednadzbom

s trR+1
2 1+ 27’11 —trR
2 1 -+ 27"22 —trR <85)
2 1+ 27“33 —trR

Za razliku od Eulerovih ili Bryantovih kuteva, ili bilo kojeg skupa od tri rotacijska
parametra, u slucaju Eulerovih parametara nema kriticnih slucajeva u kojima su
inverzne formule iz [85] singularne.

Moze se pokazati da za sljedece relacije koje ukljucuju koso-simetri¢nu matricu e

vrijede izrazi [86] i 87

ée=0 (86)
éé =ee’ — (ele)l =ee’ — (1 —el)I (87)
Raspisivanjem izraza dobije se:
0 —E€3 €9 €1 —E€2€3 + €2€3 0
€3 0 —e1 €| — €13 — €1€3 = 10f . (88)
—E€9 €1 0 €3 —e1es + e1er 0

Za dokazivanje izraza [87 potrebno je raspisati && (izraz [89)), ee” — (e’e)I (izraz
90), ee” — (1 — €2)I (izraz[91). Raspisivanjem izraza && dobije se:

0 —e3 €9 0 —e3 e
ee = €3 0 —€1 €3 0 —€e1| =
—eq €1 0 —eq €1 0
(89)
—6% — 6% €1€2 €1€3
= €169 —e2 — el €9€s3
eres exe3  —e5 — el
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Raspisivanjem izraza ee’ — (e’e)I dobije se:

€1

ee’ — (efe)l =

€1

€2 [61 €2 63}—([61 €9 63} ey | ) =

es €3
€2 eley ejes e? + e+ el 0 0
= |eles €2 ege3| — 0 e? + e3 + €2 0 = (90)
e1e3 ese3 €3 0 0 e? + €2+ e2
2 2
—€5 — €3 €162 €1€3
- €1€2 —6% — 6% €9€3
€1€3 €9€3 —6% — 6%
Raspisivanjem izraza ee’ — (1 — e2)I dobije se:
e1 1-— 63 0 0
T 2
ee’ —(1—e)I= ey |:€1 e 63}— 0 1—-¢e2 0 =
es 0 0 1—e?
€2 elen eqes 1—e? 0 0
= |leles €2 egez| — 0 1—é? 0 = (91)
e1e3 exe3 €3 0 0 1—é?
e? — 1+ ek €169 €163
= €169 e2—1+¢? €9€3
e1es3 e9€3 e% -1+ 63
Koristenjem jednadzbe [82] izraz [91] postaje:
—e3 — e2 €169 e1€3
2 _ 2
€169 —e} — €3 €963 , (92)
€1€3 €9€3 —6% — 6%

¢ime je dokazan izraz [87]
U nastavku ¢e se prikazati zanimljive formule i identiteti izmedu Eulerovih parame-
tara, njihovih vremenskih derivacija i matrice rotacije. Za pocetak, mogu se defini-

rati dvije matrice sastavljene od Eulerovih parametara, koje ¢e olaksati opisivanje

izraza (izrazi [03]1[94):

—€1 €0 —€3 €9
E= —€9 €3 €0 —e1| — [—e e+ 601:| (93)
—€3 —E€9 €1 €0
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—€1 €o €3 —€2
G = —€gy —€3 €0 €1 - [—e —e+ 601 (94)
—€3 €2 —€1 €

Moze se dokazati da je svaki red matrice E i G ortogonalan na vektor Eulerovih
parametara p (izraz [95)).

Ep=Gp=0 (95)
Racunanjem izraza Ep slijedi:
€o
—e] €0 —es3 €9 —epe] + €pe1 — €263 + €2€3
€1
Ep = | —€2 €3 €0 —er = | —egeg + e1e3 + eges —ereg| = |0 (96)
€2
—e3 —€y € €0 —€pe3 — €261 + €162 + €pes
€3
Slicno vrijedi i za izraz Gp:
€o
—€q €0 €3 —€9 —€p€1 + €g€1 + €263 — €2€3 0
€1
Gp=|—e; —e35 e € = | —epes — ere3 + egea +eez| = (0] (97)
€2
—e3 ey —e; € —esey + €961 — €169 + €ges 0
€3

Nadalje, redovi matrice E su ortogonalni i redovi matrice G su ortogonalni, iz ¢ega
slijedi:
EE' = GG" =1 (98)

Raspisivanjem izraza EE? dobiva se:

—€1 —€y —€3
€0 €3 —€2

—€3 € €1

()] —€1 € i
6% + 6% + 6:2:, + 6% €162 + €g€3 — €pt3 — €169 €1€3 — €p€y — €1€3 + €€
= |e1e2 + €ge3z — €pes — €163 6% + 6% + 6% + 6% €23 — €2€3 + €91 — €p€1
ejes — epey — e1e3 + egey  e9e3 — ege3 + e1eg — e1€y e?5 + e% + 6% + 63
1 00
=101 0
0 01
(99)
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Raspisivanjem izraza GG’ dobiva se:

el + el +e3+e3

e1e3 + €gea — €163 — €pea

€162 — €pes + €pe3z — €169

ey
GGT =

€162 — €pes + €p€3z — €162
2 2 2 2
e; +e3+ep+eg

€g2€3 — €2€3 — €1€9 + €1€9

€0 €3 —€2
—€3 € €1
€2 —€1 €

Cime je dokazan izraz Nadalje, za ETE i GTG vrijedi:

gdje je I**4

E’'E=G'G=-p

je 4 x 4 jedini¢na matrica.

Ra¢unanjem izraza ETE dobiva se:

e? + €2 + €3
—€1€g — €2€3 —+ €9€3
€163 — €p€2 — €1€3

—e1ey + €162 — €pes

¢ime se koristenjem izraza [82] konacno dobiva:

E'E =

E'E

—€1€p — €9€3 + €9€3
e% + eg + e%
—€p€e3 + €pe3z — €162

€02 — €163 — €0€2

2 2 2
el + e+ e

—€1€9
—€p€2

—€0€3

1—e2 —epey

—ereg 1—¢2
—€pEa —€1€9
—€p€3 —€1€3

pT + I4><4

—€1 —€y —€3
€0 €3 —€2
—€3 €p €1
€2 —€1 €

€13 — €pty — €1€3
—epes + epes — €261
e3 + el +ef

—E€9€3 — €p€1 + €pe1

—€o€1
ed+este

—€1€2

—€1€3
—e€p€Ea —€p€3
—€1€2 —e€1€3
1—e5 —eges
—ege3 1 — e

2
2

—e
€0
€3

—e€9€3 — €1€ + €1€p

€2+ e +ed

—€p€2

—€1€2

—e9

—es

€o

€1

€163 + €g€a — €1€3 — €pey
€263 — €963 — €091 + €pey

€3 +e5+ef+ef

€o
€3

—e1€6 + €169 — €36y

€p€Eo — €1€3 — €26

2 2 2
e; + ey + €7

—E€2€3

1
0
0

—e5
€2

€0

= o = O

(101)

—€s3 ()]

€ —€

€1 €0

—€p€3
—e€1€3
—E€92€3
ez + el + el
(102)

(103)
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Ra¢unanjem izraza GT G dobiva se:

e? + e+ el
—epe1 + €263 — €963
—e163 — €pe2 + €163

€163 — €162 — €0€3

G'G

—ege] + e2e3 — €263
ej + €5+ €3
€0€3 — €p€3 — €162

—epty — €163 + epea

—e
€o
€3

—€

€0€3 — €p€3 — €1€2
e3+ ek +ef

—€9€3 + €91 — €pe1

1 —€2
€o

2 €

—€1€3 — €pto + €1€3

—e3 _
—€1 € €3 —€3
€2
—€2 —€3 € €1
—€3 €2 —€1 €
€0 =

€1€9 — €1€9 — €pet3
—€pty — €1€3 + €p€2
—e9€3 + epe1 — €peq

2 2 2
e; +ej+ e

e% + e% + e% —epeq —epes —epes
—€peq 63 + 6% + 65 —€1€2 —e1e3
—€pta —€1€2 Bg + 63 + 6% —E€g€3
—€pes —eqe3 —e€9€3 e% + e% + eg
(104)
¢ime se koristenjem izraza [82] konac¢no dobiva:
2
1—ej —eper —egea —epes
T —eper 1 —€2 —ejes —ees
G G= ) (105)
—epez —ejea 1 —e5 —eges
—epe3 —ejes —egeg 1 — eg
.. . . T AX4  qee  7e.
Raspisivanjem izraza —pp* + I""" slijedi:
€o 1 000
e1 01 00
T | 74x4
—pp +I7" = — € €1 e ez| + =
€ 0010
es3 0 0 01
(106)
et eper epey  €pes
coe1 €2 elex eres
= - )
€p€a €162 6% €92€3
€p€3 €1€3 €9€3 6%
¢ime se kona¢no dobiva:
2
1—e; —eper —epea —epes
T cind —eger 1 —e€2 —ejey —ejes
—epey —ejey 1 —e5 —eqes
—ege3 —ejez —egez 1 — el
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Usporedbom izraza [103] [105] i [I07], dokazana je jednadzba [101]

Moze se dokazati da je:

EGT = (2¢2 — 1)I + 2(ee” + &) (108)
Racunanjem izraza EG” dobije se:

—€1 —€y —€3
€ —€3 €2
€3 €0 —€]

—€2 €1 €0

2, .2 2 2
el tey—e3—e€; €169 — €9€3 — €pe3 + €16y €e1e3 + epea + €13 + epeo

= |eies + epes + epes + e1e9 €3 —e2+ef — el €963 + €93 — €€ — €0€q
e1es + e1e3 — €pes eae3 + ege3 + e1€ + e1eg €2 —e3 —ed + el

(109)
Koristenjem jednadzbe [82] te izvlacenjem broja 2 ispred zagrade, dolazi se do

sljedeceg izraza:

1
63 + 6% — 3 €162 — €€z €163 + epea

T _ 1
EG" =2 |ejes +eges €3 +e5 — %

3 €9€3 — €p€1 (110)

1
e1e3 — egey  €xe3 + gy ef+ej — 3

Usporedbom izraza [110] s izrazom [77], dokazano je da vrijedi:
R = EG, (111)

sto takoder dokazuje da vrijedi i izraz Jednadzbom pokazuje se da se
matrica R moze smatrati rezultatom dviju uzastopnih linearnih transformacija. To
je najmocnija znacajka Eulerovih parametara. Deriviranjem jednadzbe [82| dobije se

1zraz:
p’p=p'p=0. (112)

Slicno jednadzbi deriviranjem izraza [95] dobiju se izrazi i[114

Ep = —Ep. (113)
Gp = —Gp. (114)

Umnosci Ep i Gp jednaki su:
Ep = Gp = 0. (115)
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Moze se pokazati da vrijedi:
EG =EGT. (116)

T
Raspisivanjem izraza EG  slijedi:

—€1 €o —E€3 €9 . . .
=T €0 —€3 €9
EG = —€9 €3 €0 —e1 . . -

—€3 —€z € €0

€1é1 -+ Goéo — 63é3 — egég €1é2 — 60é3 — €3é0 + €2é1 61é3 + 60é2 + €3é1 -+ e2é0
= | ez + e3€g + epes + €162 €262 — e3€3 + ep€y — €161 €€z + €362 — €pe1 — €16

€3é1 — egéo + €1é3 — eoég €3é2 + egég + 61é0 + 60é1 €3é3 — €2é2 — €1é1 + Goéo
(117)

Racunanjem izraza EG”T dobiva se:

—€1 €y —€3 €
EG—T o . . . . _
= |—€2 €3 €h —€ =

—€3 —€ €1 €

€1é1 + Goéo — €3é3 — €2é2 é1€2 — éoeg — €0é3 + €1é2 é1€3 + é0€2 + é3€1 + é2€0
= 61é2 + 60é3 + 63é0 + €2é1 €2é2 - 63é3 + 60é0 - 61é1 é263 + é362 + Gléo — 60é1

€163 — €€y + €163 — €26y €263 + €263 + €pe1 + €pe1 €363 — €263 — €1€1 + €pep

(118)
Usporedbom izraza i dokazana je jednadzba [I16]

1.7 Jednadzba kinematicke rekonstrukcije

Ako se matrica transformacije iz lokalnog koordinatnog sustava u globalni oznagéi s
R tada vrijedi:

v =Rv (119)
U jednadzbi v i v/ su globalne i lokalne komponente vektora ¥ koji je fiksiran
u lokalnom koordinatnom sustavu & —n — (. Ako vektorski umnozak vektora o s
proizvoljnim vektorom @ rezultira vektorom 5, onda se, u okviru globalnih i lokalnih

komponenti, taj vektorski umnozak moze izraziti kao:

b =va (120)

b =va (121)
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Buduéi da vrijedi b = Rb’ i a = Ra’, jednadzba postaje:
Rb' = vRa'. (122)

Ako se jednadzba uvrsti u jednadzbu [122] uz napomenu da rezultat vrijedi za

jednake vektore a’, slijedi izraz:
Rv'a’ = vRa/, (123)
koji nakon mnozenja s lijeva s RT prelazi u izraz:
v = R'VR, (124)
koji nakon dodatnih modifikacija prelazi u:
v =RVR’ (125)

Pretpostavlja se da lokalni koordinatni sustav &£-n-C rotira u odnosu na globalni
koordinatni sustav x-y-z, kutnom brzinom &(t). Komponente kutne brzine @ u
globalnom koordinatnom sustavu x-y-z i lokalnom koordinatnom sustavu &-n-C su

T T
w = [wx Wy wz} iw = [wg Wy WC] . Derivacija po vremenu jednadzbe [119

iznosi:
v=Rv + RV (126)

Ako je vektor v fiksiran u lokalnom koordinatnom sustavu (vezanim za tijelo) &-1-(,
onda je v/ = 0 iz cega slijedi:

v=Rv. (127)
Vektor @ moze se prikazati preko kutne brzine @ kao © = & x ¥, tj.:
vV = Qv. (128)
Koristenjem transformaciju iz [I119] jednadzba postaje:
v =wRV'. (129)

Kombinacijom jednadzbi i dobije se identitet prikazan u [I30] koji mora
vrijediti za sve vektore v'.

R =R (130)
Uvrstavanjem izraza @ = R&’R”, dobivenog iz jednadzbe , u jednadibudaje

1zraz:

R = R (131)
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MnoZenjem izraza s lijeva s matricom R’ dobiva se konaéni izraz:
o =R'R (132)

koji predstavlja jednadzbu kinematicke rekonstrukcije ([7],[10]).
U nastavku ce se prikazati metode integracije krutog tijela u prostoru, koristenjem

Eulerovih parametara.
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2 METODE INTEGRACIJE KRUTOG TIJELA
U PROSTORU KORISTENJEM EULEROVIH
PARAMETARA

Kako bi se izvele metode integracije na kvaternionima (Eulerovim parametrima),
potrebno je izvesti ovisnost kutne brzine izrazene u koordinatnom sustavu vezanom
za tijelo o Eulerovim parametrima. Prvi korak je izvodenje izraza za derivaciju

matrice rotacije, tj. deriviranje izraza [I11]

2.1 Kutna brzina i derivacija kutne brzine izrazene preko

Eulerovih parametara

Derivacijom izraza dobiva se:
R =EG’ + EG . (133)

Izraz [116] moze se iskoristiti za dokaz da derivacija po vremenu transformacijske
matrice R = EG' iznosi:

R = 2EG’ =2EGT. (134)
Koristedi izraze [111], [132] i [134] mogude je zapisati kutnu brzinu u lokalnom koordi-

natnom sustavu (vezanom za tijelo) na sljededi naéin:

o =RTR = 2(EGT)'EG’ = 2GETEG". (135)
Radi preglednosti, ponovno se navodi jednadzba [T01}
ET'E = 1" — pp”. (136)
Ubacivanjem izraza [I36] u jednadzbu dobiva se izraz:
& = 2G> — pp")G =2GG" — 2Gpp”G . (137)
Koristenjem izraza Gp = 0 (izraz , dobiva se konacni izraz:
& =2GG’ . (138)

Jednadzba predstavlja konacni izraz za kutnu brzinu u lokalnom koordinatnom

sustavu. Prema [I1], vrijedi jednakost:

GG’ = (Gp). (139)
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Primjenom jednadzbe [139] izraz[138 moze se zapisati kao:

&' = 2(Gp),
(Gp) (140)
W' = 2Gp.
Derivacijom izraza [140] dobiva se:
W = 2Gp + 2GPp. (141)

Koristenjem izraza Gp = 0, koji je dan u dobiva se konacni izraz za derivaciju

kutne brzine u koordinatnom sustavu vezanom za tijelo ([11][6]:

&' = 2Gp. (142)

2.2 Eulerova jednadzba

U nastavku ¢e biti prikazane dvije standardne metode integracije (koje su opisane
u [7] i [10]). Jednadzba koja sluzi kao polaziste za integraciju naziva se Eulerova
jednadzba i njezin izgled dan je u jednadzbi [143]

T +@Tw =t/ (143)
Eulerova jednadzba se, prema [12], moze prikazati kao:
h=t. (144)

U jednadzbi|144] h predstavlja vektor ukupnog kinetickog momenta, dok je t vektor
vanjskih momenata koji djeluju na tijelo.

Kineticki moment, moze se zapisati kao (prema [12]):
h =1Tw. (145)

U jednadzbi [145] I je tenzor inercije krutog tijela. Uvrstavanjem izraza u [144]

dobiva se izraz:

%(Iw) —t. (146)

Buduéi da je tenzor inercije krutog tijela konstantan u koordinatnom sustavu veza-
nom za tijelo, najées¢ée se Eulerova jednadzba prikazuje u lokalnom koordinatnom
sustavu: i

%(Rl’w’) = Rt (147)
Derivacijom jednadzbe dobiva se izraz:

RI'W + RI'W = Rt. (148)
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Mnozenjem izraza , s matricom R’ s lijeve strane slijedi:
R'RI'w' + R"RI'W = RTRY. (149)

Upotrebom svojstva ortogonalnosti matrice R, dobiva se konacni izraz, prikazan u
jednadzbi [143] ([6]).

2.3 Formulacija I

Prva formulacija rotacijske dinamike, koja ukljucuje algoritam standardne inte-
gracije na kvaternionima opisana je u [7]([I0]). Dinamicke jednadzbe prebacuju
se u kvaternione, te se integriraju koristenjem uobicajenih integracijskih metoda.
Uvrstavanjem izraza [138] [140] i [142] u izraz [143] dobivaju se sljedece jednadzbe:

T2Gp + 2GG T2Gp = t/
. (150)
MG +4GG TGp = t.

Buduéi da Eulerovi parametri nisu neovisni, tj. moraju zadovoljiti uvjet jedini¢ne
norme, potrebno je uz jednadzbe navedene u izrazu [150, zadovoljiti i jediniénu
normu Eulerovih parametara. Jedini¢na norma Eulerovih parametara, navedena

u jednadzbi 82 ponovno ¢e se prikazati radi preglednosti:
p’p=1. (151)

Kako bi se jednadzbe mogle matriéno zapisati, potrebno je jednadzbu [I51] dovesti

na razinu akceleracije, tj. derivirati je dva puta. Prva derivacija izraza [151|iznosi:

T T
PpP+pp=0
- - (152)
pp=pp=0.
Druga derivacija izraza 151 iznosi:
p7B 4+ 5P = 0. (153)
Jednadzbe i ¢ine sustav jednadzbi, koji se moZe matriéno prikazati kao:
AG| 1GG'TG] . ¢ (154
|y P =
p’ p’ 0

Ogranicenje kvaterniona je u jednadzbi [154] zadano na razini ubrzanja, stoga je

potrebno u svakom koraku dodatno stabilizirati kvaternione i njihove derivacije, t;j.
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moraju zadovoljavati jednadzbe i [152] Stabilizacija izraza [I5I] osigurava se

pomocu jednadzbe:
P

p= )
vV P{Pl

Izraz [155| pokazuje da se stabilizacija postize dijeljenjem dobivenog kvaterniona s

(155)

vlastitom normom.

Prema [7], optimalna stabilizacija izraza provodi se preko izraza:
D . T
P = P, — P| PP (156)

Koristenjem Runge-Kutta metode cetvrtog reda, slijedi algoritam numericke inte-

gracije za formulaciju I:

vap[)aAt
Ky = At- f(p07p0)

1
K
2 1)

. 1
Ky = At f(py + Ekbpo + §K1)

1
K
2 2)

= At - f(p0+ k27p0+ K2

ke = At - (pg +

kszAt‘(po+

) (157)
ky = At - (py + K3)
Ky = At- f(pg+ ks, Py + K3)
)

Piouwt = Po + = (k:1 + 2kg + 2k3 + ky

. Piout
pout - T
V ploutplout

1
6(K1 + 2K, +2K5 + Ky)

Pout = Piout — PioutPoutPout

Piout = Po +

U algoritmu f(p,p), predstavlja izracunavanje druge derivacije kvaterniona p

iz jednadzbe ([e]).
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2.4 Formulacija I1

Prema [7] i [10], rotacijske jednadzbe gibanja definirane su preko kutne brzine w u
obliku Eulerovih jednadzbi. Ovdje ¢e se ponovno navesti spomenuta jednadzba radi
preglednosti:

' +0'TW =t (158)

Mnozenjem izraza s lijeva matricom G” dobiva se:
G'w =2GTGp (159)
Umnozak matrica GTG izveden je ranije u jednadzbi i glasi:
G'G =1 — pp’. (160)
Uvrstavanjem izraza u dobiva se:
G'w' = 2(I"" — pp”)p = 2p — pp"P. (161)

Izraz [152] pokazuje da su kvaternion i njegova derivacija ortogonalni. To nam

omogucuje izra¢un derivacije kvaterniona iz kutne brzine:

et (162)

I') =
Bududi da je za dobivanje izraza [162] koristen izraz [I52] nije potrebna dodatna
stabilizacijska jednadzba. No, potrebno je zadovoljiti stabilizacijsku jednadzbu [151]
koja predstavlja jedinicnu normu kvaterniona, te ju je potrebno zadovoljiti u svakom
koraku. Iz svega navedenog slijedi algoritam numericke integracije za formulaciju 11
10l
U algoritmu [163, f(p,w’) predstavlja izracunavanje derivacije kutne brzine &' iz
dinamicke jednadzbe [6]. U nastavku je prikazana nova metoda integracije, u

kojoj je jediniéna norma kvaterniona (Eulerovih parametara) implicitno zadovoljena

samom strukturom integratora [10].
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po,w(l),At

1 )
ky = éAt -G(py) - wy

Ky = At - f(pg,wy)

1 1 y 1

kz = §At . G(po + 5]?1) . (CUO + 5[(1)
1 / 1

Ky = At- f(py + 57517“0 + §K1)
1 1 y 1

k‘3 = §At . G(po -+ §l€2) . (WO + §K2>

1. . 1 (163)
Ky = At- f(py + §k2,w0 + §K2)

1 /
]{?4 = éAt . G(pO + k’g) . (CUO + Kg)

K4:At-f(p0+k3,w(l)+K3)

1
Piout = Po + é(lﬁ + 2ko + 2k3 + ky)

_ Piout
pout - T
V ploutplout

1
Wiout = W10 + E(Kl -+ 2K2 + 2K3 + K4)

2.5 Nova metoda integracije

Prema [I0], za razliku od klasi¢nog integratora, koji je radio izravno sa kvaterni-
onima i njihovim derivacijama , kod novorazvijenog geometrijskog integratora
koristi se inkrementalni vektor u i njegova derivacija. U oba slucaja koristi se ODE
integrator (npr. Runge-Kutta 2. ili 4. reda, ovisno o zahtijevanoj to¢nosti). Dok
kod klasi¢nog integratora, kao rezultat dobijemo kvaternion p, koji je potrebno sta-
bilizirati, kod nove geometrijske metode dobije se u kao rezultat integracije, koji
se preko eksponencijalne mape prebacuje u jedini¢ni kvaternion, pritom zaobilazeci
potrebu za stabilizacijskom jednadzbom kvaterniona.

Problem diferencijalno-algebarskih jednadzbi moze se zaobiéi prebacivanjem procesa
azuriranja integracije s te konfiguracijske mnogostrukosti (tj. sa samih kvaterniona)
na lokalnu tangencijalnu razinu inkrementalnih rotacija. To je moguce zbog izomor-
fnosti Lieve algebre SO(3) rotacijske grupe i grupe jedini¢nih kvaterniona Sp(1).
Sp(1) je grupa kvaterniona s normom iznosa 1 (jedini¢nih kvaterniona), ekviva-
lentna je SU(2) grupi i topoloski 3-sfera.

Navedeni postupak je mogué jer rotacija SO(3), koja je zapravo stvarna rotacija,

ima Lievu algebru so(3). Definicija SO(3) grupe prikazana je jednadzbom ([164)),
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dok je definicija grupe so(3) prikazana jednadzbom ((165)).
SO(3) = {R € R**RR” = I,detR = +1} (164)

so(n) = {S € R™"|ST = -8} (165)

Korak integracije provodi se na Lievoj algebri so(3) i prikazan je jednadzbama

(166) 1 (167).
u, = dexpg ((R(1))), u =0 (166)

y Ll cot (H_;H) =
dexp_z(w) = (I + -t — 5 u”)w (167)
2 2 [ull

Prema [10] jediniéni kvaternioni, koji pripadaju grupi S, takoder pripadaju i

simplektickoj grupi Sp(1), ¢ija Lieva algebra je sp(1) i te dvije grupe su izomorfne.

Grupa jedini¢nih kvaterniona prikazana je jednadzbom (|168|).
$*={p e RY[]pl| =1} (168)

[zomorfnost grupa znaci da izmedu dviju grupa postoji mapiranje 1 na 1. Moze se
re¢i da njihova izomorfnost prakticki znaci da su navedene dvije grupe ”ista” grupa.
Lieva algebra sp(1) predstavlja derivacije kvaterniona p (brzine), koje mozemo shva-
titi kao vektorski prostor koso-simplektickih kvaterniona, ¢ija se grupa moze prika-
zati prema jednadzbi kao:

sp(1) = {w € R'|w + w* = (0,0)}, (169)

gdje su sp(n) kvadratne matrice kvaterniona p, koje zadovoljavaju p=-p*, s komu-
tatorom kao Lie nosacem. Lieva algebra sp(1) predstavlja skup ¢istih kvaterniona
koji je izomorfan R? i radi toga se element w € sp(1) moze pridruziti vektoru u €
R3 Ako je w € sp(1), a u je element od so(3), funkcija koja preslikava sa sp(1) na
s0(3), moze se zapisati kao w = (0, 3u). Navedenu funkciju iskoristimo i ubacimo u
integrator koji vrijedi za so(3) grupu.

Prema [I0], integrator se temelji na numerickoj integraciji kinematickih jednadzbi
u odnosu na trenutni vektor rotacije, koje tvore sustav obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi na Lievoj algebri so(3), rotacijske grupe SO(3). Spomenuti vektor rotacije
definira inkrementalnu rotaciju (a s time i pridruzeni inkrementalni jedini¢ni kvater-
nion), a azuriranje rotacije je odredeno eksponencijalnim mapiranjem na grupu kva-

terniona. Bududi da se kinematicke obi¢ne diferencijalne jednadzbe na so(3) mogu
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rijesiti koristec¢i bilo koji standardni postupak integracije obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi, predlozena metoda daje ne redundantni algoritam integracije za rotacijsku
kinematiku koristeci jedinicne kvaternione, pritom izbjegavajuci integraciju diferen-
cijalno algebarskih jednadzbi. Diferencijalno algebarske jednadzbe izbjegnute su jer
je uvjet jedini¢ne duljine kvaterniona zadovoljen samom strukturom integratora, te
ju nije potrebno uvoditi kao dodatnu algebarsku jednadzbu.

lako se radi direktno s cetiri ovisne komponente kvaterniona, sama integracijska
metoda bazira se na numerickom rjesavanju sustava od tri obi¢ne diferencijalne
jednadzbe. Stoga, integracija djeluje u trodimenzionalnom vektorskom prostoru lo-
kalnih rotacijskih parametara.

U predlozenom algoritmu, azuriranje rotacije unutar n-tog koraka integracije, teme-

ljena je na eksponencijalnoj mapi kvaterniona, koja je prikazana jednadzbom ({170]).

expgs(W) = cos (H%u”) (1,0) + W(O, u) (170)

gdje je u € R? inkrementalni vektor rotacije koji azurira rotaciju od p,, do ppi1.
Azuriranje koraka prikazano je u jednadzbi ((171)).

1
Pnit1 = Pn © 61’]?53((0, Eun)) (171)

Upotreba kvaterniona vodi do ra¢unalno efikasnijeg oblika kinematickih diferenci-
jalnih jednadzbi (diferencijalnih jednadzbi koje povezuju kutnu brzinu i derivacije
rotacijskih parametara), gdje su navedene jednadzbe linearne.

Geometrijski razlog zasto se pomoc¢u kvaterniona moze provesti parametrizacija bez
singulariteta je zato $to grupa od kvaterniona (a s time i grupa SU(2)), oblikuje
dvostruko prekrivanje SO(3). To znaci da uvijek postoje dva elementa u grupi kva-
terniona koji predstavljaju jedan element u SO(3) grupi. To nam upucuje na to da
dva kvaterniona p = (eg,e) i —p = (—eg, —€) opisuju istu rotaciju. U izrazu [172]

prikazan je algoritam novorazvijene metode integracije.
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Po; wé), At
ki = At - dexp(0, w,)
Ky = At - f(pg, wp)

1 o1
ko = At - dexp(gkl,wo + =K1)

2
1 , 1

=At- f(pgo 6901?53(5]61)7% + 2K1)
1

2

1 /
k’3 = At . dexp(—kl,wo + KQ)

— At f(pyo expsa<1k2> ah+ 5K2)

ky = At - dexp(ks, wy + Ks)
K, = At - f(pg o expgs(ks), wy + Ks)
)

1
Pout = Po © 337}753(6 (k1 + 2ko + 2k3 + ky)

!/ ! 1
Wyt = Wo + E(Kl + 2K, + 2K3 + K,)

(172)
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3 NUMERICKI EKSPERIMENT

Kinematicka rekonstrukcija provedena je koristenjem podataka mjerenih na realnom
satelitu RAX-1 ([13]), koji je prikazan na slici

Slika 5: Nanosatelit RAX-1 3U, Sveuciliste u Michiganu [14]

Prema [13], RAX-1 razvijen je na Sveucilistu u Michiganu i pripada skupini nano-
satelita. Nanosateliti su potkategorija malih satelita, ¢iji prefiks 'nano’ oznacava
satelite (eng. wet launch) mase u rasponu 1 do 10 kg. Popularizacija nanosatelita
povecala se nakon Sto je razvijen " CubeSat” kasnih 1990-ih, a razvilo ga je Sveuciliste
u Stanfordu i Kalifornijsko Drzavno Politehnicko Sveuciliste. Prema standardima
CubeSata, 1U CubeSat velicine je 0.1 m x 0.1 m x 0.1 m i ima masu ogranic¢enu

na 1.33kg. 3U CubeSat veli¢ine je 0.3 m x 0.1 m x 0.1 m i mase ograni¢ene na 4
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kg. RAX-1 pripada skupini 3U CubeSat-a. Sa solarnim ploc¢ama pri¢vrséenim na
tijelo satelita, 3U CubeSat ima prosjecnu snagu od 7W, koja mu je dostupna dok
se nalazi u orbiti. Glavno ogranic¢enje nanosatelita je nemoguénost visokopreciznog
odredivanja orijentacije, budué¢i da zbog malih budzeta za masu, obujam i snagu
nisu dostupni senzori velike preciznosti. Stoga se kod nanosatelita cesto koristi pa-
sivni magnetski stabilizacijski sustav za orijentaciju jer ne zahtijeva dodatnu snagu
i vrlo je male mase i volumena.

Pasivni magnetski stabilizacijski sustav za orijentaciju sastoji se od permanentnih
magneta, koji omogucuju poravnanje sa Zemljinim magnetskim poljem i magnet-
ski permeabilnog materijala koji omogucava prigusenje prekomjernih rotacijskih gi-
banja nakon odvajanja sa sredstva za lansiranje. Model dinamike orijentacije ve-
like toc¢nosti za pasivno magnetski stabiliziranu letjelicu, zahtijeva precizan model
momenata koji nastaju zbog medudjelovanja navedenih magnetskih komponenti sa
Zemljinim magnetskim poljem. Na slici [f] prikazane su komponente za magnetski
pasivnu stabilizaciju nanosatelita RAX-1. Permanentni dipoli, poravnati u smjeru
z-0si 1 izradeni od materijala AINiCo, su cetiri vertikalna cilindra postavljena na
sredinu ploce. Permeabilni stapovi izradeni od materijala HyMu80, postavljeni u
smjeru x i y-osi, postavljeni su u plasticna kucista na desnoj i donjoj strani ploce
(gledajudi sliku [6]).

Slika 6: Komponente za pasivnu magnetsku stabilizaciju nanosatelita RAX-1 [13]
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3.1 Dinamika orijentacije satelita

Prema [I3], dinamika orijentacije krutog tijela dobro se opisuje pomoéu Eulerove

jednadzbe, koja je u ovom radu navedena u izrazu u sljede¢em obliku:
I'i +&0' xT'w =+t (173)

U jednadzbi [173, I’ predstavlja inerciju tijela, w’ kutnu brzinu tijela i t'" momente
koji djeluju na tijelo, s tim da su sve veli¢ine definirane u koordinatnom sustavu
vezanom za tijelo.

U slucaju pasivne magnetske stabilizacije satelita, dominantni momenti javljaju
se radi medudjelovanja magnetskih komponenata letjelice sa Zemljinim magnet-
skim poljem. Spomenute komponente sastoje se od permanentnih dipola, koji
omogucuju poravnanje sa Zemljinim magnetskim poljem, i permeabilnog materi-
jala koji omogucuje prigusenje prekomjernog rotacijskog gibanja, nakon odvajanja
sa sredstva za lansiranje.

Ponasanje magnetski permeabilnog materijala, tijekom perioda prigusenja rota-
cijskog gibanja, je vrlo kompleksno i kaoti¢no, i modelira se pomoc¢u nelinearnih
vremenski-ovisnih diferencijalnih jednadzbi. Tijekom prvih petnaest dana nakon
odvajanja od sredstva za lansiranje, Stapovi izradeni od permeabilnog materijala
omogucéuju prigusenje i smanjenje kutnih brzina (u ovom slucaju x i y-komponente
kutne brzine). Oko petnaestog dana nakon odvajanja, permeabilni Stapovi pres-
taju sa znacajnim priguSivanjem i nanosatelit ulazi u fazu stacionarnog stanja.
Prestanak prigusenja nastaje kada permeabilni materijal ima vise potencijala za
prigusivanje energije nego Sto satelit ima rotacijske kineticke energije. Nakon pres-
tanka prigusenja, magnetski permeabilni materijal i dalje doprinosi dinamici orijen-
tacije kao remanentni dipol, bez obzira na to Sto sami materijal viSe ne predstavlja
znacajan izvor prigusenja. Precizni dinamicki model nanosatelita, potreban da se
odredi njegova orijentacija, posve obuhvacéa ovo slozeno ponasanje.

Nazalost, efektivne znacajke magnetskih komponenti koje su postavljene na nano-
satelitu, ne mogu se jednostavno odrediti prije lansiranja. Na efektivne znacajke
magnetski permeabilnog stapa uvelike utjece omjer duljine i promjera i postupak
zagrijavanja, s mjerenim vrijednostima koje se u slucaju stvarnih uzoraka znacajno
razlikuju od vrijednosti znacajki navedenih u katalogu materijala. Izvan laborato-
rijskih uvjeta, dokazano je da se kod nanosatelita, koji koriste sustave za pasivnu
magnetsku stabilizaciju, pretpostavljeni model dinamike orijentacije razlikuje od

stvarnog.
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3.2 Pocetni uvjeti i pretpostavke koristene kod numericke
integracije

U ovom radu, preuzet ¢e se pocetni uvjeti i podaci iz [13], kako bi se algoritmi nu-
mericke integracije usporedili na primjeru koji sadrzi stvarne, izmjerene podatke.
Za razliku od jednadzbe momenata, koja je u [13] prosirena zbog utjecaja perme-
abilnih Stapova u x i y-smjeru, ovdje Ce se pretpostaviti da je prosla faza prekomjer-
nih rotacijskih gibanja, te da se satelit pomoc¢u magnetskih dipola, postavljenih u
smjeru z-osi, poravnao sa Zemljinim magnetskim poljem, te da su utjecaji perme-
abilnih stapova zanemarivi. Navedeno zanemarenje nije nelogi¢no, buduéi da se sva
znanstvena mjerenja i istrazivanja provode upravo u opisanoj fazi. Time jednadzba
momenata postaje ([14]):

¢ = (M, x H), (174)

gdje je jo magnetska permeabilnost vakuuma i iznosi py = 47 x 107"Hm™!, t' je
vektor momenata, M, je jakost magnetskog dipola u magnetskom polju H, a H je
jakost magnetskog polja. U obzir su uzeti samo momenti koji nastaju djelovanjem
magnetskih dipola sa Zemljinim magnetskim poljem, jer su ostali (tzv. parazitski)
utjecaji na satelit, nekoliko redova velicina manji od utjecaja magnetskog dipola,

sto je prikazano u tablici [T} Jakost magnetskog dipola dobivena je mjerenjem na

Tablica 1: Tipiéni momenti koji djeluju na nanosatelit u niskoj Zemljinoj orbiti
(eng. LEO: Low Earth Orbit) [14]

I[zvor momenta Nominalna vrijednost (Nm)
Magnetski dipol 5x 107°
Gravitacijski gradijent 3x 1078
Tlak solarne radijacije 2 x 1078
Aerodinamicki tlak 2x107°

satelitu, kada je satelit u stacionarnom stanju (poravnat sa Zemljinim magnetskim

poljem). Podaci dobiveni mjerenjem jakosti magnetskog dipola iznose:

0.14
M, = |0.02| Am® (175)
1.09
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Matrica inercije I, potrebna za integraciju Eulerove jednadzbe (izraz|173)), dobivena
je iz CAD modela nanosatelita RAX-1 (preuzeta iz [I4]) i iznosi:

0.018 0 0
I'=| 0 0018 0 |kgm” (176)
0 0  0.006

Kako bi se definirali podaci koristeni prilikom numericke integracije Eulerove jed-
nadzbe, potrebno je definirati jakost magnetskog polja, koja djeluje na nanosatelit.
U tu svrhu, skenirani su dijagrami, koji su dobiveni mjerenjem pomoc¢u magnetome-
tra na realnom RAX-1 nanosatelitu (preuzeti iz [13]). Originalni dijagrami dani su

na slici[7} Dijagrami su skenirani pomoé¢u funkcije definirane u programskom paketu
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Slika 7: Dijagrami izmjerenih komponenata jakosti magnetskog polja, RAX-1 nano-

satelit [13]

MATLAB. Skeniranje je provedeno tako da se ucita zeljeni dijagram, definiraju se
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domene na apscisi i ordinati, te se definira broj tocaka pomoc¢u kojih se dijagram
zeli diskretizirati. Zatim je potrebno definirati ishodiste ucitanog dijagrama, te nje-
govu maksimalnu vrijednost na apscisi i ordinati. Na kraju se odabirom definiranog
broja tocaka diskretizira dijagram, te se tocke povezu linearno. Navedena linearna
interpolacija daje dijagrame koji dovoljno toé¢no opisuju originalne dijagrame.
Dijagrami su skenirani za domenu koja je manja od originalne (od 0-500 sekundi
umjesto 0-1480 sekundi), kako bi se smanjila moguénost numerickih gresaka, te
skratilo vrijeme numericke integracije (time se kasnije omoguéuje uzimanje manjih
vremenskih koraka prilikom same integracije). Ovisno o uzetom koraku integracije,
iz skeniranih dijagrama vadi se dovoljan broj tocaka, kako bi se dobila vrijednost
jakosti magnetskog polja za svaki korak.

Dijagrami, dobiveni skeniranjem originalnih dijagrama, prikazani su na slici

0 100 200 300 400 500
t[s]

0 100 200 300 400 500
ts]

0 100 200 300 400 500
t [s]

Slika 8: Skenirani dijagrami jakosti magnetskog polja
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Nakon dobivanja dijagrama jakosti magnetskog polja, iz njih se vade podaci za
izracunavanje momenta, prema jednadzbi Iz izracunatih momenata, moguce
je iscrtati dijagrame momenata po komponentama, u odnosu na svaku os lokalnog
koordinatnog sustava. Iscrtani dijagrami momenata prikazani su na slici 0] Kao

pocetni uvjeti za momente koristeni su sljede¢i podaci (preuzeti iz [13]):

—0.0012
t'= | 0.2166 | x 107*Nm. (177)

—0.0038

Na slici [9] vidljivo je da su momenti koji djeluju na nanosatelit relativno malog iz-

x10°®
—_ U T T T T T T T T =
£
Z 10} -
- T
_20 | | | | | | | |

T, [Nm]
CJ‘I—‘;I\JU'I

T, [Nm]
o

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t[s]

Slika 9: Dijagrami momenata

nosa. To je u skladu s o¢ekivanjima, buduéi da momenti nastaju medudjelovanjem
magnetskih dipola sa Zemljinim magnetskim poljem, bez dodatnih aktivnih kompo-
nenti, koje bi uzrokovale momente ve¢ih magnituda.

Nakon provedene numericke integracije, dobiveni su dijagrami kvaterniona (10f) i
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kutnih brzina . Kao pocetni uvjeti za dijagram kvaterniona uzeti su:

[—0.4583]
| -0.6558 (178)
b 0.5997 |

| 0.0182 |

Podaci iz , preuzeti su iz [13], gdje su zadani preko Eulerovih kuteva, te ih je

bilo potrebno preracunati u kvaternione pomocu jednadzbe:

K T cim® cim¥
COS5 —l—sansmzst
—rncZ cinl eind i enclrna?
B COS5SINGSING + SINGCOS5C0S5
p_ 0 o 0 - 7/) (179)
sin

T ainbrne? i Tl ain ¥
COS581N5C0S5 + SINZCOS5 5
v c 0 v

2
COSZCOSSIN~E — SINZSINZCOS—

o 6
CcOS 3 CcCoS )

g [
2 2 2 2 2 2

Koristene vrijednosti Eulerovih kuteva kod preracunavanja u kvaterniona su:

o= —135°
0 = 35° (180)
Y= —70°

Slika 10| pokazuje da su sve krivulje ovisnosti kvaterniona o vremenu kontinuirane.

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t[s]

Slika 10: Dijagram kvaterniona

Fakultet strojarstva i brodogradnje 46



Michael Ban Diplomski rad

Drugim rijecima, ne postoje diskontinuiteti, koji nastaju zbog pojave singulariteta,
ukoliko se za opis rotacije koriste kvaternioni. Buduci da se pri bilo kojoj parametri-
zaciji rotacije koristenjem tri parametra javljaju singulariteti, njihovo nepostojanje

kod primjene kvaterniona jedan je od klju¢nih razloga njihove primjene.

w, [°/s]
Lo N

W, [°/s]
Lo s

w, [°/s]

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t[s]

Slika 11: Dijagrami komponenata kutne brzine

Buducdi da je u algoritme integracije potrebno ubaciti pocetne komponente kutne
brzine u rad/s, a dijagrami su iscrtani u °/s, kutne brzine dobivene integracijom
prebacene su u °/s kako bi se dobio bolji osje¢aj o brzini rotacije. Prebacivanje se
jednostavno vr$i mnozenjem vrijednosti kutne brzine sa 180°/7. Na slici [11] vidljivo
je da su komponente kutne brzine u £ i n smjeru lokalnog koordinatnog sustava
vezanog za tijelo nanosatelita male i kreéu se od 1 do 2°/s, dok komponenta u
smjeru monotono raste. Jasno je da je potrebno uklopiti dodatne komponente (npr.
magnetske), kako bi se komponenta kutne brzine u ¢ smjeru stabilizirala i zadrzala
oko neke (ne prevelike) stacionarne vrijednosti. U [I3], to je u¢injeno postavljanjem
magnetski permeabilnih stapova u £ i n smjeru, koji u ovom primjeru nisu uzeti u
obzir, budu¢i da se promatra period u kojem magnetski permeabilni stapovi imaju

vrlo mali utjecaj (period u kojem se provode znanstvena istrazivanja).
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3.3 Usporedba rezultata

Kako bi se prikazala konvergencija te usporedili rezultati za razlicite metode, prove-
dene su simulacije s vremenskim koracima A t = (1/2s,1/4s,1/8s,1/16s, 1/32 s,
1/64 s, 1/128 s, 1/256 s, 1/512 s, 1/1024 s, 1/2048 s, 1/4096 s). Simulacija je pro-
vedena za vremensku domenu 10 sekundi, kako bi trajanje simulacije bilo dovoljno
malo. Rezultati dobiveni simulacijom, usporedeni su s vrijednos¢u pronvergirano, K0ja
je dobivena za At = 10~* s. Navedena vrijednost moze se uzeti kao referentna,
buduéi da su obje metode konvergirale prema istom rjesenju. Na slici [I2] prikazan
je, u logaritamskom mjerilu, dijagram ovisnosti norme razlike izracunatog kvater-
niona i referentnog (konvergiranog) kvaterniona ||p — pronvergirano|| 0 vremenskom
koraku At za obje metode. Metoda po II. formulaciji i nova metoda, pokazuju go-
tovo identi¢ne rezultate (razlika normi je red velicine 107!2, §to je pogreska na razini
racunalne to¢nosti). U obradenom primjeru moment ne ovisi o orijentaciji tijela,
Sto znaci da se dinamicke jednadzbe mogu dovoljno dobro opisati i s ve¢im kora-
cima, ¢ime prednost nove metode (bolji rezultati kod veéih koraka) nije izrazena.
U svakom slucaju, moze se zakljuciti da je, u obradenom primjeru, nova metoda u

najmanju ruku jednako dobra kao i standardna metoda prema formulaciji II.

10'4 T T T
—+8— Standardna metoda 2
—¥— Nova metoda
10° | 1
:O
&
=
2 100 ;
E’ 1
e
o
107 F E
10-8 L I | L | . IR L
10 107 1072 107" 10°

Vremenski korak (s)

Slika 12: Dijagram konvergencije
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4 ZAKLJUCAK

U prvom poglavlju prikazano je gibanje krutog tijela u matricnom obliku preko SE(3)
grupe. Mnozenjem elemenata SE(3) grupe moguée je translatirati i rotirati jedan
koordinatni sustav (vezan za tijelo) u odnosu na pocetni koordinatni sustav (iner-
cijski). Ukoliko se ishodiste koordinatnog sustava smatra fiksnim, jedino moguée
gibanje krutog tijela je rotacija. U tom slu¢aju, razmatra se SO(3) grupa koja pred-
stavlja grupu matrica rotacija. Zatim je rotacija opisana pomocu eksponencijalnih
koordinata, preko kojih je moguce zapisati i samu matricu rotacije. Nadalje, uvedeni
su Eulerovi kutevi, koji predstavljaju parametrizaciju rotacije s tri parametra, te je
naveden problem singulariteta (koji se javlja kod svake parametrizacije rotacije s tri
parametra). Kako bi se izbjegli problemi singulariteta, uvedeni su kvaternioni, koji
ako se prikazu preko Eulerovih parametara, ¢ine jedini¢ni kvaternion, koji se koristi
za opisivanje rotacije u 3D prostoru.

U drugom poglavlju predstavljene su tri metode numericke integracije - dvije stan-
dardne metode kod kojih je potrebno zadovoljiti barem jednu stabilizacijsku jed-
nadzbu, te nova kod koje su svojstva kvaterniona (poput jedini¢ne norme i orto-
gonalnosti kvaterniona i njegove derivacije) implicitno zadovoljena. Nova metoda
ne operira u vektorskom prostoru globalne parametrizacije rotacije satelita, nego
se inkrementalna integracija vrsi na tangentnom prostoru rotacijske mnogostrukosti
SO(3), uz izravnu rekonstrukciju orijentacije na mnogostrukost jedini¢nih kvaterni-
ona SU(2).

U tre¢em poglavlju obraden je primjer realnog RAX-1 nanosatelita, gdje su usporedene
nova metoda i standardna metoda kod koje je potrebno eksplicitno zadovoljiti samo
jedini¢nu normu kvaterniona (formulacija II). Usporedba je provedena iscrtavanjem
dijagrama konvergencije, koji je pokazao da, u obradenom primjeru, obje metode
daju gotovo identicne rezultate. Razlog tome je neovisnost momenta o orijentaciji
tijela, Sto vodi do ¢injenice da se dinamicke jednadzbe mogu dovoljno dobro opisati
i s veéim koracima, ¢ime prednost nove metode (bolji rezultati kod vecéih koraka)
nije izrazena. U svakom slucaju, dokazano je da je nova metoda, u najmanju ruku,

barem jednako dobra kao i standardna metoda prema formulaciji II.
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