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SADRZAJ

U ovom radu provedena je usporedba Euler-Bernoullijeve i TimoSenkove teorije
savijanja grede. Usporedba Euler-Bernoullijeve i TimoSenkove provedena je numericki u
programskom paketu Abaqus koji se temelji na metodi konacnih elemenata. Usporedba
navedenih teorija savijanje grede provedena je na nekoliko jednostavnih primjera. Takoder
usporedba je provedena za dva karakteristicna poprecna presjeka grede, a to su kruzni i
pravokutni poprecni presjek. Numericki rezultati usporedeni su sa dostupnim analitiCkim
rezultatima. Uz numeri¢ku usporedbu navedenih teorija savijanja grede pokazane su i
osnovne analiticke razlike. Dokazano je da je Euler-Bernoullijeva teorija savijanja grede
poseban slucaj TimoSenkove teorije savijanja grede uz ispunjavanje odredenih geometrijskih
uvjeta. U radu je pokazano do kojeg omjera visine i duljine grede se moze Kkoristiti

jednostavnija Euler-Bernoullijeva teorija i uz koju gresku.

Kljucne rijeci: savijanje grede, Euler-Bernoullijeva teorija, TimoSenko teorija, metoda

konacnih elemenata, gredni kona¢ni elementi
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SUMMARY

This paper has conducted the comparison of Euler-Bernoulli and Timoshenko theory
of beam bending. The comparison of Euler-Bernoulli and Timoshenko beam theory has been
conducted numerically in the software package called Abaqus which is based on finite
element method. The comparison of the listed beam bending theories has been conducted on
several simple examples. Also, it has been conducted on two specific cross-sections of beams,
the circural and the rectangular cross-section. Numerical results have been compared to the
available analytic results. Along with the numerical comparison of the listed beam bending
theories, there are also shown basic analytic differences. It has been proved that Euler-
Bernoulli beam theory is the special case of Timoshenko beam theory when certain
geometrical conditions are met. The paper shows to which ratio of the cross-section height
and the lenght of the beam can the simple Euler-Bernoulli theory be used and to which

mistake.

Key words: beam bending, Euler-Bernoulli beam theory, Timoshenko beam theory, finite

element method, beam finite elements
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1 UVOD

1.1 Savijanje grede

Savijanje je pojava kod koje uzduzna os Stapa mijenja svoj oblik, tj. pri savijanju se
ravni $tapovi zakrivljuju [1]. Stap mijenja zakrivljenost uzduzne osi kada na njega djeluju
poprecne sile ili momenti savijanja. Stoga Stapove optere¢ene poprecnim silama ili
momentima savijanja nazivamo gredama. Greda je konstrukcijski element kojemu su
dimenzije popre¢nog presjeka znatno manje od uzduzne duljine. Na slici 1 je prikazana realna
konstrukcija u kojoj je greda na slobodnom kraju optere¢ena poprecnom silom @, a na
drugom kraju je ukljestena. Uobicajeni naziv za gredu koja je opisana prethodnom re¢enicom

je konzola.

ABUS 37t

Slika 1. Prikaz savijanja grede na primjeru realne konstrukcije

Prema [1], ako se vanjske sile u nekom poprecnom presjeku reduciraju samo na spreg,
kazemo da je greda opterecena na Cisto savijanje ili savijanje spregovima (slika 3a), a ako se u
poprecnom presjeku javljaju i poprecne sile, govorimo o poprecnom savijanju ili savijanju

silama (slika 3b).

R___ 5

a)

Slika 2. a) Cisto savijanje i b) popre¢no savijanje

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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1.2 Teorija savijanja grede kroz povijest

Savijanje grede je problem sa kojim se Covjek Cesto susretao kroz povijest. Vec sa
prvim gradevinama covjek je morao savladati problem savijanja grede. VeliCanstvene
gradevine iz starog vijeka bilo bi nemoguce izgraditi bez savladavanja problema savijanja
grede. Medutim, graditelji iz starog doba nisu poznavali suvremene teorije savijanja grede,
nego su koristili iskustvena pravila pri odredivanju dimenzija pojedinih konstrukcijskih

dijelova. Na slici 3 prikazani su primjeri greda koristenih u graditeljstvu starog vijeka.

Slika 3. Kamena greda iz starog vijeka

Leonardo da Vinci (1452-1519) prvi je proveo znacajnije pokuse o ponasanju i ¢vrstoci
materijala. Da Vinci u svojem rukopisu poznatijem kao Codex Madrid piSe: "Prema tome
centar njegove visine (visine popre¢nog presjeka) postaje upravo kao ravnoteza njegovih
stranica" [2]. 1z prethodnog se moze zakljuciti da je da Vinci tocno pretpostavio da u slucaju
pravokutnog poprecnog presjeka neutralna linija prolazi kroz polovicu visine presjeka.
Ispitivanjem grede zakljucio je da ¢e Cvrstoca grede opterecene na dva oslonca biti veca ako

je udaljenost izmedu oslonaca manja, a Sirina grede veca.

Galileo Galilei (1564-1642) prvi je analiticki pristupio problemu savijanja grede u
djelu "I due nuovi scienze fisiche...", objavljenom 1638 [1]. U svom razmatranju posao je od

konzole (slika 4), i uocio da lom pocinje u tocki B i Siri se prema tocki 4. Pri tome se
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odlomljena konzola okrece oko tocke 4. Dok ne dode do loma grede, moment unutra$njih sila

po presjeku AB drzi ravnotezu momentu sile F.

Slika 4. Savijanje grede prema Galileu [2]

Galileo je krivo pretpostavio da su naprezanja po presjeku jednoliko raspodijeljena (slika 5).
U tom slucaju rezultanta unutraSnjih sila prolazi kroz srediste presjeka i iznosi:

F, =o,_bh. (1.1)

Krak te sile oko tocke A4 iznosi //2, pa ravnoteZa momenata oko tocke A glasi:

SM, =0; cmaxbhg =Fl. (1.2)

Odavde bi maksimalno naprezanje po Galileovoj pretpostavci iznosilo:

Fl
o =

m = 2727 (1.3)

Slika 5. Galileova pretpostavka naprezanja po presjeku grede [1]
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Iako znamo da je Galileovo rjeSenje neispravno, ono je imalo veliko znacenje za daljnji razvoj

teorije savijanja [1].

Edme Mariotte (1620-1684) unaprijedio je Galileovu teoriju savijanja grede. Mariotte
je zadrzao Galileovu pretpostavku da se u presjeku javljaju samo vlacne sile. Medutim,
Mariotte je zaklju€io da njihova raspodjela nije jednolika ve¢ se linearno mijenja. Uocivsi da
se vlakna to viSe rastezu $to su dalje od okretiSta 4, pa i unutrasnje sile rastu linearno od nule
u tocki 4 do maksimalne vrijednosti u tocki B [1]. Na temelju toga naprezanja su

raspodijeljena po zakonu trokuta (slika 6).

F

Slika 6. Mariotteova pretpostavka naprezanja po presjeku grede [1]

1z slike 6 slijedi da rezultanta unutra$njih sila iznosi

Fi = Gmax % (14)

Rezultanta unutrasnjih sila djeluje na kraku 24 /3, te iz toga proizlazi da ravnoteza momenata

oko tocke 4 jednaka
M, =0; ITI%:FZ. (1.5)
Uvrstavanjem izraza (1.4) u (1.5) dobivamo izraz za maksimalno naprezanje u presjeku grede.
SOwbhSh=F, (1.6)
o =3%. (1.7)

Antoine Parent (1666-1716) prvi je dao tocno rjeSenje problema savijanja grede [1].
Parent je toc¢no pretpostavio linearnu raspodjelu naprezanja i polozaj neutralne linije na
sredini presjeka. Prvi je to¢no izveo izraz za moment otpora pravokutnog presjeka. Medutim,
Parentovo rjesenje nije bilo prihvaceno od strane njegovih suvremenika, pa su u inzenjerskoj

praksi ostale u primjeni Galileova i Mariotteova teorija savijanja grede.
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Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806) takoder je dao to¢no rjeSenje problema
savijanja grede. Coulomb je ispravno pretpostavio da se u presjeku grede pojavljuju i vlac¢na i
tlacna naprezanja koja se linearno mijenjaju po visini presjeka [1]. Takoder, Coulomb je

ispravno odredio polozaj neutralne linije u sredini pravokutnog poprecnog presjeka (slika 7).

b

] T | - —

.?'/"

s 7 th

]

Slika 7. Coulombova pretpostavka naprezanja po presjeku grede [1]

Rezultanta vla¢nih naprezanja F; mora biti jednaka rezultanti tla¢nih naprezanja F,:

F1=F2=l($ bgzic bh. (1.8)

max max
2

Ravnoteza momenata vanjskih i unutrasnjih sila oko tocke A4:

Féh:Fl, (1.9)
lomaxbhgthl, (1.10)
4 3

Fl
el 1.11
Gmax bhz ( )

Znatan doprinos u razvoju teorije savijanja grede dali su Leibnitz, bra¢a Jacob i
Johann Bernouilli. Jacob Bernoulli je pri izvodenju izraza za naprezanje pri savijanju uveo
pretpostavku o ravnim presjecima, primijenio je Hookeov zakon i utvrdio da su zakrivljenost

deformirane osi Stapa i moment savijanja proporcionalne veli¢ine.

Daniel Brnoulli (1700-1782), sin spomenutog Johanna Bernoullia i Leonhard Euler
(1707-1783) zajedno su u potpunosti rijesili problem savijanja grede. Primjenom varijacijskog
principa Bernoulli i1 Euler prvi su izveli diferencijalnu jednadzbu elasti¢ne linije.
Jednadzbama koje su izveli Bernoulli i Euler moZe se sa velikom preciznosti odrediti progib
grede uslijed djelovanja optereéenja, takoder njihovim se jednadzbama moze izraCunati i

naprezanje pri savijanju. Euler-Bernoullijeva teorija savijanja grede smatra se prvom

Fakultet strojarstva i brodogradnje 5



Ante Culo Zavr$ni rad

sveobuhvatnom teorijom savijanja grede, iako je njihova teorija primjenjiva samo za tanke
grede kod kojih je malen omjer visine poprecnog presjeka i ukupne duljine grede. Euler-
Bernoullijeva teorija savijanja i danas ima veliki znacaj u inZenjerskoj praksi. Zanimljivo je
napomenuti da se Euler-Bernoullijeva teorija savijanja grede primjenjivala i pri proracunu

gredi Eiffelovog tornja (slika 8).

Slika 8. Izgradnja Eiffelovog tornja

Stjepan TimoSenko (1878-1972) dodatno je prosirio Euler-Bernoullijevu teoriju
savijanja grede. Glavna mana prethodno spomenute Euler-Bernoullijeve teorije je
zanemarivanje smi¢nog naprezanja. TimoSenkova teorija savijanja grede primjenjiva je i za

grede znatno vece debljine gdje se utjecaj smika ne moze zanemariti.
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2 ANALITICKI PRIKAZ TEORIJA SAVIJANJA GREDE

Za verifikaciju numerickih rjeSenja dobivenih iz programskog paketa Abaqus potrebno
je prikazati osnovne analiticke izraze. U ovom poglavlju ¢e se samo ukratko prikazati izrazi i

geometrijske pretpostavke kod Euler-Bernoullijeve i TimoSenkove teorije savijanja grede.

2.1 [Euler-Bernoullijeva teorija savijanja grede

Kod prikazivanja izraza za savijanje grede Euler-Bernoullijevom metodom ograniciti
¢emo se Cisto savijanja grede Ciji poprecni presjek ima jednu os simetrije [1]. Uslijed
djelovanja opterecenja greda se deformira. Deformacija grede uzrokuje zakrivljenje uzduzne
osi Stapa te se naziva elasti¢na ili progibna linija. Euler-Bernoullijeva teorija savijanja grede
izvedena je uz odredene pretpostavke o deformiranju i raspodjeli naprezanja:

e poprecni presjeci nakon deformiranja ostaju ravni 1 okomiti na elasti¢nu liniju,

e sve komponente naprezanja osi o, jednake su nuli,

e maksimalni nagib tangente na elasti¢nu liniju je malen,

o, <0,05.....0,1rad (2°....3°) prema [1],

max

e visina poprec¢nog presjeka / je mala u usporedbi sa duljinom grede /,

h 1

—<—......—, prema [1],

757 p [1]
h 1 1
—<—......—, prema [3].
1 <1070 Premald]

U Euler-Bernoullijevoj teoriji savijanja grede zanemaruje se utjecaj smi¢nog naprezanja.
Stoga je Euler-Bernoullijeva teorija savijanja grede primjenjiva je samo za tanke grede, tj. one
grede kod kojih je visina popre¢nog presjeka mala u usporedbi sa duljinom grede. Primjenom
Euler-Bernoullijeve metode na deblje grede dobivala bi se rjeSenja koja su znatno razli¢ita od
stvarnih rjeSenja, zato Sto se kod debljih greda ne moZe zanemariti utjecaj smicnog
naprezanja. PogreSka koja se dobiva racunanjem pomocu ove metodom smanjuje se sa
smanjivanjem omjera 4//.

Osnovni izrazi koji opisuju Euler-Bernoullijevu teoriju savijanja preuzeti su iz [1]. Iz
geometrijske analize Stapa optereCenog na Ccisto savijanje dobivamo osnovni izraz za
deformaciju u smjeru osi x. Detaljna geometrijska analiza se ovdje nece provoditi. Cjelokupna

geometrijska analiza te izvod izraza za deformaciju & moZe se pronaciu [1].

2.1)
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U izrazu (2.1) oznaka p predstavlja polumjer zakrivljenosti elasti¢ne linije (slika 9), a z je

udaljenost toc¢ke od neutralne linije.

Slika 9. Zakrivljenost elasti¢ne linije grede

Primjenom Hookeova zakona mozemo dobiti izraz za raspodjelu naprezanja. 1z pretpostavke
da u Stapu vlada jednoosno stanje naprezanje dobivamo
o .=E¢, (2.2)
Uvrstavanjem izraza (2.1) u (2.2) dobivamo izraz za raspodjelu naprezanja
c.=EZ (2.3)
P
Na slici 10 prikazana je deformacija grede uslijed savijanja. Na slici mozemo vidjeti kako

poprecni presjeci ostaju ravni 1 okomiti na elasti¢nu liniju.

T pretpostavljena

deformacija

Slika 10. Deformiranje grede u x-z ravnini, prema Euler-Bernoulliju
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Primjenom uvjeta ravnoteze sa slike 11 dobivamo

N=[od4=0, (2.4)
A
M, =—[o ydd=0, (2.5)
A
M, = j o zdA. (2.6)
A

Uvrstimo li izraz (2.3) u (2.6) dobit ¢emo

M, = £ j Z%dA. (2.7)
Jold

X

Kako je '[zsz =1, ,te se iz izraza (2.3) moze izraziti da je —= ° dobivamo
: o z
b

o, =—"z (2.8)

Izraz (2.8) omogucava nam da u svakoj tocki presjeka Stapa odredimo naprezanje o, .

Takoder iz izraza za naprezanje lako mozemo zakljuciti da se naprezanje mijenja linearno po

.

visini poprecnog presjeka.

N
N
T

—-—-’—’:--—
* z

Slika 11. RavnoteZa elementa grede opterecenog na €isto savijanje

U deformiranom S$tapu pomaci to¢aka na osi Stapa u smjeru osi x i y, tj. pomaci u 1 v
zanemarivo su mali u odnosu na pomake w u smjeru osi z. Pomaci w nazivaju se jos i progibi
grede, a elasticna se linija ponekad naziva progibna linija [1]. Dokaz izraza koji slijede
ne¢emo provoditi, nego ¢emo ih samo navesti kako bi ih u nastavku mogli usporediti sa

izrazima TimoSenkove teorije savijanja grede.
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Diferencijalnu jednadzbu elasti¢ne linije mozemo opisati slijede¢im izrazom

d’w M,
dx? EI

y

Nagib tangente na elasti¢nu liniju odreden je izrazom

_dw

dx

2.2 Timosenkova teorija savijanja grede

(2.9)

(2.10)

Za razliku od Euler-Bernoullijeve teorije savijanja grede, TimoSenkova teorija uzima u

obzir i utjecaj smi¢nog naprezanja. Stoga je ova teorija primjenjiva i za grede znatno vece

debljine. Kod deformiranja grede poprecni presjeci vise nisu ravni i okomiti na elasti¢nu

liniju. Pretpostavka da poprecni presjeci ostaju ravni i dalje vrijedi, ali zbog kutne

deformacije koja je posljedica smi¢nog naprezanja dolazi do deplanacije popre¢nog presjeka,

te on vise nije okomit na elasti¢nu liniju. Kut za koji je poprec¢ni presjek dodatno zakrenut u

odnosi na pravi kut posljedica je smi¢nog naprezanja (slika 12).

|/ [
\ o A
",I ',l
Z |I |II
/ /
neutralna linija
_dw
dx
normala na
elasti¢nu liniju |
,u"\pretposta\-'lj ena
deformacija

Slika 12. Deformiranje grede u x-z ravnini, prema TimoSenku

Fakultet strojarstva i brodogradnje
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Iz prethodne teze moze se zakljuciti da kod TimoSenkove teorije savijanja grede imamo dvije

komponente naprezanja, normalno naprezanje o, i smi¢no naprezanje 7_, dok su sve ostale

komponente naprezanja jednake nuli. Radi jednostavnosti razmatranja problema, usvaja se

pretpostavka da je smi¢no naprezanje 7 _ konstantno po visini popre¢nog presjeka. Sli¢no kao

1 kod razmatranja Euler-Bernoullijeve teorije savijanja grede prikazati ¢e se samo gotovi
izrazi koji opisuju teoriju savijanja grede prema TimoSenku. Detaljnija analitic¢ka razrada

navedene teorije savijanja moze se pronaci u [3]. Poprecne sile Q. koje opterecuju gredu
uzrokuju pojavu smi¢nog naprezanja 7_. Primjenom uvjeta ravnoteZe na popre¢nom presjeku
grede dobivamo izraz koji povezuje poprecne sile Q. i1 smi¢no naprezanje 7_ (slika 13). Na

slici 13 naprezanje o, djeluje "iz papira".

'Q

*z

Slika 13. Poprecni presjek grede

i
7.

1z slike 13 proizlazi
dQ. =7 _d4. (2.11)

Integriranjem izraza (2.11) po cijelom presjeku dobivamo da je poprecna sila jednaka
0. =|r.d4, (2.12)
A

Qz = szAs' (2.13)
U izrazu (2.13) uvedena je ekvivalentna smi¢na povrSina 4 . RaCunanje sa ekvivalentnom
smi¢nom povrSinom posljedica je pretpostavke o konstantom smi¢nom naprezanju 7_ po

visini popre¢nog presjeka. Veza izmedu stvarne povrSine poprecnog presjeka A i

ekvivalentne povrSine popre¢nog presjeka 4 definirana je korekcijskim faktorom smicanja

k . Odnosno korekecijski faktor smicanja odreden je izrazom
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k== 2.14
y (2.14)

Korekcijski faktor smicanja definiran je karakteristikom materija grede i geometrijom
poprecnog presjeka. Detaljnije objasnjenje korekcijskog faktora smicanja prikazano je u od
narednih poglavlja.

Izraz za kut ¢, pod kojim se presjek nalazi uslijed smi¢nog naprezanja, proizlazi iz slike 13

p=a+y_. (2.15)
Uvrstavanjem poznatog izraza (2.10) u (2.15) dobivamo
dw
=——Hty._. 2.16
b= t7= (2.16)
Deformaciju u smjeru osi x mozemo prikazati u ovisnosti o kutu ¢
d¢
g =—12z. 2.17
S (2.17)
Primjenom Hookeova zakona moZemo povezati deformacije i naprezanja, pa dobivamo
arzEerzE%z, (2.18)
“ “ dx
7. =Gy, (2.19)

gdje je G modul smicanja, a on je definiran sljede¢im izrazom

_E
C2(1+v)

(2.20)

Izraz za moment savijanja M identiCan je izrazu (2.6). UvrStavanjem izraza (2.18) te

analognim postupkom kao i za Euler-Bernoullijevu teoriju savijanja grede dobivamo

d¢
M, =El~—". (2.21)

Izraz za popre¢nu silu Q. koja uzrokuje smicno naprezanje 7 _ ve¢ je definiran izrazom
(2.13), no taj izraz mozemo prosiriti izrazim (2.14) 1 (2.19), iz cega slijedi:
0. =kAGy . (2.22)
Kako bi analiticka usporedba Euler-Bernoullijeve i TimoSenkove metode bila potpuna,
potrebno je jo§ prikazati izraz kojim se definira progib elastine linije kod TimoSenkove
metode savijanja grede. Taj izraz prema [3] glasi:
d’w EI

EIyF:—My—kAé;qz. (223)
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2.3 Kratak osvrt na analiticku usporedbu teorija savijanja grede

Kao $to je ve¢ naznaceno, Euler-Bernoullijeva teorija koristi se samo kod tankih greda
gdje se utjecaj smi¢nog naprezanja moze zanemariti, dok se TimoSenkova teorija moze
koristiti 1 za grede vec¢ih debljina. Medutim, primjenom TimoSenkove metode na tanke grede
gdje se moZe zanemariti utjecaj smi¢nog naprezanja dolazimo do zanimljivog zakljucka.

Pravokutni poprec¢ni presjek grede moze se okarakterizirati slijede¢im veli¢inama:

A=bh, (2.24)
3
I, = %. (2.25)

Drugi ¢lan na desnoj strani jednadzbe (2.23), koji je posljedica utjecaja smicnog naprezanja
oznacit ¢emo proizvoljnom oznakom S.
EI,
4G q.. (2.26)
Uvrstavanjem izraza (2.24) 1 (2.25) u (2.26) dobivamo:
_ EbK  ER

12kbhG  12kG

Kod jako tankih greda 4 — 0, dobivamo da je S =0. Moze se zakljuciti da ako je S=0,

(2.27)

diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije prema TimoSenku (2.23) postaje potpuno identi¢na
izrazu (2.9), tj. diferencijalnoj jednadzbi elasticne linije Euler-Bernoullijeve teorije. Do istog
zakljucka se moze do¢i i lakSim putem. Zanemarivanjem smi¢nog naprezanja u izrazima
TimoSenkove teorije savijanja, tj. zanemarivanjem kutne deformacije (y_ =0) moZemo iz
izraza (2.15) dobiti:

p=qa. (2.28)
Iz prethodnog je lako zakljuciti da ¢emo primjenom TimoSenkove teorije savijanja na tanke

grede dobiti izraze koji su identi¢ni izrazima u Euler-Bernoullijevoj teoriji savijanja grede.
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3 METODA KONACNIH ELEMENATA

U ovom radu ¢e se usporediti Euler-Bernoullijeva i TimoSenkova metoda savijanja
grede pomoc¢u metode konac¢nih elementa. Metoda konacnih elemenata priblizna je numericka
metoda koja je nezaobilazna u inZenjerskim proracunima. Metoda konacnih elemenata se
temelji na fizickoj diskretizaciji kontinuuma [4]. Razmatrani kontinuum s beskona¢no
stupnjeva slobode gibanja zamjenjuje se s diskretnim modelom medusobno povezanih
elemenata s ograni¢enim brojem stupnjeva slobode, odnosno razmatrani kontinuum postaje
mreza konacnih elemenata. Konac¢ni elementi medusobno su povezani u ¢vorovima. Polje
pomaka, naprezanja i deformacija u svakom je elementu opisano pomocu interpolacijskih
funkcija. Interpolacijske funkcije pomocu kojih se opisuje stanje elemenata moraju zadovoljiti
odgovarajuce uvjete da bi se diskretizirani model mogao Sto viSe pribliZiti tocnom rjesenju.
Uz pravilnu formulaciju kona¢nih elemenata, priblizavanje to¢nom rjeSenju raste sa
povecanjem broja elemenata. Pojava da se numericka rjeSenja dobivena metodom konacnih
elemenata sve viSe priblizavaju vrijednostima koje tocno opisuju razmatrani problem, uz
povecanje broja kona¢nih elemenata, naziva se konvergencija rjeSenja. Ovisno o kona¢nim
elementima i formulaciji metode konacnih elemenata, priblizavanje to¢nom rjeSenju moze biti
monotono i nemonotono [4]. Konvergencija je monotona kada se izra¢unavaju pomaci koji su
po apsolutnoj vrijednosti manji od to¢nih, a usitnjavanjem mreze se stalno povecavaju i
priblizavaju tocnom rjeSenju. Za postizanje monotone konvergencije, potrebno je da
interpolacijske funkcije mogu opisati pomake krutog tijela te da je mogucée opisati polje
konstantnih deformacija. Takoder moraju biti zadovoljeni svi potrebni uvjeti kompatibilnosti
duz rubova susjednih elemenata [4]. Ukoliko nisu ispunjeni svi potrebni uvjeti

kompatibilnosti duz rubova susjednih elemenata konvergencija je nemonotona.

3.1 Opis metode konacnih elemenata

Nakon izvodenja jednadzbi za konac¢ni element, odgovaraju¢im postupcima izvode se
globalne jednadzbe za diskretizirani model. Medutim, sloZzene konstrukcije zahtijevaju
diskretizaciju sa velikim brojem konac¢nih elemenata Sto uzrokuje sustav algebarskih
jednadzbi sa velikim brojem nepoznanica. 1z prethodno navedenog razloga zakljucuje sa da je
za izracun rjeSenja metodom konacnih elemenata potrebno racunalo. Abaqus je programski
paket koji se bazira na metodi kona¢nih elemenata. Na slici 14 je prikazan nacin rada

programskog paketa Abaqus.
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PRETPROCESOR
Opisivanje
proraéunskog
modela

PROCESOR

RjeSavanje .
problema
matematickog
modeliranja

V=K'R [

Baza elemenata

POSTPROCESOR
Graficki prikaz
rezultata

Slika 14. Shematski prikaz programa [4]

U pretprocesoru je potrebno definirati geometriju, rubne uvjete i optereéenje proracunskog
modela. Kod modeliranja u pretprocesoru potrebno je S§to vjernije opisati stanje realne
konstrukcije. Takoder je potrebno diskretizirati proracunski model na konacne elemente te
odrediti njihov tip. U procesoru se nalaze algoritmi za rjeSavanje problema matematickog

modeliranja. U procesoru se rjesava globalna jednadzba kona¢nih elemenata

KV =R, 3.1
gdje je
K - globalna matrica krutosti,
\% - vektor globalnih stupnjeva slobode,
R - globalni vektor ukupnih ¢vornih sila.

Kod analize konstrukcija najéeS¢e nas zanimaju pomaci. Stoga je izraz (3.1) potrebno
pomnoziti sa inverznom matricom krutosti, pa slijedi

V=K 'R (3.2)
Nakon rjeSavanja globalnog sustava jednadzbi i izraCunavanja vektora globalnih stupnjeva
slobode V, moguce je izracunati polja naprezanja i deformacija u konacnim elementima.
Medutim, da bismo mogli izracunati polje naprezanja i deformacije kona¢nih elemenata
potrebno je preracunavanje globalnih stupnjeva slobode u stupnjeve slobode u odnosu na

lokalni koordinatni sustav. Procesor pomocu odredenih matrica transformacije (a,iT)

provodi prethodno navedenu operaciju. Vektor globalnih stupnjeva slobode V se pomocu
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kinemati¢ke matrice transformacije a, transformira u vektor lokalnih stupnjeva slobode u
smjeru globalnih koordinata v, .

v, =aV. (3.3)
Vektor lokalnih stupnjeva slobode dobivamo transformiranjem matrice v, pomo¢u matrice

transformacije T, pa slijedi
v=Tv,. (3.4)

Vektor pomaka u mozemo zapisati kao umnozak matrice funkcije oblika N 1 vektora

lokalnih stupnjeva slobode v

u=Nv. (3.5)
Deformacije u elementu & odredene su izrazom
e=D,u, (3.6)
gdje je
D, - kinematicki diferencijalni operator,
u - vektor pomaka u odnosu na lokalne stupnjeve slobode.
Uvrstavanjem izraza (3.5) u (3.6) dobivamo
¢=D, Nv. (3.7)

Uvodenjem supstitucije dobivamo matricu medusobne ovisnosti deformacije u elementu i
pomaka u ¢vorovima
B=D,N. (3.8)

Uvrstavanjem izraza (3.8) u (3.7) dobivamo konacni izraz za polje deformacija u elementu

£=Bv. (3.9)
Mnozenjem izraza (3.9) sa matricom elasticnosti D dobivamo izraz za naprezanje

o = De. (3.10)
U procesoru se obavljaju izracuni svih prethodno prikazanih izraza. Rezultate dobivene
kompleksnim izraCunima u procesoru potrebno je prikazati korisniku programskog paketa.
Postprocesor omogucuje graficki prikaz rezultata, tj. deformirani oblik prora¢unskog modela

te raspodjelu unutarnjih sila i naprezanja.
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4 OPISIVANJE PRORACUNSKOG MODELA

Prije same numericke usporedbe teorija savijanja potrebno je u pretprocesoru
programskog paketa Abaqus definirati proracunski model, tj. potrebno je definirati
geometriju, optereéenje i rubne uvjete proratunskog modela. Numericka usporedba biti ¢e
prikazana za dva karakteristicna poprecna presjeka grede, a to su kruzni i pravokutni poprecni

presjek grede (slika 15).

Slika 15. Modeli greda karakteristi¢nih poprec¢nih presjeka

Modeli grede prikazani na slici 15 u Abaqusu se prikazuju kao ravna linija (slika 16).

Slika 16. Prikaz modela grede u Abaqusu

4.1 Definiranje poprecnog presjeka grede

Za dobivanje ispravnih numerickih rjeSenja TimoSenkovom teorijom savijanja grede,
potrebno je ispravno definirati popre¢nu smi¢nu krutost (Transverse Shear Stiffness - TSS
prema [5]). Radi jednostavnosti popre¢na smi¢na krutost biti ¢e definirana iz elasti¢nih
svojstava materijala. Prema [5] poprecna smicna krutost (7SS) odreduje se pomocu
korekcijskog faktora smicanja k. Potrebno je istaknuti da Abaqus korekcijski faktor smicanja
k racuna prema Cowperu [5].

Korekeijski faktor smicanja za kruzni poprecni presjek, prema Cowperu je definiran izrazom

k= 6+6v,
7+ 6v

(3.1)
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dok se za pravokutni poprecni presjek definira kao

L _lo+1ov

= . 3.2
- 12411y (3-2)

Uvrstavanjem vrijednosti za Poissonov faktor v =0,3 dobivamo vrijednost izraza (3.1) 1 (3.2)

k,=0,89 ik =0,85. (3.3)
U modulu Property programskog paketa Abaqus, tocnije u izborniku Edit Beam Section
ukljucuje se opcija prema kojoj Abaqus popreénu smi¢nu krutost izracunava iz elastiénih

svojstva materijala (slika 17).

Transverse Shear Stiffness
[¥] Specify transverse shear
Slenderness compensation: () Use analysis product default
@ Calculate from elastic material properties

0 Value:

Slika 17. Transverse Shear Stiffness [6]

4.2 Odabir kona¢nih elemenata

4.2.1 Konacni elementi za Euler-Bernoullijevu teoriju savijanja

Elementi koji se koriste za analizu savijanja grede prema Euler-Bernoullijevoj teoriji
ne dozvoljavaju kutnu deformaciju. Stoga presjeci ostaju ravni i okomiti na elasti¢nu liniju.
Na slici 18 je prikazan element koji ¢e se koristiti za analizu Euler-Bernoullijeve teorije

savijanja.

Slika 18. Gredni konac¢ni element B23 [5]

Euler-Bernoullijev gredni element B23 ima 2 c¢vora. Polje pomaka kod B23 konacnog
elementa opisuje se interpolacijskim polinomom treceg reda, tj. kubi¢nim interpolacijskim
polinomom. Interpolacijska funkcija tre¢eg reda omogucava zadovoljavajuéu to¢nost pri

analizi grede koja je opterec¢ena kontinuiranim optere¢enjem po svojoj duljini.
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4.2.2 Konacni elementi za TimoSenkovu teoriju savijanja

TimoSenkovi gredni konac¢ni elementi dozvoljavaju kutnu deformaciju. B21 konac¢ni element

ima dva ¢vora, a polje pomaka se opisuje interpolacijskim polinomom prvoga reda.

I -

Slika 19. Gredni konac¢ni element B21 [5]

Takoder se moze koristiti i TimoSenkov gredni element viSeg reda koji se oznacava kao B22.

Ovaj konacni element ima 3 ¢vora, dok se polje pomaka opisuje interpolacijskim polinomom
drugoga reda.

|

Slika 20. Gredni konac¢ni element B22 [5]

Fakultet strojarstva i brodogradnje
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5 NUMERICKI REZULTATI ZA GREDE RAZLICITIH DEBLJINA

Numeri¢ka usporedba teorija savijanja biti ¢e prikazana na nekoliko jednostavnih
primjera savijanja grede. Usporedba rezultata biti ¢ée prikazana za nekoliko razlicitih

vrijednosti omjera visine grede i njezine ukupne duljine 4/1.

5.1 Konzola opterecena silom na kraju

Na slici 21 prikazana je konzola opterecena silom na kraju. Za ovaj slucaj opterecenja

konzole, maksimalni progib elasticne linije w te maksimalni kutovi & 1 ¢ dobivaju se na

slobodnom kraju konzole, odnosno na mjestu gdje djeluje opterecenje, sila F.

Slika 21. Konzola optereéena silom na kraju

U programskom paketu Abaqus proracunski model prikazan je na slici 22.

ukljestenje
UISU=UF=UN = U=l

/

s e e i ——————— =

Slika 22. Proracunski model konzole opterecene silom na kraju

Usporedba Euler-Bernoullijeve i Timosenkove teorije savijanja grede biti ¢e prikazana za tri

razli¢ite vrijednosti omjera visine poprecnog presjeka i duljine grede, a to su 1/20, 1/51 1/2.

5.1.1 Analiticka rjeSenja
Svi analiticki izrazi prikazani u nastavku su preuzeti iz [3].

Maksimalni progib elasticne linije Euler-Bernoullijeve metode w,__ ., 1zracunava se izrazom

1 FPP

w =——, 5.1
max EB 3 Ely ( )
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dok se maksimalni nagib tangente na elasti¢nu linijju «,, ., 1zraCunava prema izrazu iz

1 FI°
a =——— 5.2
max EB 2 Ely ( )
Kod TimoSenkove teorije savijanja grede maksimalni progib elasti¢ne linije w__ . iznosi

1 FI* FI Fl

w -+ — =W +—’ 53
max T 3 Ely kAG max EB kAG ( )

a kut ¢__ pod kojim se nalaze deformirani presjeci jednak je maksimalnom nagibu tangente

na elasti¢nu liniju Euler-Bernoullijeve metode «,, s

1 FI°
== . 5.4
¢max 2 E Iy max EB ( )
Za pravokutni poprecni presjek aksijalni moment tromosti izracunava se prema izrazu
bh’
I, =—, 5.5
dok za kruzni poprec¢ni presjek iznosi
d'r
I, = , 5.6

gdje je d promjer kruznog poprecnog presjeka.

U tablici | prikazana su analiticka rjeSenja za razlicite vrijednosti omjera 4// kod pravokutnog
poprecnog presjeka. Zbog jednostavnosti problema uzeto je da su stranice pravokutnika

jednake h=b, odnosno rijec je o kvadratnom presjeku poprecne grede. Sva rjeSenja dobivena

su za ulazne podatke: £=100 N, /=100 mm, E =210000N/mm?*, v =0,3 ik = 0,85.

Tablica 1. Analiti¢ka rjeSenja za pravokutni poprecni presjek grede

h=h h Euler-Bernoullijeva teorija TimoSenkova teorija
‘mm 1 W /mm | e ../rad w,_..o/ mm #... /rad
5 21—0 3,048 —0,0457 3,053 —0,0457
20 % 0,0119 -1,786-107* 0,0123 -1,786-107*
50 % 3,048-10° —4,571-107° 3,64-107 —4,571-107°
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Za kruzni poprecni presjek korekcijski faktor smicanja jednak je & = 0,89. U tablici 2
prikazani su analiticki rezultati za kruzni poprecni presjek kod kojega je visina poprecnog
presjeka /4 jednaka promjeru kruznog poprecnog presjeka d. Svi ulazni podaci osim veé

spomenutog korekcijskog faktora smicanja k ostaju ne promijenjeni.

Tablica 2. Analiti¢ka rjeSenja za kruZni poprecni presjek grede

d=h h Euler-Bernoullijeva teorija TimoSenkova teorija
mm 7 WmaxEB / mim amaxEB / rad WmaxT / mm ¢max / rad
5 L 5,174 —0,0776 5,181 —0,0776
20
20 % 0,022 | -3.032-10¢ |  0,0207 | —3.032-10"
1
50 5 5174-10% | =7,761-10° | 5,882-10* | —7,761-10°

5.1.2 Numericka rjeSenja

Kao referentno analiticko rjeSenje odabrana je TimoSenkova teorija savijanja grede,
zato $to ona daje preciznija rjeSenja za deblje grede. Za analizu ovog slucaja, konzole
opterecene silom na kraju koriSteni su gredni konac¢ni elementi B23 za Euler-Bernoullijevu
teoriju savijanja, dok su dobivanje numerickih vrijednosti TimoSenkovom teorijom savijanja
grede koriSteni B21 gredni kona¢ni elementi. Numericka rjeSenja dobivena za pravokutni

poprecni presjek prikazana su u tablici 3.

Tablica 3. Numericka rjeSenja za pravokutni poprecni presjek grede

h=b h Euler-Bernoullijeva teorija TimoSenkova teorija

mm 7 WmaxEB / mm amaxEB / rad WmaxT / mm ¢max / rad
5 21—0 3,047619 —0,045714 3,053445 —0,045714
20 % 0,0119048 | —0,00017857 | 0,0122689 | —0,00017857
50 % 0,000304762 | —4,571-10° | 0,00036303 | —4,571-10°°

22
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Usporedbom analiti¢kih rjeSenja iz tablice 1 sa numeri¢kim rjeSenjima iz tablice 3 moze se

zakljuciti da se ona poklapaju.

Numericka rjeSenja dobivena za kruzni poprec¢ni presjek prikazana su u tablici 4.

Tablica 4. Numericka rjeSenja za kruzni poprecni presjek grede

d=h h Euler-Bernoullijeva teorija TimoSenkova teorija
mm 7 WmaxEB / mm amaxEB / rad WmaxT / mm ¢max / rad
5 21—0 5,1738 -0,077607 5,1809 -0,077607
20 % 0,0202102 | -0,00030315 0,020653 —-0,00030315
50 % 0,00051738 | —7,761-10° | 0,00058823 | —7,761-10°

Isto kao Sto je bio i slucaj za pravokutni poprecni presjek, numericke vrijednosti dobivene za

kruzni poprecni presjek poklapaju se sa analitickim vrijednostima (tablica 2).

Slikom 23 prikazan je deformirani oblik grede, te raspodjela progiba w i kuta ¢ po duljini

grede / za TimoSenkovu teoriju savijanja grede pravokutnog poprecnog presjeka kod koje je

hil =1/20.

U, Magnitude

3.053445339
- 2.798991203
- 2.544537 544
2.290083885
2.035630226
1.781176448
1.526722670
1.272268891
1.017815113
0.763361335
+— 0.508907 557
0.254453778
0.000000000

0.000000000
-0.003809530
-0.007619054
-0.011428578
-0.015238102
-0.019047625
-0.022857148
-0.026666671
-0.030476194
-0.034285717
-0.038095240
-0.041904762
-0.045714285

Slika 23. Deformirani oblik grede
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5.1.3 Konvergencija rjeSenja

Konvergencija rjeSenja prikazana je samo za slucaj pravokutnog poprec¢nog presjeka tanke
grede, tj. kod omjera visine poprecnog presjeka i duljine grede 4// = 1/20. Konvergencija

rjeSenja za Euler-Bernoullijevu teoriju, tj. za konacne elemente B23 prikazana je tablicom 5.

Tablica 5. Konvergencija Euler-Bernoullijevih grednih kona¢nih elemenata

Broje elemenata Euler-Bernoulli
B23 W, e/ Mm o s/ 1ad
1 3,047619 —0,045714
10 3,047619 —0,045714
100 3,047619 —0,045714

Iz tablice se moze zakljuciti da se konvergencija rjesenja postize sa samo jednim elementom.
Konvergencija sa samo jednim elementom posljedica je jednostavnosti geometrije, rubnih
uvjeta te opterecenja proracunskog modela. Konvergencija progiba za Euler-Bernoullijeve

gredne konacne elemente B23 prikazana je slikom 24.

3.2 7
3.1 numericko rieienje
§ 3.0 1
_E o
= analiticito rjeienje
2.9 1
2.8 T 1
1 10 100

Broj konaénih elemenata

Slika 24. Konvergencija progiba za B23 gredne konacne elemente

Konvergencija kuta nagiba tangente na elasti¢nu liniju prikazana je na slici 25.

-0.044
numericio rjeserye
o ~0.045 7
=
Lo o (=g
2 -0.046 analiticko riefenje
-0.047 T 1
1 10 100

Brof konaénih elemenata

Slika 25. Konvergencija nagiba tangente za B23 gredne kona¢ne elemente
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Konvergencija rjeSenja za TimoSenkovu teoriju savijanja grede, odnosno konvergencija B21

grednih kona¢nih elemenata prikazana je tablicom 6.

Tablica 6. Konvergencija TimoSenkovih grednih kona¢nih elemenata
Broje elemenata TimoSenko
B21 Wiomer / M Prax / T
1 3,053445 —-0,045714
10 3,053445 —-0,045714
100 3,053445 —-0,045714

Konvergenciju TimoSenkovih grednih kona¢nih elemenata prikazanu tablicom 4 moguce je
prikazati dijagramom konvergencije. Slikom 26 prikazana je konvergencija pomaka za B21

gredne konac¢ne elemente.

327
Sn. numericho rielenje
E 3.0

S
= ——
re analiticko resenje

2.9

2.8 T 1

1 10 100

Broj konacnih elemenata

Slika 26. Konvergencija progiba za B21 gredne konacne elemente

Konvergencija kuta pod kojim se nalazi deformirani poprecni presjek u odnosu na normalu

elasti¢ne linije prikazana je slikom 27.

~0.044 -
numericko riesenje
=01.045
?l‘!
=
-0.046 analiticko reseje
-0.047 T ]
1 10 100

Broj konacnih elemenata

Slika 27. Konvergencija nagiba za B21 gredne konac¢ne elemente
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5.1.4 Izracunavanje pogreske Euler-Bernoullijeve teorije savijanja grede

Da bismo mogli odrediti do koje debljine grede je prihvatljivo koristiti Euler-
Bernoullijevu teoriju savijanja grede potrebno je odrediti pogresku koju ona daje u odnosu na
TimoSenkovu teoriju savijanja grede. Kao referentna veli¢ina za izraCunavanje pogreske
izabran je progib elasti¢ne linije w.
Izraz kojim se racuna pogreska g je definiran kao

g =[1—Mj-100%. (5.7)

WmaxT
Tablicom 7 prikazani su iznosi pogreSaka koje daje Euler-Bernoullijeva teorija savijanja za
razli¢ite debljine grede pravokutnog poprecnog presjeka. Kako se i pretpostavljalo najveca
greSka dobivena je za najve¢i omjer visine poprecnog presjeka 4 1 duljine grede /, tj. za

najdeblju gredu.

Tablica 7. Prikaz pogreske kod razli¢itih debljina grede pravokutnog popre¢nog presjeka

? WmaxEB /mm WmaxT /mm g / %
L 3,047619 | 3,053445 0,19
20

% 0,0119048 | 0,0122689 2,97
% 0,000304762 | 0,00036303 | 16,05

Analogno tablici pogreske za pravokutni poprecni presjek grede mozemo i pogreske za kruzni

poprecni presjek prikazati tablicom (tablica 8).

Tablica 8. Prikaz pogreske kod razli¢itih debljina grede kruznog popreénog presjeka

? WmaxEB /mm WmaxT /mm g/%
€L 5,1738 5,1809 0,14
20

% 0,0202102 0,020653 2,14
% 0,00051738 | 0,00058823 12,04

26
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Rezultati iz tablica 7 1 8 mogu se prikazati dijagramski (slika 28).

20

pogresia [Yao)
[ [
[ on

1 |

L
1

0 T T
1/20 1/5 1/2

h/l

Slika 28. Prikaz pogreske u ovisnosti o obliku poprec¢nog presjeka

Na slici 28 pogreska za pravokutni poprecni presjek prikazana je narancastom (gornjom)

linijom, dok je za kruzni poprec¢ni presjek pogreska prikazana crnom linijom.

5.2 Greda na dva oslonca opterecena koncentriranom silom u sredini

Greda na dva oslonca opterec¢ena koncentriranom silom u sredini prikazana je na slici 29. Kod
ovakvog slucaja opterecenja grede maksimalni progib elasti¢ne linije w nalazi se na sredini
grede, tj. na mjestu djelovanja opterecenja, sile F. Maksimalni kutovi @i ¢ dobivaju se u

osloncima.

F

L J

H

Slika 29. Greda na dva oslonca optereéena koncentriranom silom u sredini

U programskom paketu Abaqus proracunski model prikazan je na slici 30.

u1=1=0 =0

F

Slika 30. Proracunski model grede

Sli¢no kao i u prethodnom primjeru usporedba Euler-Bernoullijeve i TimoSenkove metode

prikazati ¢e se za nekoliko greda razli¢itih debljina.
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5.2.1 Analiticka rjeSenja
Svi analiticki izrazi prikazani u nastavku preuzeti su iz [3].

Maksimalni progib elasti¢ne linije Euler-Bernoullijeve metode w

axpp  1Zracunava se prema

izrazu
1 FP
w, =——, 5.8
max EB 48 Ely ( )
dok se maksimalni nagib tangente na elasti¢nu liniju «,, ., izraCunava izrazom
1 FP
a =——. 5.9
| maxEB| 16 Ely ( )

U izrazu (5.9) kuta, ., je prikazan kao apsolutna vrijednost. Naime, zbog nacina na koji

definiramo predznak nagiba tangente na elasti¢nu liniju, u lijevom osloncu dobivamo da je
njegova vrijednost negativna, dok mu je u desnom osloncu vrijednost pozitivna. Kako su te
dvije vrijednosti po apsolutnoj vrijednosti jednake, uzet je pozitivni predznak kuta.

Kod Timosenkove teorije savijanja grede maksimalni progib elasti¢ne linije w, iznosi

max T

3
W= Lﬂ+li =W s +1Ll’ (5.10)
48 Ely 4 kAG 4 kAG

a kut ¢ pod kojim se nalaze deformirani presjeci jednak je maksimalnom nagibu tangente

na elasti¢nu liniju Euler-Bernoullijeve metode «,, s

LR

=— =a .
¢max 1 6 E Iy max EB

(5.11)

Za pravokutni i1 kruzni popre¢ni presjek aksijalni momenti tromosti izraCunavaju se prema

izrazima (5.5) 1 (5.6).

Ulazni podaci iz kojih se izracunavaju analiticka rjeSenja su identicna proslom primjeru, tj
F=100N, /=100mm, E =210000N/mm* i v =0,3. Takoder, kod pravokutnih popre¢nih
presjeka, visina poprecnog presjeka 4 biti ¢e jednaka debljini poprec¢nog presjeka b. Iz
navedenih ulaznih podataka i poznatog korekcijskog faktora smicanja k za pravokutni

poprecni presjek dobivaju analiti¢ka rjeSenja prikazana u tablici 9.
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Ante Culo
Tablica 9. Analiti¢ka rjeSenja za pravokutni poprecni presjek grede
h=b h Euler-Bernoullijeva teorija TimoSenkova teorija
mm 7 WmaxEB / mm amaxEB / rad WmaxT / mm ¢max / rad
5 21—0 0,19048 5,7143-10° 0,19193 5,7143-10°
1
20 5 7,4405-107 | 2,2321-107° 8,3509-10™" | 2,2321-107°
1
50 5 1,9048-10° | 5,7143-107 | 3,3613-10” | 5,7143-107

Za kruzni poprecni presjek korekcijski faktor smicanja jednak je & = 0,89. U tablici 10
prikazani su analiticki rezultati za kruzni poprecni presjek kod kojega je visina poprecnog
presjeka /4 jednaka promjeru kruznog poprecnog presjeka d. Svi ulazni podaci osim veé

spomenutog korekcijskog faktora smicanja k ostaju ne promijenjeni.

Tablica 10. Analitika rjeSenja za kruzni poprecni presjek grede

d=h h Euler-Bernoullijeva teorija TimoSenkova teorija
‘mm 1 W p/mm | e ../rad w,_..o/ mm #... /rad
5 21—0 0,32336 | 9,7009-10° 0,32513 9,7009-10°
20 % 1,2631-107 | 3,7894-107° | 1,3738-10° | 3,7894-10°°
50 % 3,2336-107 | 9,7009-107 | 5,0049-10° | 9,7009-10”

5.2.2 Numericka rjeSenja

TimoSenkova teorija savijanja grede je referentno analiti¢ko rjeSenje, zato $to ona daje
preciznija rjeSenja za deblje grede. Za Euler-Bernoullijevu teoriju savijanja koristeni su ve¢
opisani B23 gredni konac¢ni elementi, dok ¢e se za TimoSenkovu teoriju savijanja grede

koristiti B21 gredni kona¢ni elementi. Numericka rjeSenja dobivena za pravokutni poprecni

presjek prikazana su u tablici 11.
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Tablica 11. Numeri¢ka rjeSenja za pravokutni poprecni presjek
b=h h Euler-Bernoullijeva teorija TimoSenkova teorija
mm l WmaxEB / mm amaxEB / rad WmaxT / mm ¢max / rad
1
5 20 0,19048 5,7143-10° 0,19193 5,7143-10°
1
20 5 7,4405-107 | 2,2321-107° 8,3509-10™" | 2,2321-107°
1
50 5 1,9048-10° | 5,7143-107 | 3,3613-10” | 5,7143-107

Numericka rjeSenja dobivena za kruzni poprec¢ni presjek prikazana su u tablici 12.

Tablica 12. Numeri¢ka rjeSenja za kruZni poprecni presjek

d=h h Euler-Bernoullijeva teorija TimoSenkova teorija
‘mm 1 W p/mm | e ../rad w,_..o/ mm #... /rad
5 21—0 0,32336 | 9,7009-10° 0,32513 9,7009-10°
20 % 1,2631-107 | 3,7894-107° | 1,3738-10° | 3,7894-10°°
50 % 3,2336-107 | 9,7009-107 | 5,0049-10° | 9,7009-10”

Usporedbom tablica, tj. usporedbom numerickih i analitickih rezultata moze se zakljuciti da

se ona poklapaju, odnosno moze se re¢i da je numericka analiza u programskom paketa

Abaqus dobro izvedena.
Slikom 31 prikazan je deformirani oblik grede, te raspodjela progiba w i kuta  po duljini

grede / za Euler-Bernoullijevu teoriju savijanja grede kruznog poprec¢nog presjeka kod koje je

hil =1/5.
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U, Magnitude
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0.000006316 -
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-0.000012631
= -0.000018947
o -0.000025263
-0.000031578
-0.000037894

Slika 31. Deformirani oblik grede

5.2.3 Konvergencija rjeSenja

Za razliku od proslog primjera u kojemu je prikazan konvergencija rjeSenja za
pravokutni poprecni presjek u ovom primjeru konvergencija rjeSenja biti ¢e prikazana za
kruzni poprecni presjek, gdje je debljina grede 4/l = 1/5. Konvergencija rjeSenja za deblje ili
tanje grede biti ¢e identi¢na. Konvergencija rjeSenja za Euler-Bernoullijevu teoriju savijanja

grede, tj. konvergencija rjeSenja B23 grednim kona¢nim elementima prikazana je tablicom 13.

Tablica 13. Konvergencija Euler-Bernoullijevih grednih kona¢nih elemenata

Broje elemenata Euler-Bernoulli
B23 W, e/ Mm o s/ 1ad
1 1,2631-10°° 3,7894-107°
10 1,2631-10°° 3,7894-107°
100 1,2631-10°° 3,7894-107°

Rezultati konvergencije rjeSenja za Euler-Bernoullijevu teoriju savijanja grede mogu se
prikazati graficki dijagramskim prikazom. Na slici 32 prikazana je konvergencija

maksimalnog progiba za Euler-Bernoullijevu teoriju w__ ...
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0.0015
0.0014 analiticko rjesenje
m
[Ea)
S'Eé 0.0013
g ----------------------------- mmericko rjesenje
0.0012
0.0011 T ]
1 10 100

Slika 32. Konvergencija progiba za B23 gredne konac¢ne elemente

Konvergencija nagiba tangente na elasti¢nu liniju prikazana je slikom 33.

0.000040

0.000039 analiticko rjesenje

m
[6a|
= numericko rjeSenje
G 0.000037
0.000036 T 1
1 10 100

Slika 33. Konvergencija nagiba tangente za B23 konacne elemente

Konvergencija rjeSenja za TimoSenkovu teoriju savijanja grede, odnosno konvergencija

grednih kona¢nih elemenata B21 prikazana je tablicom 14.

Tablica 14. Konvergencija TimoSenkovih grednih kona¢nih elemenata

Broje elemenata Timosenko
B21 Waer / TIM P / T
1 1,3738-107 3,7894-107°
10 1,3738-107 3,7894-107°
100 1,3738-107 3,7894-107°

Rezultati iz tablice 14 mogu se prikazati graficki. Na slici 34 je prikazana konvergencija

maksimalnog progiba TimoSenkove teorije w

maxT *
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0.0015
analiticko riesenje

0.0014

maxT

mmmericko rjeSenje

g 0.0013

0.0012 T 1
1 10 100

Slika 34. Konvergencija progiba za B21 gredne konac¢ne elemente

Konvergencija kuta ¢ prikazana je slikom 35.

0.000040
0.000039 analiticko rjesenje
=
. mmmericko rjesenje
0.000037
0.000036 T 1
1 10 100

Slika 35. Konvergencija nagiba za B21 konac¢ne elemente

5.2.4 Izracunavanje pogreske Euler-Bernoullijeve teorije savijanja grede

Kao 1 u proslom primjeru potrebno je odrediti pogresku koju daje Euler-Bernoullijeva
teorija savijanja grede. Tablicom 15 prikazani su iznosi pogreSaka koje daje Euler-

Bernoullijeva teorija savijanja za razlicite debljine grede pravokutnog poprecnog presjeka.

Tablica 15. Prikaz pogreSke kod razlicitih debljina grede pravokutnog poprecnog presjeka

? WmaxEB /mm WmaxT /mm g/%
€L 0,19048 0,19193 0,76
20

% 7,4405-107 | 8,3509-10 10,9
% 1,9048-10° | 3,3613-107° 43,33

Analogno tablici pogreske za pravokutni poprecni presjek grede mozemo i pogreske za kruzni

poprecni presjek prikazati tablicom (tablica 16).

33

Fakultet strojarstva i brodogradnje



Ante Culo Zavr$ni rad

Tablica 16. Prikaz pogreSke kod razlicitih debljina grede kruznog poprecnog presjeka

% WmaxEB /mm WmaxT /mm g/%
L 0,32336 0,32513 0,54
20

% 1,2631-10° | 1,3738-10° 8,06
% 3,2336-10° | 5,0049-107 35,39

Ako se vrijednosti iz tablica 15 i 16 usporede sa vrijednostima iz tablica 7 1 8§ moZe se
zakljuciti da pogreska g nece ovisiti samo o omjeru 4/l ve¢ i o nacinu na koji je greda
optereCena te o rubnim uvjetima grede. Rezultati iz tablica 15 i 16 mogu se prikazati
dijagramski (slika 36).

50 7

pogreska [%o]
(¥ w .p
=] ] [
| | |

=
o]
1

1/20 1/5 1/2

Slika 36. Prikaz pogreske u ovisnosti o obliku poprec¢nog presjeka

Na slici 36 pogreska za pravokutni poprecni presjek prikazana je naranCastom (gornjom)

linijom, dok je za kruzni poprecni presjek pogreska prikazana crnom linijom.
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5.3 Konzola opterecena konstantnim kontinuiranim opterecenjem i silom na kraju

Na slici 37 prikazana je konzola optere¢ena kontinuiranim opterec¢enjem i silom na
kraju. Za ovaj slucaj optereé¢enja konzole, maksimalni progib elasti¢ne linije w te maksimalni
kutovi ¢ 1 ¢ dobivaju se na slobodnom kraju konzole, odnosno na mjestu gdje djeluje
opterecenje, sila F.

F
o

Slika 37. Konzola optereéena konstantnim kontinuiranim optereéenjem i silom na kraju

U programskom paketu Abaqus proracunski model prikazan je na slici 38.

ukljestenje
UI=U2=U=UA=U2=Ur3=0

*t
go

Slika 38. Proracunski model grede

5.3.1 Analiticka rjeSenja
Svi analiti¢ki izrazi u nastavku preuzeti su iz [3]. Izrazi koji slijedi izvedeni su uz

pretpostavku da vrijedi F =g,/. Maksimalni progib elasticne linije Euler-Bernoullijeve

metode w,, ., 1zraCunava se prema izrazu
11 g,*
w, =— , 5.12
max EB 24 E[y ( )
dok se maksimalni nagib tangente na elasti¢nu liniju «,, ., izraCunava izrazom
2q,°
a S 5.13
max EB 3 E[y ( )
Kod TimoSenkove teorije savijanja grede maksimalni progib elasticne linije w__ , iznosi
4 2 2
_1gl” 3 q0" _ 3 4/ , (5.14)

wmaxT - - Wmax EB +
24 EI, " 2kAG 2 k4G

Fakultet strojarstva i brodogradnje 35



Ante Culo Zavr$ni rad

a kut ¢__ pod kojim se nalaze deformirani presjeci jednak je maksimalnom nagibu tangente
na elasti¢nu liniju Euler-Bernoullijeve metode «,, s

2q0°

= 5.15
3 EI -1

max EB *

¢max -

Za pravokutni i1 kruzni popre¢ni presjek aksijalni momenti tromosti izraCunavaju se prema
izrazima (5.5) 1 (5.6).

Ulazni podaci iz kojih se izracunavaju analiticka rjeSenja su identi¢na proslom primjeru, tj
F=100N, /=100mm, E=210000N/mm?* i v=0,3, uz dodatak g, =1 N/mm . Takoder,
kao 1 u proslim primjerima, visina popre¢nog presjeka / pravokutnika jednaka je debljini
popre¢nog presjeka b. Iz navedenih ulaznih podataka i poznatog korekcijskog faktora

smicanja k =0,85 za pravokutni poprecni presjek dobivaju analiti¢ka rjeSenja prikazana u

tablici 17.
Tablica 17. Analiti¢ka rjeSenja za pravokutne popre¢ne presjeke grede
h=b h Euler-Bernoullijeva teorija TimoSenkova teorija
mim 7 WmaxEB / mm amaxEB / rad WmaxT / mm ¢max / rad
5 21—0 4,1905 —-0,060952 4,1992 —-0,060952
20 % 0,016369 -2,381-10™" 0,016915 -2,381-107"
1
50 5 4,1905-10* | —6,0952-10° | 5,0644-10* | —6,0952-10°°

Analognu tablicu moZzemo dobiti i za kruzni poprecni presjek kod kojega je korekcijski faktor
smicanja k£ =0,89. Svi ostali ulazni podaci osim ve¢ navedenog korekcijskog faktora
smicanja ostaju isti. Isto kao i u prethodnim primjerima visina popre¢nog presjeka 4 jednaka
je promjeru d kruznog poprec¢nog presjeka. Analiticka rjeSenja za kruzni poprecni presjek

prikazana su tablicom 18.
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Tablica 18. Analiticka rjeSenja za kruzne poprecne presjeke grede
d=h h Euler-Bernoullijeva teorija TimoSenkova teorija

mm l WmaxEB / mm amaxEB / rad WmaxT / mm ¢max / rad
5 21—0 7,114 —-0,10348 7,1352 —-0,10348
20 % 0,027789 | —4,042-10* | 0,029117 | —4,042-10"

1

50 5 7,114-10" | —=1,0348-107 | 9,2394-107 | —1,0348-10

5.3.2 Numericka rjeSenja

Isto kao 1u proslim primjerima za Euler-Bernoullijevu teoriju savijanja grede koristeni

su B23 gredni konac¢ni elementi, dok su za TimoSenkovu teoriju savijanja grede koristeni B21

gredni konac¢ni elementi. Numericki rezultati za pravokutni poprec¢ni presjek prikazani su

tablicom 19.

Tablica 19. Numeri¢ka rjeSenja za pravokutni poprecni presjek

h=b h Euler-Bernoullijeva teorija TimoSenkova teorija
mm 7 WmaxEB / mm amaxEB / rad WmaxT / mm ¢max / rad
5 21—0 4,1905 —0,060952 4,1992 —0,060952
20 % 0,016369 -2,381-107* 0,016915 -2,381-107*
1
50 > 4,1905-10" | —6,0952-10° | 5,0644-10* | —6,0952-10°°

Numericka rjeSenja dobivena za kruzni poprec¢ni presjek prikazani su tablicom 20.

Tablica 20. Numeri¢ka rjeSenja za kruZni poprecni presjek

TimoSenkova teorija

d=h h Euler-Bernoullijeva teorija
mm D [ /mm [ @ /rad | v fmm [ g, /rad
5 21—0 7,114 —0,10348 7,1246 —0,10348
20 % 0,027789 | -4,042-10* | 0,028453 | —4,042-10°*
50 % 7,114-10% | -1,0348-107 | 8,1761-10 | —1,0348-10
37
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Na slici 39 prikazan je deformirani oblik grede u x-z ravnini prema TimoSenkovoj teoriji

savijanja grede za debelu pravokutnu gredu, tj. gredu ¢iji je omjer 4/l = 1/2. Na slici 39

prikazani su progib w;ikut ¢ po duljini grede.

U, Magnitude

0.000506446
- 0.000464243
<+ 0.000422039
0.000379835
0.000337631 e
0.000295427
0.000253223
0.000211019
0.000168815 DY
0.000126612
- 0.000084408
0.000042204
0.000000000

0.000000000
-0.000000508
1 -0.000001016
-0.000001524 S
-0.000002032
-0.000002 540 o
-0.000003048 st
-0.000003556 \
-0.000004064
-0.00000457 1
| -0.000005079
-0.000005587
-0.000006095

Slika 39. Deformirani oblik grede

5.3.3 Konvergencija rjeSenja

U ovom primjeru prikazana je konvergencija rjeSenja za debelu gredu, tj. za gredu kod
koje je omjer visine poprecnog presjeka 4 i duljine grede / jednak A/l = 1/2. Greda Cija se
konvergencija razmatra ima pravokutni poprecni presjek. Konvergencija rjeSenja za Euler-
Bernoullijevu teoriju savijanja grede, odnosno konvergencija B23 grednim kona¢nim

elementima prikazana je tablicom 21.

Tablica 21. Konvergencija Euler-Bernoullijevih grednih kona¢nih elemenata

Broje elemenata Euler-Bernoulli
B23 W, e/ Mm o s/ 1ad
1 4,1905-10™* —6,0952-107°
10 4,1905-10™* —6,0952-107°
100 4,1905-10™* —6,0952-107°

Rezultati iz tablice 21 prikazani su dijagramski. Na slici 40 prikazana je konvergencija

maksimalnog progiba Euler-Bernoullijeve teorije savijanja grede w__ ...
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analiticko rjesenje
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E 0.00041
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Slika 40. Konvergencija progiba za B23 gredne konac¢ne elemente

Slikom 41 prikazana je konvergencija maksimalnog nagiba tangente na elasti¢nu liniju

amaxEB :
0.0000062
analiti¢ko rjeienje
m L T s R O S —————iE e ———
(54}
e
=
= - munericko rjesenje
6 0.0000060 1 ]
0.0000059 T 1
1 10 100

Slika 41. Konvergencija nagiba tangente za B23 konacne elemente

Konvergencija rjeSenja za TimoSenkovu teoriju savijanja grede, odnosno konvergencija B21

grednim kona¢nim elementima prikazana je tablicom 22.

Tablica 22. Konvergencija TimoSenkovih grednih kona¢nih elemenata

Broje elemenata Timosenko
B21 w_ o/ mm P / TAd
1 5,4454-10 —6,857-10°°
10 5,0682-107* —-6,103-10°°
100 5,0644-107" —6,0952-10°°

Slikom 42 prikazana je konvergencija maksimalnog progiba TimoSenkove teorije savijanja

grede.
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0.00054 analiticko rjesenje

0.000532

wmaxT

0.00052 mmericko rjesenje

0.00051

0.00050 T 1

Slika 42. Konvergencija progiba za B21 gredne konac¢ne elemente

Konvergencija kuta ¢ prikazana je slikom 43.
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0.0000068 analititko rjesenje

0.0000066
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0.0000064 mumericko rieenje
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Slika 43. Konvergencija nagiba za B21 konac¢ne elemente

Iz prethodnih dijagrama konvergencije moze se zakljuciti da ¢e Euler-Bernoullijevi B23
kona¢ni elementi brze konvergirati od TimoSenkovih B21 konac¢nih elemenata uslijed
djelovanja konstantnog kontinuiranog optere¢enja. Razlog tome je $to se polje pomaka B23
kona¢nih elemenata opisuje interpolacijskim polinomom treceg reda, dok se kod B21

konac¢nih elemenata polje pomaka opisuje interpolacijskim polinomom prvoga reda.

5.3.4 Izracunavanje pogreske Euler-Bernoullijeve teorije savijanja grede

Pogreska koju daje Euler-Bernoullijeva teorija savijanja grede u odnosu na
TimoSenkovu teoriju prikazana je tablicama 23 i 24. PogreSka za pravokutni poprecni presjek

prikazana je tablicom 23.
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Tablica 23. Prikaz pogreSke kod razlicitih debljina grede pravokutnog poprec¢nog presjeka

? WmaxEB /mm WmaxT /mm g/%

€L 4,1905 4,1992 0,21

20

% 0,016369 0,016915 3,21
1
5 4,1905-107* | 5,0644-107" 17,26

Pogreska za kruzni poprecni presjek prikazana je tablicom 24.

Tablica 24. Prikaz pogreSke kod razlicitih debljina grede kruznog poprecnog presjeka

? WmaxEB /mm WmaxT /mm g/%
1 7,114 7,1246 0,15
20

% 0,027789 0,028453 2,33
% 7,114-107* 8,1761-107* 13

Rezultati iz tablica 23 i 24 mogu se prikazati dijagramski (slika 44).

20

e c s T
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]
o2 i
5 10
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0

1/20 1/5 12
hil

Slika 44. Prikaz pogreske u ovisnosti o obliku poprec¢nog presjeka

Na slici 44 pogreska za pravokutni poprecni presjek prikazana je narancastom (gornjom)

linijom, dok je za kruzni poprecni presjek pogreska prikazana crnom linijom.
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6 ZAKLJUCAK

Provedenim numerickim usporedbama utvrdeno je da se Euler-Bernoullijeva teorija
savijanja grede moze koristiti samo za proracun tankih greda, tj. za prorac¢un greda kod kojih
se moze zanemariti utjecaj smi¢nog naprezanja. Medutim, sa povecanjem debljine grede
povecava se 1 pogreSka koju Euler-Bernoullijeva teorija savijanja grede daje u odnosu na
TimoSenkovu teoriju savijanja grede koja uzima u obzir i smi¢no naprezanje. Granica do koje
je primjenjiva Euler-Bernoullijeva teorija savijanja grede ovisiti ¢e o nacinu na koji je greda
ucvrséena 1 opterecena, te o obliku poprecnog presjeka grede. 1z prethodnog proizlazi da nije
moguce odrediti grani¢ni omjer visine poprecnog presjeka i duljine grede 4// za koji ¢e Euler-
Bernoullijeva teorija savijanja grede davati greSke u dozvoljenim granicama za razliito
opterecene grede. 1z prikazanih primjera savijanja grede moze se zakljuciti da kod iste visine
popre¢nog presjeka, Euler-Bernoullijeva teorija savijanja grede daje manju pogresku za
kruzni poprecni presjek u odnosu na pravokutni poprecni presjek.

TimoSenkova teorija savijanja grede svakako je preciznija za proracun debljih greda
od Euler-Bernoullijeve teorije savijanja grede. Medutim, glavni nedostatak TimoSenkove
teorije savijanja grede je racunanje sa korekcijskim faktorom smicanja & koji nije jednozna¢no

definiran.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 42



Ante Culo Zavr$ni rad

LITERATURA

[1] Alfirevi¢,I.: Nauka o ¢vrsto€i I, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1995.
[2] https://johnwood1946.wordpress.com/2011/07/18/historical-development-of-the-

beam-bending-equation-m-equals-fs/

[3] Graene, J. K., Jorn, S. H., Joaquim, M.: A Timoshenko beam teory with pressure
corrections for layerd orthotropic beams, International Journal of Solids and Structures,

Volume 48, stranice 2373-2382, 2011.

(4] Sori¢, J.: Metoda kona¢nih elemenata, Golden marketing, Tehnicka knjiga, Zagreb,
2004.

[5] ABAQUS, Abaqus Documentation: Version 6.13. 2014, Dassault Systemes: 3DS Paris
Campus, 10 rue Marcel Dassault, 78140 Vélizy-Villacoublay, FRANCE.

[6] ABAQUS, Abaqus Software: Version 6.13. 2014, Dassault Systemes: 3DS Paris
Campus, 10 rue Marcel Dassault, 78140 Vélizy-Villacoublay, FRANCE.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 43



Ante Culo Zavr$ni rad

PRILOZI

I CD-R disc

Fakultet strojarstva i brodogradnje 44



