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SAZETAK

Hopfieldove neuronske mreze predstavljaju klasu dinamiCkih neuronskih mreza sa Sirokim
poliem primjena u rjeSavanju raznih optimizacijskih problema. Takoder mnogi algebarski
problemi, mogu se formulirati kao optimizacijski problemi i rijesiti primjenom Hopfieldove
neuronske mreze. U ovom radu rijeSeni su problemi kvadratiénog programiranja, invertiranja
matrica 1 rjeSavanja linearnih matriénih jednadzbi, te su primijenjeni kod sinteze linearnog
regulatora inverznog njihala. Prilkom ucenja Hopfieldlove neuronske mreze KkoriSten je
gradijentni algoritam. Upravljacki sustav inverznog njihala testiran je nizom simulacija s
razli¢itim kutevima otklona od inverznog polozaja. Rezultati simulacija pokazuju da
Hopfieldova neuronska mreza daje zadovoljavajuca rjeSenja u podrucju gdje je sustav moguce
upravijati linearnim regulatorom. Za implementaciju Hopfieldovih neuronskih mreza i

usporedbu dobivenih rezultata s egzaktnim rjeSenjima koriSten je programski paket Matlab.

Kljucne rijeci: Hopfieldova neuronska mreza, optimizacija, gradijentni algoritam
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SUMMARY

Hopfield neural networks are a class of dynamic neural networks with a wide field of
application in solving various optimization problems. Also many algebraic problems can be
formulated as an optimization problem and solved using the Hopfield neural network. This
paper deals with problems of quadratic programming, inverting a matrix and solving linear
matrix equations, which are then applied to the synthesis of linear regulators inverted pendulum.
Gradient algorithm is used during learning phase of Hopfield neural network. The control
system of inverted pendulum is tested by a series of simulations with different angles of
deflection of the inverted position. Simulation results show that Hopfield neural network gives
satisfactory solutions in the area where the system can be operated with linear regulator. Matlab
is used for the implementation of Hopfield neural networks and comparison of the results with

the exact solutions.

Key words: Hopfield neural network, optimization, gradient algorithm
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1. UvOD

Neuronske mreze ne predstavljaju novi koncept. Pocetak neuronskih mreza se veze za 1943.
godinu kada su Warren McCulloch i Walter Pitts predstavili jednostavan model umjetnog
neurona. Takav model neurona i danas se koristi kao osnowvni blok za izgradnju umjetnih
neuronskih mreza. Tek sredinom 80-ih kada je predstavljen ,Backpropagation™ algoritam, raste
znanstveni 1 komercijalni interes za neuronske mreze.

Neuronske mreze imaju drugaCiji pristup rjeSavanju problema od konvencionalnog rjesavanja
problema racunalom. Konvencionalni pristup rjeSavanju problema je putem algoritama gdje
racunalo izvrSava komplet instrukcija te tako dolazi do rjesenja problema. Ako nam svaki od
koraka u rjeSavanju problema nije poznat racunalo ne¢e doc¢i do rjeSenja zadanog problema. Ta
¢injenica nas ogranicava na mogucénost rjeSavanja problema koje razumijemo i znamo rijesiti
Rjesavanje problema koje ne razumijemo ili ne znamo kako ih opisati pomocu algoritama
(prepoznavanje lica, prepoznavanje rukopisa) nije moguce rijesiti konvencionalnim metodama
nego se rjesavaju neuronskim mreZama.

U sklopu ovog rada koriStena je Hopfieldova neuronska mreza za rtjeSavanje raznih
jednostavnih problema koji su vodili rjeSavanju problema inverznog njihala.

Problem inverznog njihala je zadan u prostoru stanja te se pomocu Hopfieldove neuronske
mreze dobiva pojaCanje regulatora koji se koristi priikom regulacije te se promatra ponasanje
inverznog njihala za razne kuteve i regulatore.

Pregled po poglavljima:

U drugom poglaviju je predstavliena umjetna neuronska mreza. Prvo je opisan bioloski neuron
kako bi ga mogli usporediti s umjetnim neuronom Kkoji je osnovni gradivni element umjetne
neuronske mreze. Na kraju su iznesene sli¢nosti 1 razlke izmedu racunala 1 mozga.

U tre¢cem poglavlju su opisani umjetni neuroni za Hopfieldovu neuronsku mrezu. Nakon toga
je opisana funkcija energije i njena vaznost kod Hopfieldovih m neuronskih mreza koje rade na
principu minimizacije funkcije energije. Na kraju je prikazan gradijentni algoritam koji se
koristi kod ucenja mreZze.

U cetvrtom poglavlju su dani alati za sintezu regulatora. Prvo je prikazana transformacija
varjjabli stanja lmearnth sustava kako bi se pojednostavile dinamiCke jednadzbe. Zatim je
opisana metoda Lyapunovljeve analize stabilnosti i na kraju je opisana sinteza regulatora

metodom podeSavanja polova.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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U petom poglavlju je opisana metoda ucenja Hopfieldove neuronske mreze opcenito. Nakon

toga su izvedeni algoritmi za uCenje mreze kako bi rjeSavale iduc¢e probleme:

e sustava linearnih jednadzbi

e inverz matrice

e Lyapunovljeva matricna jednadzba

e matriCna jednadzba metode podeSavanja polova

e linearno programiranje s linearnim ogranicenjima

e kvadratiCno programiranje s linearnim ogranicenjima
te je prikazan primjer ucenja mreze za svaki od tih problema.
U zadnjem poglavlju su opisani matematicki modeli nelinearnog i lineariziranom inverznog
njihala. Nakon toga je prikazana sinteza regulatora za primjer inverznog njihala. Na kraju su
prikazani rezultati simulacije inverznog njinala s razli¢itim upravljanjima i  ulaznim
parametrima:

e Dbez upravijanja

e linecarni regulator s razli¢itim kutevima otklona

o veliki kut otklona sa,swing-up* regulatorima

e veliki kut otklona sa ,swing-up* regulatorom koji se zasniva na energiji

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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2. NEURONSKE MREZE

Umyjetna neuronska mreZza je zbir umjetnih neurona koji su medusobno povezani i interaktivni
kroz operacije obrade signala. Mreza moze imati jedan ili viSe ulaza, jedan ili viSe izlaza, a
izmedu se nalaze jedan ili viSe skrivenih slojeva. Pojedina¢ni neuroni su, kao 1 slojevi,

medusobno spojeni vezama kroz koje idu signali.

Skriveni

Ulazni sta)

sloj )
1zlazni

XA
O

Slikal. Pojednostavljeni prikaz umjetne neuronske mreze [6]
Neuronske mreze obraduju informacije na slican na¢in kao lLjudski mozak. Mreza je sastavljena
od mnogo medusobno vezanih elemenata (neurona) koji rade paralelno kako bi riesik
specifican problem. Mreza uCi iz primjera. Kako bi mreza ispravno radila primjeri za ucenje
moraju biti pazljivo odabrani. Problem je §to ne postoji naCin za provjeru ispravnosti naucene

mreze ako ne dode do pogreske.

2.1. Biolo§ki neuron

Kako bi mogli usporedivati sli¢nosti izmedu umjetnog neurona i bioloskog neurona prvo se
moramo upoznati sa strukturom i funkcijama bioloSkog neurona. Osnovni dijelovi neurona su

tijelo neurona, akson i mnostvo dendrita koji okruzuju tijelo neurona.

Tijelo neurona je okrugli srediSnji dio stanice neurona u kojem se obavljaju gotovo sve logicke
funkcije neurona. U tijelu neurona se nalazi sve potrebne genetske i metabolicke funkcije koje

odrzavaju neuron na Zivotu.
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Glavna funkcija aksona je prenositi zivéane impulse s tijela jednog neuron na druge neurone ili
izvrSne organe. Akson je Zivéano viakno Kkoji je s jedne strane vezan za tijelo neurona, a se
druge strane se grana. Na pocetku aksona se nalazi aksonski brezuljak gdje se signali pretvaraju
u sekvencu zivéanih impulsa. Ti impulsi putuju aksonom do drugog kraja aksona koji je vise ili
manje razgranat. Krajevi ovih grana zavrSavaju malim zadebljanjima koja su najéesc¢e u
dodiruju s dendritima, a rjede s tijelom drugog neurona.

Dendriti su jako razgranata struktura zivCanih vlakana Kkoji povezuju neuron s okolnim
neuronima. Ta Ziv€ana vlakna su nepravinih oblika i povezana su na tijelo neurona. Svaki

neuron ima izmedu 10% i 10* dendrita. Dendriti prihvaéaju signale od okolnih neurona preko

) Dendriti
};{ = Zavrseci
T,!/ /P aksona

sinapsi.

Tijelo
neurona

Slika2.  Pojednostavljena struktura biolo$kog neurona [7]
Sinapsa je mali razmak koji se nalazi izmedu zavrSetka prethodnog neurona i dendrita ili tijela
drugog neurona. Svaki neuron putem aksona formira mnogo sinapticke veze s okolnim
neuronima. Impulsi neurona putuju kroz akson do sinapsi gdje se signali razliCitog intenziteta
Salju kroz dendrite ili direktno na tijelo drugih neurona. Svi signali koje neuron Salje mogu biti
smiryjuéi ili uzbudni. Neuron Salje impuls kroz svoj akson ako je uzbuda presla prag
osjetljivosti neurona odnosno ako je iznos uzbude ve¢i od smiryjuceg utjecaja za neki kritiéni

iznos.

2.2.  Umijetni neuron

Umjetni neuroni su gradivni elementi  svake umjetne neuronske mreze, oni pokusSavaju
simulirati strukturu i funkcije bioloskih neurona. Medutim, modeli umjetnih neurona nisu

ograniCeni bioloskim neuronima te su samo djelomi¢no zasnovani na bioloSkom neuronu. [2]
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Neki od razloga su:
e PonaSanje zivéanog sustava je sloZzeno te ga ne razumijemo u potpunosti.
e Samo dio ponasanja stvarnog neurona je neophodno za mogucnost obrade podataka, a
drugi dio ponaSanja stvara beznacajne nuspojave.
e Tehnicki gledano, implementacija potpuno funkcionalnog stvarnog neurona je
vjerojatno nemoguca i neefikasna.
e Umijetne neuronske mreze Kkonstruirane su prema problemu, njihova arhitektura i
macajke ovise o problemu koji rjesavaju.
Tijelo bioloskog neurona zamijenjeno je sumatorom, ulogu dendrita preuzimaju ulazi u
sumator. Prag osjetljivosti kod umjetnog neurona je prikazan aktivacijskom funkcijom.

Sinapticke veze bioloskog neurona su zamijenjene tezinskim faktorima preko kojih umjetni

neuron ostvaruje veze sa svojom okolinom.

K1 ] 4
Sumator
g xa Waj Aktivacijska funkcija
- ~—f(z2),——
E X3 Wsj ) Izlaz
= . neurona
.
.
Dendriti
VR— Y W

Aksoni Sinapse

Slika 3.  Struktura umjetnog neurona
Tezinski faktor moze biti pozitivan ili negativan broj, a kod suvremenih umjetnih neuronskih
mreza i neka funkcija (promjenjivi tezinski faktor). Kada je tezinski faktor jednak nuli onda
odgovarajuta veza s okolinom neurona ne postoji, te se ne ucrtava u shemi neuronske mreZze.
Tezinski faktori imaju funkciju sinapsi kod umjetnog neurona, oni povezuju izlaze drugih
neurona (aksone) s ulazima sumatora (dendritima). lzlaz iz sumatora se povezuje na ulaz
aktivacijske funkcije koja na izlazu daje izlaz neurona. Aktivacijske funkcije se dijele na
linearne i nelinearne. Kod linearnih, izlaz sumatora se mnoz s nekim faktorom i tako se dobiva

izlaz neurona. Nelinearne aktivacijske funkcije mogu poprimiti razne oblike. [1]
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Najces¢i oblici nelinearnih aktivacijskih funkcija:
e Funkcije praga osjetljivosti
e Sigmoidalne funkcije
e Hiperbolicne funkcie

e Harmonicke funkcije

2.3. Sli¢nosti i razlike mozga i racunala

Sto se tice sli¢nosti izmedu radunala i mozga, nisu mnogobrojne ali postoje. Mozak i ratunalo
koriste elektriéne signale za rad, imaju veliki broj jednostavnih elemenata i izvode funkcije koje

se opéenito mogu nazvati racunarskim funkcijama.

Tablica 1. Razlike izmedu digitalnog rac¢unala i ljudskog mozga [4]

atribut mozak racunalo
Tip elemenata za neuron bistabil
procesiranje
Brzina prijenosa 2 ms ciklus ns ciklus
Broj procesora Oko 1011 10 ili manje
Broj veza medu procesorima 103-10* 10 ili manje
Nacin rada serijski, paralelno serijski
Signali analogni digitalni
Informacije ispravne i neispravne ispravne
Pogreske nefatalne fatalne
Redundancija stotine novih stanica eventualno rezervni sustav

Kako se moze vidjeti u tablici 1, racunalo u usporedbi s mozgom ima puno vecu brzinu
prijenosa. Medutim brzina ,acunanja® mozga je neusporedivo ve¢a od one klasitnog racunala,
zahvaljuju¢i ogromnom broju paralelnih jedinica za racunanje. Trenutna arhitektura raCunala je
pogodna za odvijanje procesa u serijskim sekvencama (von Neumannovo racunalo), gdje se
sliede¢a sekvenca izvr$i kad prethodna zawvrSi. Ta arhitektura znacCajno usporava proces
raCunanja. Provode se mnoga istrazivanja na podru¢ju arhitekture racunala koja bi omogucila
u¢inkovitu implementaciju neuronske mreze. Sliede¢a bitna razlka je stupanj pogreske.

Racunalo ne pravi pogresku sve dok su ulaz, softver i hardver ispravni. Mozak uglavnom daje
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bolje zaklju¢ke i aproksimacije i za nepotpune ulazne podatke. To ponekad moze biti loSe, ali
ta ¢injenica nam omogucava da steknemo nova znanja.

Ipak, moZzemo koristiti konvencionalna raCunala pri implementaciji neuronske mreZe,
odbacuju¢i pri tome rjeSavanje problema putem algoritama. Tada se nalazimo u hibridnom
podrucju gdje koristimo sekvencijski stroj koji imitira neuronsku mrezu kao visoko-paralelnu
arhitekturu. Takav je sustav fizicki von Neumannovo racunalo, ali se na razini obrade podataka
odrice simbolicke paradigme u korist paradigme neuronskih mreza. Bitne razlke izmedu

paradigmi dane su u tablici 2. [4]

Tablica 2. Usporedba karakteristika paradigmi [4]

von Neumann neuronska mreza

Racunalu se unaprijed detaljno mora Neuronska mreZa uci samostalno ili s

opisati algoritam u to¢nom sljedu koraka | uciteljem

Podaci moraju biti precizni — nejasni ili Podatci ne moraju biti precizni (gotovo
neizraziti podaci ne obraduju se uvijek su neprecizni)
adekvatno

Arhitektura je osjetljiva — kod unistenja Obrada i rezultat ne mora puno ovisiti 0
nekoliko memorijjskih ¢elija racunalo ne | pojedinacnom elementu mreze

funkcionira

Postoji eksplicitna veza izmedu Pohranjeno znanje je implicitno, ali ga je
semantickih objekata (varijabli, brojeva, | teSko interpretirati
zapisa U bazi...) i sklopovlja racunala

preko pokaziva¢a na memoriju
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3. HOPFIELDOVE NEURONSKE MREZE

Hopfieldove neuronske mreze postale su popularne 1982. godine. Hopfieldove neuronske
mreze su jedne od najcesce koriStenth mreza za rjeSavanje problema optimizacije ili problema
matematickog programiranja. Velika prednost Hopfieldlove neuronske mreze pred ostalim
mrezama je mogucnost implementacije na elektronickim krugovima za ,on-line” rjeSavanje

paralelno distribuiranih procesa.

3.1. Hopfield-ov umjetni neuron

Hopfield-ov model umjetnog neurona je vjerojatno najpopularniji model dinamickog umjetnog

neurona
Ij
Rj1
Ri2
. Rjo
Rjn L
:l:Dn oO—] — —

Slika4. Hopfieldov model osnovnog dinami¢kog neurona [2]
Na slici 4. je prikazan neuron realizitan pomocu analogne tehnike. Neuron se sastoji od
kondenzatora Cj, otpornika Rji i nelinearnog pojacala sa sigmoidalnom prijenosnom funkcijom.
PojaCalo ima dva izlaza koji daju simetricne signale. Siapticke veze se ostvaruju preko
otpornika Rji. Kod pozitivne sinapticke veze otpornik Rji se spaja na poztivan izlaz pojacala ,a
ako je potrebna negativna sinapticka veza otpornik se spaja na negativan izlaz. Struja |;
predstavija bias.
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Primjenom Ohmovog zakona i Kirchhoffovog zakona za struju dobivamo sljedece

diferencijalne jednadZbe koje opisuju neuron:

du; Uu; V;
c.— =_2 LI § A

gdje je
vy =y(y) (=123..n)
1y je sigmoidalna aktivacijska funkcija,

S Y

gdje Gji predstavija provodljivost (i=0,1,2,...,n). Ove jednadzbe mogu se zapisati u opcenitom
obliku.

dy;
T d = —; U; <2wﬂxl+8> (3.3)

x =(y) (3.4)
gdje

Xi=woi (1=1,2,...,n) suulazni signali (naponi, potencijali)

Uj je unutarnji signal kojeg zovemo unutrasnji potencijal
7j = 1j Cj je integracijska vremenska konstanta
§ jediniéni otpor

aj = 1j/ R je koeficijent prigusenja, faktor koji unutarnji signal uj postavlja u nulu
ako su ulazi u nuli
wiji ==+ 1j/ Rji = £ rj / Gji sinapticke teZzine (imaju poztivan predznak ako je Rji
spojen na +x; i negativan ako je Rji spojen na -Xi)
Oi=ril; linearni pomak signala
Ovaj model neurona je dobar ako neuronsku mrezu implementiramo u analognoj tehnici. Kako

bi neuronsku mrezu implementirali na racunalu ovu elektronicku shemu moramo pretvoriti u

funkcionalnu strukturu.
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y(uy)

X

Slika5.  Funkcionalna struktura Hopfieldovog neurona [2]
Funkcionalni blok dijagram, koji je prikazan na slici 5 i odgovara jednadzbama (3.3) i (3.4)
sastoji se od sumatora sinaptickih tezina (Wij), priguSenog integratora i nelinearnog pojacala sa
sigmoidalnom aktivacijskom funkcijom. Pojacalo koristeno u Hopfieldovom modelu neurona
(sa simetricnim izlazima +X;j) je opisano monotonom, diferencijabilnom funkcijom

W) =——r il () =tanh(yy) (3.5)

1+ e

gdje je y > 0 odreduje nagib ili stupanj porasta koji je Cesto promjenjiv te se moze mijenjati
tijekom raCunalnog procesa. Pretpostavlja se da je dinamika pojaCala zanemariva. Dinamika
neuron se odreduje pomocu kondenzatora Cj i otpornika Rji. Dinamika se mijenja podeSavanjem
tih parametara. Sinapticke teZine se odreduju pomocu ulazne provodljivosti Gji = 1/R;ji povezane

na izlaze (+uvj ili -vj) J-tog pojacala. [2]

3.2.  Funkcija energije

Ruski matematiCar A.M. Lyapunov utemeljio je moc¢nu teoriju stabilnosti i tehniku za njeno
testiranje. Jedan od najc¢es¢in na¢ina prouCavanja konvergencije dinamickih sustava opisanih
sustavom diferencijalnin jednadzbi  je prona¢i Lyapunovljevu finkciju, takoder zvanu i
funkcija energije posto je Lyapunovljeva funkcija zasnovana na konceptu energije i 0dnosu
pohranjene energije na stabilnost sustava.

Funkcija energije E = (X,W,0) je definirana u prostoru stanja, nerastuca je duz trajektorija te je
ograni¢ena s donje strane. Funkcija energije ¢e se zvati Lyapunovljeva funkcija ako je padajuca
na svim nekonstantnim trajektorijama. Lyapunovljev teorem kaze: ako za dani sustav
diferencijalnih jednadzbi postoji funkcija energije E, 2zvana Lyapunovijeva funkcija koja

zadovoljava idudi izraz:
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dE 0E dx; <o~ OF dw
= _ = 4 E — —Y<p (3.6)
t x; dt Liow;; dt
j=1 7 i=1j=1 J
Sa
dE dx dW
T samo za T i

tada je sustav stabilan, to jest x; (t) i wij (t) konvergiraju kada t — oo.
Kako je funkcija energije ogranicena monotono padajuca funkcija vremena koja konvergira do
konstante i njena derivacija po vremenu konvergira u 0. Derivacija energije po vremenu dE/dt

je strogo manja od 0 osim u ravnotezi gdje nestaje. [2]

3.3. Gradijentna metoda

Jedna od najvaznijih metoda za optimizaciju bez ograniCenja se zasniva na tako zvanoj
gradijentnoj metodi spusta koja se odnosi na gradijentnu metodu. Sve gradijentne metode
spusta za optimizaciju bez ograniCenja su bazrane na standardnim metodama koje su znane
kao metoda najbrzeg spusta i Newtonova metoda. Te metode pretvaraju problem minimizacije

u sustav diferencijalnih jednadzbi prvog reda

dy i oF

&~ LMox 3.7)
s pocetnim uvjetom X;j(0) = Xj(©), koji se moze zapisati u kompaktnom matricnom obliku

d

d—’; = —u(x, OV, E(X), (3.8)
gdje je

dx  [dx; dx, dxn]T

dt  Ldt’ dt’ " del”’ (3.9)

X=[x1,%0,00, X, ] T (3.10)

I p(x,t) je simetricna pozitivno definitna matrica koja se Cest0 naziva i matrica ucenja kod koje
su Clanovi ovisni o vremenu i vektoru X(t). Kako bi pronasli vektor x* koji minimizira funkciju
E(X) moramo rijesiti ili simulirati sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi s pocetnim uvjetima.
To maci da se minimum funkcije energije mozemo odrediti prate¢i krivulju rjeSenja
gradijentnog sustava sa

x = lim x(t) (3.11)
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Medutim, treba se primijetiti da nas zanima samo toCka ravnoteze, ne cijela trajektorija X(t).
Kako bi pokazali da je sustav diferencijalnih jednadzbi stabilan moramo odrediti derivaciju
funkcije energije

dE " 0F dx
dt ~ Luox; de
1

]:
pod uvjetom da je matrica p simetricna i pozitivno definitna. Jednadzba (3.12) garantira da se

=—[V,E|Tnx,t)V,Ex) <0 (3.12)

vrijednost funkcije energije E(x) smanjuje u vremenu i konvergira u stabilni lokalni minimum
kako vrijeme tezi u beskona¢nost. Brzina konvergencije u minimum odredena je matricom p.
U najjednostavnijoj metodi poznatoj kao metoda najbrzeg spusta matrica p(X,t) je reducirana

na jedininu matricu pomnozenu S pozitivnom konstantom uo, u tom slucaju sustav je

pojednostavijen
dx; OE (x) )
== Mo % ©®=x (G=12..n) (3.13)

gdje je pozitivni koeficijent xo parametar ucenja. Moze se primijetiti da su vektori dx/dt i V,E(x)
suprotni vektori. Procjena vektora X(t) u vremenu ¢e rezultirati minimizacijom funkcije energije
E(x) kako prolazi vrijeme. Trajektorija X(t) je kre¢e duz putanje koja ima najvec¢u stopu pada.
Vremenski diskretna verzija metode najbrzeg spusta se moze zapisati
0E (x)

) (3.14)

de Xj :x]

xi[(k+ D1] = x;(kr) - n)

takoder se moze zapisati iu kompaktnjem vektorskom obliku
xU+D = x (0 _ 0y, Fx) (3.15)

gdje je 0 < 7 < ymax. Parametar 4 se odnosi na koeficijent u¢enja. Kod vremenski diskretnog
algoritma najbrzeg spusta kontrolni parametar #®) je pozitivan te ne smije prelaziti neku
maksimalnu vrijednost #%) < ymax kako bi se osigurala stabilnost algoritma. Ta S druge strane,
za algoritam u kontinuiranom vremenu parametar ucenja mora biti pozitivan i proizvoljno velik
bez utjecaja na stabilnost sustava. To je jedna od vaznijh prednosti algoritma u kontinuiranom

vremenu. [2]
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4. LINEARNI REGULACIJSKI SUSTAV

4.1. Lineami multivarijabilni sustavi
Linearni vremenski-varijabilni kontinuirani dinamicki sustavi mogu se prikazati sljede¢im
jednadzbama stanja:

x(t) = A@®)x(t) + B(H)u(t), x(to) = X, 4.2)

y(®) = C®Ox(®) + D(Ou(®), (4.2)
gdje je

X(t) € R" — vektor stanja,

u(t) € R" — vektor upravljanja,

y(t) € R" — vektor stanja,
Nadalje,

A(t) e R"*" je vremenski promjenjiva matrica koeficijenta sustava,

B(t) e R"Xx™ je vremenski promjenjiva matrica ulaza sustava,

C(t) e RP*M je vremenski promjenjiva matrica izlaza sustava, a

D(t) e RP*™ je vremenski promjenjiva matrica prijenosa sustava.
Jednadzba (4.1) naziva se jednadZzba stanja, dok se jednadzba (4.2) naziva jednadzba izlaza.
Obe jednadzbe zajedno nazivaju se dinamickim jednadzbama stanja i izlaza.

Kada su matrice A, B, C i D vremenski neovisne, tada imamo vremenski-invarijantni linearni
kontinuirani sustav, prikazana sljede¢im jednadzbama stanja

x(t) = Ax(t) + Bu(d), x(to) = X, (4.3)

y(t) = Cx(t) + Du(t), (4.4)

U slu¢aju kada je u(t) = 0, govorimo o autonomnom linearnom sustavu. [3]
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4.2. Transformacija varijabli stanja linearnih sustava

Izbor varjjabli stanja dinamiCkih sustava nije jednoznacan. Direktni izbor fizikalnih varijabli
stanja(pozicija, brzina, struja, napon,...) ne mora biti najpodesniji izbor sa stanoviSta analize
dinamickih sustava. Odgovarajuom transformacijom varjjabli stanja moguée je bitno

pojednostaviti dinamiCke jednadzbe sustava i time bitno olakSati samu analizu 1 sintezu.

Linearna transformacija vargabli stanja ima sljedec¢i oblik

x(t) = Pz(t), (4.5)
gdje je P konstantna matrica transformacije, dok je z(t) nowvi, tzv. kanonski vektor stanja.
Matrica transformacije P mora biti nesingularna da bi bila mogu¢a obrnuta transformacija
Z(t)=P-1x(t).

S obzirom na to da vrijedi

x(t) = Pz(t), (4.6)
uvrStavanjem transformacije (4.5) u jednadzbe stanja (4.3)1 (4.4), dobivamo

z(t) = P71APz(t) + P~ 1Bu(t), z(ty) =P71x, 4.7)

y(t) = CPz(t) + Du(t). (4.8)

Uvedemo i sljede¢u notaciju
A=P AP, B=P!B, €=CP, D=D (4.9)
Jednadzbe stanja (4.7) i (4.8) postaju

z(t) = Az(t) + Bu(t),  z(ty) =7, (4.10)
y(t) = €z(t) + Du(?). (4.11)
Varijabla stanja z(t) je kanonska varijabla ako transformirana matrica A ima dijagonalni oblik
M 0O .0
A = A =diag\, Ay, ., Ay} = 0: ):‘2 9 , (4.12)
00 A

gdje su Aa,...,An medusobno razli¢ite svojstvene vrijednosti matrice A.

Modalna matrica predstavlja matricu transformacije varijabli stanja koja sustav nekanonske

forme prevodi u kanonsku (dijagonalnu) formu (4.12).
Modalnu matricu dobivamo rjeSenjem matricne jednadzbe

P71AP= A, (4.13)
po matrici transformacije P, gdje je A = diag{A1, A2,...,An}. Pomnozimo li prethodnu jednadzbu

s matricom P s desne strane dobivamo AP = PA. [3]
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4.3. Lyapunovljeva analiza stabilnosti
Razmotrimo stabilnost linearnog vremenski-invarijantnog linearnog sustava

X = Ax, (4.14)
primjenom Lyapunovljeve metode. Razmotrimo kvadraticnu Lyapunovljevu funkciju

V =xTPx, (4.15)
gdje je P simetricna poztivno definitna matrica. Da bi sustav bio stabilan, derivacija
Lyapunovljeve funkcije mora biti negativno definitna, odnosno

V=—xTQx (4.16)
gdje je Q neka simetricna pozitivno-definitna matrica.

Deriviranjem Lyapunovljeve funkcije po vremenu dobivamo

V=x"TPx+xTPkx= —xTQx. 4.17)
Uwrstimo i (4.13) u (4.16), dobivamo
V =xTATPx +x"PAx = xT (ATP + PA)x = —x"Qx, (4.18)

iz Cega proizlazi

ATP+PA=—Q. (4.19)
Matri¢na jednadzba (4.19) naziva se Lyapunovljeva matricna jednadzba.
Stabilnost linearnih sustava odredujemo primjenom Lyapunovljeve matriéne jednadzbe (4.19)
na sledeéi nacin: prvo se izabere neka poztivno definitna matrica Q zatim se rijesi
Lyapunovljeva jednadzba (4.19) po matrici P i na kraju se provjeri da li je matrica P pozitivno
definitna (primjenom Sylvesterovog teorema ili odredivanjem svojstvenih vrijednosti koje

moraju biti pozitivne). [3]

4.4. Sinteza regulatora metodom podeSavanja polova

Ako je kompletni vektor stanja mjerljiv, tada je moguce zatvoriti direktnu regulacijsku petlju
po vektoru stanja u(t) = -Kx(t) + w(t) gdje je K matrica pojacanja, a W(t) je referentni vektor
vodenja. Nakon uvrStavanja zakona upravljanja u(t) u jednadzbe (4.3) i (4.4) problem sinteze
regulatora podeSavanjem polova sustava mozemo formulirati na sljede¢i nacin: za unaprijed
zadane polove sustava s povratnom vezom A1, A2,..,An Kkoji su identiéni svojstvenim
vrijednostima matrice (A - BK), treba odrediti matricu pojacanja K, uz pretpostavku da je

sustav potpuno kontrolabilan dobivamo

x(t) = A.x(t) + Bw(t). (4.20)
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gdje je Ar= A-BK.
Primijenimo li sada modalnu transformaciju x(t) = Pz(t), jednadzba (4.20) postaje

#(t) = Az(t) + Bw(t), (4.21)
gdje je A = PIAP = diag{A1, A2,...,An}, dok je B = P1B. S obzirom na to da operacija slicnosti
matrica ne mijenja svojstvene vrijednosti , slijedi da su svojstvene vrijednosti matrice Ar (ili
polovi) jednaki svojstvenim vrijednostima (dijagonalnim elementima) matrice A.

Na osnowu izraza Ar= A —BK i A = P1A; P dobivamo

A—BK=PAP., (4.22)
Nakon mnozenja s desne strane matricom P izraz (4.22) postaje

AP — BKP = PA. (4.23)

Uvedemo li sada oznaku K = KP, te nakon prebacivanja pojedinih &lanova, izraz (4.23) postaje

AP — PA = BK, (4.24)
dok je

K=RpL (4.25)
Izraz (4.24) predstavlja linearnu matriénu jednadzbu po nepoznatoj matrici P dok su matrice A,
B, A i K unaprijed zadane. Dijagonalna matrica A sadrz Zeliene svojstvene vrijednosti
zatvorenog regulacijskog kruga, a matrica K je proizvoljna konstantna matrica. Na kraju,

matricu pojacanja K regulatora stanja dobivamo na osnovu jednadzbe (4.25). [3]
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5. ANALIZA | SINTEZALINEARNIH SUSTAVA PRIMJENOM
HOPFIELDOVIH NEURONSKIHMREZA

Stabilna stanja Hopfieldove neuronske mreze su odredena iz sustava diferencijalnih jednadzbi

(3.3) tako da se derivacija unutarnjeg potencijala izjednac¢i s nulom ( duj/dt =0).

n
o+ Y wi ()46 =0 (=12..m) (5.1)
i=1

Hopfield je pokazao da je dovoljan uvjet stabilnosti mreze, simetricnost smnaptickih tezna,
wiji=wij I nule na dijagonali wjj = 0.

Pokazano je da su stabilna stanja mreze u lokalnom mmimumu funkcijje energie

E(x) = —%ii ix,-ej + iﬁf wjfl(x)dx (5.2)
0

j=1i=1 j=1 =1

koja se moZe zapisati u kompaktnijem matricnom zapisu

n ]
1 a;
Ex)=—x"Wx—xT0+ —]f “1(x)dx (5.3)
)=— Zﬂf J vt
gdje je

X = [xq,%9, ..., x,]7,

T
= [911 92; .y Hn]Tl Cl] = RL

j
i wil(x;) je inverz aktivacijske funkcije. Prva dva c¢lana funkcije energije odgovaraju

kvadraticnoj funkcyji ¢ijim rjeSavanjem dobivamo rjeSenje Zeljenog problema. Zadnji clan
funkcije energije se obicno ne koristi kod projektiranja neuronske mreze, te njegova vrijednost
ovisi 0 obliku nelinearne aktivacijske funkcije wj. Za veliko pozitivno pojacanje yj, gdje je nagib

od yj (uj) priblizno beskonacan te se aktivacijska funkcija moze zapisati kao signum funkcija

lakou; <0
w(u ) - 51gn(u ) {+1 ako u] >0 (5-4)

taj Clan se moze zanemariti poSto je njegova vrijednost vrlo mala. U tom slucaju se funkcija
energije moze zapisati u sljedecem obliku

E(x) = —%XTWX—XTG. (5.5)
Tocke ravnoteze se nalaze u lokalnom mmnimumu funkcije energije (5.5) koja opisuyje mrezu.

Hopfieldova neuronska mreze moze se smatrati procesom minimizacije funkcije energije.
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Vazno svojstvo Hopfieldove neuronske mreze je zagarantirana konvergencija u stabilno stanje
pod uvjetom da je matrica W simetriéna te da na dijagonali ima nule (wj = 0).
Lyapunovijeva teorija stabilnosti zahtjeva da funkcija energije bude monotono padajuca u

vremenu. Uzimajuci u obzir vremensku derivaciju funkcije energije (5.2)

dE — OF OF dx; de] Z ‘o - i dx; du;
dt ~ Liox dt it £Var dt

= (5.6)
n n 2
du; [(dx; dx;
- a /) ==Y ) (—)
=1 j=
Kako je vremenska konstanta zj = rj Cj pozitivna za svaki j i nelinearni inverz funkcije wj(x;)

je monotono rastu¢a ([wj1(xj)]' = duj/ dxj > 0) tako da moZzemo napisati

dE
dt =

<0 (5.7)
dE/dt = 0 podrazumijeva dx;j/dt = 0 za svaki j. Ako uzmemo u obzr tu ¢injenicu i ¢injenicu da
je energija E(X) ograni¢ena od ispod mozemo zakljuciti da mreza konvergira u stabilno stanje
koje je lokalni minimum funkcije energije E(X). Treba uzeti u obzir da se funkcija energije
racuna kao prvi integral diferencijalne dinamicke jednadzbe (3.3). Drugim rijeCima, Hopfieldov
model je gradijentni sustav opisan matricnom diferencijalnom jednadzbom

du

= MVEM), (5.8)

gdje je
u= [, uy,...,u, |7,
n = diag(z; L, 75L, 1D,

0E 0E OE 1"

V EX) = a—xl,gz. Wn’

Funkcija energije je neprocjenjiv alat zato $to nam omogucava da komplicirane dinamiCke

mreZe pretvorimo u oblik optimizacije. [2]
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5.1. RjeSavanje problema sustava linearnih jednadZzbi
9.1.1. Algoritam ulenja mreZe za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi

Najjednostavniji problem sustava lincarnih jednadzbi zapisanog u matricnom obliku je onaj
gdje je nepoznanica vektor.

Ax=Db (5.9)
Pogreska ovog sustava jednadzbi se moZe jednostavno zapisati kao

e=Ax—-b (5.10)
Kako bi ovaj sustav linearnih jednadzbi rijesii pomo¢u Hopfieldove neuronske mreze moramo
definirati pozitivno definitnu funkciju cilja (kvadrat pogreske)

E=%|Ie|l2 =%eTe (5.11)
uvrStavanjem pogreske (5.10) u funkcija cilja (5.11) dobije se

1
E = (Ax—b)"(Ax~b) (5.12)

Da bi sredili izraz moramo transponirati prvu zagradu te izmnoZiti zagrade
1 1
E= E(xTAT —bT)(Ax—b) = 3 (xTATAx— xTATb — bTAx + bTb) (5.13)
xTATb=y™b
bTAx=b"y
b'y=y™b
gdje je
y = Ax
tako da moZzemo zbrojiti srednja dva Clana te dobivamo funkciju cilja
1
E= E(xTATAx— 2bTAx+ b"b) (5.14)
kako bi mogli primijeniti pravilo ucenja u kontinuiranom obliku (gradijentni algoritam)
oE\"
. __ (9% (5.15)
X “(ax)

moramo pronac¢i derivaciju funkcije cilja
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kada primijenimo pravila za derivaciju matrica

d(xTAx)
Jx
d(Ax) _
ox
dobijemo

=2xTA

A

oE\"
<&> = (xTATA—DbTA)' = ATAx — ATb = AT(Ax — b) (5.16)
uvrStavanjem derivacije (5.16) u gradijentni algoritam (5.15) dobivamo algoritam za ucenje

mreze

X =—uAT(Ax —b) (5.17)

5.1.2. Primjer sustava linearnih jednadzbi

Treba rijeSiti sustav linearnih jednadzbi s 3 nepoznanice

4X1+2X2 +X3 =13
ZX1—3XZ+2X3=7
3x1+2x2—x3=5

koja u matricnom zapisu ima sljedeci oblik

Ax=Db
gdje su
4 2 1
A=|2 -3 2|
3 2 -1
x=[x1 x2 x3]T,
b=[13 7 5]

Kako bi mogli provjeriti rezultate dobivene Hopfieldovom neuronskom mrezom, prvo ¢emo
izraGunati X jednostavnim mnoZenjem cijele jednadzbe sa Al s lijeve strane

x =A"1h.
Matlab kod za rjesavanje ovog problema nalazi se u prilogu. RjeSenje ove jednadzbe dobiveno
pomoc¢u Hopfieldove neuronske mreze je:

x=[2 1 3]
Razlka izmedu egzaktnog rjeSenja i rjeSenja dobivenog Hopfieldovom neuronskom mrezom
je:

1,0434- 10712

x—A"1b=|-1,696-10"12
—3,114-10712
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Pogreske i1 konvergencija rjeSenja dobivenih Matlabom prikazana su na sljede¢im dijagramima:

16

2 k
0O 2 4 6 8 10
t(s) t(s)

Slika6. Pogreska mreze kod rjeSavanja sustava linearnih je dnadzbi
Na slici 6 prikazana je pogreska mreze u normalnom mjerilu na lijevom dijagramu 1 u
logaritamskom mjerilu na desnom dijagramu. Iz ovih dijagrama se moze vidjeti da pogreska

monotono opada u vremenu.

4.5 1 3
4
2.5
3.5 ] 0.5
X' 3 1o <" 2
2.5 4 0 ]
1.5
2
1.5 ‘ : -0.5 ‘ : 1 ‘ :
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6

t (s) t (s) t(s)

Slika7. Konvergencija rjeSenja sustava linearnih je dnadzbi
Na slici 7 se moze vidjeti da vektor X konvergira u stabilna stanja koja su ujedno i rjeSenja

linearne jednadzbe.
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5.2. RjeSavanje problema inverza matrice
5.2.1. Algoritam ucéenja mreZe za invertiranje matrice
Problem inverza matrice moze se zapisati u matricnom obliku
AX=B (5.18)
gdje je matrica B jedinicna matrica. lzraz za gradijentni algoritam c¢e se izvesti pomocu izraza

(5.18), a zatim ¢e se matrica B zamijeniti jedinicnom matricom. PogreSka ovog sustava

jednadzbi moze se jednostavno zapisati kao
e=AX—-B (5.19)

Kako bi ovaj rijesili problem inverza matrice pomoc¢u Hopfieldove neuronske mreze moramo

definirati pozitivno definitnu funkciju cilja (kvadrat Frobeniusove norme)
1, ., 1
E =§|IeIIF =§Tr(eeT) (5.20)
te uvrStavanjem pogreske (5.19) u funkcija cilja (5.20) i njenim sredivanjem dobijemo

E= %Tr{(AX ~B)(AX—B)T} = %Tr{(AX— B)(XTAT — BT)} =

; (5.21)
=5 Tr{AXXTAT — BXTAT — AXBT + BB}
Trag zbroja moZe se zapisati kao zbroj tragova
E = %Tr{AxxTAT} - % Tr{BXTAT} — % Tr{AXBT} + % Tr{BBT} (5.22)
Trag matrice i trag transponirane matrice je jednak (Tr (A) = Tr (AT))
Tr{BX"AT} = Tr{B(AX) T} = Tr{(AX)BT} = Tr{AXBT} (5.23)

tako da srednja dva ¢lana u jednadzbi (5.22) mozemo zbrojiti te dobijemo funkciju cilja

1 1
E = ETr{AxxTAT} — Tr{AXBT} + ETr{BBT} (5.24)

kako bi mogli primijeniti pravilo ufenja u kontinuiranom obliku (gradijentni algoritam)

. oE\"

= —ul— (5.25)
X ”(ax)

moramo pronac¢i derivaciju funkcije cilja. Kada primijenimo pravila za derivaciju tragova

matrica
]
X Tr(AXBX'C) = ATCTXB” + CAXB

9 Tr(AXB) = ATBT
X
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dobijemo

E\" 1
(g_X> =§(ATAX+ ATAX)— ATB= ATAX— ATB = AT(AX — B) (5.26)

Uvrstavanjem dobivene derivacije u gradijentni algoritam dobivamo algoritam za uCenje mreze

X = —u AT (AX — B) (5.27)
Kako bi ovaj algoritam mogli iskoristiti za rjeSavanje problema inverza matrice, matricu B

moramo zamijeniti matricom | te dobijemo sljedeéi izraz za ucenje mreze

X =—uAT(AX — 1) (5.28)

5.2.2. Primjer invertiranja matrice

U ovom primjeru ¢e se traziti inverz od matrice A. Ovaj problem se u matricnom obliku moze

zapisati kao
AX =1
gdje je
[1 4 6
A = 2 2 _4' )
-2 1 9

X=|X21 X22 X23
[X31 X32 X33
1 0 0
I= [0 1 0],
0 0 1
Matrica A je matrica Ciji inverz trazimo, a X je inverz te matrice. Njthovim umnoskom se treba

[X11  X12 x13]
)

dobiti jedinicna matrica. Matlab kod za rjesavanje ovog problema nalazi se u prilogu. RjeSenje
ove jednadzbe dobiveno pomocu Hopfieldove neuronske mreze je:

1,2222 -1,6667 —1,5556
—0,5556 1,6667  0.8889 |,
0,3333 -0,5 —0.3333

X =

Razlika izmedu egzaktnog rjeSenja irjeSenja dobivenog Hopfieldlovom neuronskom mreZom:

—1,3434-10"13  4,2588-10"13  3,7992-10~13
X—inv(A)=| 8,1268-10"1* —25668-10"13 —2,2915-10"13|.
—3,5472-10"% 1,1247-10"13  1,0003-10"13
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Pogreske i1 konvergencija rjeSenja dobivenih Matlabom prikazana su na sljede¢im dijagramima:

25 : : : 10°

20

— 15

[] X-A1

10

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t(s) t(s)
Slika8. PogreSka mreZe kod invertiranja matrice
Na slici 8 prikazana je pogreska mreze u normalnom mjeriu na ljevom dijagramu i u
logaritamskom mjerilu na desnom dijagramu. Iz ovih dijagrama se moze vidjeti da pogreska

monoton opada u vremenu.

1.5 0.5
0.4 .
1 .
0.3 ’
0.5 0.2 ]
i | Q M 0.1 .
x ol x >
N | n 04 N 1
><H | ><N ><m
< -0.5]| - 0.2 < ’
— ~— —
i 1 o ™M -
x | x ol b
-1H : ,
& -0.2
~1.5. R A '0'4L\;
-2 r . T .
0 10 20 ) 10 20 10 20

t(s) t(s) t(s)

Slika9. Konvergencija ¢lanova invertirane matrice
Na slici 9 se vidi da vrijednosti matrice X konvergiraju u stabilna stanja koja su ujedno i ¢lanovi

inverzne matrice koja je zadana u primjeru.
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5.3. RjeSavanje Lyapunovljeve matrine jednadzbe

5.3.1. Algoritam ulenja mreZe za rjeSavanje Lyapunovljeve matri¢ne jednadzbe
Lyapunovljeve jednadzbe se pojavljuyju u mnogim granama upravljaCke teorije, kao Sto su
analiza stabilnosti 1 optimalna kontrola. Ova jednadzba i srodne jednadzbe su dobile ima prema

Ruskom matemati¢aru Aleksandr Lyapunov.
Lyapunovljeva jednadzba u matricnom obliku
ATP+PA=-Q (5.29)

gdje su matrice A, P, Q kvadraticne matrice, te su P i Q simetrine pozitivno definitne matrice.
Matrica P je rjeSenje ove jednadzbe. Problem je $to se do tog rjeSenja ne dolazi jednostavnim
matematiCkim rac¢unom. Kod rjeSavanja ove jednadzbe Hopfieldlovom neuronskom mreZzom

moramo pronaci funkciju cilja. Funkcija cilja se moze zapisati kao kvadrat Frobeniusove norme

pogreske
1 1
E ==|lell2 ==Tr{ee"} (5.30)
2 2
gdje je
e=ATP+PA+Q. (5.31)

Uvrstavanjem pogreske (5.31) u funkciju cilja (5.30) dobivamo
1
E =§Tr{(ATP+PA+ Q)(ATP+PA + Q)T} (5.32)
1
E= ETr{(ATP +PA+Q)(PTA+ATPT + Q")}
Nakon §to izmnozimo zagrade

1
E =-Tr{A"PPTA+ ATPATPT + ATPQ + PAP"A + PAATP" (5.33)
+PAQ" + QPTA+ QATPT + QQ"}
i trag zbroja razdvojimo na zbroj tragova
1 1 1
E= zTr{AT PPTA} + 5 Tr{PAATPT} + ETr{AT PATPT}
1 1 1
+5 Tr{PAPTA} + > Tr{ATPQ} + > Tr{QPTA} (5.34)
1 1 1
+§ TF{PAQT} + ETI‘{QAT PT} + 5 TF{QQT}
kako bi mogli primijeniti pravilo ucenja u kontinuiranom obliku (gradijentni algoritam)

oE

K= (5.35)

moramo pronaci derivaciju funkcije cilja.
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Kada primijenimo pravila za derivaciju tragova matrica

T T T
5 2Tr(A PPTA) = AATP

1
TpTy — T
—p5 TT(PAATPT) = PAA

1
T TpT)—-_ T T
aPZTr(A PATPT) APA+2A PA

1
T — _ AT T
P 2Tr(PAP A)= A PAT +-APA

1
T —
5 2Tr(A PQ) = SA

1
aPZTr(QPTA) =5AQ

Tr(PAQT) = %QAT

P2
1
TpTY — — OAT
55 TT(QATPT) QA
dobijemo
OF
5 = = AATP + PAAT + APA + ATPAT + AQ + QAT (5.36)

kada izZlu¢imo matrice A i AT te grupiramo varijable dobijemo sljede¢i izraz

OF
op = AP + PA +Q) + (ATP +PA + QAT (5.37)

Kada uwrstimo derivaciju funkcije cilla (5.37) u jednadzbu gradijentnog algoritma (5.35)
dobjjemo algoritam za ucenje neuronske mreze

X=—pu(AATP+ PA+Q)+ (ATP + PA + Q)A") (5.38)
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5.3.2.  Primjer rjeSavanja Lyapunovljeve jednadibe pomocu neuronskih mreZa
Zadan je problem Lyapunovljeve jednadzbe
ATP+PA=-Q

gdje su matrice A i Q zadane itraZzi se matrica P

[ 0 1 0
A=1]0 0 1 ]

-1 -3 -3

1 0 0
Q=10 1 0],

0 0 1

P11 P12 P13
P= [P21 P22 D23|.

P31 P32 P33

Kako bi mogli provjeriti dobiveno rjesenje, rjesenje jednadzbe moze se dobiti preko Matlabove
funkcije lyap (A', Q).

Matlab kod za rjesavanje ovog problema nalaz se u prilogu. Rjesenje ove jednadzbe dobiveno
pomocu Hopfieldove neuronske mreze je

2,3125 1,9375 0,5
P=(19375 325 0,8125|.

0,5 0,8125 0,4375
Razlka izmedu egzaktnog rjeSenja irjeSenja dobivenog Hopfieldlovom neuronskom mrezom:

-7,219-108 —6,494-10"% —1,587-1078
P—lyap(A,Q) =|-6,494-10"8 —-7,915-10"% —2,251-1078].
—1,587-108 —-2,251-10"% —8,396-107°

Pogreske i konvergencija rjeSenja dobivenih Matlabom prikazana su na sljede¢im dijagramima:

2 : : : , 10°

-
(9]
[y
o
o

-
oI
]

[| AT*P + P*A + Q ||
o
L'n -

|| AT™*P + P*A + Q ||

Slika 10. Pogreska rjeSenja
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Na slici 10 mozemo vidjeti Frobeniusovu normu pogreske u normalnom i logaritamskom

mjerilu te na dijagramu mozemo primijetiti da ta pogreska monotono opada s vremenom.

6 10
=5 —
g S
3 £
N ©
g4 2
o o~
l._ 3 '
s £
B2 8
2 (o)
! =
0 10° : - : :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t (s) t(s)

Slika11. Razlika izmedu egzaktnog i iterativnog rjeSenja
Na slici 11 mozemo vidjeti Frobeniusovu normu razlke izmedu egzaktnog i iterativno
dobivenog rjeSenja u normalnom i logaritamskom mjerilu te na dijagramu mozemo primijetiti

da ta pogreska monotono opada s vremenom.

-0.5 - -0.5 - 0 :
0 5 10 0 5 10 0 5 10
t (s) t (s) t(s)

Slika12. Konvergencija rjeSenja Lyapunovljeve jednadzbe

Na slici 12 se vidi da vrijednosti matrice P konvergiraju u stabilna stanja koja su ujedno i

rjeSenja Lyapunovljeve jednadzbe.
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5.4. RjeSavanje matricne jednadzbe metode podeSavanja polova

5.4.1. Algoritam ucenja mreZe za problem rjesavanja sinteze regulatora metodom
podesavanja polova

Kako bi neuronsku mrezu iskoristili za rjesavanje problema sinteze regulator, prvo moramo
pronaci funkciju cilja. Kako bi dobili funkciju cilia potrebna nam je pogreska sustava zadanog
jednadzbom (4.24)

AP — PA = BK. (5.39)
Pogreska sustava dobije se prebacivanjem umnoSka matrica BK ma drugu stranu
e =AP —PA-BK (5.40)
funkcija cija se moze zapisati kao kvadrat Frobeniusove norma pogreske
1 1
E =§||e||§ = Tr{ee"}, (5.41)

uvrStavanjem jednadzbe (5.40) u jednadzbu (5.41) dobivamo izraz za funkciju cilja

-

(5.42)
1 _ _
=5 Tr{(AP— PA — BK)(PTAT — ATPT —KTBT)},
nakon $to izmnozimo zagrade dobijemo
1 _
E= ETr{APPTAT — APATPT — APKTBT — PAPTAT + PAATPT (5.4
+PARTBT — BRPTA' + BRATP" + BRRTB™). '
Trag zbroja se rastavi na zbroj tragova
1 1 1 _
E =S Tr{APPTA"} — > Tr{APAP"} - ETr{APKTBT}
1 1 1 _
— S Tr{PAPTAT} + ~ Tr{PAATP"} + ETr{PAKTBT} (5.44)

1 — 1 - 1 e
- ETr{BKPTAT} + ETr{BKAT PT}+ 3 Tr{BKK"B"},
kako bi mogli primijeniti pravilo ufenja u kontinuiranom obliku (gradijentni algoritam)

0E

X=—n=r (5.45)

moramo pronaci derivaciju funkcije cilja.
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Kada primijenimo pravila za derivaciju tragova matrica

T AT T
6P2Tr(APP AT) = ATAP

1 1 1
STHAPATPT) = 2 ATPA + 2 APAT
aP2 r( ) 3

Tr(APKTBT) = %ATBK

apz
Tr(PAPTAT) —1atpa+lapar
P2 2 2
5 2Tr(PAATPT) == P(AAT +AAT) = PAAT
1
TRT)—=_ T
aPZTr(PAK B") 2BKA
1
TAT) — Z AT
aPZTr(BKP AT) oA BK
1Tr(BKATPT) ~lpgar
P2 2
dobijemo
OE T T T _ ATBR RAT T (5.46)
5p = ATAP — ATPA— APA" — A"BK + BRA" + PAAT, -

nakon §to izlu¢imo AT i AT i uvrstimo u jednadzbu (5.45) dobijemo algoritam za ucenje mreze

X = —p[AT(AP — PA — BK) — (AP — PA — BK)AT] (5.47)

5.4.2. Primjer rjeSavanja sinteze regulatora metodom podeSavanja polova pomocu
neuronskih mreZa

Zadan je problem sinteze regulatora
AP — PA=BK

gdje su zadane matrice A, A, B i K te se trazi matrica P, a pojacanje regulatora se dobije iz
formule (4.24)

K=KpP~1L
Kako bi mogli provjeriti dobiveno pojacanje, pojacanje se moZe dobiti preko Matlab-ove
funkcije place(A, B, pol), gdje je pol vektor u kojem su polovi regulatora. Polovi regulatora se

nalaze na dijagonali matrice A.
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54.2.1. Primjerl

Zadane su matrice

0 1 0
A=|0 0 1],

1 3 3

0

1

-1 0 0
A=|0 -2 o],

[0 0 -3
K=[1 1 1]

Matlab kod za rjesavanje ovog problema nalazi se u prilogu. RjeSenje jednadzbe za podeSavanje
polova dobiveno pomoc¢u Hopfieldove neuronske mreze je

05 00667 00217
P=|-05 -0,1333 —0,0652],

0,5 0,2667  0,1957

pojacanje je
K=[7 14 9]

i polovi koji su dobiveni tako da izracunamo svojstvene vrijednosti matrice dobivene izrazom

A-BK
-1
p=[-2
-3
Razlika izmedu egzaktnih rjeSenja i rjeSenja dobivenih pomo¢u Hopfieldove neuronske mreze:

[—0,9326-10"14 —0,0208-10"14 —0,0014 -10~14
AP =| 09770-10"1%  0,0416-10"1*  0,0028 10714 |,
|—0,5329 - 10~1% —0,0278 - 10714 0

AK =[-0,0985-10"* —0,1221-10"* —0,0332-107*],

Ap =|-0.1260- 105
| —0.1579- 105

[—0.0486 - 10_5]

Fakultet strojarstva i brodogradnje 31



Boris Kosanovic Zavr$ni rad

Rezultati dobiveni Matlabom prikazana su na sljede¢im dijagramima:

1.8 : . k . 10°
1.6}
1.4

1.2f

[HEII

0.8

0.6

0.4f

0.2

Slika 13. Pogreska matrice P
Na slici 13 mozemo vidjeti Frobeniusovu normu pogreske u normalnom i logaritamskom

mjerilu te na dijagramu moZemo primijetiti da ta pogreska monotono opada s vremenom.

P11’ P12’ P13

0 0.2 0.4 0 0.2 0.4 0 0.2 0.4
t (s) t(s) t(s)

Slika 14. Konvergencija ¢lanova matrice P
Na slici 14 se vidi da vrijednosti matrice P konvergiraju u stabilna stanja. Kako je za izraun
pojaCanja potreban inverz matrice P, taj inverz je dobiven pomocu Hopfieldove neuronske

mreze na dva nacina:
e usporedno s matricom P

e nakon $to je matrica P dobivena
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1.8

1.6

1.4

1.2

-Ph

nv

0.8

[l P

0.4r

0.2r

1.8

1.6

1.4

0.2r

0.6

2 4
t (s)

6

-Ph

| | Pinv

10" ¢

Slika 15. Pogreska inverza matrice P

0.1 0.2
t(s)

0.3

0.4 0.5

-ph

| | Pinv

10-7 r r r
2 4 6 8 10
t(s)
10"
10°
10_1 ¢ ¢ c ¢
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t(s)

Slika 16. Pogre$ka inverza matrice P (uveéano)

Na slkama 15 i1 16 je prikazana pogreska inverza matrice. Plavom linjjom je prikazan slucaj

gdje se inverz dobiva usporedno s matricom P, a crvena linja pokazuje sluicaj gdje je inverz

dobiven nakon $to je matrica P dobivena. Vidljivo je da u oba slucaja pogreska inverza matrice

monotono opada u vremenu nakon pocetnih oscilacija. U ovom primjeru bolje je inverz matrice

raCunati nakon $to je dobivena matrica P, Cisto iz razloga Sto pogreSka matrica P dosegne

minimum u periodu od 1-2 sekundi, a inverz matrice P monotono opada i nakon 10 sekundi.
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5.4.2.2.

Primjer 2

Zadane su matrice

A=

A=

K=

‘o, oRr OO

(=N}

1 11
1 11

]

Matlab kod za rjesavanje ovog problema nalazi se u priogu. Rjesenje jednadzbe za podeSavanje

polova dobiveno pomoc¢u Hopfieldove neuronske mreze je

P=

pojacanje je

K=

1 polovi koji
A-BK

g

Razlka izmed

AP =

Ap

0,5 08 —05
-05 —-16 15|,
0,5 1 -0,5
[—1 2 5]
-1 2 5I°

su dobiveni tako da izraCunamo svojstvene vrijednosti matrice dobivene izrazom

|

-2

u egzaktnih rjeSenja i rjeSenja dobivenih pomo¢u Hopfieldove neuronske mreze:
[—0,0211-10"13 —0,121-10713 0,045 - 10713
0,0105- 10713 0,2243-10713  —0,1377 -10713|,
|—0,0017 - 10~  —0,1077-10713  0,0638 - 10713
[—0.0028 - 107>
—0.1443- 1075 .
[—0.0265- 107>
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Rezultati dobiveni Matlabom prikazana su na sljede¢im dijagramima:

2.5 : : : : 10°

1.5F

[TETI

0.5

Slika 17. Pogres$ka matrice P
Na slici 17 mozemo vidjeti Frobeniusovu normu pogreske u normalnom i logaritamskom

mjerilu, te na dijagramu mozemo primijetiti da ta pogreSka monotono opada s vremenom.

. . . . { 1.2
0.8} Loy :
15 1......
0.6r 1 1 ] 0.8F
m 0.4 ( 1 o 0.5 ] ) 0.6
~— o (421
e e & 04
N 02 N0 R
o o o 0.2
:':: 0 :r:l‘ -0.5 h 0
o o [
-0.2 1 -1 1 -0.2
-0'4; 1 -1'5; ----- _0.4; -----
........ o6l {
r r -2 r r r r
0 2 4 0 2 4 0 2 4
t(s) t(s) t(s)

Slika 18. Konvergencija ¢lanova matrice P

Na slici 18 se vidi da vrijednosti matrice P konvergiraju u stabilna stanja. Kako je za izraun
pojaCanja potreban inverz matrice P, taj inverz je dobiven pomocu Hopfieldove neuronske

mreze na dva nacina:
e usporedno s matricom P

e nakon §to je matrica P dobivena
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1.8

1.6

1.4

1.2

-Ph

[ P

0.6

0.4

0.2

1.8

1.6

1.4

-Ph

| | I:’inv

4

t (s)

Slika 19. Pogreska inverza matrice P

6

10

t(s)

-ph

[l P.

10"

107

10"

Slika 20. Pogreska inverza matrice P (uveéano)

10

Na slikama 19 i 20 je prikazana pogreska inverza matrice. Plavom linjjom je prikazan slucaj

gdje se inverz dobiva usporedno s matricom P, a crvena linja pokazuje slucaj gdje je inverz

dobiven nakon $to je matrica P dobivena. Vidljivo je da u oba slu¢aja pogreska inverza matrice

monotono opada u vremenu nakon pocetnih oscilacija. U ovom primjeru razlka izmedu

opadanja pogreSke matrice P i inverza matrice P je manja nego u prvom primjeru. Pogreska

matrice P je u minimumu izmedu 6-7 sekundi dok inverz matrice P opada i nakon 10 sekundi.
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5.5.  RjeSavanje problema kvadraticnog programiranja s linearnim ogranicenjima

59.5.1. Algoritam ucenja mreZe za rjeSavanje problema kvadrati¢nog programiranja s
linearnim ogranidcenjima

Problem kvadratiénog programiranja je optimizacijski problem. Za razlku od prijasnjih

primjera kod kvadraticnog programiranja finkcija cilja nam je unaprijed zadana jednadZzbom

E=2xTQx+cl, (5.48)
uz ogranicenja

Ax—b=>0, (5.49)

Ex—d=0, (5.50)

gdje su zadani matrica Q, A, E i vektori b, ¢, d, a trazi se vektor X. Kako bi mogli koristiti
gradijentni algoritam za uCenje mreze potrebno je derivirati funkciju cilja. Kada primijenimo
pravila za derivaciju:
a(xTQx) B
ox
0(cTx) _ ot
Jx

2x'Q,

dobijemo

oE (5.51)
— T T
ox x'Q+c'.

Tada gradijentni algoritam mozemo zapisati

i OE (5.52)
= uZE (T T

ovaj oblik gradijentnog algoritma moze se koristiti ako nema linearnih ogranienja. Za shucaj

kada imamo ogranienja koristimo kaznene funkcije. Kaznena funkcija u matriénom obliku,

moze se zapisati

k(x) = ATg,e () + ETgje (%), (5.53)
gdje su

gne (X) = min(Ax—b, 0), (5.54)

gje(x) =Ex—d.

Vektor gne sadrzi vrijednosti odstupanja od ograniCenja zadanih linearnom nejednadzbom, a
vektor gje sadrzi vrijednosti odstupanja od ograniCenja zadanih linearnom jednadzbom. Kako
bi mogli rjeSavati probleme kvadraticnog programiranja s linearnim ograniCenjima, u

gradijentni algoritam (5.52) se ubaci kaznena funkcija (5.53), te ima oblik
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(5.55)

Boris Kosanovic

X = R = —H (XTQ+ cT+x kT(x)),

gdje je x kazneni faktor.

5.5.2.  Primjeri rjeSavanja problema kvadrati¢nog programiranja s linearnim
ogranicenjima pomocu neuronskih mreZa

55.2.1. Rjesavanje problema linearnog programiranja s linearnim ogranicenjima
Kako bi algoritam prilagodili rjeSavanju linearnog programiranja, matrica Q je matrica nula. U
ovom primjeru trazi se mnimum iduce funkcije
min f(x) = —2x; — 4x, — 3x3,
uz ogranicenja,

n(x) = —3x; —4x, — 2x3+ 60 = 0,
(X)) = —2x; —x,— 2x3 +40 >0,
r3(X) = —x1 — 3x, — 2x3+ 80 =0,
x1 =0, X =0, x3=0

Ovaj problem moze se zapisati u matricnom obliku
i 1
min f(X) = EXTQx+ c'x,
Ax—b =0,

gdje su,

0 0 O

I

-3 —4 —2‘

0 0 O
Q= [O 0 0],
c

A=|-2 -1 -2
-1 -3 -2

[—60
b= —40] )
| —80

X1
X = xz] .

| X3

Kako bi mogli provjeriti dobiveno rjesenje, rjeSenje jednadzbe moze se dobiti preko Matlabove

funkcije quadprog (Q, ¢, -A, -b, E, d).
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Matlab kod za rjesavanje ovog problema nalazi se u prilogu. Rjesenje ove jednadzbe dobiveno
pomoc¢u Hopfieldove neuronske mreze je
f(x) = 76,6463,
u tocki
—0,0255
X = [ 6,6633 ],
16,6813
a razlika izmedu egzaktnih rjeSenja 1 rjeSenja dobivenih Hopfieldovom neuronskom mrezom je

Af = 0,0204,
—0,0255
Ax = [—0,0034].
0,0147

Na idu¢em dijagramu je prikazana konvergencija rjeSenja dobivenih Matlabom:

18 T T T T T T T T T

Slika21. Konvergencija rjeSenja
Iz slike 21 vidljivo je da rjeSenje linearnog programiranja s linearnim ograni¢enjima konvergira

u stabilna stanja.
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5.5.2.2. Rjesavanje problema kvadraticnog programiranja s linearnim ogranicenjima

Problem kvadraticnog programiranja zadan je idu¢om funkcijom

: 11 5,.9, 2 2.5 2
min f(x) = — X1 +Ex2 + 6x5 + 2x +§x5 + 4x1x; — 3x1x3 + 4x1X4
+X1X5 + X2X4 — X3X4 + 4X5 + 2Xx4 + X5,

uz ogranienja

nx) =x1—2x,—3x3+9 =0,

rn(X) = —2x1 +2x4,+5=0,

r3(X) = —x, + x3+5x4 =0,

1 (X) = —x1+2x, —2x,—3 =0,

rs(X) =x3+3x,—5=0,

x1 =0, X, =0, x3 =0, X4 =0, x5 =0

Ovaj problem moze se zapisati u matricnom obliku

: =1 T T
min f(x) 2x Qx+c'x,

Ax—b =0,
Ex—-d=0,
gdje su,
11 4 -3 4 1
4 9 0 1 0
Q=1-3 0 12 -3 0}
4 1 -3 4 0
L1 0 O 0 5
c=[0 4 0o 2 17,
1 -2 -3 0 O
A=|-2 0 0 2 0
0 -1 1 5 0
-9
b =|-5{,
L 0
-1 2 0 -2 0
E_>O 0 1 3 O]'
13
d=3],

x=[x1 x2 x3 x4 xs5]T.
Kako bi mogli provjeriti dobiveno rjesenje, rjeSenje jednadzbe moze se dobiti preko Matlabove
funkcije quadprog (Q, ¢, -A, -b, E, d).
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Matlab kod za rjesavanje ovog problema nalazi se u prilogu. Rjesenje ove jednadzbe dobiveno
pomoc¢u Hopfieldove neuronske mreze je

f(x) = 58,9491,

u tocki
[-5,6186 - 1073]
| 2,7857 |
x=| 11429 |,
| 12857 |
l —2-10"6 J
a razlika izmedu egzaktnih rjeSenja i rjeSenja dobivenih Hopfieldlovom neuronskom mrezom je
Af = —0,0024,
[—0,5619 . 10‘4]
| —0,6045 - 10~ |
Ax =| 0,2227-10* |.
|—0,1610 - 104/

|—0,0200 - 104

Na iduéem dijagramu je prikazana konvergencija rjeSenja dobivenih Matlabom:

X1r Xor X3 Xgr X

Slika 22. Konvergencija rjeSenja
Iz slke 22 wvidljivo je da rjeSenje kvadraticnog programiranja s linearnim ograni¢enjima

konvergira u stabilna stanja.
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6. REGULACIJA INVERZNOG NJIHALA PRIMJENOM
HOPFIELDOVIH NEURONSKIHMREZA

Inverzno njihalo je popularni eksperiment koji se Kkoristi u edukacijske svrhe u modernoj teoriji
upravljanja. Inverzno njihalo se sastoji od pokretnih kolica i njihala koje je vezano za kolica te
se moze slobodno rotirati Cilj iverznog njihala je pokretanjem kolica po horizontalnoj
povrsini dovesti njihalo u uspravni nestabilni polozaj. Kako ne mozemo upravijati kutnim
ubrzanjem, ovo je primjer podupravljanog sustava.

6.1. Dinamicki model inverznog njihala

Dmamicki model kolica injihala sastoji se od

'y _lsing
m
l 0309 g
"
F— M
Q O ¢

Slika 23. Sustav kolica i njihala [8]
Prilikom modeliranja inverznog njihala sa slike 23, uzimamo u obzir standardne pretpostavke:

e Stap nema masu
e masa njihala se nalazi u jednoj tocki
e nema trenja

gdje je M masa kolica, m masa njihala koncentrirana u tocki, 6 kut zakreta koji njihalo zatvara
s vertikalom i | duljina Stapa. Jednadzba kretanja moze se dobiti preko drugog Newtonovog

zakona. [8]
Sustav se moze zapisati kao:

M(q)d +C(q, 4)q+ G(q) =T (6.1)
gdje su

a-[fl. meo-[Mn e

. 0 —mlsinf9
C(q,d) = [ ]
(q,9) 0 0

G(a) = [—mg?sin 9] Iot= [I(;]
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6.2. Linearizacija nelinearnog modela inverznog njihala

Kako bi mogli Kkoristiti linearni regulator po varijablama stanja moramo najprije linearizirati

model inverznog njihala. Nelinearni matematicki model kolica i $tapa opisan je sljede¢im

jednadzbama:
6= T+ Zm [Lm(g sin@ — X cos0) — c0], (6.2)
1 .. .
X T [F Lm(G cosf — 0 smB) kx] (6.3)

Inverzni poloZaj njihala je nestabilna ravnotena pozcija (6,8) = (0,0). U toj tocki se nalaz i
ishodiSte prostora stanja. U blizini ravnotenog polozaja su kut € i kutna brzina 6 jako mali.
Opéenito se za male kuteve @i kutna brzine @ vrijedi: sin(@) =6, cos(@) =1 i (0)? 6= 0.
Kada te pretpostavke uvrstimo u jednadzbe (6.2) 1 (6.3) dobivamo linearizirani matematicki

model oko ravnoteznog poloZzaja:

2 Lm(g6 — %) — cb), (6.4)

:I+L2m[

% [F — Lm® — kx]. (6.5)

- M+m
Kako bi se ove jednad’be mogle zapisati u prostoru stanja, ¥ i6 moraju biti prikazane
diferencijalnim jednadzbama nizeg reda. Kako bi dobili diferencijalne jednadzbe nizeg reda,
moramo zamijeniti ¥ u jednadbi (6.4) s izrazom iz jednadbe (6.5),a 6 u jednadzbi (6.5) s

izrazom iz jednadzbe (6.4). Tada se taj sustav jednadzbi moZe zapisati u lineariziranom prostoru

stanja. [9]
0 1 0 0 0
0 " —(Lm)?*gv, Lmcv, |[ " ]|
$= [+1Pm I+ LPmig, | o |F (6.6)
0 0 0 1 | —Lmv, |
1
Lmkv, [ J
_O M+ Lmgv, —Ccvy | M+m
1 0 0 0 (6.7)
v=lo 0 1 ol
gdje je
s=[x x 6 01" (6.8)
y=[ o] (6.9)
M+m I+ L*m (6.10)

i

v, = v, =
L7 I(M +m) + L2mM 27 (M +m) + L>mM
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6.3. Sinteza linearmog regulatora

Sustav u prostoru stanja mozemo zapisati

S(t) = As(t) + bu(t), (6.11)
nakon $to ponovimo postupak koji je opisan jednadzbama (4.20) — (4.23) i dobijemo linearnu
matrinu jednadzbu koja se moze zapisati kao

AP — PA = bK, (6.12)
gdje je

K=KRP™. (6.13)
Izraz (6.12) predstavlja linearnu matriénu jednadzbu po nepoznatoj matrici P dok su matrice A,
A i K i vektor b unaprijed zadani. Matrica A i vektor b odredeni su karakteristikama sustava,
dok dijagonalna matrica A sadrzi Zeljene svojstvene vrijednosti zatvorenog regulacijskog
kruga, a matrica K je proizvoljna konstantna matrica. Na kraju, matricu pojacanja K regulatora

stanja dobivamo na osnovu jednadzbe (6.13).

Matrica P kod ovog regulatora dobiva se Hopfieldlovom neuronskom mrezom c¢iji je algoritam

za uCenje izveden formulama (5.39)-(5.46)
X = —p[AT (AP — PA — BK) — (AP — PA— BR)A"] (6.14)
6.4. Simulacijski rezultati inverznog njihala

Simulirani sustav ima iduce parametre:

M=1kg

m = 0,5 kg

L=1m

I=0,1nm

k =0,05

c=0,01
[0 1 0 0

A= 0 -0,0462 -3,7731 0,0077
0 0 0 1 )

[0 0,0385 11,3192 -0,0231
b=[0 09231 0 -0,7692]",

-1 0 0 0

0 -12 0 0
A=log 0 —-14 o |
0 o0 0 -16
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Matrica P dobivena Hopfieldlovom neuronskom mrezom je

—0,6634 -0,4489 -0,3198 -0,2356
0,6632 05386 0,4478 0,377
-0,0768 -0,0797 -0,0837 —0,0891|
0,0768 0,0957 0,1172  0,1426

a pojacanje je

P=

K=[-0,3562 -1,1808 -28,2171 -8,087].

Razlka izmedu egzaktnog pojacanja i1 pojacanja dobivenog pomocu Hopfieldove neuronske
mreze je

[-0,0124- 10797
[—0,0269- 1077
AK = ’

|-0,2050- 10-°|

|-0,0776- 10
Dobiveno pojac¢anje K koristit ¢emo u idu¢im primjerima. Matlab kod za dobivena rjeSenja i

dijagrame koji slijede nalazi se u prilogu.

6.4.1. Inverzno njihalo bez upravljanja

U ovom primjeru, njihalo je otklonjeno 0.1 rad od ravnoteznog polozaja i nema upravljanja

(6(0)=0,1 rad; u=0)

0.4 2
0.2 N 1
- 0
\RIA = VAV
-0.2 1 V
-0.4 -2
0 5 10 15 0 5 10 15
t (s) t(s)
5 6

a\ .
i

VAV .V VS

1 FRTA'A

o/ o\

0 5 t(s) 10 15 0 5 tes) 10 15

0 (rad)

w
\‘_“
<

(4
[«
v, (rad/s)

Slika 24. Provjera nelinearnog modela

Saslike 24 vidljivo je da se njihalo uslijed trenja zaustavi u donjem stabinom polozaju.
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6.4.2. Inverzno njihalo s linearnim regulatorom

Linearni regulator koriSten kod inverznog njihala je u(t) = -Kx(t). Kod inverznog njihala

S

linearnim regulatorom imamo vise slucajeva. ZapoCet ¢emo s malim otklonom njihala od

ravnoteZnog polozaja, te ¢emo nastaviti s povec¢anjem otklona njihala.

Otklon njihala od ravnoteznog polozaja: 6(0)=0,1 rad

0.8 0.6 ;
= nelinearni model
0.6 /\ 0.4 \ """ linearizirani model ;
- © 0.2
J
>< ~
[\ -\
0.2 \¥ -0.2 -
0 -0.4
0 5 10 15 0 5 10 15
t (s) t(s)
0.15 0.05
0.1 0 /
=) 3 -0.05
© 0.05 © I
@ \ VN -0.1
0 — > l
\/ -0.15
-0.05 -0.2
0 5 10 15 0 5 10 15
t (s) t(s)

Slika 25. Odaziv nelinearnog i lineariziranog modela za 6(0)=0,1

Nelinearni model Linearizirani model
3 3
2 \ 2
Z1 Z1 l
IV T\

0 5 10 15 0 5 10 15
t(s) t(s)

Slika 26. Upravljacke varijable lineariziranog i nelinearnog modela za #(0)=0,6

Saslika 25 i 26 moze se vidjeti da nema razlike izmedu lineariziranog i nelinearnog modela.
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Otklon njihala od ravnoteznog polozaja: 6(0)=0,6 rad
1 gp 1]
6 6 .
. = nelinearni model
/\ ano linearizirani model
4 o, —~ f\
—~ N “‘ [} R
Es f ) £
A e A\
0
1 , \//-—
0 -2
0 5 10 15 0 5 10 15
t (s) t(s)
0.6 0.5
R 0
g’ | 3T 0s /
\? AT — E 7
L4 :
>
-1
RV
0.4 5 10 15 15 5 10 15
t(s) t(s)
Slika 27. Odziv nelinearnog i lineariziranog modela za #(0)=0,6
Nelinearni model Linearizirani model
20 20
15 15
10 10 \
Z s Z s
3 3 \
0 0
-5 \ / -5 \/
\ >4
-10 -10
0 5 10 15 0 5 10 15
t(s) t(s)

Slika 28. Upravljacke varijable line ariziranog i nelinearnog modela za #(0)=0,6
Iz slika 27 i1 28 se vidi da povecanjem kuta otklona njihala nelinearni i linearizirani model

pocinju odstupati. Nelinearni model moze se i dalje upravljati pomocu linearnog regulatora.
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Otklon njihala od ravnoteznog polozaja: 6(0)=0,96 rad

15 15 r
= nelinearni model

10 //\\ 10 l\ /A\ """ linearizirani model ||

9]

X (m)
(6)]
It
i
i~
v, (m/s)
o
e
/"’7
i
-

0 -
L \J NERVARY
- ~ -10
\V}
-10 -15
0 5 10 15 0 5 10 15
t (s) t(s)

A A

0 (rad)
il
.
—~

v, (rad/s)
\.’\
\\

<
y

LV Vv

0 5 10 15 0 5 10 15
t(s) t(s)

Slika 29. Odziv nelinearnog i lineariziranog modela za 6(0)=0,96

Nelinearni model Linearizirani model
30 30

20\ /\ 20
10\ /\ 10
\ [\ /\ o\
w\ |\ w

o\ V 0

0 5 10 15 0 5 10 15
t(s) t(s)

u (N)
u (N)

Slika 30. Upravljacke varijable lineariziranog i nelinearnog modela za #(0)=0,96
Iz slika 29 i 30 je vidljivo da se nelinearni model ne poklapa s lineariziranim modelom, vise

oscilira oko ravnoteznog polozaja 1 potrebno mu je viSe vremena da se stabilizira.
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Otklon njihala od ravnoteznog polozaja: 6(0)=0,98 rad

15X 10 15X 10 r
= nelinearni model
10 ol linearizirani model
= Q
E s E s
x J — J
>
0 0
-5 -5
0 10 20 30 0 10 20 30
t(s) t (s)
20 400
10 ‘ 200
- )
ko) ~
© \A;..AAA I = e SO AP 2 A P
C O © 0 W
= WWAVY =
>
-10 i -200
}
-2 : -4
0o 10 20 30 000 10 20 30
t(s) t(s)
Slika 31. Odziv nelinearnog i lineariziranog modela za 6(0)=0,98
« 10° Nelinearni model Linearizirani model
20 30
15 20
] 10
~10 —~
z / z
3 5 S \/
e
0 -20
-5 -30
0 10 20 30 0 10 20 30
t (s) t(s)

Slika 32. Upravlja¢ke varijable lineariziranog i nelinearnog modela za 6(0)=0,98

Iz slika 31 i 32 je vidljivo da upraviljanje nelinearnog modela linearnim regulatorom nije
moguée nakon 0.96 rad. Linearizirani model se izvodio za sluCajeve u blizini ravnoteznog
polozaja te su se uvele pretpostavke za male kuteve i male brzine. Cim se odmaknemo od
ravnoteznog poloZaja te pretpostavke viSe ne vrijede, te ne moZemo Kkoristiti linearizirani

model, a ne mozemo ni upravijati nelinearni model s linearnim regulatorom. Za upravijanje

mverznim njihalom kod ve¢ih kuteva koriste se tako zvani ,swing-up* regulatori.
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6.4.3. Inverzno njihalo sa ,,swing-up*“ regulatorom

U primjerima s linearnim regulatorom (u(t) = -Kx(t)) mogli smo upravljati sve slu¢ajeve koji
se nalaze u blizi nestabilne ravnoteme toCke. Kako smo odmicali od te toCke nelinearni
regulator je sve teze postizao stabilnost, do to¢ke kada je sustav bio neupravijiv s linearnim
regulatorom.

Kako bi mogli upravijati s inverznim njihalom gdje je pocetni uvjet izvan granica upravijivosti,
s linearnim regulatorom, moramo Kkoristiti tako zvane ,swing-up“ regulatore. U idu¢im
primerima je prikazana regulacija s dvije verzie ,swing-up* regulatora i verzijom ,Swing-up‘
regulatora koji se zasniva na energiji. U svim primjerima su KoriSteni ,,swing-up® regulatori do
trenutka kada je inverzno njihalo u polozaju kada se moze upravljati s linearnim regulatorom.

Otklon njihala od ravnoteznog polozaja: 6(0)=3 rad

13

Upravljacka varjjabla 1. verzije ,swing-up* regulatora prikazana je iducom jednadzbom:

u(t)=t-tanh(10-sin(3-t))

A~ vl
SV A//

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t (s) t(s)

X (m)
<
e
v, (m/s)

6 (rad)

<
<
v, (rad/s)

-1 -10
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

t (s) t(s)

Slika 33. Upravljanje nelinearnog modela pomocu 1. verzije ,,swing-up* regulatora
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8

10 12 14 16 18 20
t (s)

Slika 34. Upravljacka varijabla 1. verzije ,,swing-up“ regulatora

Upravljacka varijabla 2. verzije ,swing-up* regulatora prikazana je idu¢om jednadzbom:

u(t)=t?>-tanh(10-sin(3-t))

o~ A\ N AN
S0 o~

X (m)
A
T~~~
v, (m/s)
Vd
—

-10 -8
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t(s) t(s)
5 4
Al N
=3V LAV NN
o I ‘
° 2 © -2
| SN -4
0 ’\\_—f -6 L 4
-1 -8
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t (s) t(s)

Slika 35. Upravljanje nelinearnog modela pomoc¢u 2. verzije ,,s wing-up* regulatora
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Nelinearni model

15

IRV A

-20
0 12 14 16 18 20

10
t (s)

Slika 36. Upravlja¢ka varijabla 2. verzije ,,swing-up“ regulatora

Upravljacka varijabla ,swing-up®“ regulatora zasnovanog na energiji prikazana je iducom

jednadzbom:
0 = k,sin@(gcos@ —0?) — (1 +sin? 0) (k,x + kg, %)
= k, + (1 + sinZ 6)k,E
1 3
0 A. 2 a

1 .l. s aats bt b

x (m)
==
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’

-5 -3
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
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6 T T
1 1
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4 | | —
—~ ‘ Q
o ko)
£ 2 T £
= \ <
0 -
-2
0 20 40 60 80 60 80

t (s)

Slika 37. Upravljanje nelinearnog modela pomocu ,,s wing-up“ regulatora zasnovanog na
energiji
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Slika 38. Upravljacka varijabla ,,swing-up“ regulatora zasnovanog na energiji

Iz slika 33-38 moze se vidjeti da 1. i 2. verzija ,swing-up“ regulatora postizu nestabilni

ravnotezni polozaj mverznog njihala izmedu 10 1 15 sekundi dok ,swing-up* regulator koji se

zasniva na energiji dolazi u ravnotezni polozaj nakon 60 sekundi.
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7. ZAKLJUCAK

U ovom radu je koritena je Hopfieldova neuronska mreza kod rjeSavanja raznih matematiCkih
problema kao S$to su: inverz matrice, Lyapunovljeve matricne jednadzbe, sinteza regulatora
metodom podeSavanja polova. Za svaki od tih problema moguée je dobiti funkciju energie
¢jom se minimizacijom dobijje rjeSenje sustava. Minimizacija funkcije energije se odvija
pomoéu gradijentnog algoritma. Na taj se nafin matematicki problemi pretvore u

optimizacijske probleme.

U sklopu rada izvedeni su algoritmi za rjeSavanje tih matematiCkih problema te njihova
primjena kod sinteze regulatora inverznog njihala. Zatim su simulirani linearizirani i nelinearni
model inverznog njihala pri razli¢itim pocetnim uvjetima, koriste¢i linearni regulator cie je
pojacanje dobiveno Hopfieldlovom neuronskom mrezom. Linearni regulator nije imao
problema prilikom upravijanja inverznim njihalom u blizini inverznog polozaja. Ako se
odmaknemo dowvoljno od ravnoteznog polozaja, linearni regulator ne daje zadovoljavajuce
rezultate. KoriStenjem tako zvanih ,swing-up® regulatora moguce je wupravljati mverznim

njihalom bez obzira na njegov pocetni poloZzaj.
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PRILOZI

l. CD-R disc
II. Matlab kodovi:

RjeSavanje sustava linearnih jednadzbi:

o)

% Numericko rjesSenje sustava linearnih jednadzbi: Ax=b
clear

clc

N=500; % broj iteracija gradijentnog algoritma

T=10; % vrijeme ucenja kod kontinuirane verzije
h=T/N; % period sempliranja kod kontinuirane verzije
eta=0.05; % learning-rate

Sr*** numerika:
A=1[1421; 2 -3 2; 3 2 -1]
b=[13; 7; 5];

stX=A\b % A\b = inv (A)*b
X=zeros (3, 1) ;
Xegz=inv (A) *b;

for i=1:N,
t (1)=h*i;
E = A*X - Db;
X =X - eta*(A'*E) ;
pl(i)= norm( , 'fro');
Xx(1i,:,:) = X;

end

X % 1ispis rijesenja sustava jednadzbi
del X=X-Xegz

oo=ones (size (t));
sthzstX(l ');

WWl=kron(oo',stlX);
St2X=stX(2,:);
WW2=kron(oo',st2X) ;
st3X=stX(3,:);
WW3=kron(oo',st3X);

Q

% norme pogreske u normalnom mjerilu

hFig=figure(l); set(hFig, 'Position', [10 50 1200 7501])
subplot (121), plot(t,pl, 'linewidth', 3),

ylabel('|| x - A”{-11}b

||', "FontSize', 18, '"FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, ' 'FontName', 'Verdana') ;
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set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;
% norme pogreske u logaritamskom mjerilu

subplot (122), semilogy(t,pl, 'linewidth',3)
ylabel('|| x - A"{-11}b

||', "FontSize', 18, "FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

% x1(t)

hFig=figure(2); set(hFig, 'Position', [10 50 1200 750])
subplot (131), plot(t, WWl, 'k:', 'linewidth',2), hold on,
subplot (131), plot(t, Xx(:,1,1), 'b', 'linewidth', 3),
ylabel('x {1}', 'FontSize',18,'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

axis ([0 6 1.5 4.5]1);

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

% X2 (t)

subplot (132), plot(t, Ww2, 'k:', 'linewidth',2), hold on,
subplot (132), plot(t, Xx(:,2,1), 'b', 'linewidth', 3),
ylabel('x {2}', 'FontSize',18,'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',14, 'FontName', 'Verdana') ;

axis ([0 6 -0.5 1.05]1);

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

% x3(t)

subplot (133), plot(t, WW3, 'k:', 'linewidth',2), hold on,
subplot (133), plot(t, Xx(:,3,1), 'b', 'linewidth', 3),
ylabel('x {3}', 'FontSize',18,'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, ' 'FontName', 'Verdana') ;

axis ([0 6 1 3.051);
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

Invertiranje matrice:

o)

% Numericko rjesSenje inverzne matrice: AX=I
clear
clc

N=20000;
T=20;
h=T/N;
eta=0.014;
mu =7;

o\

broj iteracija gradijentnog algoritma
vrijeme ucenja kod kontinuirane verzije
period sempliranja kod kontinuirane verzije
learning-rate

mu = eta/h

o° o0 o©

o\

FF*F** numerika:

A= 1[146; 22 -4; -2 1 9]
invA=inv (A)

I=eye (3);

X=ones (3,3);
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for i=1:N,
t(i)=h*i;
E = A*X - I;
X =X - eta*(A'*E) ;
pl(i)= norm(E, 'fro');
Xx(i,:,:) = X;
end
X % invertirana matrica
del inv = X-invA % razlika izmedu egzaktne i1 inverza
matrice dobivene mrezom

oo=ones (size (t));
stlA=1invA (1, :);
WWl=kron(oo',stlh);
st2A=invA (2, ) ;
WW2=kron(oo',st2h);
st3A=invA (3, :);
WW3=kron (oco',st3A);

Q

% norme pogreske u normalnom mjerilu

hFig=figure(l); set(hFig, 'Position', [10 50 1200 7501])
subplot (121), plot(t,pl, 'linewidth', 3),

ylabel('|| X - A{-1} |]|',"'"FontSize',18, '"FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

% norme pogreske u logaritamskom mjerilu

subplot (122), semilogy(t,pl, 'linewidth',3)

ylabel('||] X - A*{-1} |]|','FontSize',18, '"FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

% x11,x12,x13

hFig=figure(2); set(hFig, 'Position', [10 50 1200 750])
subplot (131), plot(t, Wwl, 'k:', 'linewidth',2.5), hold on,
subplot (131), plot(t, Xx(:,1,1), 'b', t, Xx(:,1,2), 'r', t,
Xx(:,1,3), 'g', '"linewidth', 3),

ylabel ('x {11}, x {12},

x {13}','FontSize',18, 'FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

axis ([0 20 -2 1.57)

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

% x21,x22,x23

subplot (132), plot(t, WW2, 'k:', 'linewidth',2.5), hold on,
subplot (132), plot(t, Xx(:,2,1), 'b', t, Xx(:,2,2), 'r', t,
Xx(:,2,3), 'g', '"linewidth', 3),

ylabel ('x {21}, x {22},

x {23}','FontSize',18, 'FontName', 'Verdana'),

Fakultet strojarstva i brodogradnje 58



Boris Kosanovic Zavr$ni rad

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

axis ([0 20 -0.6 1.2])

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

% x31,x32,x%x33

subplot (133), plot(t, Ww3, 'k:', 'linewidth',2.5), hold on,
subplot (133), plot(t, Xx(:,3,1), 'b', t, Xx(:,3,2), 'r', t,
Xx(:,3,3), 'g', '"linewidth', 3),

ylabel ('x {31}, x {32},

x {33}','FontSize',18, 'FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

axis ([0 20 -0.6 0.5])

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

Rjesavanje Lyapunovljeve jednadzbe:

Q

% Numeric¢ko rjesSenije Lyapunovljeve jednadzbe:A'*P + P*A + Q =0
clear all
close all

clc
N=10000; % broj iteracija gradijentnog algoritma
T=10; % vrijeme ucenja kod kontinuirane verzije
h=T/N; % period uzorkovanja kod kontinuirane verzije
eta=0.03; % learning-rate
A=1[010; 001; -1 -3 -31;
Q=11 00; 01 0; 0O0 171; % zadani 0>0
P2=lyap (A',Q) $ P {egzaktni}
P=zeros (3, 3); % inicijalni P (moze biti rand)
for i=1:N,
t(i)=h*i;
E = A"*P + P*A 4+ Q; % error

P =P - eta*(A*E + E*A'");
Pp(i,:,:) = P;

o\°

gradijentni algoritam

o\°

nkE(i)= norm(E, "fro'); Frobeniusova norma

dP (i) = norm(P-P2, 'fro');:;

end
P % 1ispis rjeSenja Lyapunovljeve Jednadibe
eigP=eig(P) % direktna provijera pozitivne definitnosti
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oo=ones (size (t));
stlA=P2 (1, :);
WWl=kron(oo',stlA);
St2A=P2 (2, :);
WW2=kron(oo',st2h);
St3A=P2 (3, :);
WW3=kron(oo',st3A);

hFig=figure(2); set(hFig, 'Position', [10 50 1200 750])
subplot (131), plot(t, Wwl, 'k:', 'linewidth',2.5), hold on,
subplot (131), plot(t, Pp(:,1,1), 'b', t, Pp(:,1,2), 'r', t,
Pp(:,1,3), 'g', 'linewidth',3),

ylabel ('P {11}, P {12},

P {13}','FontSize',18, 'FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

o)

o

subplot (132), plot(t, Ww2, 'k:', 'linewidth',2.5), hold on,
subplot (132), plot(t, Pp(:,2,1), 'b', t, Pp(:,2,2), 'r', t,
Pp(:,2,3), 'g', '"linewidth', 3),

ylabel ('P {21}, P {22},

P {23}','FontSize',18, 'FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

Q

o

subplot (133), plot(t, Ww3, 'k:', 'linewidth',2.5), hold on,
subplot (133), plot(t, Pp(:,3,1), 'b', t, Pp(:,3,2), 'r', t,
Pp(:,3,3), 'g', '"linewidth', 3),

ylabel ('P {31}, P {32},

P {33}','FontSize',18, 'FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana');
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

000
)

hFig=figure(l); set(hFig, 'Position', [10 50 1400 9001])
subplot (221), plot(t,nkE, 'linewidth', 3),

ylabel('|| A"T*P + P*A + Q

||', "FontSize', 16, "FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

Q

o

subplot (222), semilogy(t,nE, 'linewidth',3)
ylabel('|| A"T*P + P*A + Q

||', "FontSize', 16, '"FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, ' 'FontName', 'Verdana') ;
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

Q

o

(o)

subplot (223), plot(t,dP, 'linewidth', 3)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 60



Boris Kosanovic Zavr$ni rad

ylabel('|| P {iterativni} -

P {egzaktni}||','FontSize',16, 'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, ' 'FontName', 'Verdana') ;
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

o)

subplot (224), semilogy(t,dP, 'linewidth',3)
ylabel('|| P {egzaktni} - P {iterativni}

||', "FontSize', 16, '"FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, ' 'FontName', 'Verdana') ;
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

RjeSavanje jednadzbe za podeSavanje polova:

o°

Numericko rjesenje matricne jednadzbe podesavanja polova:
A*P - P*L = B*Kk

K=Kk*inv (P)

clear all

close all

clc

o\

o\

primjer 1 (m=1
A= [010; 0
B = [0; O0; 1]
etainv=2.3;
N=80000; % broj iteracija gradijentnog algoritma

o° oo

) :
0 1; 1 3 3]:

14

o o°

o\°

% primjer 2 (m=2):

= [010; 0 -21; 13 31];

(0 0; 1 0; O 1],

etainv=0.2;

N=10000; % broj iteracija gradijentnog algoritma

W P oo

T=10;

o\

vrijeme ucenja kod kontinuirane verzije

h=T/N; % period sempliranja kod kontinuirane verzije
eta=0.03; % learning-rate

Kk = ones (size(B))' % Proizvoljno zadana matrica K kapa

Q = B*Kk; % zadani 0>0

o\°

pol=[-1 -2 -3]
L = diag(pol);
dijagonali
eigA=eig(A)
otvorenog sustava
P=zeros (size (A));
P2=1vyap (A, -L, -B*Kk)
Pinv=zeros (size (P));
I=eye (size (P));
Pinv2=Pinv;
for i=1:N,
t(i)=h*i;

vektor zeljenih polova sustava
matrica s zeljenim polovima na

o\°

o\°

direktna provjera stabilnosti

o\°

inicijalni P (moze biti rand)
P dobiven matlabom

o°
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E = A*P - P*L - B*Kk; % errorl
P =P - eta*(A'"*E - E*L'"); % gradijentni algoritam
Pp(i,:,:) = P;
Einv = P*Pinv - I;
Pinv = Pinv - etainv* (P'*Einv);
pl(i)= norm(Einv, 'fro'");
nE(i)= norm(E, 'fro'"); % Frobeniusova norma
end
for i=1:N,
Einv2 = P*Pinv2 - I;
Pinv2 = Pinv2 - etainv* (P'*Einv2);
pl2 (i)= norm(Einv2, "fro');
end
P
eigP=eig(P) % direktna provjera pozitivne definitnosti
K=Kk*Pinv % matrica pojacanja
Ar = A - B*K; % Matrica A zatvorenog kruga
eAr = eig (Ar)
polPog=eig (A-B*K)
Kplace = place(A,B,pol) % Matlabova funkcija
error K = K - Kplace % usporedba Hopfield i Matlab (error K
= 0 -> samo za sustave s jednim ulazom, m=1)
error p = pol - eAr' % usporedba zeljenih polova i polova
zatvorenog kruga (error p = 0 -> uvijek)
delP=P-P2

oo=ones (size (t));
stlP=P2 (1, :);
WWl=kron(oo',stlP);
st2P=P2 (2, :);
WW2=kron(oo',st2P) ;
st3P=P2 (3, :);

hFig=figure(l); set(hFig, 'Position', [10 50 1400 900])
subplot (121), plot(t,nkE, 'linewidth', 3),

ylabel('|| E ||', 'FontSize',16, 'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

Q

o

subplot (122), semilogy(t,nE, 'linewidth',3)
ylabel('|| E ||', "FontSize',16, 'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

Q

o

(o)

hFig=figure(2); set(hFig, 'Position', [10 50 1200 750])

subplot (131), plot(t, Wwl, 'k:', 'linewidth',2.5), hold on,
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subplot (131), plot(t, Pp(:,1,1), 'b', t, Pp(:,1,2), 'r', t,
Pp(:,1,3), 'g', 'linewidth', 3),

ylabel ('P {11}, P {12},

P {13}','FontSize',18, 'FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',14,'FontName', 'Verdana') ;

$axis ([0 0.5 0 0.55])

axis ([0 5 -0.6 0.9])

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

o)

subplot (132), plot(t, Ww2, 'k:', 'linewidth',2.5), hold on,
subplot (132), plot(t, Pp(:,2,1), 'b', t, Pp(:,2,2), 'r', t,
Pp(:,2,3), 'g', 'linewidth', 3),

ylabel ('P {21}, P {22},

P {23}','FontSize',18, 'FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

%axis ([0 0.5 -0.55 0.1])

axis ([0 5 -2 1.8])

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

o)

o

subplot (133), plot(t, Ww3, 'k:', 'linewidth',2.5), hold on,
subplot (133), plot(t, Pp(:,3,1), 'b', t, Pp(:,3,2), 'r', t,
Pp(:,3,3), 'g', 'linewidth',3),

ylabel ('P {31}, P {32},

P {33}','FontSize',18, 'FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

%axis ([0 0.5 0.1 0.5571)

axis ([0 5 -0.7 1.2])

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

% norme pogreske u normalnom mjerilu

hFig=figure(3); set(hFig, 'Position', [10 50 1200 750])
subplot (121), plot(t,pl, 'linewidth',3), hold on

subplot (121), plot(t,pl2, 'r','linewidth', 3),

ylabel('|| P {inv} - P*{-1}

||', "FontSize', 18, "FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

%axis ([0 0.5 0 1.817)

axis ([0 2 0 1.8])

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

% norme pogreske u logaritamskom mjerilu

subplot (122), semilogy(t,pl, 'linewidth',3), hold on
subplot (122), semilogy(t,pl2, 'r','linewidth',3)
ylabel('|| P {inv} - P"{-1}

||', "FontSize', 18, "FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;
%axis ([0 0.5 0.1 107)

axis ([0 2 0.01 101)

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;
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Rjesavanje problema linearnog i kvadraticnog programiranja s linearnim ogranienjima:

o\

Rjesavanje problema kvadraticnog programiranja
Potrebno je minimizirati funkciju
f(x)=1/2*(x"*Q*x)+c'*x
uz ogranicenja:
A*x-b>=0
E*x-d=0

o° o0 o oo

o\

clc
clear all

N=10000;
T=10;
h=T/N;

4

[]
[1;
[]

=01
xGornjilimit=[];
xDonjiLimit=[];

QHC&"D’

Q

% 1. primjer

kapa=80;

eta=0.0017;

Q=[0 0 0;0 0 0;0 0 0Q1-

c=[-2; -4;-3];

A=[-3 -4 -2;-2 -1 =-2;-1 -3 =21;
b=[-60;-40;-80];

xDonjiLimit=[0 0 Q0]"';

x=zeros (3,1);

% 2.primjer

kapa=500000;

eta=0.000000005;

Q=[(11 4 -3 4 1;4 901 0;-3 012 -3 0;4 1 -340;1 000 57;

c=[0;4;0;2;1]

A=[1 -2 -3 0 0;-2 0 0 2 0;0 -1 1 5 071
b=[-9;-5;01];

E=[-1 2 0 -2 0;0 0 1 3 0];

d=[3;5];

xDonjiLimit=[0 0 0 0 0]"';

x=zeros (5,1);

% egzaktno rjesenije

stX=quadprog (Q,c, -A,-b,E,d,xDonjilimit,xGornjilLimit)
n=size(x,1);

Qsv=eig (Q)
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for i=1:N
ogr limD=zeros (size (x,1),1);
ogr limG=zeros (size(x,1),1);
ogr jed=zeros(size(x,1),1);
ogr nejed—zeros(31ze(x 1),1
t(i)=h*i;

Q

% ogranicenja zadana jednadzbom
if(size(E)~=0)
Z jed=E*x-d;
ogr jed=E'*Z jed;
end
% ogranic¢enja zadana nejednadzbom
if(size (A)~=0)
Z nejed=(A*x-Db) ;
Zz nejed=min (Z nejed, 0);
ogr nejed=A'*Z nejed;
end
% donja granica x-a
f(size(xDonjilLimit)~=0)
ogr limD=x-xDonjiLimit;
ogr limD=min (ogr 1imD, 0) ;
end
% gornja granica x-a
f(size(xGornjiLimit) ~=0)
ogr limG=x-xGornjiLimit;
ogr limG=max (ogr 1imG, 0) ;
end
dEx=x'*0Q+c'+ (ogr nejed'+ogr jed'+ogr limD'+ogr 1imG') *kapa;
x=x-eta*dEx"'
Ex=x-stX;
nE (i) =norm(Ex, 'fro");
X(1i,:)=x;

oo=ones (size (t));

stlA=stX';

WWl=kron(oo',stlA);

hFig=figure(l); set(hFig, 'Position', [10 50 1400 900])
semilogy(t,nE, 'linewidth', 3)

ylabel('|| E ||','FontSize',16, 'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, ' 'FontName', 'Verdana') ;
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

hFig=figure(2); set(hFig, 'Position', [10 50 1200 750])
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if (n==3)
plot(t, Wwl, 'k:', 'linewidth',2.5), hold on,
PlOt(tr X(:Il)l 'b'/ tr X(:IZ)I 'r'r tl X(:I3)I 'g'r
'linewidth', 3),
ylabel ('x {1}, x {2},
x {3}','FontSize', 18, 'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)','FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana');
set (gca, "fontsize', 14, 'fontname', 'Verdana') ;
end

if (n==5)
plot(t, Wwl, 'k:', 'linewidth',2.5), hold on,
plOt(tl X(:Il)l 'b'l tr X(:IZ)I 'r'l tl X(:I3)I 'g'r tl
X(:,4), 'y', t, X(:,5),'c', '"linewidth', 3),
ylabel ('x {1}, x {2}, x {3}, x {4}, x {5}
', '"FontSize',18, 'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)','FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana');
set (gca, "fontsize', 14, 'fontname', 'Verdana') ;
end

f=1/2*(x"*Q*x) +c'*x
fegz=1/2* (stX'*Q*stX)+c'*stX
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Rjesavanje problema nverznog njihala:

clear all
clc
close all

global n
global A B K
global ml m2 I2 L2 grav D1 D2

n=4;

T=80;

x30 = 3; % Kutno odstupanje njihala u t=0; (Lin: x30 =
0.69; rho = 1); (x30 = 0.89;)

%$x30 = 3.0; % Pocetni kut za Swing-up algoritam

X0 = [0 0 x30 0 01 % pocetni uvijeti

ml=1; % masa kolica

m2=0.5; % masa njihala u centru gravitacije

L2=1; % udaljenost izmedu centra gravitacije njihala i
njegovog lezista

I2 = 0.1, % moment inercije njihala u centru gravitacije
grav=9.81; % ubrzanje sile teZe

D1 = 0.05; % koeficjent viskoznog trenja kolica

D2 = 0.01; % koeficjent viskoznog trenja njihala
%$—--Linearizirani model

% vektor stanja je x=[qgl; vl1; g2; v2]
mll = ml + m2;
m22 = I2 + m2*L2"2;

m33 = m2*L2;

naz = I2*mll + ml*m2*L2"2;
wl = mll/naz;

w2 = m22/naz;

al2 = -D1*w2;

al3 = -m33"2*grav*w2/m22;

ald = m33*D2*w2/m22;
ad42 = m33*D1*wl/mll;
ad43 = m33*grav*wl;
add = -D2*wl;

b2 = w2;

b4 = -m33*wl/mll;

A=[0 1 0 0; 0 al2 al3 al4d; 0 O 0 1;0 ad42 a43 ad4]
B=[0; b2; 0; b4d]
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N=10000;

h=T/N; % period sempliranja kod kontinuirane verzije
eta=0.01; % learning-rate

Kk = ones(size(B))'"' % Proizvoljno zadana matrica K kapa

Q = B*Kk; % zadani 0>0

pol=[-1 -1.2 -1.4 -1.6] % vektor zeljenih polova sustava
L = diag(pol); % matrica s zeljenim polovima na dijagonali
eigA=eig(A) % direktna provjera stabilnosti otvorenog sustava
P=zeros (size (A)); % inicijalni P (moze biti rand)
P2=1vyap (A, -L, -B*Kk) % P dobiven matlabom

egzInvP=inv (P2)

for i=1:N,
t (1)=h*i;
E = A*P - P*L - B*Kk;

o°

errorl

P =P - eta*(A'"*E - E*L'); % gradijentni algoritam

Pp(i, :,:) = P;

nkE(i)= norm(E, "fro'); % Frobeniusova norma
end
T————— Pole-placement regulator---------—————-—-———--———-—————————— s
p=1*[-1 -1.2 -1.4 -1.6]; % zeljeni polovi zatvorenog kruga
K=place (A, B, p) % linearni regulator nominalnog sustava

S e e 2 &

KegzinvP=Kk*inv (P)
delK=KegzinvP-K

Ar = A-B*K;
eigAr = eig(Ar); % polovi zatvorenog kruga (moraju biti isti
kaO Hp")

for i=1:1
if (i==1)
K=KegzinvP;
end

%$--Integracija nelinearnog modela--------——-—---—————-—-————-————— %
options = odeset('RelTol',le-6, 'AbsTol',le-6);

[t,y] = odelbs('InverzPend02', [0 T],X0,options);
Ul=diff(y(:,5))./diff(t); % upravljacka varijabla

S e —————_E————_—E——E—E————E—E—————————— e —

$—--Integracija lineariziranog modela-----——-—-———————-————————-—— 5
options = odeset('RelTol',le-6, 'AbsTol',le-6);

[t2,y2] = odelbs('InverzPendOl', [0 T],X0,options);
U2=diff(y2(:,5))./diff(t2); % upravljacka varijabla

S e ——_—————————————————_———————————— . — &2
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Q

% title('Usporedba lineariziranog i nelinearnog modela')
hFig=figure(1+i*2); set (hFig, 'Position', [10 50 1200 750])

o\

%subplot(2,2,1), plot(t,y(:,1), 'b', t2,v2(:,1), 'r:',

'linewidth', 3), grid,

subplot(2,2,1), plot(t,y(:,1), 'linewidth',3), grid,
set (gca, "fontsize', 14, 'fontname', 'Verdana') ;

ylabel('x (m)', 'FontSize',16,'FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

o

%$subplot(2,2,2), plot(t,y(:,2), 'b', t2,y2(:,2), 'r:',
'linewidth',3), grid

subplot (2,2,2), plot(t,y(:,2), 'b', '"linewidth',63), grid
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

ylabel('v. 1 (m/s)','FontSize',16, 'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

%subplot(2,2,3), plot(t,y(:,3), 'b', t2,v2(:,3), 'r:',
'linewidth',3), grid

subplot (2,2,3), plot(t,y(:,3), 'b', '"linewidth',63), grid
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;
ylabel('\theta (rad)', 'FontSize',16,'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4,'FontName', 'Verdana') ;

o\

o\

%$subplot(2,2,4), plot(t,y(:,4), 'b', t2,y2(:,4), 'r:',
'linewidth', 3), grid

subplot (2,2,4), plot(t,y(:,4), 'b', '"linewidth',63), grid
set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

ylabel('v_2 (rad/s)','FontSize',16, 'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

o

hFig=figure (2+i*2); set (hFig, 'Position', [10 50 1200 7501])
subplot (2,2,1), plot(t(l:end-1),Ul, 'b', 'linewidth',63), grid,
title('Nelinearni model', 'FontSize',20)

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

ylabel('u (N)', 'FontSize',16,'FontName', 'Verdana'),

xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;

subplot (2,2,2), plot(t2(l:end-1),U02, 'b', 'linewidth',3),
grid, title('Linearizirani model','FontSize', 20)

axis ([0 T -30 30])

set(gca, 'fontsize',14, 'fontname', 'Verdana') ;

ylabel('u (N)', 'FontSize',16,'FontName', 'Verdana'),
xlabel ('t (s)', 'FontSize',1l4, 'FontName', 'Verdana') ;
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Integracija lineariziranog modela:

function dy = InverzPendOl(t,y)

dy = zeros (5,1);

global A B K n

x=y(l:n); % vektor stanja

% Regulator:

u = -K*x;

dy = A*x + B*u; % linearizirani model
dy (5) = u;

Integracija nelinearnog modela:

function dy = InverzPend02(t,vy)

global n

dy = zeros(n+l,1);

global A B K n

global ml m2 I2 L2 grav D1 D2

%$—-—- Varijable --%

gl = y(1); % pozicija kolica

vl = vy(2); % brzina kolica

g2 = y(3); % kut zakreta njihala
v2 = y(4); % kutna brzina njihala
%——-Inertia matrix:
mll = ml + m2;
m22 = 12 + m2*L2"2;
ml2 = m2*L2*cos (g2);
M = [mll ml2; ml2 m22];

%——-Coriolis vector:

cl = —-m2*L2*v2"2*sin (g2);

c2 = 0;

Cv = [cl; c2];

%$--Gravity vector:

gl = 0;

g2 = -m2*grav*L2*sin(g2);

G = [g9l; g2];

%$—-—-(Viskozno trenje) :
R=[D1l*v1l; D2*v2];

%——-(Control Vector):

x=y(l:n);

 ——————- LinearniRegulator:-------

u = -K*x; % linearni =zakon upravljanja
u = 0; % bez upravljanja
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%$—--—- Swing Up: verl a —-—-——————————————————————————
u = 1l*t*tanh (10*sin(3*t));
if (abs(g2)<0.7)

u = -K*x;

--- Swing Up: verl b --——--------—-——-————————————
1d = 1*t*t*tanh(10*sin(3*t));

= gld;

u = -10* (gl-gld) ;

if (abs (g2<0.7))

u = -K*x;

%—--—- Energy-based Swing Up --- na temelju clanka [4] -——-——-—-

a al; a2];

E = 0.5*gq'*M*qgq + m2*grav*L2* (cos(g2) -1);
u ((k_D*sin(g2) * (grav*cos (g2) -v2"2) -

(

i

l+sin(g2) *2)* (k P*gl+k V*vl))/(k D+(l+sin(g2)"2)*E));
if (abs (g2<0.5))
u = -K*x;
end
$—-—---Dinamika inverznog njihala-----——--—--—---—-- %
F = —-inv(M)*(Cv + G + R);
U = [u; 0];
W = inv (M) *U;
dy (1) = vl;
dy(2) = F(1) + W(1l);
dy (3) = v2;
dy(4) = F(2) + W(2);
dy (5) = u;
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