Analiza i usporedba numerickih metoda pri rjeSavanju
biharmonijske jednadzbe

Kresimir, Duvnjak

Master's thesis / Diplomski rad
2016

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Mechanical Engineering and Naval Architecture / SveuciliSte u Zagrebu,
Fakultet strojarstva i brodogradnje

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:235:589387

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-06

Repository / Repozitorij:

Repository of Faculty of Mechanical Engineering
and Naval Architecture University of Zagreb

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:235:589387
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.fsb.unizg.hr
https://repozitorij.fsb.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/fsb:3346
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/fsb:3346
https://dabar.srce.hr/islandora/object/fsb:3346

SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET STROJARSTVA I BRODOGRADNIJE

DIPLOMSKI RAD

KreSimir Duvnjak

Zagreb, 2016.



SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET STROJARSTVA I BRODOGRADNIJE

DIPLOMSKI RAD

Mentor: Student:

Doc. dr. sc. Ivica Skozrit KreSimir Duvnjak

Zagreb, 2016.



Mojim roditeljima,
Zdenki i Ivici



Izjava

Izjavljujem da sam ovaj rad radio samostalno koriste¢i znanja steCena tijekom

studiranja na Fakultetu strojarstva i brodogradnje i navedenu literaturu.

Posebno zahvaljujem mentoru doc. dr. sc. Ivici Skozritu na savjetima,
razumijevanju i vodenju pri izradi diplomskog rada. Takoder zahvaljujem i prof. dr.
sc. Drazenu LoncCaru na savjetima i pomo¢i pri izradi projekta i tijekom studiranja.
Rezultate i kvalitetne algoritme bi bilo puno teze dobiti bez velike pomo¢ Mije
Tvrdojevi€a 1 njegovih savjeta i strpljenja kojim je prenosio svoje zavidno iskustvo.
Zahvalan sam na pomo¢i strpljivim cimerima Alenu, Tomislavu i Martinu. Osim
njih, puno je znacilo imati kraj sebe prijatelje Antu, BoZu i Mateja te sestru Ivanu.

Najvecu zahvalu upuéujem svojim roditeljima koji su mi omogud¢ili studiranje i

¢ija mi je bezuvjetna potpora i strpljenje bila najveca motivacija tijekom studiranja.

Zagreb, ozujak 2016. KreSimir Duvnjak



SVEUCILISTE U ZAGREBU
\ F@ FAKULTET STROJARSTVA I BRODOGRADNJE

SrediSnje povjerenstvo za zavrine i diplomske ispite
Povjerenstvo za diplomske ispite studija strojarstva za smjerove:
procesno-energetski, konstrukeijski, brodostrojarski i inZzenjersko modeliranje i raunalne simulacije

Sveugiliste u Zagrebu
Fakultet strojarstva i brodogradnje

Datum Prilog
Klasa:
Ur.broj:
DIPLOMSKI ZADATAK
Student: KreSimir Duvnjak Mat. br.: 0035182209
~ Naslov rada_i Bk Analiza i usporedba numeri¢kih metoda pri rjefavanju biharmonijske
hrvatskom jeziku: jednadzbe :
Naslov rade% na Analysis and Comparison of Numerical Methods for Solving
engleskom jeziku: Biharmonic Equation
Opis zadatka:

Biharmonijska diferencijalna jednadzba je parcijalna, buduéi da je zavisna varijabla funkcija vise
varijabli. Takoder je linearna, jer zbroj rjeSenja dviju harmonijskih jednadzbi je rjedenje zbroja
istih. Prefiks bi oznacava da se radi o jednadzbi ¢iji je izvor takoder harmonijski.

U radu je potrebno provesti analizu i usporedbu numerickih metoda pri rjeSavanju biharmonijske
jednadZbe na primjeru savijanja tanke pravokutne ploge slobodno oslonjene po rubovima i
optere¢ene jednolikim kontinuiranim optere¢enjem. Za zadani slucaj optereéenja i rubnih uvjeta
savijanja tanke pravokutne ploCe dostupno je analiticko i tabli¢no rjeSenje, odrediti sve moguée
veliCine kod savijanja ploge. Potrebno je programirati vlastiti kod za numeri¢ko rjesavanje
navedenog problema primjenom metode kona¢nih razlika, te metode konaénih elemenata, uz
primjenu pravokutnih kona¢nih elemenata te variranje reda elementa. Takoder je potrebno
dobivena rjeSenja usporediti s komercijalnim programskim paketom Abaqus koji se temelji na
metodi konaCnih elemenata. Za sve koriStene metode ako je moguée prikazati i usporediti
konvergenciju, to¢nost tj. preciznost (greska aproksimacije i konvergenciju elemenata) i efikasnost
rafunanja.

U radu treba navesti koristenu literaturu i eventualno dobivenu pomo¢.

Zadatak zadan: Rok predaje rada: Predvideni datumi obrane:
14. sije¢nja 2016. 17. ozujka 2016. 23.,24.125. ozujka 2016.
Zadatak zadao: Predsjednica Povjerenstva:

Mtwﬁ& j*-ﬂ o
Prof.

Doc. dr. sc. Ivica Skozrit r. sc. Tanja Jurfevi¢ Luli¢



Kresimir Duvnjak

Diplomski rad

SADRZA]J

| SADRZAJ| iv
| POPIS SLIKA vi
| POPIS TABLICA viii
| POPIS OZNAKA| ix

|_SAZETAKI 1

| SUMMARY! 2

[l. SAVIJANJE TANKIH PLOCA| 3
[1.1. Izvod jednadzbe savijanjaploce| . . .. ... ... ... ... ... .....

(I.I.1. Definiranje rubnithuvyeta] . . . . . . . ... .. ... ... ... ...

2. ANALITICKO RJESENJE| 9
[2.1. Rubniuviet1| . . . . . . ... ... 11
[2.2. ProgibutoCki Al. . . . . . . ... 12
[2.3. Tablicno rjeSenje 1z prirucnikal . . . . . . . ... ..o oL 13
[2.4. Komercyalni raCunalnipaket| . . . . . ... ... .. ..o o000 14

3. METODA KONACNIH RAZLIKA| 18
[3.1. Izvod shema diferencyyel. . . . . . . . . ... ... ... ... 18
[3.2. NumeriCkorjeSavanje| . . . . . . . . . . ... L 20
3.3, Rezultatil. . . . . . . . . .. 22

4. METODA KONACNIH ELEMENATA 29
@.1. Uvodimotivacyjal . . . . . . . . . .. . 29
4.2. Matematicki model problemal . . . . . . ... ..o 29
[4.3. VarygacyskiraCun| . . . . . . .. ... Lo 31

Fakultet strojarstva i brodogradnje iv



Kresimir Duvnjak Diplomski rad

4.4, Rjesenje Poissonove jednadzbe| . . . . . . .. ... oo 32
@.5. Direktno rjesenje bitharmonijske jednadzbef. . . . . . . . . .. ... ... .. 33
4.6. Funkcyjeoblikal . . . . ... ... ... ... . oo 33
4.6.1. Osnovni jednodimenzijski pravokutni elementf. . . . . . . ... ... 34

#4.6.2. Kvadratni jednodimenzijski pravokutni elementf . . . . . . . . .. .. 35

#4.6.3. Plocasti jednodimenzijski pravokutni element, . . . . . . . .. .. .. 35

[.7. NumeriCka integracijal. . . . . . . . . . ... ... 37
4.8. Rezultatil. . . . . . . . . .. 38

5 POREDBA NUMERICKIH METODA! 41
6. ZAKLJUCAK] 43
IA. Dodatak - algoritmi| 44
[A.1. Analiticko rjesenje pomocu Fourierovihredoval . . . . . . . ... .. .. .. 44

[A.2. Rjesavanje biharmonijske jednadzbe dvostrukim rjeSavanjem Poissonove jed- |

| nadzbe, shemom drugog reda tonosti| . . . . . . ... ... 45

|A.3. Rjesavanje biharmonijske jednadzbe direktnom diskretizacijom biharmonij- |

| ske jednadzbe, shemom drugog reda toCnost1| . . . . . . ... ... L. 48

[A.4. Rjesavanje biharmonijske jednadzbe dvostrukim rjeSavanjem Poissonove jed-

| nadzbe, shemom Cetvrtog reda to€nostyf. . . . . . . .. ... 54
[A.5. Rjesavanje Poissonove jednadzbe linearnim konaCnim elementima . . . . . . 58
[A.6. Rjesavanje Poissonove jednadzbe ploCastim konaCnim elementimal . . . . . . 63

[B._Prilozi 70
BICDRAK . . . . . 70

Fakultet strojarstva i brodogradnje v



Kresimir Duvnjak Diplomski rad

POPIS SLIKA

[[.T Kinematicka analiza diferencijalnog elementaploCe [1]] . . . . . . ... ...

(1.2 Ravnoteza sila na diferencijalni elementploce| . . . . . . ... ... ... ..

(1.3 Zglobno oslonjena pravokutnaplo¢al . . . . ... .. ... ... .......

2.1 Tablicaiz inzenjerskog priruénika [O . . . . . . ... ... ... ...... 13
[2.2  Definiranje geometryye| . . . . . . . ... Lo 14
[2.3 Zadavanje svojstva elasticnog materyjala (Celik), . . . . . . .. ..o 15
[2.4  Postavljanje presjekamodela . . . . . ... o000 o000 15
[2.5 Linearno podruCje proracunal . . . . . . . . . .. .. ..o 16
2.6 Kontinuirano optereéenje o = 0,01 N/mm?| . . . . . . ... ... ...... 16
2”7 Rubniuvjetpomakal. . . . . . . ... ... L 17
R8 Postavkemrezel . . . . . . ... 17
29 KonaCnorjeSenje| . . . . .. ... 17
[3.1 Definicyjaderivacije|. . . . . . . . ... 19
[3.2  Aproksimacye dertvacyyel . . . ... Lo 20
[3.3 Sablona diskretizacije Poissonove jednadzbe|. . . . . . . . . ... ... ... 23
3.4 Sablona direktne diskretizacije biharmonijske jednadzbe| . . . . . ... ... 23
[3.5 Usporedba gresaka za razlicite metode| . . . . . . . ... ... ... .. ... 24
[3.6  Usporedba brzine konvergencyyje metodal . . . . . . . ... ... .. ... .. 25
[3.7 Progib: w =0,7149 mm (3XS5)|. . . . . . . . ... 25
[3.8 Progib: w =0,5391T mm (8x8)|. . . . . .. ... ... 26
[3.9 Progib: w=10,497T mm (8X8)[. . . . . . . ... ... 26
[3.10 Progib: w = 0,4473 mm (10x10)[ . . . . . .. . ... ... ... ... ... 26
[3.1T Progib: w = 0,4181 mm (20x20)[ . . . . . . . . .. . ... ... ... ... 27
[3.12 Progib: w = 0,3932 mm (30x30)[ . . ... ... ... ... ......... 27

Fakultet strojarstva i brodogradnje Vi



Kresimir Duvnjak Diplomski rad

[3.13 Progib: w =0,3738 mm (SO0x50)[ . . . .. ... ... ... ... ... . 27
[3.14 Progib: w = 0,359 mm (100x100)|. . . . . .. ... ... ... ... ... 28
[3.15 Progib: w = 0,3484 mm (500x500)[ . . . . . . ... ... ... ... ... 28
.1  Funkcija oblika za progitbucvoru| . . . . . . ... oo 35
4.2 Funkcija oblika za zakretu Cvoru| . . . . . . . ... L0000 36
4.3 Funkcija oblika za zakretu cvoru|. . . . . . . .. .. ..., 36
4.4  Funkcija oblika za mijesanu dertvacyuf . . . . . . oL o000 oL 36
4.5 SkicaploCastogelemental . . . . . ... ... oo oL, 37
4.6  Usporedba konvergencije rjesenja konac¢nih elemenatal . . . . . .. ... .. 38
4.7  Progib: w =0,3504 mm (8 elemenata)] . ... ... ............. 39
4.8 Progib: w=0,34701 mm (16 elemenata)] . . . ... ... ... .. ..... 39
4.9 Progib: w = 0,34595 mm (24 elemenata)] . . . . .. ... ... ... ... 39
.10 Progib: w =0, 34569 mm (48 elemenata)] . . . . .. .. ... ... ... .. 40
.11 Progib: w = 0,345653 mm (100 elemenata), . . . . . . ... ... ... ... 40
.12 Progib: w = 0, 34564 mm (200 elemenata)l . . . . .. ... ... ... ... 40
[5.1 Usporedba konvergencije metodal. . . . . . .. ... ... ... ....... 41

Fakultet strojarstva i brodogradnje vii



Kresimir Duvnjak Diplomski rad

POPIS TABLICA

(1.1 ~ Tablica zadanih parametara ploce|. . . . . . . .. .. ... ... ... .... 8
[3.1 Tablica progiba dobivenih MKR metodom| . . . . . . ... .. ... ... .. 24
.1 Tablica progiba dobiventh MKE metodom| . . . . . . ... .. ... ... .. 38

Fakultet strojarstva i brodogradnje Viii



Kresimir Duvnjak

Diplomski rad

N~
8 B
EN 1

<

Ess=cor

O
8

z

POPIS OZNAKA

Zakret ploce oko x osi, [rad]
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Tzy  PosmiCno naprezanje u xy ravnini, [MPa]

U Pomak u smjeru x osi, [mm]
v Pomak u smjeru y osi, [mm]
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Wimax) Maksimalni progib ploce, [mm]
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SAZETAK

U inZenjerskoj praksi se Cesto nailazi na probleme koji zahtjevaju rjeSavanje parcijalnih
diferencijanih jednadzbi (PDJ), Sto je Cesto vrlo slozeno ili nemoguce bez pribliZnih rjeSenja.
Jedne od najraSirenijih metoda u inZenjerskoj i znanstvenoj praksi su metoda konacnih ele-
menata 1 metoda konac¢nih razlika. Za procjenu takvih rjeSenja je potrebno puno iskustva, i
Cesto zahtjevaju dodatne provjere. Da bi se rezultat dobiven tim metodama mogao provjeriti,
moze se zadati slu¢aj za koje je poznato analiticko rjeSenje. Cak i zadan slu¢aj u ovom radu,
savijanje tanke pravokutne ploce, geometrijski vrlo jednostavna, zahtjeva vece iskustvo s ma-
nacin dolaska do rjeSenja. Ali, iako on moZe racunati proizvoljno komplicirane geometrije,
potrebno je poznavati mehanizme racunanja PDJ implementiranih u softveru da bi se moglo
pouzdano ocijeniti rijeSenje. Osim toga, licence tih softvera su preskupe da si ih inzenjeri
mogu pojedinacno priustiti. Alternativa je u koriStenju open-source alata, koji su inZenjerima
pristupacni i dovoljno pouzdani. Njihovo koriStenje je besplatno i zahtjeva samo razumijeva-
nje implementacije.

Doprinos ovog rada je rjeSavanje biharmonijske jednadzbe koja opisuje savijanje ploca,
pomocu vise razlitiih pristupa i metoda, te pisanje vlastitog algoritma i usporedba konacnih
rezultata. Postavljene su jednadZbe iz teorije tankih plo¢a kojima se dobiva funkcija progiba
te je pokazano dobivanje analitickog rjeSenja, €iji je rezultat uzet kao referentan za zadani pro-
blem. Osim toga je pokazan i postupak dobivanja progiba za plo¢u pomoc¢u racunalnog paketa
Abaqus i dodatno usporeden s tablicnim vrijednostima iz InZenjerskog priru¢nika. Pristup
rjeSavanjem konacnim razlikama je prikazan uz malo uvodne teorije. Za metodu konacnih
elemenata je priblizena apstraktna matematicka teorija te prikazano rjeSenje dobiveno dvama
razli¢itim elementima. Te dvije numericke metode su usporedene, na temelju Cega je pruzen

zakljucak. Kao dodatak su ostavljeni algoritmi te koriStena stru¢na literatura.

Kljuéne rijeci: biharmonijska jednadzba, parcijalne diferencijalne jednadzbe, numericke

metode, teorija savijanja tankih ploca, Poissonova jednadzba, Fourierovi redovi
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SUMMARY

Finding solution to partial differential equation (PDE) is common task for an engineer,
for whom it is often too complex to find its exact solution. Sometimes one can only find an
approximate soution. Some of the most popular numerical methods for finding such soluti-
ons are the method of finite differences (MFD) and the method of finite elements (FEM). In
order to estimate and compare methods, one can take any case for which analytic formula
is known. Even the case described in this thesis, which is pretty simple,a thin rectangular
plate, requires advanced mathematical skills. The simplest way would be to use commercial
engineering software. That kind of software is perfect for complex geometries, but requires
knowledge in PDE methods that are implemented in solvers. Moreover, an average engineer
can hardly afford official licenses for them. Alternative lies in usage of open-source tools,
which are free and can be easily used with enough time spent tackling user-non-friendly envi-
ronment. Contribution of this thesis is solving biharmonic equation, governing thin plate ben-
ding, using various methods and approaches, including writing own algorithm and comparing
the results. In order to provide analytic solution for thin plate bending governing equation,
plate theory has been analyzed. Calculated result has been taken as reference in the entire
thesis. Moreover, Abaqus workflow for obtaining solution has also been provided. The result
was additionally compared to the table data from Engineer’s handbook. The method of finite
differences, besides given results, is described with a chunk of theory. The method of finite
elements is introduced through some abstract mathematical theory at first and then empowe-
red with results. Both those numeric methods have been compared and commented. As an

addition, solver algorithms were transcribed, along with used academic literature.

Keywords: biharmonic equation, partial differential equations, numeric methods, thin plate

bending, Kirchoff-Love, Poisson equation, Fourier seriess
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1. | SAVIJANJE TANKIH PLOCA

Plo¢om se smatra kontinuum omeden dvjema plohama c¢ija je medusobna udaljenost mala
u odnosu na ostale dimenzije koje su dominantno veée. Da bi analiza savijanja ploca bila
primjenjiva u praksi i dostupna inZenjerskoj primjeni, morale su biti uvede odredene pretpos-
tavke. Te pretpostavke bi odgovarale nekim specijalnim slucajevima, ali bi osim tih uskih
podrugja bile neprimjenjive. To je dovelo do viSe razliCitih teorija, svaka sa svojim podruc¢jem
primjene.

Jedne od prvih teorija savijanja su postavili Da Vinci i Galileo, no oni nisu poznavali dife-
rencijalni racun, ni Hookeov zakon. Jacob Bernouli je prvi postavio prave temelje, na temelju
kojih su Daniel Bernouli i Leonhard Euler postavili svoju teoriju savijanja. U to vrijeme(cca
1750.) su znanost 1 tehnika bili odvojena podrucja. Zbog toga je njihova teorija, savijanje
u linearnom podrucju, prihvadena u znanstvenoj zajednici krajem devetnaestog stoljeca, tek
nakon izgradnje Eiffelovog tornja (cca 1890.). Pretpostavke za te grede podrazumijevaju da
se radi o tankim gredama kojima su deformacije male. Nedugo zatim je pretpostavku o tan-
kim gredama, 1 okomitosti normale na elasti¢nu liniju napustio Timoshenko. Timoshenkova
teorija savijanja greda uzima u obzir i posmi¢na naprezanja po okomitoj osi na srednju liniju i
zove se teorija savijanja debelih greda. Analogno gredama, navedene teorije se mogu proSiriti
na dvije dimenzija, tj. na ploCe. Teorija savijanja tankih ploca sa sli¢nim pretpostavkama
kao Euler-Bernoulijeva greda se naziva Kirchoff-Loveova teorija, dok se teorija savijanja de-
belih plo¢a koja uzima i posmi¢na naprezanja naziva Mindlin-Reissnerova. U okviru ovog
rada se proucava samo Kirchoff-Loveova teorija tankih ploca. Vise o ovim teorijama i analizi
¢vrstoce se moze naci u [1]] 1 [8]].

Pretpostavke u Kirchoff-Loveovoj teoriji, koja se naziva i klasi¢na teorija ploca su:

e debljina je mala u odnosu na ostale dimenzije i ne mijenja se pri deformaciji, otprilike
h/lmin < 1/20,

e progib plo¢e mali je u usporedbi s debljinom, otprilike wy,, /h = 1/5, a nagib deformi-

rane srednje plohe mali je u odnosu na jedinicu,

e nakon deformiranja normale na srednju plohu, ostaju ravne i okomite uz nepromijenjenu

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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duljinu,
e deformacija u ravnini srednje plohe jednaka je nuli,

e materijal je linearno elastican, homogen i izotropan.

Postoji srednja ravnina u kojoj ne vlada naprezanje, te ako u njoj djeluje opterecenje, u ploci
vlada ravninsko stanje naprezanja. Veli¢ina & predstavlja debljinu ploce, koja prema prvoj

pretpostavci treba biti dvadeset puta manja od manje od dviju preostalih dimenzija /.

1.1. Izvod jednadzbe savijanja ploce

1z slike, preuzete iz [1], vidljive su sve veliine potrebne za kinematicku analizu

diferencijalnog elementa:

Slika 1.1: Kinematicka analiza diferencijalnog elementa ploce [1]]

Kutni zakreti, o, 1 o, uslijed savijanja oko x iy osi se dobiva kao derivacije progiba w:

ow

Oy = 8_y’ (1.1)
0

oy, = __a: , (12)

Bududi da se ovdje obraduje linearna teorija, moZze se refi da su pomaci u smjeru osi v =
u(z), v = v(y) jednaki:

U = 2ay, V= —20y. (1.3)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4
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U ove jednadzbe se moze uvrstiti (I.1]), pa se dobiva:

u:z%:—g—z7 v:zang—z. (1.4)
Daljnjoj kinemati¢kom analizom ploc¢e dobivamo funkcije deformacija:
Ep = % = —z%, (1.5)
Ey = g—z = —zgiyg, (1.6)
P :g—l: =0, (1.7)

Prva prostorna derivacija funkcije je brzina prirasta i predstavlja zakret. Prema tome, druga
derivacija u prostoru je brzina prirasta zakreta, odnosno veli¢ina koja se u diferencijalnoj
geometriji zove zakrivljenost mnogostrukosti i oznacava s «. Indeks uz oznaku x oznacava os

oko koje je geometrija zakrivljena.

*w 0w 0*w
ffx—_W> ,iy__ﬁ_y27 ’fwy—_axay' (1.11)

Hookeov zakon povezuje kinemati¢ke veli€ine s naprezanjima o, gdje je indeks oznaka za os

u smjeru koje djeluje vektor naprezanja. Za ravninski, dvodimenzijski slu¢aj imamo:

0y = %(sx +vey), (1.12)
o, = %(&“y—i—l/&“x), (1.13)
Toy = ﬁ%y. (1.14)
U ove izraze se uvrStavanjem (1.3)-(TI.10) dobiva:
o= S _EVQ(gz;) + yglf), (1.16)
_ B O (1.17)

Tay (1+v)0xdy

Fakultet strojarstva i brodogradnje 5
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Unutarnje sile koje djeluju na diferencijalni element:

h/2
M, = / o2 dz, (1.18)
—h/2
/2
M, = / oyz dz, (1.19)
—h/2
h/2
M,y = / Tay? dz, (1.20)
—h/2
h/2
—h/2
h/2
Qy. = / Ty. dz, (1.22)
—h/2

gdje je M moment savijanja oko osi, navedenih u indeksu i () poprecna sila, Ciji prvi indeks
oznaCava smjer normale plohe, a drugi indeks smjer djelovanja vektora. UvrStavanjem u

izraze, od (I.18) do (1.22)), kinematiCke izraze te nakon integriranja, dobiva se:

0*w O*w

Mx = —D(@ + I/a_y2) = l)(/@z + I//ﬁ}y), (123)
0w *w

My = _D(a_yQ + Vﬁ) = D(K,y + VK,I), (124)
0w

M, =—-D(1—v) D(1 — v)kyy. (1.25)

0x 0y -
Veli¢ina D predstavlja fleksijsku krutost ploce. Za podrucje linearne analize, ona je kons-
tantna: 3
E
D= ———. 1.26
12(1 — v?) (1.26)
Na slici [1.2] uzetoj iz [1], su prikazane sile koje djeluju na diferencijalni element ploce.

Postavljanjem jednadZzbi ravnoteZe momenta i raspisivanjem se dobiva:

0Qz:  0Qy:
, =0, 1.27
a9r T dy +q (1.27)
oM, OM,y,
oM,  OM,,
oy " or (129)
Uvrstavanjem (1.23)) u jednadZbe ravnoteZe sila (1.27]), dobiva se relacija:
0? (Pw  *w 0? (0w  *w
D = q.. 1.
{8902 (é’ﬂ i 3y2) "oy (6‘562 N ayz)] * (130

Fakultet strojarstva i brodogradnje 6
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h
aM
i Jdx
Y.
-~
M u
a
W/ )dx
c.=X\
\\x

Slika 1.2: Ravnoteza sila na diferencijalni element ploce

Daljnje raspisivanje ove jednadzbe se dobiva sazetiji zapis:

4 4 4
D8w+28w J*w

=q,. 1.31
oxt 0x20y? + oy* 0= (1.31)

Ova jednadzba je diferencijalna jednadzba savijanja ploCe. Ona je linearna nehomogena par-
cijalna diferencijalna jednadZzba 4. reda. Njen naziv je i nehomogena biharmonijska jed-
nadzba.
1.1.1. Definiranje rubnih uvjeta

Moguca su Cetiri slucaja rubnih uvjeta.

e Uklijesten rub (pr. x = L)

ow ow

e Zglobno oslonjen rub (pr. x = L,).
w(an y) =Y,

e Uklijesten rub (M # 0, w = 0).

Fakultet strojarstva i brodogradnje 7
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e Oslanjanje na stup (tockasti oslonac).

U okviru ovog rada ¢e se proracunavati progib u toc¢ki A pravokutne ploce Cije su dimen-
zije i karakteristike materijala prikazane u tablici[I.I] Takva plo¢a zadovoljava pretpostavke
o tankoj ploc€i pa se na nju moZe primijeniti predstavljena teorija. Optereenje je uniformno
i iznosi ¢, = 0,01N/mm?. Plo¢a je zglobno oslonjena na rubovima. To¢ka A se nalazi na
sredini ploce, A(L,/2, L,/2).

Tablica 1.1: Tablica zadanih parametara ploce

duljina | Sirina | debljina | Poissonov | Opterecenje | Youngov modul

L,/mm | L,/mm | h/mm | faktorv q./MPa E/GPa
1000 500 10 0,3 0,01 200
. Zglobno oslonjeni

7 s rubovi (M=0)

</

Slika 1.3: Zglobno oslonjena pravokutna ploc¢a

Fakultet strojarstva i brodogradnje 8
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2. | ANALITICKO RJESENJE

Jednadzba koja opisuje fenomen savijanja tankih ploca je linearna (elipti¢ka) parcijalna
diferencijalna jednazba. One nemaju univerzalno rjeSenje, ali je uz odredene rubne uvjete
moguce naci analiticko rjeSenje. Za odabrane rubne uvjete postoji analiticko rjeSenje. Jedan
od pristupa racunanja funkcije progiba je preko dvostrukih trigonometrijskih redova. PocCetna

jednadzba je biharmonijska, prema (I.31)):

A2y = w 2.1

Opterecenje je uniformno na cijeloj domeni i iz Tablica iznosi ¢, = 0,01 N/mm?®. Na-
vierov pristup je aproksimacija funkcija dvostrukim Fourieovim redovima. Funkcija op-
terecenja se preko sume trigonometrijskih redova prikazuje kao:
= Zqujkz Sinjﬂ'g sin k?ﬂ'%. (2.2)
j=1 k=1
Koeficijent ¢/* predstavlja Fourierov koeficijent za opterecenje koje se odnosi na ¢lan (j.k).

Sli¢no tome se i funkcija w progiba prikazuje kao:

= Zijjkz sinj7rz sin kw%. (2.3)
j=1 k=1 “
Prema formuli (I.3T)) biharmonijsku jednadzbu pisemo:
ot ot ot
Viw =242 20 4 2% 2.4)

ox* 0x20y? oyt
U taj izraz treba uvrstiti (2.3)) i derivirati do Cetvrte derivacije:

ow(z,y) Jjm
P ;;wjjk cos jm— );Sm/ﬁrg (2.5)
Pw(z,y) = i . T JTgT y
W_;“wjkz(‘m”a);w ks (26)
P Y) SV (— cos )T ITIT g 2.7)
Ox? =1 k=1 o M b’ .
84’(1) l‘,y ii ]k Slnjﬂ‘— (—)4Slnk7{‘y (2.8)
j=1 k=1 b

Fakultet strojarstva i brodogradnje 9
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Da se dobije mijeSani Clan potrebno je drugu derivaciju dodatno derivirati dva puta po y
varijabli:
oo 00 . g y kT 2
3x28y ;;wjj@(—smﬁra) ( - ) <—smk7r5) (T) . (2.9)

Analogno postupku deriviranju po x varijabli (2.5), provodimo deriviranje po y varijabli Cetiri

puta da dobijemo tre¢i ¢lan iz (2.4):
8 w(@ y ZZ’UJJ]/C sin jm— (sinlmg) (k—ﬁ>4. (2.10)
j=1 k=1 b b
Sada se moze raspisati funkcija (2.4):

4
Z Z w'* sin jr= (—) sin kﬂ%—i—

=1 k=1

N Jm km
+2ZZU}§ ( Smﬁra)(a) (—Slnlmrb>< b) + (2.11)

oo 00 ) ]{? 4
+ w* sinj7rE sinkr? | (22 ) .

, a b b

j=1 k=1

Iz (2.11)) se mogu grupirati sinus funkcije i zatim izluciti i grupirati polinome faktora:
00 00 ] 2 k 2 2 T y
Viw = 7 = — 7% sin = sin k<. 2.12
w=T ;; (a) +(b> w smgwasm 7Tb ( )

Ovu funkciju za progib mozemo uvrstiti uz (2.2)) u (2.1):
71'422 [( ) ( ) ] ks smyw— sin /mr— Z %Slﬂ]ﬁ— smknrg (2.13)
3=1 k=1 =1 k=

Slijedi da je za odgovarajuéij i k:

.\ 2 272 ik
#1(%) + (%) ] wit = %. (2.14)

U ovoj jednadzbi je potrebno jo$ odrediti koeficijente ¢/*. Poznato je iz Fourierove analize da
je potrebno pomnoziti lijevu i desnu stranu izraza (2.2)) sa sin(mmy/b)dy i integrirati od 0 do
b.

’ y - z [ y y
/ ¢.(x,y) sinmn = dy = ¢/* sin jr— / sin k< sinmm = dy. (2.15)
; b ), b b

Fakultet strojarstva i brodogradnje 10
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Kada je m # k izraz (2.15]) i§¢ezava. Dok u slucaju da je m = k, slijedi:

b
b
/O sin lmr% dy = 3. (2.16)

Jednako tako je potrebno pomnoziti obe strane izraza (2.2)) sa sin(lmx/a) dx i provesti inte-

griranje od 0 do a:

a b b
b .
/ / q.(x,y) sin ke dy sin InL d dy = —¢* / Sinng sin I 2 dz. (2.17)
s b p 2% | R

Zal # jizraz (2.17) je jednak nuli. Za [ = j slijedi:
/ sin? jrlder = 2. (2.18)
0 a 2
Taj rezultat se moZe uvrstiti u (2.17)), pa se dobiva:

ab

a b
/ / q-(z,y) sinjﬁz sin k2 dz dy = —¢’*. (2.19)
o Jo a b 4

Konac¢no, Fourierov koeficijent optere¢enja dobivamo dvostrukim integriranjem:

A LT Y
" =— ¢.(x,y) sin jm— smlmgdxdy. (2.20)
0 Jo

Pomocu tog izraza se moze pojednostaviti (2.14):

) 1 qjk
ik — z
7D 2 272 (221
Konacno se dobiva izraz za progib koji je funkcija samo koordinata x i y:
= g E s —sin km=. .
w(z,y p—y 5 7 sinjm—sin by

= [-0]

2.1. Rubni uvjeti

Slobodno oslonjena plo¢a ima na cijelom rubu domene progib i moment jednak nuli:

_ Q*w 9*w

(2.23)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 11
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Na rubu 7, nema prirasta u smjeru ¥, jer je oslonac konstantan. Pa prema (2.23)) 0*w/dz* = 0.

Jednako tako je i na ¢ rubu progib jednak nuli i slijedi da je 9*w/0y* = 0. Zakljucuje se da

vrijedi :
o? 0?
4+ =V (2.24)
x x
Krace se moze zapisati :
w =0, Viw = 0. (2.25)

2.2. Progib u tocki A

Bududi da je u ovom radu zadano opterecenje uniformno distribuirano, Fourierove koefi-

cijente dobivamo kao:

—QO

, 4
ik hall / / sm]7r— sin k‘?TE dx dy. (2.26)

Nakon integriranja (2.26)) koeficijent ¢/* je jednak:

2 2
sin (”2]) sin (2’“)
¢F = 16qo 2.27)

w2k

UvrStavajudi tu funkciju u izraz (2.22)), dobiva se funkcija progiba.

[S S Ne o]

16 by
~ 16q0 ZZ sin® jm¥ sin® k¥ Slnjﬂ'ESinkﬂy' (2.28)

TEE o]

Za zadane koordinate tocke A x = Lx/2 = 500;y = Ly/2 = 250, dobiva se progib :

w(Lz/2, Ly/2) = 0, 3456mm (2.29)

Ovo rjeSenje je analiticko 1 egzaktno, 1 ve¢ nakon petnaestak pribrojnika se dobiva rjeSenje
na navedenoj preciznosti. U dodatku je ispisan algoritam kod kojim se dobiva rjeSenje. U
slijede¢im poglavljima su prikazani alternativni nacini dolaska do ovog rjeSenja te usporedba

1 procjena preciznosti.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 12
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2.3. Tablic¢no rjesenje iz prirucnika

Na slici [2.1] preuzetoj iz InZenjerskog priru¢nika [9]], se nalazi tablica iz poglavlja savija-
nja tankih pravokutnih plo¢a. U njoj se nalaze podaci za progib srednje tocke w(L,/2, L, /2) =
wy. Dimenzije plo¢e iz rada su 1000 x 500, §to odgovara omjeru a/b = 2. OCitana vrijednost

normiranog progiba:
4

Do
—— = —0,0069. 2.30
Oznaka pg je oznaka kontinuiranog opterecenja, koje je u radu oznacavano sa ¢, 1 iznosi:

¢o = 0,01 N/mm?. Uvrtavanjem odgovarajuéih vrijednosti za a = L, = 1000mm , F =

MOMENTI I POMACI ZA SLOBODNO OSLONJENE PRAV! OCE
. OKUTNE PLOC
OPTERECENE KONSTANTNIM POVRSINSKIM OPTERECENJEM <
v = 0,30
poa’ 2 2
a/b Wi Eh3 Mxl/poa Myl/POb RxZ/POa Ryl/POb RN/pOab
1,00 —0,044 3 —0,047 8 —0,047 8 0,420 | 0,420 | -0,065
1,10 —0,036 3 —0,040 8 —0,055 3 0,399 | 0,440 | —0,064
1,20 —0,029 8 —0,034 8 —0,062 6 0,377 | 0455 | -0,063
1,30 —0,024 4 —0,029 8 —0,069 3 0,357 | 0,468 | —0,062
1,40 -0,0201 —0,025 8 -0,0753 0,337 | 0478 | -0,059
1,50 —0,016 6 -0,0222 —0,081 2 0,320 | 048 | —0,057
1,60 —0,0138 -0,0193 —0,086 2 0,303 | 0,491 -0,055
1,70 —0,0116 -0,016 8 —0,090 8 0,287 | 0496 | -0,053
1,80 —0,009 7 -0,014 8 —0,094 8 0,273 | 0,499 [ -0,050
1,90 —0,008 2 -0,0130 -0,0985 0,260 | 0,502 | -0,048
2,00 —0,006 9 —0,0116 -0,1017 0,248 | 0,503 | -0,046

Slika 2.1: Tablica iz inZenjerskog priru¢nika [9]

200000 N/mm?, h = 10 mm, dobiva se progib:

4
Po -a
- _ A7 2.31
wq 0,0069 R (2.31)
0,01 -1000*
= —0,0069 - ———. 2.32
= 200000 - 10 (2-52)
Dobiveni rezultat se poklapa sa dobivenim analitickim rjeSenjem:

w = —0, 3450mm. (2.33)
13
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2.4. Komercijalni racunalni paket

Alternativni pristup dobivanju rjeSenja je koriStenjem dostupnih racunalnih alata za raCunanje
konstrukcijskih problema. U ovom odlomku ¢ée biti pokazan postupak za proracun u paketu

Abaqus. Verzija koriStena u radu je 6.13, prema [3]].
Prvo je potrebno definirati geometriju modela u izborniku *Part’, §to prikazuje slika[2.2]

-
2 Create Part [
Name: PLOCA

Modeling Space

@ 3D () 2D Planar () Axisymmetric

Type Options
@ Deformable
(@) Discrete rigid
Nene available
©) Analytical rigid

() Eulerian

Base Feature
Shape o

© Solid
@ Shell Extrusion

PO

@ Point

Sweep

500

Slika 2.2: Definiranje geometrije

Nakon definirane geometrije, potrebno je postaviti karakteristike materijala i presjeka.
Parametri koje definiraju materijal su zadane prema tablici 1.1 iz prvog poglavlja, a odgovraju
homogenom ¢eliku u elasti¢nom podrucju. Slika 2.4] prikazuje izbornike u kojima se moZe
odrediti debljina presjeka i postavke integracije.

Slijedece Sto je potrebno Abaqusovom solveru za analizu je odabir rjesavaca. Prema slici
2.3] se odabire opCeniti, linearni rjeSavac, §to odgovara proracunu uklju¢enom u radu.

Kad je definirana sva geometrija i svi pocetni parametri, potrebno je zadati rubne uvjete.
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3+ Edit Material

Narme: | Material-1

Description:

Material Behaviors

Elastic

Type: | Isotropic

Number of field variabl

[7] No compression
(] No tension
Data
Young's
Modulus
1 200000

General  Mechanical  Thermal  Electrical/Magnetic  Other

(] Use temperature-dependent data

les: S

WModuli time scale (for viscoelasticity): | Long-term

Poisson's
Ratio

03

7

 Suboptions

Cancel

Slika 2.3:

Zadavanje svojstva elasticnog materijala (Celik)

45 Create Section
Name: presjek
Category ~ Type
@® Shell | Composite

Beam | Membrane
Surface

Other

General Shell Stiffness

Cancel

L

2 Egit Section Assignment e

Region

Region: Set-1

Section

Section: | presjelc &

Note: List contains only sections.
applicable to the selected regions.

Type:  Shell, Homogeneous
Material: Material-1
Thickness

Assignment: @ From section () From geometry
Shell Offset

Definition: | Middle suface -] &

2 Edit Section

Name: presjck
Type:  Shell/ Continuum Shell, Homogeneous

Section integration: @ During analysis

Basic | Advanced

Before analysis

Thickness
Shell thickness: @ Value: 10
Element distribution:
R
Nodal distribution:
Material: | Material-1 ]

Thickness integration rule; © Simpson () Gauss

Thickness integration points: | 5|+

Options: ¢,

Slika 2.4: Postavljanje presjeka modela

Potrebno je postaviti opterecenje i fizikalne uvjete i definirati pomake ili geometrijske uvjete.
Postavljanje opterecenja je prikazano na slici [2.6] Za zadani slucaj je potrebno ploc¢i one-
moguciti pomake rubova, prema slici Nakon postavljanja fizikalnog slu€aja, zadnji korak

je diskretizacija domene. U izborniku "Mesh’ je potrebno odabrati tip konacnog elementa.

Fakultet strojarstva i brodogradnje
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Slika 2.5: Linearno podrucje proracuna

Postupak je predocen slikom [2.8] Koristeni su Cetverokutni elementi ¢ija je oznaka u softveru
S8. Ovi elementi odgovaraju Cetverokutno elementu koji ima Cetiri stupnja slobode, koji je

kasnije koriSten u poglavlju o kona¢nim elementima. Na kraju se dobiva konacno rjeSenje,

Slika 2.6: Kontinuirano optereéenje gy = 0,01 N/mm?

slika [2.9] na kojem se mora odabrati veli¢ina koju se Zeli prikazati. Abaqus osim progiba i
geometrijskih veli¢ina ra¢una automatski i ostale poput naprezanja i sila. Na[2.9]je prekazan

progib koji iznosi w = 0, 3440 mm.
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Slika 2.7: Rubni uvjet pomaka

Slika 2.8: Postavke mreze

U, us
0.3440
0.3153
0.2867
0.2580
0.2293
0.2007
0.1720
0.1433
0.1147
0.0860
0.0573
0.0287
0.0000

Max: 0.3440

Node: PLOCA-1.116

z

%

Slika 2.9: Konac¢no rjeSenje
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3. | METODA KONACNIH RAZ-
LIKA

Parcijalne diferencijalne jednadzbe nemaju opcéenito analiticko rjeSenje, ve¢ samo za neke
specijalne sluCajeve. Zbog toga se pribjegava numeri¢kim metodama koje su aproksimacija
rjeSenja. One se na sre¢u donekle mogu procijeniti, 1 time dobiti prihvatljiva rjeSenja. Jedna
od najintuitivnijih metoda rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadZbi je metoda kona¢nih
razlika (MKR). Umjesto diferencijalnih jednadzbi, rjeSava se sustav algebarskih jednadzbi.

Na definiranoj domeni se postavi mreza ¢vorova u kojima se raCuna vrijednost funkcije.
Tim diskretnim vrijednostima se funkcija aproksimira, kao §to prikazuje slika[3.1]1z definicije

derivacije imamo:
do — L ¢(132) - <Z5(CL’1)
— im ——————=.

dr Az Az
Ako bi se umjesto diferencijala dx, ostavio konacno veliki Az, tada imamo aproksimaciju

(3.1

derivacije.

@ ~ ¢(z2) — ¢(21) _ P2 —
dz Az To —T1
Iz ovog izraza je vidljivo da to¢nost aproksimacije ovisi o veli¢ini nazivnika, o razmaku dva

(3.2)

¢vora na mrezi. Jer Sto je on manji, blizi nuli, to je aproksimacija to¢nija. Naravno, raz-
lika funkcija se mogla uzeti i iz drugih tocaka, Prema tome se razlikuju i ocjenjuju sheme

diskretizacije.

3.1. Izvod shema diferencije

Ako bismo raspisali razvoj Taylorovog reda za funkciju ¢ oko neke tocke z;:

o(x) = o(x;) + @(x —x;) + %($ —z;)* + %(m — )3, (3.3)
gdje je opéi ¢lan reda:
2 L) (o (3.4)
Ako se iz (3.3)) trazi vrijednost funkt:;je u slijede¢em ¢voru x = x;.1:
O(it1) = o(xi) + ¢,<ﬁi> (@ir1 — @) + d)”;ci) (Tis1 —2:)* + d)m?f,x» (€1 — 2:)°oe (3.5)
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A J

Slika 3.1: Definicija derivacije

Uzimanjem samo prva dva ¢lana reda i preobilikovanjem izraza se dobiva:

(@) ~ ¢i+1 - ¢z _ ¢i+1 - ¢z

3.6
dx Tit1 — X Ax (3.6)

Ovakva aproksimacija se naziva unaprijedna ili eksplicitna shema diskretizacije prvog reda.
Njena preciznost ovisi samo o ¢lanu h = x;, 1 —x;. Njena tocnost i primjena imaju ogranicenja,
o ¢emu Ce biti rijeci dalje.

Jednako tako se mogla traziti i vrijednost funkcije u prethodnom ¢voru x = x;_;, pa bi se
dobilo:

<@) o Qi b _ G~ din (3.7)

dr ), - Ti — Ti Ax
Ovakva shema se zove implicitna i ona je takoder prvog reda to¢nosti, ali ima drugacija svoj-
stva od eksplicitne. Sli¢nim pristupom dobivamo 1 shemu srediSnje razlike:
<@) Qi1 — Gic1 Qi1 — Qi
i

dx Tiy1 — Ti—1 2Ax

(3.8)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 19



Kresimir Duvnjak Diplomski rad

A
Q
[ —
(0] o ~—
— Ax _:S‘XI'JrI
Il
-2 i-1 i i+1 i+2
X
= Egzaktno = Centralno
Unazadno = Unaprijedno

Slika 3.2: Aproksimacije derivacije

Izraz za aproksimacije derivacije drugog reda, glasi:

<@) _ Qir1 — 20+ dina
dv /, - (Az)?

. (3.9)

Ova shema je drugog reda to¢nosti, jer joj greSka opada s kvadratom intervala ~ u mreZzi. Vidi
se da je stupanj tocnosti sheme odreden brojem tocaka koje korisitmo Buduci da je zadani

problem funkcija w(x, y) u dvije dimenzije, biti ¢e potrebno aproksmimirati dvije dimenzije.

3.2. Numericko rjeSavanje

1z vektorske analize je poznat Hamiltonov operator nabla, V. Definira se kao parcijalna
derivacija po koordinatama funkcije viSe varijabli iz koju preslikava u vektor.

o 0 0
= . 1
v (8:61 " Ozy’ 8xn> (3.10)

Operator A se naziva Laplaceov operator i defniran je kao:

A) =V - V(). (3.11)
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Bitno je napomenuti da se je dosad u razlomku sa Az oznacavan interval izmedu ¢vorova.
Odsad ce se njega oslovljavati kao h, u x, i h, u y smjeru. Jednadzba (1.30) se pomocu

operatora V zapisuje moZze zapisati kao:

Viw = V2V = A(Aw) = %. (3.12)
Ovo svojstvo je od velike koristi jer umjesto da rjeSavamo sustav Cetvrtog reda, moguce je
rjeSavati jednostavniju, i dobro dokumentiranu, Poissonovu jednadzbu. 1z (3.12) kaZzemo da
je funkcija u = u(x, y) izvorski ¢lan u jednadzbi Aw = u. Pa onda (3.12)) postaje:
Pu  Pu  q.

—. (3.13)

M=ot o2 D

Dalje se rjeSavanje svodi na jednostavno rjeSavanje Poissonove jednadZbe. Pravokutnu plocu

shva¢amo kao pravokutnu domenu (x, y), koja se podijeli na ekvidistantne ¢vorove:
x = [0, 1000], y =10,500];uz x; = N * hy, y; = M x h,,. (3.14)

Prvo se derivacije iz (3.13) zamjene diskretiziranim vrijednostima (3.9):

Uipr = 2Ui +uimy | Uy — 2uj + Ui Qe

(he)? (y)? D

(3.15)

Ovu jednadzbu je potrebno postaviti za svaki ¢vor j, k u mreZi. RjeSavanjem razlomka iz
sheme drugog reda (3.15)) dobivamo koeficijente jednadzbe (j,k) ¢vora:

7

— 2uw(hf, + h;) + h;(uiﬂ,j + Uz;l,j) + hi(ui,jﬂ + ui,j,l) = D

hZh?. (3.16)

Jednako tako se raspisom za svaki ¢vor dobiva jednadZba Cetvrtog reda. Na slikama [3.3]
je vidljiva Sablona za odredeni red jednadzbe. JednadZbe za svaki ¢vor Cine sustav linearnih

jednadzbi, koji se moze zapisati kao dijagonaln matrica krutosti i vektor opterecenja.
Au = b, A € RV, u,b e RY. (3.17)

Sve jednadZbe su dobivene Sablonski, pa je za ocekivati da ¢e 1 punjenje matrice linearnog
sustava biti po nekom “pravilu”. Sastavljanjem sustava jednadzbi samo za prvi red dobi-
vamo matrice C i D: Ako vektor nepoznanica, vrijednosti u ¢vorovima u = [uy; ug; ug; ...; uy]

zapiSemo kompaktnije kao vektor zasebnih vektora za svaki red ¢vorova dobivamo:
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u = [uj_;;Uj_o;...u;_p,]. Matrice C i D su kvadratne, ¢ije su dimenzije jednake broju

¢vorova u redu NV,:

—2(h? + h2) 2 0 0
h2 —2(h2 + h2 h2 0
C, = y ( x; v S , . (3.18)
h? —2(h2 + h2) h?
0 h? —2(R2 + h2)
20 0 0
D _ |0 k00 (.19
o 0 Rm ool '
0 0 0 K2

Sada se matrica A moZe saZetije prikazati kao:

C, D, 1] wer | [ bz |
Dy Cy Do Uj—o b;—>
: u; = b; . (3.20)
Dny—1 Cny—1 Dyy_1| |W=nNy—1 bj—ny—1
i Dy Cny | | W=ny | | bj—ny |

3.3. Rezultati

Kao $to je opisano ranije, biharmonijsku jednadZzbu se moze izraCunati ili direktno dis-
kretizacijom cjelokupne jednadZbe ili dvostrukim rjeSavanjem Poissonove jednadZzbe. Prvi
pristup se sastoji od toga da se Cetvrta derivacija aproksimira kona¢nim razlikama. To podra-
zumijeva sastavljanje sutava prema Sabloni (stencil) prema slici[3.4]. Drugi pristup, dvostruko
rjeSavanje Poissonove jednadzbe zahtjeva sastavljanje linearnog sustava prema Sabloni na slici
[3.3]. Dobivene vrijednosti u ¢vorovima se koristi kao izvorski ¢lan novog linearnog sustava.
Naravno, i rjeSavanje Poissonove jednadzbe se moze rjeSavati shemom Cetvrtog reda, Cija je
Sablona ima elemente samo na glavnim osima, kao kod Sablone Poissonove jednadZzbe. Na

obje slike su slucajevi shema drugog reda to¢nosti.
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Slika 3.4: Sablona direktne diskretizacije biharmonijske jednadzbe

U priloZenoj tablici[3.I]se mogu usporediti rezultati dobiveni razli¢itim pristupima rjeSavanja.

Rezultati iz tablice [3.1] su prikazani grafi¢ki na slici[3.5} Na slici [3.5] vidimo razlike do-
bivenog rjeSenja od egzaktnog analitickog (2.29). Razlike su manje od 5 % ve¢ nakon 20
¢vorova po rubu. Zbog toga su prikazane logaritamske vrijednosti da bi se neSto razaznalo.
Ocito sve diskretizacije jako dobro aproksimiraju rjesenje. 1z slike[3.6]se vidi o¢ekivani rezul-
tati, a to je da metoda Cetvrtog reda brze konvergira, ali na kraju pogadaju jednako rjeSenje.
Isto tako, Cinjenica da metoda direktnog rjeSavanja i metoda dvostrukog rjeSavanja Poisso-

nove jednadzbe dobiva identi¢ne rezultate, potvrduje ekvivalentnost razli¢itth matemati¢kih
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Tablica 3.1: Tablica progiba dobivenih MKR metodom

broj cvorova (Nz x Ny )

Poisson (2. reda)

Poisson (4. reda)

biharmonijski rj. (2.reda)

25(5%5) 0,7149 mm 0,6357 mm 0,7148 mm
64(8 x8) 0,5391 mm 0,5243 mm 0,5390mm
100(10 x10) 0,4971 mm 0,4884 mm 0,4971 mm
225( 15x15) 0,4473 mm 0,4395 mm 0,4472 mm
400(20 x20) 0,4181 mm 0,4165 mm 0,4180 mm
900(30 x30) 0,3932 mm 0,3926 mm 0,3932 mm
2500(50 x50) 0,3738 mm 0,3736 mm 0,3738 mm
10000(100 % 100) 0,359 mm 0,3596 mm 0,3596 mm
22500(150 x150) 0,3547mm 0,3548 mm 0,3549 mm
40000200 x200) 0,3524 mm 0,3525 mm 0,3525 mm
225000(500 x500) 0,3484 mm 0,3483 mm 0,3484 mm

Konvergencija rie$enja

Logaritam greske metode
T

—Dvostruki Poissonov rjesavac 2.reda
——Dvostruki Poissonov rjesavac 4.reda

direktni biharmonijski riesavac 2.reda

Slika 3.5: Usporedba greSaka za razli¢ite metode

formulacija.

i
0 50 100

\ i
150 200

i
250

i i
300 350

Broj elemenata na rubovima

i
450 500

Metoda direktne diskretizacije je daleko kompliciranija za implementirati za nehomogene

i netrivijalne Dirichletove uvjete, a pogotovo za Neumanove. Iz predocCenih rezultata nema
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Konvergencija rie$enja
04 I I T T I |
===[Dvostruki Poissonov rjesavac 2.reda
0.35[- -| —simetrala prvog kvadranta
e direktni biharmonijski rjesavac 2.reda

o
w
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Greska metode cetvriog reda
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Ny
T

| 1 1
0 0.05 01 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Greska metode drugog reda

Slika 3.6: Usporedba brzine konvergencije metoda

prednosti nad metodom dvostrukog rjeSavanja Poissonove jednadzbe, pa treba razmisliti o
isplativosti implementiranja.

U nastavku su prikazani rezultati dobiveni shemom drugog reda:

Progib elasticne ploce

e
w

<
@

Progib w, mm
(=3
~

e
[N)

~o
y

Dujina L, Duina L,

Slika 3.7: Progib: w = 0, 7149 mm (5x5)
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Progib elasticne ploce

0.6

Progib w, mm
o
=

I
[N}

co

Duina L, Duijina L,

Slika 3.8: Progib: w = 0,5391 mm (8x8)

Progib elasticne ploce

Progib w, mm

Dulina L, Dujina L,

Slika 3.9: Progib: w = 0,4971 mm (8x8)

Progib elasticne ploce

‘. AN
ST

20

Duljina L, Dujina L,

Slika 3.10: Progib: w = 0, 4473 mm (10x 10)
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Progib elasticne ploce
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Slika 3.11: Progib: w = 0,4181 mm (20x20)

Progib elasticne ploce
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Slika 3.12: Progib: w = 0, 3932 mm (30x30)
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Slika 3.13: Progib: w = 0, 3738 mm (50x50)
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Slika 3.14: Progib: w = 0,359 mm (100 x 100)

Progib elasticne ploce
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Slika 3.15: Progib: w = 0, 3484 mm (500x500)
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4. | METODA KONACNIH ELE-
MENATA

4.1. Uvod i motivacija

Medu inZenjerima i fizicarima je teSko pronaci nekog tko se nije susreo ili barem Cuo za
metodu konacnih elemanta. To je numericka metoda za dobivanje pribliznih rjeSenja parci-
jalnih diferencijalnih jednadzbi s primjenom u znanstvenoj i inZenjerskoj praksi. Jo$ neke
od poznatijih metoda su, ve¢ spomenuta, metoda konacnih razlika te metoda konacnih volu-
mena. Sve tri metode, kao i ostale njima sli¢ne, se razlikuju po matematickom alatu kojim
se dokazuje preciznost. Primjerice, metoda konacnih razlika koristi direktnu aproksimaciju
derivacija. Metoda konacnih elemenata koristi varijacijski raCun, odnosno integrira diferen-
cijalnu jednadZbu preko prostora domene. Metoda konacnih volumena se bazira na sli¢nim
matemati¢kim teoremima kao i konac¢ni elementi, ali je u implementaciji bliza konacnim raz-
likama jer koristi diferencijske sheme i razne interpolacije. Njenu konvergenciju i postojanje
rjeSenja je najteZze dokazati pa je iskljuCena iz razmatranja u ovom radu. Naravno postoje
i brojne druge metode, s drugacijim aproksimacijama ili ¢ak bezmrezZne koje su neovisne o
kvaliteti mreZe ¢vorova. Ovdje je koriStena metoda konacnih elemenata jer nadilazi sve ne-
dostatke konacnih razlika, a matematicki alat nije pretjerano apstraktan i kompliciran o ¢emu

viSe rijeci u idu¢im poglavljima.

4.2. Matematicki model problema

U prvom poglavlju je prikazan izvod matematickog modela savijanja tanke ploce. Jed-
nadzba koja opisuje fenomen je biharmonijska jednadzba. RjeSenje te jednadzbe mora biti
kontinuirana funkcija i imati derivaciju Cetvrtog reda. Naravno, postoji neki polinom koji to
zadovoljava, ali je komplicirano iz opcenitog polinoma uvrStavanjem rubnih uvjeta doéi do
rjeSenja. Trigonometrijske funkcije zadovoljavaju te potrebe za kontinuiranos¢u i imaju be-
skonacno definiranih derivacija, 1 pomocu njih dobivamo analiticko rjeSenje preko dvostrukog
Fourierovog reda.

Ideja konac¢nih elemenata je da se prostor domene, tanka ploca, podijeli na manje konvek-
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sne elementarne likove na kojima se mogu definirati polinomi niZih redova tako da ih moZemo
lako integrirati. Zbog toga se u toj metodi koristi varijacijski ili integralni racun. Za funkcija

progiba w(z,y) € 2 moZemo reci da pripada L?(€). Prostor funkcija L? je definiran kao:

L* = / |z)? < oo. (4.1)
Q

Takve funkcije preslikavaju elemente domene (2 u neki realan broj na nacin da je integral
njihovog kvadrata na cijelom podrucju konacan. Ovime se iskljucuje sve funkcije koje imaju
singularitet na tom podru¢ju. Kao na primjer hiperbolna funkcija. Dalje u tekstu ¢e se takve
funkcije nazivati 1 konaCnim ili regularnim. Integral ne mora biti Riemmanov, ve¢ je dovoljno
da bude Lebesqueov. To je samo definicija kvadratno-integralnog prostora L?. U praksi skoro
sve funkcije koje inZenjeri koriste imaju Riemanov integral, odnosno, u svakoj tocki im je
lijeva i desna Darbauxova suma jednaka.
Osim §to su funkcije konacéne, bitno je zadovoljiti 1 da su rubovi kona¢nih elemenata kontinu-

irani. Za ovo je potreban Soboljevljev prostor funkcija H*(2):

ou Ou

H! — 2 il
() {uEL(Q) axl,axze

Lz(Q)}. (4.2)

To je prostor (konacnih) funkcija, Cije su prve derivacije takoder konacnog integrala. Na prvi
pogled zapis djeluje komplicirano, ali on osigurava da funkcije budu kontinuirane i s glatkim
prijelazom. Ako prve derivacije nemaju singulariteta, neCe se pojaviti skokovi i bodlje na

funkciji. Nedostaci metode konacnih razlika su :
e neprakticnost implementacije na kompleksnim nepravilnim domenama,
e upotreba neuniformne mreze je komplicirana za implementaciju,
e komplicirano zadavanje rubnih uvjeta,
e neprakticno postizanje metoda viseg reda.

U slijede¢im odlomcima ¢e biti vidljivo kako metoda kona¢nih elemenata (MKE) zaobilazi
ove probleme, te za razliku od metode konac¢nih razlika (MKR), pruza vrijednosti funkcije na

cijeloj domeni, a ne samo u vrijednostima ¢vorova.
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4.3. Varijacijski racun

U vecini literature se metoda konacnih elemenata uvodi poslije metode teZinskih reziduala
pa ni ovaj rad nece biti iznimka. Ideja je da se cijela jednadzba pomnoZi sa testnom funkcijom
v. Ta funkcija se promatra kao “parametar” trazene funkcije ¢, i u poglavljima iz mehanike
se ona zamislja kao virtualni pomak, moguce odstupanje vrijednosti u(x). Jednako kao i u, i

testna funkcija mora biti glatka:
/QMD —vq =0, Yo € L*(Q), 4.3)
Sto se krace piSe kao skalarni produkt:
(v, —¢q) =0. 4.4)

Ovdje dolazimo do “konacnih” elemenata. Funkcije u 1 v se aproksimiraju kona¢nim brojem
aproksimacijskih, jednostavnih funkcija. Umyjesto jednog elementa s nekom kompliciramo
funkcijom, uzima se element s nekoliko ¢vorova da se konstruira aproksimacijska funkcija.
Funkcija u 1 v se zamjenjuje konacno dimenzionalnim:

urUx) =Y ¢, va Vie) =Y djb. (4.5)

J

Kad se u integralnu jednadzbu (4.3)) uvedu ove aproksimacije ?? dobiva se:
(V,®(U) —q) =0. (4.6)

Greska aproksimacije, rezidual se zapisuje kao razlika to¢nog rjeSenja i onog dobivenom
aproksimiranom funkcijom U.
O(U) — q(x) = r(x). 4.7)

Naravno, teZi se da taj rezidual bude nula, ili barem teZi nuli. Iz umnoska (.6)), u kojem je
skalarni produkt reziduala i testne funkcije jednak nuli, slijedi da je za svaki V ortogonalan na

rezidual u podruéju domene. Uvrstavanjem (4.5) u (4.6) dobiva se:
Zdj(wjvcj(bj —qp;) =0, Vd;,j=1,2,...N. (4.8)
J

Dakle za svaki element postoji j homogenih linearnih jednadzbi. Ovdje zavrSava koncept me-

tode konac¢nih reziduala jer je pokazano Sto mora biti zadovoljeno za dobivanje rjeSenja. Dalje
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ostaje za definirati funkcije ¥ i ¢. Ako se odabere isti prostor funkcija dobivamo Galerkinovu

formulaciju kona¢nih elemenata koja izgleda ovako:

/Q¢j¢i —q¢p; =0. 4.9)

Biharmonijska jednadZba trazi funkcije barem C?({2) kontinuiteta, to je ipak glade nego je
potrebno. Zbog parcijalnog integriranja je dovoljno ¢ak imati i samo C*(2). Zbog toga se
ovakva formulacija naziva i slaba formulacija. 1z matematike znamo za parcijalnu integraciju,

koja ¢e omoguciti da koristimo funkcije manjeg kontinuiteta od pocetno potrebnog:

/udv = uv — / vdu. (4.10)
Q Q

Kao i u metodi konacnih razlika, i ovdje ¢e se usporediti rjeSavanje biharmonijske jednadzbe

direktno 1 preko dvostrukog rjeSavnaja Poissonove jednadzbe.

4.4. RjeSenje Poissonove jednadzbe

Poissonova jednadzba je nehomogena Laplaceova jednadzba i da bi je se rjeSilo preko

konacnih elemenata, potrebno je pomnoZiti ju s testnom funkcijom 1 integrirati:

’u  O%*u

J%*u 9%u
g Z 7 =0. 4.12
/dexg—l—/ﬂvdyz /qu 0 ( )

Ovdje je jasno da ne moramo imati aproksimacijsku funkciju drugog reda, ve¢ nakon parci-

jalnog integriranja poznavati normalu funkcije. Pa je parcijalni integral za svaki ¢lan :
0?u du v Ou
— =0— - — 4.13
/Q Vi T Vi / ’ (4.13)
Ov du

0*u ou
v =y - [ =2 (4.14)
/Q dy? Ay s Jo dy dy

Naravno, na rubu je definiran Dirichletov uvjet i prema tome testna funkcija, odnosno varija-

o0

cija v i8Cezava. Zbog toga ostaju samo integrali i konacna forma jednadzbe:

Ovou Ovou _/
Q

Y e R 4.15
Qda:dx+dy dy .15

Za ovakvo postavljenu jednadZbu je dovoljno da su funkcije u i v linearne 1 zbog toga koris-

timo osnovni pravokutni element s Cetiri stupnja slobode gibanja.
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4.5. Direktno rjesenje biharmonijske jednadzbe

Izvod zapocinje jednako kao i za Poissonovu (4.12)), mnoZenjem varijacijom v i integraci-

jom po domeni:

0*u *u 0%u
— + 02 —vq=0. 4.16
/dexll—l—v dedy2+Udy2 vq ( )
Svaki ¢lan takoder moZzemo parcijalno integrirati:
4 3 3
/U@ AT B @.17)
Q dx4 8:(:3 90 Q 8:(: al’g
o 3 ov 0
/v L P e (4.18)
q 0120y dyox? | 4, q Oy Oyox
o o? ov 93
/U—Z e P i (4.19)
o dy oo Ja Oy Oy

Naravno, na rubu 0f2 je definiran Dirichletov uvjet pa nema varijacije v. Ostaju opet samo

integrali koji se mogu dalje parcijalno integrirati:

_ [ &u_ [FeOu  Ovdu (4.20)
q0r0x®  Jo 022022  Ox 0x%|,, .

/@ du _/ Pv Pu v Pu @421)
q Oy Oyox? | 0x0y 0xdy Oy Oydz |0 '

e oo o .
QOyoys  Jq Oy? Oy* Oy oy? |y, '

Kako su rubovi slobodno oslonjeni, ¢lanovi uz rub opet nestaju. Preostaje opet Cisto integri-
ranje derivacija i dobivamo konac¢nu jednadzbu. Odavde se vidi da interpolacijske funkcije
trebaju biti minimalno drugog reda. ViSe njihovoj konstrukciji i svojstvima u idu¢em od-

lomkau.

2, 92 2 2 2, 92
/8v8u 0%v  0“u 0“v 0“u /v. 4.23)
Q

0x? Ox? * 0x0Qy 0x 0y * dy? 0y? -
4.6. Funkcije oblika

Glatke(Soboljeve) funkcije u i v aproksimiramo linearnom kombinacijom funkcija ¢. One
su definirane zasebno, svaka za jedan ¢vor elementa na nacin da je za svaki ¢vor j vrijednost

interpolacijske funkcije jednaka 1, a za ostale 0. Te funkcije nazivamo funkcijama oblika.
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Ovakva svojstva imaju primjerice Lagrangeovi interpolacijski polinomi. Lagrangeov polinom
je zapisan kao:

[(7) = c10(2)1 + c20(7)2 + c30(2)3 = ¢;9;. (4.24)

Jednostavan zapis definicije funkcija oblika je preko Kroneckerovog simbola:

1, i=j
b, = 0y = (4.25)

0, i#]
KoriStene mreZe u radu su pravokutne, sa Cetiri, osam i Sesnaest stupnjeva slobode. Mreza ne
mora biti uniformna, jer napisan algoritam podrzava i neuniformne elemente. Time se htjelo
postiéi usporedba konvergencije rjeSenja za razliciti red elementa. To se postize dodavanjem
viSe stupnjeva slobode, odnosno vise koeficijenata u polinomu funkcije po elementu. Ti stu-
penjevi slobode ne moraju biti novi ¢vorovi, $to je ¢esto ne prakti¢no i nepotrebno komplicira
stvari, veC se pribjegava dodavanju stupnjeva slobode kao derivacija, zakret na ¢voru koji vec

postoji. Time se postiZe preciznije rjeSenje, a lakSe je za implementirati.

4.6.1. Osnovni jednodimenzijski pravokutni element

Osnovni pravokutni element ima Cetiri ¢vora u vrhovima. U ¢vorovima ¢e se racunati
samo progib pa govorimo o jednodimenzijskom elementu. Polje progiba koje se moZe opisati

pomocu Cetiri podatka izgleda:
w(z,y) = a1 + ax + azy + asxy. (4.26)

Funkcije oblika za svaki ¢vor su:

b = 1/4(1 _ Li> (1 _ Li) (4.27)
x y

g = 1/4(1 + Li> (1 _ Li) (4.28)
x y

b = 1/4(11 4 %) (1 n Li) (4.29)
x y

(4.30)

/N
—_
+

S

v

(4.31)

Izrazi u zagradi su normirane koordinate, zovu se jo$ i prirodne. Zapisuju se kao & = x/L, i

n = y/L, ivrijednosti su im od nula do jedan. Op¢i zapis svih funkcija oblika preko prirodnih
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koordinata na tom elementu je:
1
Gi = 1(1 + &&) (1 +nim). (4.32)

4.6.2. Kvadratni jednodimenzijski pravokutni element

Dodavanjem jo$ jednog ¢vora po sredini ruba se moZe dobiti kvadratna funkcija inter-
polacije, za razliku od osnovne linearne. Klasi¢nim pristupom sastavljanja funkcije oblika,
mnoZenjem Lagrangeovih polinoma bi se dobio ¢vor po sredini elementa, koji je suviSan. Za

ovakve primjene su prikladniji Serendipity elementi. Iz knjige prof. Soric¢a koristimo formulu:
1
b = 1(1 + &GO+ min) (€& + nmi—)- (4.33)

4.6.3. Plocasti jednodimenzijski pravokutni element

Dodavanjem dodatnih ¢vorova po rubovima se dobiva jo§ parametara, i time i viSi polinom
interpolacije. Nekad je poZeljnije umjesto dodatnih ¢vorova, u istim ¢vorovima dodavati prve
derivacije, odnosno zakrete. Zbog tog zahtjeva za glatkost prijelaza elemenata ocekujemo
da Ce se posti¢i brza konvergencija rjeSenja. Za svaki ¢vor je osim funkcije slobode gibanja,
Sto za plocasti element interpretiramo kao progib, je definirana i derivacija u oba koordinatna
smjera. Da bi element bio konforman, monotono konvergirao, potrebno je i uvrsttit i Cetvrtu

veli¢inu, mijeSanu derivaciju. Prema tome, svaki ¢vor 7 ima veliine:

e (M) () (2w
V"‘[“" (a) (ay)i (ayax)j' (39

Lokalni vektor stupnjeva slobode ima 16 elemenata, koji izgledaju prema slikama (4.1

Funkcija oblika

Tos o 04 02 °

Koordinata & Koordinata 1

Slika 4.1: Funkcija oblika za progib u ¢voru
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Funkcija oblika

vrijednost ¢, mm
o . N
S o 3
/

o

-0

Koordinata & Koordinata n

Slika 4.2: Funkcija oblika za zakret u ¢voru

Funkcija oblika

vrijednost ¢, mm

Koordinata & Koordinata n

Slika 4.3: Funkcija oblika za zakret u ¢voru

Funkcija oblika

vrijednost ¢;, mm

0

Koordinata & Koordinata n

Slika 4.4: Funkcija oblika za mijeSanu derivaciju
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Slika [.5] prikazuje stupnjeve slobode plocastog elementa s dvanaest stupnjeva slobode.
Takav element nije konforman, tj. ne konvergira monotono. U okviru ovog rada je dodana
1 mijeSana parcijalna derivacija te takav, konforman, element, sa Sesnaest stupnjeva postize,

uniformnu konvergenciju.

[ A ) A T A L

Slika 4.5: Skica plocastog elementa

4.7. Numericka integracija

Odabir konac¢nih elemenata se svodi na odabiranje odredenih funkcija oblika. Njih je onda
potrebno uvrstiti u 1integrirati. Integraciju bi bilo najelegantnije provesti simbolicki, tj.
da stroj odglumi matematicara i vrati primitivnu funkciju. To je ili nemogude, ili neprakti¢no,
pa e se ovdje koristiti numericka integracija. Jedan od postupaka je Gaussovim kvadratnim
pravilom. Postoje joS i Newton-Cotesove formule, ali one za isti red polinoma imaju vise
procjena funkcije. U radu Ce se integrirati samo dvodimenzionalne funkcije, ali je lakSe po-
kazati pravilo na jednodimenzijskoj funkciji. Integriranje funkcije u prirodnim koordinamata

se moze zapisati kao :
1 n
1= [ Hede=Y Wis() + E. (4.35)
-1 i=1

U literaturi se moze pronaci dovoljno materijala o matematickoj pozadini ovakve integracije.
Moguce je Cak i1 egzaktno integrirati polinome visih redova (E=0). Tezine W, se nazivaju
Cristoffelovim teZinama 1 mogu se pronadi u tablici u matemati¢kim priru¢nicima. Jednako

kao i1 dvostruki integrali, tako se sklope i dvostruke sume.
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4.8. Rezultati

Za dobivanje rezultata, potrebno je izraditi mrezu. MreZa je dobivena preko Abaqusa, a

izvuCena u tekstualnim input fileovima.

Tablica 4.1: Tablica progiba dobivenih MKE metodom

broj elemenata (Nxx Ny) Poisson lin. plocasti element (biharmonic)
8 (4x2) 0,3079921 mm 0,3504 mm
16 (4 x4) 0,3483494 mm 0,3470175 mm
24 (6 x4) 0,3398285 mm 0,3459573 mm
36 (15x15) 0,3472396 mm 0,3458253 mm
48 (20 x20) 0,34452776 mm 0,345699699 mm
100 (30 x30) 0,3464651 mm 0,34565347 mm
200 (50 x50) 0,344871 mm 0,34564330 mm

Konvergencija rie$enja

-3 T I : . . : :

: — Dvostruki Poissonov rjesavac s linearnim elementom
-4 —Plotasti (konformni) element
Bl

_10_

Logaritam greske metode
[8+]
T

_ i I | | i i | | |
130 20 40 80 80 100 120 140 160 180 200
Broj konaénih elemenata

Slika 4.6: Usporedba konvergencije rjeSenja konac¢nih elemenata

Rezultati iz tablice su graficki prikazani na slici na kojoj se uoCava monotona
konvergencija ploCastih elemenata koji su 1 nekoliko redova precizniji od Cetverokutnog ele-
menta koji ima samo Cetiri ¢vora i bilinearnu funkciju oblika. Na slikama se moze

pratiti konvergencija rjeSenja na ploCastim elementima.
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Progib elasticne ploce

I
~

Progib w, mm
o e
N w

o

no

Duijne L, Duiina L

Slika 4.7: Progib: w = 0, 3504 mm (8 elemenata)

Progib elasticne ploce

4
~

Progib w, mm
o e
[N w

o

vo

Duijina L, Dulina L,

Slika 4.8: Progib: w = 0,34701 mm (16 elemenata)

Progib elasticne ploce

I
~

Il
w

Progib w, mm
o
N

4

Duljina L, Dulina L,

Slika 4.9: Progib: w = 0, 34595 mm (24 elemenata)
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Progib elasticne ploce

Progib w, mm

Duijne L, Duiina L

Slika 4.10: Progib: w = 0, 34569 mm (48 elemenata)

Progib elasticne ploce

Progib w, mm

Duijina L, Dulina L,

Slika 4.11: Progib: w = 0, 345653 mm (100 elemenata)

Progib elasticne ploce

Progib w, mm

Duljina L, Dulina L,

Slika 4.12: Progib: w = 0, 34564 mm (200 elemenata)
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S. USPOREDBA NUMERICKIH
METODA

Kao $to je ve¢ navedeno, svaka metoda ima svoje prednosti i mane. Pri odabiru metode,
treba ocijeniti koja metoda je numericki efikasnija za zadani problem i je li isplativo im-
plementirati tu metodu radi postizanja dovoljno visoke preciznosti. Obe metode se svode na
linearni sustav koji treba rijesiti, gdje je rang matrice jednak broju ¢vorova, odnosno jednadzbi
koje se postavlja. Prema tome, moZe ih se usporediti po rangu matrice linearnog sustava koji
se rjeSava u odnosu na to¢nost koja se postize. Osim preciznosti, bitna je i robusnost metode,
odnosno, koliko je ona otporna na promjene mreZe ili broja ¢vorova.

Na slici su predoceni rezultati obiju metoda obradenih u radu. Graf je dan u loga-

Usporedba konvergencije metoda
0 T T T T T T

L]

L3
6

g

—Poissonov rijesavac (linearni element)
—Ploc¢asti (konformni) element
o Poisson (2.red) &
===Poisson (4.red)
Biharmonijski riesavac(2.red)

Logaritam greske
)
I

6 i I i I i I i i
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 55
Logaritam broja ¢vorova u mrezi

Slika 5.1: Usporedba konvergencije metoda

ritamskom myjerilu iz razloga Sto je veliko rasipanje vrijednosti broja ¢vorova i preciznosti
metoda. Metoda konacénih rezlika ima 225 tisu¢a ¢vorova, dok neka od koriStenih metoda
konacnih elemenata ima najvise oko 200. Iz rezultata na slici metoda konac¢nih elemenata ima
veliku prednost. Primjerice, koriStenje plocastih elemenata treba i do 10 000 ¢vorova manje
za jednaku preciznost kao 1 metoda konacnih razlika. Kao $to je navedeno u trecem poglavlju,

o konac¢nim razlikama, ta je metoda konzistentna te uz sve veci broj ¢vorova, odosno manji
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interval izmedu njih, uniformno konvergira to¢nom rjesenju pa je ocekivan rezultat prikazan
na slici[5.1] Za razliku od nje, metoda kona¢nih elemenata ne mora monotono konvergirati §to
ovisi o tipu elementa i broju ¢vorova po kona¢nom elementu. Ovo je povezano s koriStenim

interpolacijskim funkcijama i zahtjevom za glatko rijeSenje.
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6. | ZAKLJUCAK

RjeSenje biharmonijske jednadzbe prikazane u radu dobiveno je analiticki, pomoc¢u Fo-
urierovih redova, te pomoc¢u dvije numericke metode, konacnih razlika i konac¢nih elemenata.
Rezultat dobiven analiti¢ki uzet je kao referentan u usporedbi s rjeSenjima dobivenima nu-
mericki. Rezultati su dodatno usporedeni s rezultatom dobivenim u komercijalnom softveru
1 tabliénim rezultatom iz InZenjerskog priruc¢nika. Iako se svi rezultati poklapaju, postoje
odredena odstupanja u preciznosti. Osim toga, postoje i razlike u robusnosti numerickih me-
toda. Metoda konacnih razlika treba puno viSe ¢vorova po mreZi da bi ostvarila jednaku
preciznost. Za drugaciju geometriju potreban je potpuno novi algoritam. Za istu mreZu, pri
rjeSavanju metodom konacnih elemenata, moze se dodijeliti sofisticiraniji element i1 dobiti
¢e se nekoliko redova veliCine preciznije rjeSenje, bez da to znatno poskupljuje numericki
proracun. Metoda konacnih elementa zbog toga je robusna i napisan algoritam za metodu
konacnih elemenata bi 1 s drugacijom zadanom geometrijom takoder dao precizan rezultat.

Metoda konacnih razlika prikladnija je za koriStenje u akademske svrhe i za jednostavnije
domene racunanja, a Siroku primjenu nalazi u nestacionarnim problemima. Njezina mate-
maticka teorija vrlo je jednostavna, metoda je konzistentna, ali je vrlo sloZena za implementi-
ranje ako se trazi dobivanje viSih redova to¢nosti 1 zadane su nepravilne geometrije. Njezino
odstupanje od tocnog rjeSenja vrlo brzo postaje inZenjerski zanemarivo, ali je joS uvijek vece
od metode konac¢nih elemenata s istim brojem ¢vorova.

Metoda konacnih elemenata ima znatno kompliciraniju matematicku teoriju, ali je zbog
toga robusnija od metode konacénih razlika. Prema tome bih u podrucju racunalnih mode-
liranja 1 numerickih rjeSavanja kompliciranih jednadzbi na proizvoljnim geometrijama dao
prednost metodi konac¢nih elementa. Treba napomenuti i da elementi ¢iji su dodatni stupnjevi
slobode prve derivacije i zakreti poZeljniji jer koriste mreZe s manje ¢vorova, a daju preciznije

rezultate i brzu konvergenciju.
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A. | Dodatak - algoritmi

A.1. Analiticko rjesenje pomocu Fourierovih redova

E=200000;

ni=0.3;

h=10;

D=E+h”"3/ (12% (1-ni"2))

syms J k a b gxy

f=(16*g* (sin(pi*3j/2)) "2 (sin(pixk/2)) " 2)/ (j*k=*
...x((3/a) "2+ (k/b) "2) "2) *sin(j*xpixrx/a)+xsin (k+xpix*xy/b)
a=1000;

b=500;

g=0.01;

x=a/2
y=b/2

ff=1/(pi"6%D) *f
ff=subs (ff)

K=0;
for k=1:1
for j=1:1
K=K+subs (f) ;
end
k
end

w=1/(pi~6%D) %K
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A.2. Rjesavanje biharmonijske jednadzbe dvostrukim rjesavanjem
Poissonove jednadzbe, shemom drugog reda tocnosti

Lx=1000;
Ly=500;
Nx=50;
Ny=50;
hx=Lx/Nx;
hy=Ly/Ny;
N=Nx*Ny;
d=0;
bcl=dxones (Nx+1,1);
bc2=dxones (Ny+1,1);
bc3=dxones (Nx+1,1);
bcd=dxones (Ny+1,1);
g0=0.01;
ni=0.3;
E=200000;
h=10;
D=E+h"3/(12%(1-ni"2));
q0=qg0/D;
b=ones (N, 1) xgq0;
AA=sparse(zeros(l));
for 1i=1:Nx
for jj=1:Ny
a=(1ii-1)+«Ny+3j3J;
AA(a,a)=—-2/hx"2 -2/hy"2;

if 337=1
AA(a,a-1)=1/hy"2;
end
if ==
b(a,1l)=b(a,1l)-bc3(ii)/hy"2;
end;
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if §37=Ny
AR (a,a+l)=1/hy"2;
end
if jj==Ny
b(a,1l)=b(a,1)-bcl (ii)/hy~2;
end

if ii7=1
AA(a,a-Ny)=1/hx"2;
end
if ii==1
b(a,1l)=b(a,1l)-bcd(j3)/hx"2;
end
if 1ii7=Nx
AA(a,a+Ny)=1/hx"2;
end
if 1i==Nx
b(a,1l)=b(a,1l)-bc2(jj)/hx"2;
end
end
end
plot (AA\Db)
V=AA\ (AA\D) ;

VV=zeros (Nx+2,Ny+2) ;
VV(l:end-1,1)=bc3;
VV (2:end, end) =bcl;
VV (1, 2:end)=bc4;
VV (end, 1l:end-1)=bc2;
for i=1:Nx

for j=1:Ny

VV (i+1l, J+1)=V ((i-1) *xNy+73);

end
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end

surf ([1:Ny+2], [1:Nx+2],VV)

set (gca, "Fontsize’,16)

title ('Progib elasticne ploce ')
xlabel (‘Duljina L_y’)

ylabel (‘Duljina L_x')

zlabel ('Progib w, mm’)
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A.3. Rjesavanje biharmonijske jednadzbe direktnom diskretiza-
cijom biharmonijske jednadzbe, shemom drugog reda to¢nosti

Lx=1000;
Ly=500;
Nx=50 ;
Ny=50;
hx=Lx/Nx;
hy=Ly/Ny;
N=Nx*Ny;
d=0;
bcl=dxones (Nx+1,1);
bc2=dxones (Ny+1,1);
bc3=dxones (Nx+1,1);
bcd=dxones (Ny+1,1);
g0=0.01;
ni=0.3;
E=200000;
h=10;
D=E+h"3/(12%(1-ni"2));
q0=g0/D;
b=ones (N, 1) xgq0;
Axx=sparse (zeros(1l));
Ayy=AxXx;
A=Ayy;
for 1i=1:Nx
for jj=1:Ny
a=(ii-1)+«Ny+3j3J;
Axx (a,a)=6/hx"4;
switch 1ii
case 2
Axx (a,a-Ny)=-4/hx"4;
Axx (a,a+Ny)=-4/hx"4;
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Axx (a,a+2*Ny)=1/hx"4;
b(a,l)=b(a,1)-bc4(j3)/hx"4;
case 1
Axx (a,a)=Axx(a,a)-1/hx"4;
b(a,l)=b(a,1l)+4xbcd () /hx"4;
Axx (a,a+Ny)=—4/hx"4;
Axx (a,a+2*Ny)=1/hx"4;
case Nx-1
Axx (a,a+Ny)=-4/hx"4;
Axx (a,a-Ny)=-4/hx"4;
Axx (a,a-2*Ny)=1/hx"4;
b(a,1l)=b(a,1l)-bc2(jj)/hx"4;
case Nx
Axx (a,a)=Axx(a,a)-1/hx"4;
Axx (a,a-Ny)=-4/hx"4;
Axx (a,a-2xNy)=1/hx"4;
b(a,l)=b(a,1l)-4xbc2(jj) /hx"4;
otherwise
Axx (a,a-Ny)=-4/hx"4;
Axx (a,a+Ny)=-4/hx"4;
Axx (a,a-2*Ny)=1/hx"4;
Axx (a,a+2*Ny)=1/hx"4;
end
end
end
%% derivacija po y
for 1i=1:Nx
for jj=1:Ny
a=(1i-1) *Ny+3j7J;
Ayy (a,a)=6/hy"4;
switch 77
case 1

Ayy(a,a)=Ayy(a,a)-1/hy"4;
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b(a,1l)=b(a,1)+4+bc3(ii)/hy~4;
Ayy (a,a+l)=—-4/hy"4;
Ayy (a,a+2)=1/hy"4;
case 2
Ayy(a,a-1)=-4/hy"4;
Ayy (a,a+l)=-4/hy"4;
Ayy (a,a+2)=1/hy"4;
b(a,l)=b(a,1l)-bc3(ii) /hy~4;
case Ny-1
Ayy (a,a+l)=-4/hy"4;
Ayy (a,a-1)=-4/hy"4;
Ayy(a,a—-2)=1/hy"4;
b(a,1l)=b(a,1)-bcl(ii)/hy~4;
case Ny
Ayy(a,a)=Ayy(a,a)-1/hy"4;
Ayy(a,a—-1)=-4/hy"4;
Ayy(a,a-2)=1/hy"4;
b(a,l)=b(a,1l)+4+bcl (ii) /hy~4;

otherwise
Ayy (a,a-1)=-4/hy"4;
Ayy(a,a+l)=-4/hy"4;

)

)
Ayy(a,a-2)=1/hy"4;
Ayy (a,a+2)=1/hy"4;

end
end
end
%% derivacija dxdy
H= (hx+hy) " 2;
for 1i=1:Nx
for jj=1:Ny
a=(1i-1) *Ny+7j7J;
A(a,a)=4/H;

if ii==
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b(a,1)=b(a,1l)+2xbcd (3J);
else
A(a,a-Ny)=-2/H;
end
if ii==Nx
b(a,1)=b(a,1)+2xbc2(J]j);
else

A(a,a+Ny)=-2/H;

end

if ji==
b(a,1)=b(a,1l)+2xbc3(1i1);

else
A(a,a-1)=-2/H;

end

if jj==Ny
b(a,1l)=b(a,1)+2+bcl (ii) /H;

else
A(a,a+l)=-2/H;

end

if ii==
if jj==

b(a,1l)=b(a,1)-bc3(jj)/H;

b(a,1l)=b(a,1l)-bc4(jj)/H;
else

b(a,1l)=b(a,1)-bcd (3]J)/H;

b(a,1l)=b(a,1l)-bc4 (57) /H;

end
else
switch 73
case 1
b(a,l)=b(a,1l)-bc3(ii) /H;
A(a,a-Ny+1)=1/H;
case Ny

Fakultet strojarstva i brodogradnje 51



Kresimir Duvnjak Diplomski rad

b(a,l)=b(a,1l)-bcl(ii) /H;
A(a,a-Ny-1)=1/H;
otherwise
A(a,a-Ny+1)=1/H;
A(a,a-Ny-1)=1/H;
end
end
if ii==Nx
if 3j==Ny
b(a,1l)=b(a,1l)-bc2(j]j)/H;
b(a,1l)=b(a,1l)-bcl(Jj)/H;
else
b(a,1l)=b(a,1l)-bc2(jj)/H;
b(a,1l)=b(a,1l)-bc2(j]j)/H;
end
else
switch 3JJ
case 1
b(a,l)=b(a,1l)-bc3(ii) /H;
A(a,a+Ny+1)=1/H;
case Ny
b(a,1l)=b(a,1l)-bcl(ii)/H;
A(a,a+tNy-1)=1/H;
otherwise
A(a,atNy+1)=1/H;
A(a,a+Ny-1)=1/H;
end
end

end

o\
o\

AA=AYY+AXX +2xA;
V =AA\Db;
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VV=zeros (Nx+2,Ny+2) ;
VV(l:end-1,1)=bc3;
VV (2:end, end) =bcl;
VV (1, 2:end)=bc4;
VV (end, 1l:end-1)=bc2;
for i=1:Nx
for j=1:Ny
VV (i+1l, +1)=V((i-1) *Ny+73);
end
end
surf ([1:Ny+2], [1:Nx+2],VV)
set (gca, 'Fontsize’,16)
title('Progib elasticne ploce ')
xlabel ('Duljina L_y')
ylabel (‘Duljina L_x')

zlabel ('Progib w, mm’)
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A.4. Rjesavanje biharmonijske jednadzbe dvostrukim rjesavanjem
Poissonove jednadzbe, shemom cCetvrtog reda tocnosti

Lx=1000;
Ly=500;
Nx=150;
Ny=150;
hx=Lx/Nx; Hx=12+hx"2;
hy=Ly/Ny; Hy=12+hy"2;
N=Nx*Ny;
d=0;
bcl=dxones (Nx+1,1);
bc2=dxones (Ny+1,1);
bc3=dxones (Nx+1,1);
bcd=dxones (Ny+1,1);
g0=0.01;
ni=0.3;
E=200000;
h=10;
D=E+h"3/(12%(1-ni"2));
q0=qg0/D;
b=ones (N, 1) xg0x1;
b(floor (N/2))=0;
Axx=sparse (zeros (1)) ;
Ayy=AxXXx;
A=Ayy;
for 1ii=1:Nx
for jj=1:Ny
a=(ii-1)«Ny+3jj;
Axx (a,a)=-30/Hx;
switch ii
case 1

Axx (a,a)=Axx(a,a)+1/Hx;
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end

end

end

b(a,1)=b(a, 1) -16+bc4 (37) /Hx;

Axx (a,a+Ny)=16/Hx;
Axx (a,a+2*Ny)=-1/Hx;
case 2
Axx (a,a-Ny)=16/Hx;
Axx (a,a+Ny)=16/Hx;
Axx (a,a+2xNy)=-1/Hx;
b(a,1l)=b(a,1l)+bcd (j7) /Hx;
case Nx-1
Axx (a,a+Ny)=16/Hx;
Axx (a,a-Ny)=16/Hx;
Axx (a,a-2+*Ny)=-1/Hx;
b(a,1l)=b(a,1)+bc2(j7j) /Hx;
case Nx
Axx (a,a)=Axx(a,a)+1/Hx;
Axx (a,a-Ny)=16/Hx;
Axx (a,a-2*Ny)=-1/Hx;
b(a,1l)=b(a, 1) +16+bc2 (37) /HxX;
otherwise
Axx (a,a-Ny)=16/Hx;
Axx (a,a+Ny)=16/Hx;
Axx (a,a-2xNy)=-1/Hx;
Axx (a,a+2xNy)=-1/Hx;

%% derivacija po vy

for ii=1:Nx

for jj=1:Ny

a=(ii-1) *Ny+73jJ;

Ayy (a,a)=-30/Hy;

switch 77

case 1
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end

end

o°
o°

AA=AYV+AXX

V=AA\ (AA\D) ;

Ayy(a,a)=Ayy(a,a)+1/Hy;

b(a,1l)=b(a,1l)-16%bc3(ii) /Hy;

Ayy (a,a+1)=16/Hy;

Ayy (a,a+2)=-1/Hy;
case 2
Ayy(a,a-1)=16/Hy;
Ayy (a,a+1l)=16/Hy;
Ayy (a,a+2)=-1/Hy;
b(a,1l)=b(a,1l)+bc3(ii) /Hy;
case Ny-1

Ayy (a,a+1)=16/Hy;

Ayy (a,a-1)=16/Hy;

Ayy (a,a-2)=-1/Hy;

b(a,1l)=b(a,1l)+bcl (ii) /Hy;
case Ny
Ayy(a,a)=Ayy(a,a)+1/Hy;
Ayy (a,a-1)=16/Hy;
Ayy (a,a-2)=-1/Hy;
b(a,1l)=b(a,1l)-16xbcl (ii) /Hy;
otherwise

Ayy (a,a-1)=16/Hy;

-1/Hy;

)

Ayy (a,a+1l)=16/Hy;

Ayy(a,a-2)=
)=-1/Hy;

Ayy (a,at+2

.
4

VV=zeros (Nx+2,Ny+2) ;
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VV(l:end-1,1)=bc3;
VV (2:end, end)=bcl;
VV(1l,2:end)=bc4;
VV (end, 1l:end-1)=bc2;
for i=1:Nx
for j=1:Ny
VV (i+1l, J+1)=V ((i-1) *xNy+73);
end
end
surf ([1:Ny+2], [1:Nx+2],VV)
set (gca, "Fontsize’,16)
title('Progib elasticne ploce ')
xlabel ("Duljina L_y’)
ylabel (‘Duljina L_x")

zlabel ('Progib w, mm’)
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A.5. Rjesavanje Poissonove jednadzbe linearnim konac¢nim ele-
mentima

load rect2001lin
p(a(l,:),:)

syms ksi eta
N(1)=1/4%(1-ksi)* (1-eta)
N(2)=1/4x (1l+ksi) * (1l-eta);
N(3)=1/4%(1l+ksi) x (1l+eta)
N(4)=1/4%(1-ksi)* (1+eta)
dNksi=diff (N, "ksi’)
dNeta=diff (N, "eta’)

14

14

14

o\
o\

KKsi=[-0.9324695 -0.66120938 -0.238619186 0.238619186 0.66120938 0.9324¢
wi=[0.1713244923 0.360761573 0.4679139345 0.4679139345 0.360761573 0.17:
g0=0.01;

ni=0.3;

E=200000;

h=10;

D=E+h"3/(12x(1-ni"~2));

q0=g0/D;

num=max (size (p)) *1;

BS=ones (num, 1) xg0;

w=sparse (0) ;

F=zeros (num, 1) ;

for n=l:max(size(q))

pp=p(a(n,:),:);

pr=0;
for j3=1:6
for i=1:6

x=KKsi (1) ;
y=KKs1i (J);
pr=pr+wi (j) *wi (i) *bb (x,y, pp) ;
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end

Ji
end
bs=BS(g(n,:),1);

SF=0;
for j=1:6
for i=1:6
x=KKsi (1) ;
y=KKsi (J);
SF=SF+double (wi(]j)*wi (i) *sourcedlin (x,vy,bs));
double (SF) ;
end
end

ww=sparse (zeros (num) ) ;
for i=l:size(pr)
for j=l:size(pr)
ww (q(n,1), a(n,J))=pr(i,J);
end
F(q(n,1),1)=F(q(n,1),1)+SF(1);
end
W=W+WW;
end
W=w;
bc=zeros (size(e));

bc(1:21)=0.00001;

o\

for i=1l:length(e)
F=F-w(:,1)*bc(1);

w(e(i),:)=0;
w ( re(j—)):O/
w(e(i),e(1))=1;

end
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efef= F;
V=w\F;
max (abs (V) )

figure (1) ;
subplot (2,1,1)
plot (V)

BS=V;

w=0;

F=zeros (num, 1) ;
for n=l:max(size(q))

pp=p(a(n, :),:);

pr=0;
for j3=1:6
for i=1:6
x=KKsi (1) ;
y=KKsi(3);
pr=pr+wi (j) *wi (i) «bb (x,y,pp) ;
i;
end
Ji
end

bs=BS(g(n, :),1);

SEF=0;
for j=1:6
for i=1:6
x=KKsi (1) ;
y=KKsi (J);
SF=SF+double (wi (j) *wi (i) *sourcedlin(x,y,bs));
double (SF) ;
end
end

ww=sparse (zeros (num) ) ;
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for i=l:size(pr)

for j=l:size(pr)

ww (g (n, i),

end

F(q(n,1),1)=F(q(n,1),1)+SF(1);

end
W=W+WW;
end
W=w;
bc=zeros (size(e));
bc(1:21)=0.001;
for i=l:length (e)
F=F-w(:,1)*bc(1);

w(e(i),:)=0;
w(:,e(1))=0;
w(e(i),e(i))=1;
F(e(i))=bc(i);

end

efef= F;

V=w\F ;

plot (V);

i=1;

while (e(i+l)-e(i))==1
Nx=1i;
i=i+1;

end

for j=1:num/Nx

for i=1:Nx

VV(J,1)=V((J-1)*Nx+1) ;

end

end

g(n, J))=pr(i, J);
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surf ([1:Ny], [1:Nx],VV’);

set (gca, "Fontsize’,16)

title ('Progib elasticne ploce ')
xlabel (‘Duljina L_y’)

ylabel (‘Duljina L_x')

zlabel ('Progib w, mm’)
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A.6. Rjesavanje Poissonove jednadzbe plocastim konacnim ele-
mentima

load rectl6lin.mat

syms ksi eta a b

ksi01=1/4% (2-3xksi+ksi”3);
ksill=a/4x (l-ksi-ksi"2+ksi”"3);
ksi02=1/4x (2+3xksi-ksi"3);
ksil2=a/4* (-1-ksi+ksi"2+ksi"3);
etall=1/4«x (2-3*xetat+teta”3);
etall=b/4x (l-eta—-eta”2+eta’3);
etal2=1/4* (2+3*xeta—-eta”3);
etal2=b/4* (-1l-etateta”2+eta”3);
Nl=[ksiOlxetal0l ksill*etaOl ksiOlxetall ksill*etall]
N2=[ksi02+etall ksil2*etall ksiO2xetall ksil2*etall];
N3=[ksi02*xeta02 ksil2+xetal2 ksilO2+*etal2 ksil2xetall];
N4=[ksi0lxetal02 ksill*xeta02 ksiOlxetal2 ksill*etal2]

14

14

N=[N1 N2 N3 N47];

br=0;

b=0;

while b==0
br=br+1;

b=p (br,2)/2;
end
a=p(2,1)/2;
syms x y
ksi=x/a
eta=y/b
N=subs (N)
KKsi=[-0.9324695 -0.66120938 -0.238619186 0.238619186 0.66120938 0.9324¢
wi=[0.1713244923 0.360761573 0.4679139345 0.4679139345 0.360761573 0.17:

%% num gauss
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pr=0;
for j=1:6
for i=1:6
x=KKsi (i) xa;
y=KKsi (j) *b;
pr=pr+wi (j)*wi(i)»nléxx(a,b,x,vy);
i;
end
Ji
end
pr=double (pr) xax*b;
det (pr) ;
sparse (pr-pr’);
dr=0;
for j=1:6
for i=1:6
x=KKsi (1) *a;
y=KKsi (j) xb;
dr=dr+wi (j) *»wi (i) »nléxy(a,b, x,vy);
i;
end
Ji
end
dr=double (dr) xaxb;
det (dr) ;
sparse (dr-dr’) ;
tr=0;
for j=1:6
for i=1:6
x=KKsi (1) *a;
y=KKsi (J) xbj;
tr=tr+wi(j)*wi(i)+*nloyy(a,b,x,vy);

i;
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end
Ji
end
tr=double (tr) xaxb;
det (tr);
sparse (tr—-tr’);
F=pr+2«dr+tr;
K=double (F) ;
det (K) ;
sparse (K-K’);
SF=0;
for j=1:6
for i=1:6
x=KKsi (i) xa;
y=KKs1i (J) xb;
SF=SF+wi (J)»wi (i) *nl6source(a,b,x,vy);
i;
end
Ji
end
SF=double (SF) xax*b;
g0=0.01x1;
ni=0.3;
E=200000;
h=10;
D=E+h"3/(12x(1-ni"~2));
q0=g0/D;
SF=SFxq0;
%% odavde sve
num=max (size (p)) *4;
w=sparse (zeros (num) ) ;
F=0;

for n=l:max(size(q))
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w (l:num, 1l:num,n)=sparse(zeros (num)) ;
¥w(:, :,n)=sparse (zeros (num)) ;
sw=sparse(w(:, :,n))

ww=sparse (zeros (num) ) ;

qa=q(n, :);
pl (gg (1) -1)*4+1;
=(qq(2) -1) x4+1;
p3=(qq(3) 1) ~4+1;
p4=(qq(4)-1) x4+1;
gg=[pl pl+l pl+2 pl+3 p2 p2+l pP2+2 pP2+3 pP3 pP3+1l pP3+2 pP3+3 péd pid+l p!

for i=l:size (K)
for j=l:size (K)
w(qq (i), 9q(3))=K(i,3);
end

end
W=W+Ww;
n;

end

FF=0;

for n=l:max(size(q))
SW=W+w (:, :,n);
FE=FF+F (:, :,n);

end

W=w;

dl=(e-1)*4+1;

pn=(1:21)*4-1;

an=setdiff(l:length(FF(:,1)), pn)

for A = 1:length(an)
for P= 1l:length (pn)

Kaa(A,A)=W(an(A), an(aA));
Kap (A,P)=W(an(A), pn(P));
Ra(A,1)=FF (an(A));

Fakultet strojarstva i brodogradnje

66



Kresimir Duvnjak Diplomski rad

end
end
Vp=ones (length (pn), 1) *2;
Vp=sin (linspace (-pi/2,pi/2, length(pn))’);
Va=Kaa\ (Ra—-Kap*Vp) ;
for i =1l:length(an)
V(an(i),1l)=vVal(i);
end
for i =l:length (pn)
V(pn(i),1)=1;

end
efef=FF;
V=W \FF;

veee=V ;

vpa (max (abs (V) ),15)

plot (V)
erstens=([l:max(size(p))]-1)*4+1;
RR=ubac (V,dl);

erer=RR (erstens) ;

AA=0;

nx=ceil (((1000/ (2*a))+1));
ny=ceil ((500/ (2xb))+1);
AA=reshape (erer,nx,ny);

surf([l:ny], [1:nx],AA)

o\
o\

set (gca, 'Fontsize’,16)
title('Progib elasticne ploce ')
xlabel ("Duljina IL_y')
ylabel ("Duljina L_x")

zlabel (' Progib w, mm’)

(0]
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B. Prilozi

B.1. CD-R disk
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