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SAZETAK

Inverzno rotacijsko njihalo predstavlja primjer standardnog edukacijskog mehanickog
sustava s dva rotacijska stupnja slobode gibanja, opisanog slozenom nelinearnom
dinamikom. Ovaj rad prikazuje metode regulacije takvog sustava koristeéi razliCite
vrste regulatora. Za slu€aj potpuno upravljivog sustava, dizajnirani su standardni PD i
PID regulatori koji asimptotski stabiliziraju sustav u proizvoljnom polozZaju. Uveden je
predfilter referentne pozicije radi poboljSanja performansi regulacije te filter brzine pod
pretpostavkom da brzine nisu mijerljive. Za slucaj podupravljanog inverznog njihala,
provedena je linearizacija dinamiCkog modela te sinteza linearnog kvadrati¢nog
regulatora. S obzirom da linearni regulator nije u moguc¢nosti, za dovodenje njihala iz
ravnoteZznog poloZaja u podru€je oko inverznog poloZaja gdje regulaciju preuzima
linearni regulator, dizajniran je swing-up algoritam. Dodatno, za stabilizaciju njihala u

inverznom poloZzaju dizajniran je i neizraziti regulator.

Kljuéne rijeCi: inverzno rotacijsko njihalo, nelinearna dinamika, PD regulator, PID
regulator, linearizacija, linearni kvadrati¢ni regulator, swing-up algoritam, neizraziti

regulator
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SUMMARY

Inverted rotational pendulum is an example of a standard educational mechanical
system with two rotational degrees of freedom, described by complex nonlinear
dynamics. This work presents the control methods of such a system using various
types of controllers. In case of a fully actuated system, standard PD and PID controllers
for asymptotic stabilization at a desired position are designed. To improve the
controller performance, a desired position pre-filter and, assuming the speeds are not
measurable, a speed filter are introduced. In case of an underactuated rotational
inverted pendulum, the model has been linearized and a linear quadratic controller has
been designed. Since it is not possible using the linear controller, a swing-up algorithm
has been designed to drive the pendulum from the downward, hanging position
towards the inverted position where the linear controller takes over. Additionally, a

fuzzy regulator has also been designed to stabilize the pendulum in its upright position.

Keywords: rotational inverted pendulum, nonlinear dynamics, PD controller, PID

controller, linearization, linear quadratic controller, swing-up algorithm, fuzzy controller.
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1. UVOD

Inverzna njihala ve¢ dugo na podrucju strojarske automatike predstavljaju ogledni
primjer za razliCite pristupe automatskoj regulaciji sustava. Rotacijska komponenta u
inverznom rotacijskom njihalu u sustav unosi i dodatne dinamitke nelinearnosti i
nestabilnosti $to predstavlja izazov za regulaciju. Medutim, pristupi i metode regulacije
ovakvog i slinih sustava mogu posluziti i kao odlicna podloga za odredene mnogo
vece i korisnije sustave koji se pojavljuju u strojarskim rjeSenjima. Primjerice, prva
rieSenja regulacije inverznim njihalima posluzila su kao podloga u svemirskoj industriji,
za bolje razumijevanje dinamike lansiranja rakete. Naime, prilikom lansiranja,
ponaSanje rakete je izrazito nestabilno i potrebna je konstantna korekcija i nadzor

potisnika kako bi raketa ostala u uspravnom polozaju — kao i kod inverznog njihala.

Inverzno rotacijsko njihalo kojim se ovaj rad bavi, naziva se i Furuta njihalo, prema
znanstveniku sa Instituta tehnologije u Tokiju koji ga je izumio zajedno sa svojim
kolegama 1992. godine. U meduvremenu je prikazani sustav s dva stupnja slobode
gibanja postao ogledni primjer kompleksnog nelinearnog oscilatora, pogodnog za
iskuSavanje i edukaciju o razli¢itim teorijama upravljanja sustavima. S razvojem
modernih teorija upravljanja, ali i raCunalnih resursa, uspjesno je rijeSena i stabilizacija
njihala u inverznom poloZaju u podaktuiranoj konfiguraciji, odnosno u slu¢aju kad je
moguce upravljati samo prvim stupnjem slobode gibanja, odnosno rotirajucom

polugom, a samo njihalo je slobodno.

Cilj ovog rada je dizajnirati nekoliko uobi¢ajenih regulatora koji ¢e njihalo stabilizirati u
inverznom polozaju, bilo na temelju potpunog, nelinearnog matematickog modela ili
temeljem lineariziranog modela sustava. Ti regulatori ukljuCuju: PD regulator, PID
regulator, linearni kvadrati¢ni regulator i neizraziti (fuzzy) regulator. U sklopu toga
potrebno je dizajnirati i filtere za mjerenje brzine kako bi se regulatori mogli aplicirati i
na realnom modelu, ne samo u simulaciji, u kojem prilikom mjerenja postoje izvjesni

Sumovi i ostali poremecaji koji mogu znatno utjecati na performanse regulacije.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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U drugom poglavlju izvodi se precizan nelinearni matematicki model sustava na kojem
Ce se temeljiti regulatori iz sljedecCih poglavlja. Model sustava je prikazan u viSe
razliCitin formi radi lakSeg razumijvanja i implementacije u simulacijskom softveru -
MATLAB-u.

Kao podloga za dobivanje matematiCkog modela sustava i generalno za koristenje
objektivnih parametara sustava, iskoristen je proizvod Quanser Cube - Servo Inverted
Pendulum. |z tog sustava iskoristeni su mnogobrojni fizikalni parametri te je na temelju
konfiguracije dobiven matemati¢ki model. U slu€aju instalacije tog proizvoda u
laboratoriju, sve regulatore koji su dizajnirani u ovom radu moguce je direktno

primijeniti na instaliranom modelu.

U treCem poglavlju pristupa se sintezi regulatora pod pretpostavkom da je sustav
potpuno upravljiv, odnosno da je moguce upravljati i baznom polugom inverznog
rotacijskog njihala, i samim njihalom. Dizajniraju se standardni PD i PID regulatori te
prikazuju tipi€ni problemi. Takoder, u regulaciju se uvodi predfilter referentne pozicije
te filter za estimaciju brzine koji estimira brzinu na temelju mjerenja pozicije pomodu

enkodera, pri tome eliminirajuci Sum.

U Cetvrtom poglavlju uvodi se pretpostavka da sustav viSe nije potpuno upravljiv nego
je moguée samo upravljati kutom bazne poluge dok se njihalo slobodno vrti. Radi
dizajniranja linearnog regulatora u povratnoj petlji, pristupa se linearizaciji modela. Na
temelju lineariziranog modela, dizajnira se linearni kvadrati¢ni regulator (LQR) koji je u
mogucnosti stabilizirati njihalo u inverznom polozaju. Osim toga, dizajniran je i tzv.
swing-up algoritamn kojim je moguce njihalo iz donjeg ravnoteznog polozaja dovesti u

inverzni polozaj.

Konac¢no, temeljni cilj ovog rada je generirati simulacije sustava sa svakim od
dizajniranih regulatorima i dobiti rezultate odziva. Na temelju toga potrebno je
usporediti razliCite regulatore imajuci u vidu uspjesSnost i performanse regulacije te
kompliciranost i vrijeme dizajniranja regulatora te opravdanost koridtenja pojedinog
regulatora. Na kraju je potrebno donijeti zaklju€ak o tome koliko je opravdano i korisno
koristiti pojedinu metodu regulacije na ovakvom sustavu, Sto u konacnici vrijedi i za

brojne druge sustave slicne dinamike.
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2. MATEMATICKI MODEL SUSTAVA

2.1. Uvodno razmatranje

Za pravilnu analizu i regulaciju svakog sustava, potrebno je izvesti dovoljno precizan
matematicki model sustav, odnosno doéi do diferencijalnih jednadzbi koje opisuju

ponasanje sustava.

Dobar uvid u karakteristike sustava i njegovo ponaSanje omogucuje izvodenje
preciznijeg matematickog modela, na temelju kojeg dizajn regulatora moze biti bolji,
efikasniji i brzi u performansama. U ovom radu modeliranje sustava temelji se na
proizvodu tvrtke Quanser, njihovom inverznom rotacijskom njihalu naziva Cube - Servo

Inverted Pendulum.
Matemati¢ko modeliranje izvodi se imajuéi u vidu sljedeée pretpostavke:

- Svi fiksni spojevi su potpuno fiksirani

- Zanemaruju se zazori i labavosti u leZajevima i ostalim spojevima

- Krutost poluge i samog njihala je beskonacna

- Uzima se u obzir iskljucivo viskozno trenje, sva ostala su zanemarena (poput

statickog)

Bez navedenih pretpostavki, nelinearni model bi bio izrazito kompliciran te bi ga bilo
vrlo tesSko izvesti. S druge strane, i uz zanemarivanje gore navedenih fizikalnih pojava,

model sustava je dovoljno dobar za analizu i regulaciju.

2.2. Opis inverznog rotacijskog njihala

Inverzno rotacijsko njihalo prikazano je na slici 2.1. Ima dva stupnja slobode gibanja i
sastoji se od baze koja u sebi sadrzava elektricni motor. Elektriéni motor je fiksno
spojen s polugom koja leZi u horizontalnoj ravnini, a na koju je preko Sarke zakaceno
samo njihalo koje se moZe slobodno rotirati oko poluge. Na poluzi se takoder nalazi

inkrementalni enkoder visoke rezolucije koji sluzi za mjerenje kuta njihala.
Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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Slika 2.1 Inverzno rotacijsko njihalo

Premda je osnovna konfiguracija takva da je samo poluga aktuirana, moguce je dodati
elektricni motor za aktuaciju samog njihala - $to je opisano u poglavlju koje se bavi PD

i PID regulacijom potpuno aktuiranog sustava.
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2.3. Modeliranje sustava

Skica mehanickog dijela sustava u koordinatnom sustavu prikazana je na slici 2.2.
Model je smjesten u standardni desnokretni kartezijski koordinatni sustav. Poluga ima
duljinu L., masu m, i moment inercije J.. Kut poluge 6 povecava se ukoliko se poluga
giba u smjeru suprotnom od kazaljke na satu (CCW). Njihalo je spojeno na kraj poluge
te ima ukupnu duljinu L, i masu m,, a centar mase nalazi se na udaljenosti L,/2.
Moment inercije njihala oko centra mase iznosi J,. Kut njihala a iznosi 0° kada je njihalo
u potpuno uspravnom, inverznom polozaju. Kut se povecava ukoliko se njihalo giba u

smjeru suprotnom od kazaljke na satu (CCW).

Zo Pendulum
& Ja. 11
®
Yo
Xo ’ --al i

0> 0CCW Rotary arm
.

L,

Slika 2.2 Skica modela u koordinatnom sustavu
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Za pronalazak jednadzbi gibanja inverznog rotacijskog njihala iskoristena je Lagrange-
ova metoda umjesto klasi¢nih metoda u mehanici. Ova metoda Cesto se koristi kod

kompleksnijih sustava poput robota s viSe stupnjeva slobode gibanja.

Jednadzbe koje opisuju gibanje sustava, odnosno poluge i njihala u odnosu na
upravljacko djelovanje u motorima, dobit ce se pomocu Euler-Lagrangeove jednadzbe
(prema [1] i [5]):

0°L oL _
atdg; aqi_Qi (2.1)

Varijabla q; sadrzava generalizirane koordinate. Za ovaj sustav g; je definiran kako
slijedi:
_ [6®
a(®) = [a(t) 2.2)

gdje je 6(t) kut poluge, a a(t) kut inverznog njihala. Odgovarajuce brzine tih kuteva

Su

36(0)

| Ter

a9 = {5400 (2.3)
ot

S definiranim generaliziranim koordinatama, mogu se utvrditi konacne Euler-

Lagrangeove jednadZbe za sustav inverznog rotacijskog njihala:

9L 9L
096 96 &
(2.4)
0°L 0L
gtoa  da
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Potrebno je definirati operator, tzv. Lagrangian

L=T-V 2.5)

gdje je T ukupna kineti¢ka energija sustava, a I ukupna potencijalna energija sustava.

Stoga, Lagrangian predstavlja razliku izmedu kinetiCke i potencijalne energije sustava.

Generalizirane sile Q; sadrze vanjsko djelovanje na sustav, uklju€ujuci i viskozno trenje

i upravljacke momente motora. U ovom slu€aju, takva djelovanja na sustav su

Q1 =14 _Bré
(2.6)
Q2 =Ty _Bpa

gdje su

- 1, upravljacki moment poluge
- 1, upravljacki moment njihala (nepostojeéi u podaktuiranom sustavu)
- B, viskozno trenje, odnosno prigusenje poluge

- B, viskozno trenje, odnosno prigusenje njihala

Ukupna kinetiCka energija mehani¢kog sustava inverznog rotacijskog njihala iznosi

1 . 1 L2 .2 1
T=§]r6?2 +§mp(xp + 2, )+E]pa2
1 .

1 . 1
= E]FHZ + 7Mp [(Lré? — L, cos(a) 0'()2 + (—Lp sin(a) d)z] + E]po'c2 2.7)

1 . 2 .
= E(]r + merZ)Hz + gmprzdz —mpLyL, cos(a) Ba
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Jedina potencijalna energija u sustavu jest gravitacija samog njihala s obzirom da je

ravnina u kojoj lezi poluga osnovna, stoga ukupna potencijalna energija sustava iznosi

V = mpgLycos(a) (2.8)

Nakon $to se (2.7) i (2.8) supstituira u (2.5), (2.5) je potrebno uvrstiti u (2.4). Nakon
izvr§avanja cijelog niza parcijalnih derivacija (nije prikazano u radu?), dolazi se do

konacnih diferencijalnih jednadzbi gibanja sustava inverznog rotacijskog njihala:

11 . \s (1 .
(mer + Zmpr — Zmpr cos(a) +]r> 6 — (EmprLr cos(a)) a

+ <%mpo,sin(a)cos(a)) Oa + <%mprLrsin(a)> a? (2.9)

=T _Bre

1 } 1 1 .
- EmprLr cos(a) 6 + (]p + + Zmpo,) @ — ZmpL%cos(a) sin(a) 62

1 _ _ (2.10)
- Emprgsm(a) =1, — Bpa

Obje jednadzbe odgovaraju tipi€nom izrazu za jednadzZbe gibanja, prikazanom u

matricnom formatu:

M(@)4q+C(qqq+g(q =t (2.11)

1 IzvrSeno pomocu softverskog paketa MATLAB - Symbolic Math Toolbox
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Pri tome je M(q) € R™*" matrica inercija sustava, C(q,q)q je vektor Coriolisovih sila,
zvan i Christoffelov tenzor, g(q) € R™" je vektor gravitacijskih sila i momenata, a t €
R je vektor vanjskih sila i momenata, u ovom sustavu konkretno upravljacki
momenti koji djeluju na polugu i njihalo. q je vektor generaliziranih koordinata definiran
u (2.2). Neka su definirani slijedeci fiksni parametri radi konciznijeg zapisa i

jednostavnijeg preslikavanja modela u MATLAB softverski paket:

p1 = mpL%‘
p2 = mplL
py = myLyL: (2.12)

Ps = mprg

Temeljem jednadzbi gibanja sustava (2.9) i (2.10) te definiranih fiksnih parametara
(2.12), slijede matrice M(q) te vektori C(q,q)q,g(q) i t:

1 1 ) 1
Pr+7P2 = 3P2c05(@)” 4, —3ps cos(@)
M(q) = 1
~ 2 p3 cos(@) Iy + 772
1 | o .
[Epzsin(a)cos(a)é?a + Ep3sm(cx)a2 + BFH]
C(q,@q = 1
l - szcos(a) sin(a) 6% + Byd J (2.13)
0
= 1
g(@) [—Em sin(a)]

<[

Uvrstavajuci (2.2) i (2.13) u (2.11), dobija se sljedeéi zapis sustava:
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11 , 1
p1 + sz - sz cos(a)® +J, —§P3 cos(a) [9]
G
2

1 1
—5P3 cos(a) Jot7P

|

1 . 1 ' .
—p,sin(a)cos(a)8a + =pssin(a)a? + B.6
~ p2sin(@cos(@0d + 5 pasin(@)d? + B, 010

1 .
- szcos(a) sin(a) 62 + B,d

0 o
+ _—%m sin(a)] - [Tz]

Sto u potpunosti odgovara jednadzbama gibanja (2.9) i (2.10).

2.4. Prikaz sustava u prostoru stanja

Dobiveni matemati¢ki model potrebno je implementirati u softverski paket MATLAB
radi programske analize, dizajna regulatora i vr8enja simulacija. Model je moguce
implementirati kao standardnu MATLAB funkciju ili kao Simulink model pa, shodno
izboru, dizajnirati regulatore i vrSiti simulacije u MATLAB kodu ili u Simulinku koji se

viSe bazira na vizualni, blokovski pristup.

Zbog kompleksnosti predmetnog nelinearnog modela inverznog rotacijskog njihala,
medutim, u ovom radu nije dizajniran Simulink model nego je rad temeljen na
standardnoj MATLAB funkciji.

Zbog nacina na koji MATLAB simulira funkcije (solveri), potrebno je model sustava
drugacije zapisati da bi se na izlazu funkcije dobili Zeljena stanja - kutove poluge i

njihala te njihove brzine. Takav zapis je djelomiCan zapis u prostoru stanja.
Uvodi se vektor stanja sustava:

i[q] _ [ q
delal — IM(q)~"[t - C(q,9)q - g(q) (2.15)

gdje je
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1 M -M
M(q)-1 = 22 12]
(@ M;1Myy — MypMay |=Mpy My (2.16)

Kada se uvrste kutovi umjesto vektora generaliziranih koordinata q, zapis se pretvara
u 4 jednadzbe koje je moguce implementirati u MATLAB funkciju. Odgovarajudi
MATLAB kod nalazi se u Prilogu B.
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2.5. Parametri sustava
Prije vrSenja bilo kakvih simulacija, potrebno je definirati sve konstante parametre u

modelu sustava. U ovom sluCaju iskoriSteni su parametri dani od proizvodaca za realni
model Cube - Inverted Rotational Pendulum, [12].

Tablica 1 Parametri sustava

Parametar | Iznos Jedinica
my 0,024 kg
L, 0,129 |m
Jp 3,33x10° | Nms?
L, 0,085 m
Jr 5,72x10° | Nms?
g 9,81 m/s?
B, 2,34x10° | Nms/rad
B, 1,7x10° | Nms/rad

2.6. Simulacija nelinearnog modela

Nakon dobivenog nelinearnog modela sustava inverznog rotacijskog njihala, pozZeljno
je izvrsiti simulaciju sustava u open-loop konfiguraciji, odnosno bez upravljackih

djelovanja, da bi se stekao dojam o ponasanju sustava. Pocetni uvjeti su sljedeci

a(0) = 0.1 0(0) = 6(0) = @(0) =0

Odziv sustava prikazan je na slici 2.3. Primjeéuje se oCekivana oscilacija njihala, tj.

njegovog kuta i smirivanje u donjem polozaju.
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0.6 T T T T T T T r r

0.4F .

i1, rad

0z} ]

04} :

0.6 I 1 L i L L L L L

Slika 2.3 Odziv nelinearnog sustava u otvorenoj petlji
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3. REGULACIJA POTPUNO UPRAVLJIVOG SUSTAVA

3.1. Uvodno razmatranje

Sustav inverznog rotacijskog njihala je potpuno upravljiv ukoliko je moguce aplicirati
upravljacki moment i na polugu i na njihalo, odnosno kada je T = [T1 T2]7, kako je i
prikazano u prethodnim jednadZzbama sustava. Premda se cijela ideja inverznog
rotacijskog njihala gubi dodavanjem upravljacCkog mehanizma na samom njihalu -
njihalo, naime, po definiciji ne bi trebalo imati upravljacki mehanizam - svrha ovakve
strukture sustava je druga. Naime, velika veéina robota i robotskih manipulatora ima
gotovo identi¢nu strukturu i matematiCke modele te se njihova regulacija tipi¢no izvodi
pomocu PD i PID regulatora. Dakle, jedan robot s dva linka (dva stupnja slobode
gibanja) i motorom u svakom zglobu predstavlja potpuno analogan sustav potpuno

upravljivom sustavu inverznog rotacijskog njihala.

Svrha ovog poglavija je dizajnirati jednostavne PD i PID regulatore za regulaciju
pozicije, implementirati predfilter referentne pozicije i filter brzine, zatim izvrsiti

simulaciju i generirati odgovarajuce odzive sustava.

3.2. Regulacija pozicije pomoc¢u PD regulatora

Osnovna metoda regulacije, odnosno jedna od metoda metoda koju se najcesce
primarno razmatra prilikom sinteze regulatora, jest regulacija pomoc¢u PD regulatora.
PD regulator kontinuirano izraCunava pogre$ku regulacije, odnosno razliku izmedu
Zeljenog, referentnog iznosa regulirane veli€ine i stvarnog iznosa regulirane veli€ine.
Stvarni iznos regulirane veli€ine dobiva se mjerenjem ili indirektnim izraCunavanjem te
se u povratnoj petlji vrac¢a nazad u regulator za usporedbu s referentnom veli¢inom sto

tvori zatvorenu petlju, odnosno closed loop regulator. Na temelju regulacijske
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pogreske, regulator nastoji djelovati na upravljacke veli€ine u objektu regulacije,

minimizirajuci pogresku regulacije preko sljedeée jednadzbe

de(t)

u(t) = Kpe(t) + Ky

gdje je e(t) pogreska regulacije, K, pojacanje proporcionalne komponente regulatora,
a K4 pojacanje derivacijske komponente regulatora. Proporcionalno pojacanje utjeCe
na trenutne vrijednosti pogreske, a derivacijsko pojacanje utjeCe na moguce buduce

vrijednosti pogreske.

Za sustav inverznog rotacijskog njihala, primijenjena je ista struktura regulatora.
IskoriStene su generalizirane koordinate sustava pa je regulator primjenjiv za obje
upravljacke varijable, odnosno za oba kuta sustava. Slika 3.1 prikazuje PD regulator u

blokovskoj shemi.

Y

T INVERZNO q
ROTACILSKD
MJIHALO

Qg

Y

VA

d/dt

Slika 3.1 Shema PD regulatora

Iz sheme PD regulatora slijedi da je

d(qq(t) —qa®))
d

T(t) = Kp(qa(t) — q(®)) + Kq " (3.2)
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Takva struktura implementirana je u postojeéu MATLAB funkciju modela sustava.
Pojacanja K, i K5 odredena su rucnom metodom, na nacin da se proporci