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linearna, nelinearna matrica transformacije
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desni Cauchy — Greenov tenzor deformiranosti
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Vi, Vy, Vy
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X, Y, Z
X,Y,Z

m/s* globalni vektor ubrzanja
m/s globalne brzine u smjeru osi X, Y, Z (u Abaqusu)
m/s brzina u smjeru osi X, y, z
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J rad vanjskih poopcenih sila

- globalne Kartezijeve koordinate (u Abaqusu)
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- Rayleighev parametar priguSenja
- Rayleighev parametar priguSenja
- Kroneckerov delta operator
S vremenski inkrement
- Green — Lagrangeov tenzor deformacije
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unutarnja energija cijelog sustava (Abaqus)

kineticka energija cijelog sustava (Abaqus)

rad vanjskih sila koje djeluju na sustav (Abaqus)
gredni element prvog reda (Abaqus)

gredni element drugog reda (Abaqus)

diferencijalno algebarske jednadzbe (eng. Differential-Algebraic Equations)
eksplicitna metoda (Abaqus)

Gearov integrator krutih jednadzbi (Adams)
Hilber-Hughes-Taylorov integrator (Abaqus, Adams)
implicitna metoda (Abaqus)
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MKE metoda konac¢nih elemenata

MNF modalno neutralna datoteka (eng. Modal Neutral File) (Abaqus, Adams)
NLGEOM  geometrijska nelinearnost (eng. Non Linear GEOMetry) (Abaqus)

N-R Newton — Raphsonov postupak iteracije

ODE obi¢ne diferencijalne jednadzbe (eng. Ordinary Differential Equations)
PDE parcijalne diferencijalne jednadzbe (eng. Partial Differential Equations)
RKF45 Runge-Kutta-Fehlberov integrator 4 i 5 reda (Adams)

WSTIFF Wielenga integrator krutih jednadzbi (Adams)

Notacija
U radu je, gdje je za to bilo potrebe, koristena posebna notacija varijabli. Za proizvoljnu

tenzorsku varijablu X definirani su lijevi i desni indeksi.
Lijevi indeksi se koriste za definiranje konfiguracije u kojoj se varijabla deSava i
konfiguraciju na koju se odnosi, tj. u kojoj se mjeri, na nacin

2 X,
gdje je a konfiguraciju u kojoj se varijabla mjeri, a b konfiguracija u kojoj se varijabla
desava.
Ukoliko se izostavi lijevi donji indeks na nacin

b ¢ ,
tada se varijabla mjeri u konfiguraciji u kojoj se deSava, u ovom slucaju je to konfiguracija
b.

Za ovakve varijable ¢e se Cesto koristiti indeksni zapis kojim Se oznacava definicija i red

tenzora
Xijkl ,

gdje je Xiju tenzor Cetvrtog reda, a i, J, K i | poprimaju vrijednosti 1, 2 i 3.
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SAZETAK

Tema ovog diplomskog rada je racunalna dinamika deformabilnih tijela s primjenom u

dinamici sustava vise tijela.

Cilj rada je provesti raCunalnu analizu dinami¢kog odziva sustava deformabilnih tijela
koriStenjem metode konacnih elemenata izvedenih teorijom velikih pomaka i metodom
dinamike sustava vise tijela koja ukljucuje reducirane modele pojedinih deformabilnih

¢lanova sustava.

Analiza je izvrSena numericki na primjeru mehanizma s tri grede pomoc¢u metode konacnih
elemenata u komercijalnog programskom paketu Abaqus i pomoc¢u metode dinamike sustava
vise tijela u komercijalnom programskom paketu Adams.

Rad je podijeljen na pet poglavlja i tri dodatka.

U prvom, uvodnom poglavlju, ukratko je objasnjena problematika primijenjene dinamike s
naglaskom na dinamiku deformabilnih sustava viSe tijela.

U drugom poglavlju opisana je teorija vezana za racunalnu dinamiku deformabilnih tijela.
Dan je pregled i opis koriStenih algoritama, ukljucujuc¢i formulaciju problema dinamike
deformabilnih tijela i metode redukcije reda modela pojedinih ¢lanova sustava.

U tre¢em poglavlju ukratko su opisani koriSteni, komercijalno dostupni, programski paketi
Abaqus i Adams.

U cetvrtom poglavlju provedena je numericka analiza dinamickog odziva mehanizma s tri
grede koje su modelirane kao deformabilne. Grede diskretizirane kona¢nim elementima
koriStene su u programskom paketu Abaqus te u programskom paketu Adams kao reducirani
modeli.

U petom poglavlju ovoga rada dan je kratak osvrt na problematiku primijenjene racunalne
dinamike te je izveden zakljucak o dobivenim rezultatima racunalne analize.

U posljednja tri poglavlja, odnosno dodatka, ukratko je dan pregled osnovnih izraza mehanike
kontinuuma, modeliranja prigusenja i frekvencijske analize.

Kljuéne rijeci: racunalna dinamika, deformabilni sustav vise tijela, redukcija reda modela,

metoda kona¢nih elemenata, nelinearna analiza, Abaqus, Adams.
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SUMMARY

The subject of this thesis is computer dynamics of deformable bodies with application in

multibody dynamics.

The aim of this work is to carry out computer analysis of dynamic response of deformable

body system using a large displacement finite element method and multibody system method
which includes reduced models of individual deformable body.

Analysis was carried out numerically on example of three bar mechanism using finite element
method in commercial software package Abaqus and using multibody dynamics method in

commercial software package Adams.
The work is divided into five chapters and three appendices.

In the first, introductory chapter, issues of applied dynamics is briefly explained with a focus

on flexible multibody dynamics.

In the second chapter, theory regarding computer dynamics of flexible bodies is described. An
overview and explanation of used algorithms is given, including formulation of flexible body

dynamics problem and methods used to reduce model order of individual system members.

The third section briefly describes used, commercially available, software packages Abaqus

and Adams.

In the fourth chapter numerical analysis of dynamic response of three bar mechanism is
carried out. Bars modeled as flexible bodies and discretized with finite elements are used in

software package Abaqus and as reduced models in software package Adams.

In the fifth chapter of this paper a brief review is given together with the conclusion on the

results of numerical analysis.

In the last three chapters, appendices, an overview of fundamental expressions in continuum

mechanics, modeling of damping and frequency analysis is given.

Key words: computer dynamics, flexible multibody systems, model order reduction, finite

element method, nonlinear analysis, Abaqus, Adams.
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1. Uvod

Danasnje konstrukcije i proizvodi kompliciranih su i nepravilnih oblika koje je nemoguce
proracunati standardnim analitickim metodama. Upravo iz tog razloga razvijene su razlicite
numericke metode proracunavanja koje s razvojem racunala sve vise dolaze do izrazaja. Jedna
od tih metoda je metoda kona¢nih elemenata kojom se s modernim racunalima mogu
relativno brzo rjesavati zahtjevni dinamicki problemi. Racunalna dinamika deformabilnih
tijela koriStena u analizi numerickih primjera u ovom radu takoder se temelji na metodi

konaénih elemenata.

Veliki broj dana$njih konstrukcija sa€injen je od vise tijela koja su medusobno povezana na
razli¢ite nacine. Dinamika sustava viSe tijela (eng. dynamics of multibody systems) bavi se
dinamikom krutih tijela, a eventualne elasticnosti definiraju se kroz razne pojednostavljene

elemente kao $to su npr. opruge.

Na dana$nje konstrukcije zahtjevi su sve veci te se tezi optimiranju istih u svrhu smanjenja
naprezanja, deformacija 1 mase, produljenja Zivotnog vijeka 1 slicno. Da bi se to omogucilo
potrebno je spregnuti dva podrucja — dinamiku krutih i deformabilnih tijela. Time se javlja
potreba za detaljnijim proucavanjem dinamike deformabilnih tijela. Osim toga, takvi problemi
najcesce su vrlo kompleksni 1 nelinearne prirode te se ve¢inom rjeSavaju numericki, odnosno

rac¢unalno.

U radu su prikazani osnovni koncepti dinamike sustava viSe tijela i dinamike deformabilnih
tijela te kako ih dovesti u spregu tako da ¢ine deformabilni dinamicki sustav viSe tijela (eng.
flexible multibody dynamic system). Koncepti su prikazani kroz pregled i opis koristenih
algoritama, formulaciju problema dinamike deformabilnih tijela te metode redukcije reda

modela pojedinih ¢lanova sustava.

Pojasnjena je teorija vezana za rjeSavanje problema dinamike u programskom paketu Abaqus
za numeri¢ku analizu konstrukcija. Ukratko je pokazana procedura dobivanja reduciranih
modela deformabilnih tijela namijenjenih za implementaciju u programskom paketu Adams
za analizu dinamickih sustava viSe tijela. Dva navedena programska paketa, iako izvorno
namijenjena za rjeSavanje potpuno drugacijih problema, vremenom su se razvila te se
trenutno preklapaju upravo u podrucju racunalne dinamike deformabilnih tijela. 1z tog razloga

napravljena je usporedba rezultata na numeri¢kom primjeru.
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1.1. Motivacija

Od modernog inzenjera ocekuje se suvereno koriStenje dostupnih racunalnih alata temeljenih
na kompleksnoj teorijskoj pozadini koju treba razumijeti kako bi se program mogao
ucinkovito primijeniti u praksi.

Rad je nastavak na ve¢ postojece radove vezane uz problematiku nelinearne numericke
analize konstrukcija, dinamike sustava vise tijela i dinamike deformabilnih tijela. U Zelji za
stjecanjem novih 1 proSirivanju postojecih znanja iz navedenih podrucja odlucio sam odabrati

temu diplomskog rada upravo tako da obuhvati ta podrucja.

Na prijedlog mentora, za temu smo odabrali ra¢unalnu dinamiku deformabilnih tijela. Cilj
rada je proSiriti znanja iz podrucja dinamike deformabilnih tijela kroz proucavanje dostupne
literature te rjeSavanjem racunalnih analiza koriste¢i komercijalno dostupne programe Abaqus

I Adams.
1.2.  Podjela problema dinamike

Dinamika je podrucje klasicne mehanike koja proucava djelovanje sila na gibanje tijela i
obratno. Dinamika je utemeljena Newtonovim zakonima gibanja. Problemi dinamike mogu se
svesti na direktne dinamicke probleme (eng. forward dynamics) i inverzne dinamicke
probleme (eng. inverse dynamics). Osim tih podrucja, dinamika se takoder bavi i vibracijama
te kao posebna grana dinamike je optimizacija (eng. optimisation) [1].

Direktni dinamicki problem se bavi odredivanjem gibanja sustava koji je optereéen silama i
momentima. Opisan je parcijalnim diferencijalnim jednadzbama (PDE, eng. partial
differential equations), a u vecini slucajeva se moze Svesti na rjeSavanje obicnih
diferencijalnih jednadzbi (ODE, eng. ordinary differential equations). Takav sustav
karakteriziraju velike rotacije, elementi za povezivanje unutar sustava posjeduju nelinearne
karakteristike i sli¢no. Ovisno o formulaciji matematickog modela, uvode se dodatne
algebarske jednadzbe ¢ime se dobivaju diferencijalno algebarske jednadzbe (DAE, eng.
differential algebraic egaution)

Inverzni dinamicki problem se bavi odredivanjem zadanih i reakcijskih sila i momenata koje
djeluju na sustav kojemu je poznato gibanje. U veéini slucajeva se inverzni dinamicki

problem svodi na sustav algebarskih jednadzbi.

Problem vibracija se naj¢es¢e svodi na odredivanje sustava vlastitih vrijednosti i formi

vibriranja (vlastitih vektora), s obzirom da se najeS¢e razmatraju problemi u linearnom
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podrucju, odnosno ograni¢eni malim pomacima. Problemi vibracija mogu se rjeSavati u
frekvencijskoj i vremenskoj domeni. Ako se problem razmatra u frekvencijskoj domeni
dobivaju se rjeSenja koja pokazuju koje su forme vibriranja najviSe izraZzene pri odredenoj
frekvenciji. Za razliku od toga, razmatranje problema u vremenskoj domeni daje uvid u odziv
neke promatrane varijable (npr. pomaka) u vremenu. U ovom kontekstu se moze razmatrati i
stabilnost sustava. Za zahtjevnije analize provodi se i nelinearna vibracijska analiza. Navedeni
problemi se najcesce rjeSavaju modernim alatima — racunalnim programima. U ovom radu

spomenut Ce se tri najceS¢a problema primijenjene dinamike.
1.3.  Problemi primijenjene dinamike

Svaki od navedenih problema dinamike zasniva se na posebnim pretpostavkama pri
modeliranju 1 rjeSavanju jednadzbi dobivenih matematickim modelom, pa su iz tog razloga

razliite i metode kojima se pristupa rjeSavanju odredenog problema [1].

Iz razloga §to je klasi¢nim, analitickim metodama vrlo zahtjevno i mnogim sluc¢ajevima
nemoguce rijesiti kompleksne dinamicke sustave koji se pojavljuju u danaSnjem vremenu,

razvila se ra¢unalna dinamika.

Racunalna dinamika se uglavnom koristi za rjeSavanje kompleksnih sustava za koje je
nemoguce ili neisplativo dobiti analiticko rjeSenje. Rije¢ je o konstrukcijskim sustavima
sacinjenih od viSe tijela (eng. multibody systems) koji sadrze velik broj tijela povezanih
razli¢itim vezama. NajceS¢e se radi o sustavima krutih tijela, no kombiniranjem racunalne
dinamike krutih tijela s metodom konacnih elemenata moguce je rjeSavati i probleme

racunalne dinamike deformabilnih sustava vise tijela.

1.3.1. Strukturalna dinamika

Strukturalna dinamika (eng. structural dynamincs) se bavi deformabilnim mehani¢kim
strukturama ¢iji su segmenti optereceni silama i momentima te su U pravilu ogranieni na
male pomake i male rotacije. Inzenjerska svojstva, kao §to su viskoelastiCnost i masa,
distribuirani su po citavoj strukturi. Matematicki model se najces¢e svodi na parcijalne
diferencijalne jednadzbe, a koji se nakon diskretizacije sustava matematickim modeliranjem
svodi na obi¢ne diferencijalne jednadzbe. KoriStenjem ve¢ dobro poznatih metoda, kao §to je
metoda konacnih elemenata, dobiva se mogucnost koriStenja komercijalnih i robusnih
procedura kako bi se rijesio problem strukturalne dinamike [1], [2]. Strukturalna dinamika
moze posluziti za rjeSavanje dinamickih problema u svrhu odredivanja dinamickih pomaka ili

modalnih formi vibriranja.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3



Bruno Dogancié Diplomski rad

1.3.2. Dinamika sustava vise tijela

Dinamika sustava vise tijela (eng. multibody dynamics) bavi se mehanickim sustavom
sastavljenim od medusobno povezanih krutih tijela kojima su dozvoljeni veliki pomaci i
velike rotacije. Tijela su medusobno povezana elementima kinematskih ogranicenja i
razli¢itim elementima za povezivanje. Stvarna svojstva zadanog problema, kao §to su
viskoelasti¢nost 1 inercija, diskretizirana Su tokom procesa oblikovanja mehanickog modela.
Matematicko modeliranje stvorenog mehanickog modela svodi se na obi¢ne diferencijalne

jednadzbe ili diferencijalno-algebarske jednadzbe [1].

Koncept dinamike sustava viSe tijela danas ima jako Siroku primjenu u auto industriji,

robotici, mehatronici, biomehani¢kim sustavima, raznim mehanizmima i sli¢no.

Kada se govori o krutim tijelima moze se reci da je polje deformacija tog tijela € = 0, no i
dalje mogu postojati koncentrirane elasticne komponente, kao Sto su elasti¢ni zglobovi (eng.
flexible joints) i elementi sila (eng. force elements) koji sluze za povezivanje dvaju idealno

krutih elemenata, a predstavljaju lokaliziranu elasti¢nost [7].

1.3.3. Dinamika deformabilnih sustava vise tijela

Spregom prije navedenih sustava dobije se dinamika deformabilnih sustava vise tijela (eng.
flexible multibody dynamics). U okviru dinamike deformabilnih sustava vise tijela, neka od
tijela ili segmenti sustava su deformabilni. U takvom sustavu su i1 dalje medusobnim
kinematickim ogranicenjima 1 razli¢itim spojnim elementima povezana tijela, ali sada osim
krutih tijela mogu postojati i deformabilna tijela. Takav problem najc¢esce se bavi rjeSavanjem
nelinearnih struktura ¢iji su segmenti podvrgnuti velikim pomacima i zakretima krutog tijela

te s deformacijama unutar pojedinih tijela.

Dinamika deformabilnih sustava vise tijela moze se podijeliti na dinamiku linearno elasti¢nih
sustava viSe tijela i dinamiku nelinearno elasti¢nih sustava vise tijela, pri ¢emu se linearnost
odnosno nelinearnost odnosi na pretpostavke pod kojima se rjeSavaju jednadzbe ravnoteZze.
Tako se za linearnu analizu moze rec¢i da se pretpostavljaju mali pomaci, odnosno da tenzor
deformacija € << 1, ravnoteza se razmatra na nedeformiranom obliku, optere¢enje ne mijenja
smjer, ponaSanje materijala je linearno elasticno, a veza izmedu deformacija i pomaka takoder
je linearna. Na linearno elasticne probleme lako se primjenjuje frekvencijska analiza. Za
nelinearnu analizu s druge strane vrijede veliki pomaci (geometrijska nelinearnost), ravnoteza

se postavlja na deformiranom obliku, optere¢enje moze mijenjati smjer, ponasanje materijala
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ne mora biti linearno elasti¢no (postoji materijalna nelinearnost, pojavljuju se plasti¢ne

deformacije), te veza izmedu deformacija i pomaka u opéem slucaju nije linearna [5], [6], [7].
1.4.  Modeliranje mehanickih sustava

Modeliranje mehanickih sustava moze se podijeliti u dva koraka. Prvi korak je mehanicko
modeliranje kojim se nastoji modelirati geometrija 1 veze medu pojedinim dijelovima, pri
¢emu treba imati na umu da se u model ukljuce svi elementi i efekti koje se zeli proucavati.
Model treba biti dovoljno kompliciran kako bi obuhvatio Zeljeni interes, a opet dovoljno
jednostavan kako bi se zadovoljila Zeljena toCnost i brzina racunanja. Na osnovu tog
mehanickog modela stvara se matematicki model. Kako mehanicko, tako ni matematicko
modeliranje nije jedan i jedinstveni postupak, ve¢ ovisi od problema do problema, odnosno od

zahtjeva i ciljeva koji se Zele dobiti odredenom analizom.

1.4.1. Mehanicko modeliranje

Kljucan kriterij mehani¢kog modeliranja (eng. mechanical modeling) je da gotovi mehanicki
model mora mo¢i opisati (uzeti u obzir) sva mehanicka svojstva stvarnog sustava koji se
promatra, a sve sa Zeljenom tocnos$¢u. Obzirom na promatrani problem i zeljene rezultate
sustav se modelira kao problem dinamickog sustava vise tijela ili kao strukturalni dinamicki
problem ako su od interesa forme vibriranja. Opc¢enito se sustavi sastavljeni od krutih tijela
koji su medusobno povezani raznim spojnim elementima, a koji su podvrgnuti velikim
pomacima 1 rotacijama, te malim vibracijama mogu modelirati kao dinamicki sustavi viSe
tijela. Ako je u interesu promatrati i deformabilnost pojedinih segmenata sustava pribjegava
se modeliranju problema kao dinamickom deformabilnom sustavu vise tijela. Na slici 1

prikazan je postupak mehanickog modeliranja.

Slikal. Mehani¢ko modeliranje robotske ruke
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1.4.2. Matematicko modeliranje

Matematicko modeliranje (eng. mathematical modelling) je proces formuliranja sustava
jednadzbi koji opisuje gibanje i druge fizikalne pojave koje se pojavljuju na promatranom
mehanickom modelu. Za neke posebne (Cesto puta samo jednostavne) slucajeve postoji i
analiticki zapis problema koji moZe posluziti za verifikaciju numerickih procedura.
Matematicki modeli nastali su iz prouCavanja gibanja CcCestica koje reprezentiraju
koncentrirane mase 1 krutih tijela na ¢ije gibanje su primijenjeni klasi¢ni zakoni mehanike
(kao sto su Newtonovi zakoni gibanja). Ti matematicki modeli proSiruju se kako bi se opisale
I druge fizikalne pojave, kao $to je na primjer deformabilnost tijela. U ovom radu koristena su
dva matematicka modela. Jedan se temelji na metodi konacnih elemenata koristenjem teorije
velikih pomaka, a drugi na metodi dinamike sustava vise tijela koja ukljucuje reducirane

modele pojedinih deformabilnih ¢lanova sustava.
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2. Racunalna dinamika deformabilnih tijela

Nekom dinamickom problemu moze se pristupiti na vise nacina. Ovisno o trazenim
rezultatima, analiti¢ar koji se bavi dinamikom treba procijeniti kakve je prirode razmatrani
dinamicki problem i prema tome odabrati koji je pristup najbolji. U uvodu je re¢eno koji su
najces¢i problemi primijenjene dinamike.

U nastavku ovog poglavlja prikazati ¢e se formulacija problema dinamike deformabilnih tijela
1 redukcije modela pojedinih ¢lanova sustava. Kroz uvid u dobivene jednadzbe te uvedene
pretpostavke, pojedinac treba odluciti hoce 1i rjeSavati zadani problem kao problem

strukturalne dinamike, dinamike krutih tijela ili dinamike deformabilnih tijela.

KoriStenjem metode konacnih elemenata mogu se izvesti jednadzbe za rjeSavanje problema
strukturalne dinamike kao $to su modalna analiza, proucavanje vibracija, propagacija vala
unutar strukture, mjerenje deformacija, naprezanja i pomaka konstrukcije i sli¢no. Primjer

strukturalne analize je odredivanje slobodnih prigusenih ili neprigusenih vibracija.

Koristenjem koncepta dinamickih sustava krutih tijela mogu se uzeti u obzir slozeni sustavi
saCinjeni od viSe tijela, ako je u interesu proucavanje utjecaja inercijalnih sila, sila prigusenja i
elasti¢nosti u vezama medu tijelima, zatim kinematika gibanja sustava i sli¢no.

Ukoliko je u interesu proucavanje strukturalnog odziva deformabilnih konstrukcija sa¢injenih
od vise tijela, problemu se moze pristupiti koriStenjem dinamike sustava deformabilnih tijela.
Takav pristup moze dati rjeSenja strukturalne dinamike kao Sto su na primjer vibracije ili
naprezanja u pojedinom tijelu, ali i rjeSenja koja se dobiju koristenjem dinamike sustava vise

tijela kao $to je kinematika gibanja ili utjecaj inercijskih sila uslijed velikih rotacija i pomaka.
2.1. Metoda konac¢nih elemenata

Metoda konac¢nih elemenata (skraceno MKE) je numericka metoda temeljena na diskretizaciji
kontinuuma. S obzirom da je numericka metoda, MKE ujedno je i1 priblizna metoda. Po svojoj
definiciji iz tog razloga MKE unosi gresku u rjeSenje. Odabirom prikladnih formulacija i
algoritama te pravilnom diskretizacijom razmatranog kontinuuma moguce je kontrolirati

gresku i zadrzati je unutar dozvoljenih granica.

Zbog svoje robusnosti i mnogostranosti zauzela je svoje mjesto u mnogim podrucjima

primijenjene matematike pa tako i u mehanici deformabilnih tijela. Daljnjim razvojem MKE
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podrucje rjesavanja se proSirilo na gotovo sva podrucja primijenjene mehanike, a danas

predstavlja sveprisutan alat u numerickoj analizi konstrukcija.

U okviru mehanike kontinuuma najprije je izvedena formulacija za rjeSavanje osnovnih
statiCkih linearnih problema na temelju teorije malih pomaka, a posebne formulacije MKE
prosirile su joj podru¢je primjenjivosti tako da danas moze rjeSavati slozene dinamicke i
nelinearne probleme.

Dinamicki problemi su opcenito nelinearni, a formulacijom metode kona¢nih elemenata
koriStenjem teorije velikih pomaka dobiven je alat koji moze rjeSavati nelinearne 1 dinamicke
probleme. U radu je stoga dan pregled i opis koristenih algoritama, ukljucujuci i formulaciju

problema dinamike deformabilnih tijela. Dobar dio teorije preuzet je iz [2].
2.2. Metoda konac¢nih elemenata koriStenjem teorije velikih pomaka

Linearna analiza, koja se temelji na pretpostavci da su pomaci konacnih elemenata
infinitezimalno mali 1 da se materijal ponaSa linearno elasticno, dobar su pocetak za
istrazivanje bilo kojeg problema jer daju uvid u kvalitetu koriStene mreze konacnih
elemenata, a osim toga i uvid u moguce nelinearnosti. Linearna analiza takoder
podrazumijeva da se rubni uvjeti ne mijenjaju tokom analize. Takve pretpostavke rezultiraju
jednadzbom ravnoteze za staticke probleme koja se moze napisati kao

KV =R, 1)
gdje je K globalna matrica krutosti proracunskog modela, V je vektor globalnih stupnjeva

slobode, a R je vektor ¢vornih sila prora¢unskog modela.

Jednadzba (1) predstavlja jednadZbu staticke ravnoteze za linearne probleme. Ovdje je
matrica krutosti K linearnog karaktera, te stoga vrijedi linearna superpozicija, a sama ovisnost
sila 1 pomaka takoder je linearna. Za ovakav sustav linearnih jednadzbi postoji jednoznacna
veza izmedu krutosti i opterecenja. Ukoliko je bilo koji od gornjih uvjeta narusen, problem
postaje nelinearan.
Nelinearni problemi u pravilu, osim za probleme kod kojih se mijenjaju rubni uvjeti (kao kod
npr. kontakta), nastaju zbog kinematske nelinearnosti i materijalne nelinearnosti pa se
problemi nelinearnosti mogu podijeliti na:
e Materijalnu nelinearnost — koju opisuju infinitezimalni pomaci i deformacije, a pri
¢emu je ovisnost naprezanja i deformacija nelinearna. Koristi se formulacija samo

materijalne nelinearnosti.
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e Kinematsku nelinearnost — koju opisuju velike rotacije i veliki pomaci. Moze se
podijeliti na dva slucaja:

o Za deformacije se pretpostavlja da ostaju male. U ovom slu¢aju se bez obzira
na to Sto se sustav podvrgava velikim rotacijama 1 velikim pomacima, i dalje
ograni¢ava na male deformacije. Pri tome se materijal moze modelirati kao
linearan ili nelinearan. Obi¢no se koriste totalna Lagrangeova formulacija (TL,
eng. Total Lagrangian) i azurirana Lagrangeova formulacija (UL, eng.
Updated Lagrangian),

o Deformacije mogu biti velike. U ovom slucaju se sustav podvrgava velikim
rotacijama i velikim pomacima, ali pri ¢emu mogu postojati i Vvelike
deformacije, dok se materijal moze modelirati kao linearan ili nelinearan. Kao
I kod problema malih deformacija koriste se TL formulacija ili UL formulacija.

Kao nelinearnost podrazumijeva se i kontakt, kod kojeg se mijenjaju rubni uvjeti, a moze se
promatrati skupa s prije navedenim nelinearnostima.
U ovom radu obradit ¢e se slucaj kinematske nelinearnosti u kojem je sustav podvrgnut
velikim rotacijama i velikim pomacima, a deformacije mogu biti proizvoljno velike.
Dinamicki problem moze se formulirati na osnovu osnovnog statickog problema na sljedeci
nacin. Pretpostavi li se da su opterecenja koja su dodijeljena na granici sustava dovoljno brza
da utjeCu na rezultate, odnosno da se viSe ne mozZe razmatrati statiCka ravnoteza (1) veé se
uzima u obzir utjecaj inercijskih sila, koji se mogu d'Alambertovim principom ukljuciti u
volumne sile. Jednadzba ravnoteze za dinamicki problem, uz pretpostavku da su ubrzanja
opisana istim interpolacijskim funkcijama kao i pomaci, sada se moze zapisati kao

MV(t) + KV(t) = R(t), (2)
gdje su V(t) ubrzanja u ¢vorovima, M je matrica mase, a za razliku od statickog slucaja,
globalni pomaci V(t) i vektor ¢vornih sila R(t) sada su ovisni 0 vremenu. Osim toga, kada se
mjeri odziv dinamickih sustava primjecuje se disipacija energije tokom gibanja (vibriranja)
stoga treba modelirati i prigusenje koje je ovisno o brzini i s njom spregnuto, a sli¢no kao
inercijske sile, sile prigusenja ukljuuju se u volumne sile, te se dobije konacni izraz koji

opisuje dinamic¢ki priguseni sustav pobuden vremenski ovisnom uzbudom
MV(t) + CV(t) + KV(t) = R(t), (3)

gdje je V brzina u ¢vorovima, C je matrica prigusenja, a R(t) vremenski ovisna uzbuda.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 9



Bruno Dogancié Diplomski rad

Izrazi (2) i (3) su linecarne jednadzbe s konstantnim koeficijentima i takva jednadzba
karakterizira sustave koji su ograniceni na male pomake, tj. linearne probleme. Ukoliko se
raspiSe dinamicka jednadzba ravnoteze za nelincarne probleme, problem se svodi na

rjeSavanje nelinearnog sustava diferencijalnih jednadzbi drugog reda
M(V,V)V(1)+C(V. V)V +K(V,V)V(t) =R(), (4)
gdje matrica masaM(V,V), matrica prigufenja C(V,V) i matrica krutosti K(V,V) nisu
konstantne i mijenjaju se u vremenu, jer se pretpostavljaju veliki pomaci koji sada utjeCu na
matricu mase i krutosti, a matrica priguSenja opcenito je funkcija brzine. Gornji problem se
moze zapisati krace na sljedeci nacin
G(V.V,V)=R(), (5)
gdje je G (V V, V) nelinearna vektorska funkcija unutarnjih sila (nastalih uslijed prigusenja i

deformacija) i inercijskih sila. Ako se pretpostavi da sustav ima m stupnjeva slobode gibanja

matri¢no se izraz (5) moze zapisati kao

G, (Vi Vs Vo VooV - N Vo Voo ) | 1R (1)

= (6)

G, (Vi Vi ViV, VY, N Vo Vo t) || Ry (1)

N (VAAVAVRVVARVARVARVARS | IREAHO
Rjesavanje nelinearnih dinamickih problema zahtijevalo bi rjeSavanje sustava jednadzbi (6)
dok se ne dobije ravnoteza unutarnjih i inercijskih sila s vanjskim silama. S obzirom na
izrazitu nelinearnost takvog sustava koja uvelike otezava dobivanje rjeSenja, cilj je

linearizirati sustav kako bi se lakSe mogao rijesiti inkrementalno iterativnim metodama [5].

Osnovni problem svih nelinearnih analiza je pronalazak ravnoteznog stanja. U metodi

konac¢nih elemenata Cesto se koristi Newton-Raphsonov iterativni postupak

t+At K(ifl)Av(i) :t+At R _ t+AtF(i71) ,

trAty () trAty 7(3-1) 0) (7)
VY ="V LAV
gdje je i broj iteracije i pri ¢emu treba zadati pocetne uvjete
t+Atv(O) :tV, '[+AIK(O) :tK; t+AIF(0) — IF ) (8)

U jednadzbama (7) i (8) jednadzbama " K"™ predstavlja tangentnu matricu krutosti, R je
vektor vanjskih ¢vornih sila, a F je vektor unutarnjih ¢vornih sila.

Kako je prije receno, potrebno je iterativno zadovoljiti ravnotezu u trenutnoj konfiguraciji. Na

slici 2. prikazano je tijelo u fiksnom Kartezijevom koordinatnom sustavu i za to tijelo se
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pretpostavlja da moze biti podvrgnuto velikim rotacijama i velikim pomacima, ali isto tako da
deformacije tijela mogu biti velike te da moze postojati nelinearna konstitutivna ovisnost
materijala. Cilj je uspostaviti ravnotezu u diskretnim trenucima 0, At, 2At, 3At, ..., gdje je At
vremenski korak. Pretpostavlja se da je poznata ravnoteza u trenutku t (koji opisuje trenutno
stanje), u svim trenucima prije te da je potrebno uspostaviti ravnotezu u sljedecem trenutku
koji ¢e se dogoditi u t + At. U analizi se prate Cestice tijela od pocetnog do kona¢nog trenutka,
odnosno koristi se Lagrangeova formulacija.
Su,

Su=|0du,
Su,

t+At t+At t+At
P ( X, X, x3)
Konfiguracija koja odgovara —
varijaciji po pomacima du -

B Konfiguracija u trenutku z + At
u vremenu “'u

.~ Povr§ina VS
Volumen *V

\ Konfiguracija u trenutku ¢
Povrsina ‘S
Volumen 'V

0 0 0
P( X5 Xy, x3)

Konfiguracija u trenutku ¢ = 0
Povrsina °S

Volumen V

X, (ili x,, 'x,, ”A‘xl)

Slika2.  Gibanje tijela u Kartezijevom koordinatnom sustavu
Koristenjem metode virtualnih pomaka definira se ravnoteza u trenutku t + At koja se moze

zapisati kao

t+At T5'[+Ate d t+AtV — t+At§R’ (9)

HA[V
gdje su

41 =komponente Cauchyevog tenzora naprezanja u Kartezijevim koordinatama,

1( osu, ~ 0ou,

]

] 2 6t+At XJ at+At Xi

5t+Al e

=tenzor deformacija opisan pomocu virtualnih pomaka,
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Su, =komponente virtualnih pomaka u konfiguraciji t + At, odnosno u funkciji od "' x;, za |

=123,

Ay =Kartezijeve koordinate materijalne to¢ke u trenutku t + At,

A =volumen u trenutku t+At,

te

trAtgr J‘ t+At fiB5uidt+AtV T J’ t+At fis5uisdt+AtS ’ (10)

!+Atv I+AtSf
gdje su
A £ B = komponente vanjskih volumnih sila u trenutku t + At,

A S =komponente vanjskih povrSinskih sila u trenutku t + At,

Mg =povrsina u trenutku t + At, na koju su dodijeljena povriinska optereéenja,

v Ve t4+AL
5uis = ou, ako se raCuna na povrsini S,

Izrazi (9) i (10) analogni su izrazima za stati¢ki slucaj, s time da se u ovom slu¢aju razmatra
konfiguracija u trenutku t + At. S obzirom da se u linearnoj analizi pretpostavljaju mali
pomaci 1 ravnoteza se razmatra na nedeformiranom obliku, u ovom slucaju to predstavlja

problem jer je konfiguracija u trenutku t + At nepoznata.

Iz razloga Sto se konfiguracija tijela neprestano mijenja potrebno je koristiti 1 prikladne
tenzore kojima ¢e se myjeriti naprezanja i deformacije, te posebne konstitutivne relacije.
Pregled potrebnih izraza iz mehanike kontinuuma dan je u Dodatku A. Ideja je ta da se
pronadu pomoc¢ne velifine za mjerenje naprezanja i pomaka koje ¢e biti definirane u
konfiguraciji koja je poznata i po ¢ijem ¢e se volumenu moci integrirati kako bi se mogao

naci integral virtualnog rada. Sada se koriStenjem transformacija za deformacije (A.13) i
naprezanja (A.15) te izraza ‘pd'V =°pd®V , uz provodenje varijacije po pomacima, dobije
izraz za energiju sustava koji je podvrgnut velikim rotacijama, velikim pomacima te velikim

deformacijama i to sve u fiksnom koordinatnom sustavu prema slici 2.
t
_[ 746840V = j (0_,0 (:Xk,i OtXi,j ]((;Xm,k otxn,|5otgmn)dtv
v v\ (11)
= i% 11000 'V = [ 48,8 32,V

0 ~ij“'mi“~'nj ]
Oy

Takoder se moze pretpostaviti da vrijedi i sljedeci izraz
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[ rbendV = [ 8,8 5d"V. (12)
Y

Y o
S obzirom da je izraz (11) definiran po poc¢etnom volumenu (u posljednjem obliku), ali i po
trenutnom volumenu (u pretposljednjem obliku), moze se zakljuciti da ta jednadzba vrijedi i
za svaki trenutak izmedu, ukoliko se drugi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja i Green-
Lagrangeov tenzor deformacija definiraju u odnosu na tu konfiguraciju. Uzet je neki trenutak

<t

Izrazi (9), (10), (11) i (12) predstavljaju osnovne izraze za razvoj dviju inkrementalnih
formulacija mehanike kontinuuma za nelinearne probleme: totalnu Lagrangeovu (TL)

formulaciju i azuriranu Lagrangeovu (UL) formulaciju.

Potrebno je rijeSiti jednadzbu (9) koja izrazava ravnotezu i uvjete kompatibilnosti
proizvoljnog tijela u trenutku t + At. Kako je u pravilu takvo tijelo podvrgnuto velikim
pomacima i velikim deformacijama te moze postojati materijalna nelinearnost, izraz (9) ne
moze se rjeSavati direktno. Priblizno rjeSenje moze se dobiti ukoliko se sve velicine
promatraju u odnosu na posljednju poznatu konfiguraciju, nakon ¢ega se lineariziraju rezultati
te poboljsaju iterativnim postupkom.

Sli¢no kao prije, pretpostavlja se da su sva prethodna stanja (od 0,At, 2At, ..., t) poznata i da se
mogu primijeniti izrazi (11) i (12) te definirati naprezanja i deformacije u odnosu na neku od
poznatih ravnoteznih konfiguracija. U pravilu se moze koristiti bilo koji trenutak 1 u njemu
poznata konfiguracija, no najceS¢e se biraju dvije konfiguracije na osnovu kojih postoje i
dvije formulacije; totalna Lagrangeova formulacija (eng. Total Lagrange formulation — TL) i

azurirana Lagrangeova formulacija (eng. Updated Lagrange formulation — UL).

TL formulacija temelji se na definiranju svih stati¢kih i kinematickih veli¢ina u odnosu na
pocetnu konfiguraciju i trenutak t = 0, dok se UL formulacija temelji na definiranju svih
veli¢ina u odnosu na posljednju izracunatu konfiguraciju u trenutku t. Obje formulacije
uklju¢uju kinematske nelinearnosti uslijed velikih pomaka, velikih rotacija 1 velikih

deformacija, dok materijalna nelinearnost ovisi o konstitutivnim relacijama.

KoriStenjem izraza (11) pomoc¢u TL formulacije razmatra se osnovna jednadzba

J‘ [JrA()tSij&HAOtgijdo\/ :HMSR, (13)
OV

dok se pomo¢u UL formulacije razmatra

J’ t+AtS__§t+Atg dtV =t+AtSR’ (14)

t Vij t Cij
v
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u kojima je "R virtualni rad vanjskih sila dan jednadzbom (10). Izraz (10) ovisi o povrSini i
volumenu tijela koje se razmatra, no pretpostavit ¢e se, za pocetak, da je opterecenje neovisno
o deformacijama. Takvo optereéenje su koncentrirane sile. U tablicama 1 i 2 dani su izrazi
potrebni da se lineariziraju jednadZzbe gibanja oko ravnoteznog stanja u trenutku t, i to za TL

formulaciju i UL formulaciju.

Tablica 1. Inkrementalna dekompozicija veli¢ina mehanike kontinuuma — TL formulacija

1. JednadZba gibanja

t+At t+At t+At
[ a5y e dV =R,
OV

gdje je

0
tatg __ P oy et 0 - otrAt 1 t+At trAt,,  tHAt
0% = tatp Xim T tatXin s 808y = 5_( oUij T ol t ol ouk,i)

2. Inkrementalna dekompozicija

(a) Naprezanja
t+AotSij = OtSij + OSij
(b) Deformacije

tAt .t _
0ij = 0€ij T o€ij 0 = o8j T o7l

06ij :E(Oui,j +oUji + oUgioUy j + ol oUk )v o7l :E oUii oYk j

3. JednadZba gibanja uz inkrementalnu dekompoziciju

Uz koristenje 0 HAOté:ij =0,&; dobije se jednadzba gibanja

[ 08i008,dN + [ 38,57, dV =R~ [ {5,5,,d°V.
by by

v

4. Linearizacija jednadzbe gibanja

KoriStenjem aproksimacija ,S; = (C; (€, 1 0,&; =0,€; dobije se priblizna jednadzba
gibanja

[ 6Cis 08008V + [ 38,87 dV =R [ (5,5,8,dV.
by by by

Linearizirana jednadzba ravnoteze u TL formulaciji glasi

j OCijrs oers5oeijd0\/ + I Jsijgonijdo\/ :HM?R_I otSij5oeijd0V’ (15)
v Oy ty
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dok se pomoc¢u UL formulacije dobije

ij

[ (Ci 8880V + [ ‘7o mdV ="R= [ 17,5 e,dV, (16)
v v v

gdje su OCijrs i tCijrs inkrementalni tenzori elastiCnosti u trenutku t, a u odnosu na
konfiguracije u vremenu 0 i t. U gornjim izrazima oS i T su drugi Piola-Kirchhoffov i

Cauchyev tenzor naprezanja u trenutku t, a ofj, o’ i &, /% linearne i nelinearne

inkrementalne deformacije u odnosu na konfiguraciju u vremenu 0 i t.

Tablica 2. Inkrementalna dekompozicija veli¢ina mehanike kontinuuma — UL formulacija

1. JednadZba gibanja

J' t+AttSij5t+AttgijdtV _ t+Atm’

v
gdje su
'p
t+Ate t t+At t : t+AL
tSij - 1+Atp t+AtXi,m z—mn t+At Xj,n | 5 tgij _55( ui,j + tuj,i + tuk,i tuk,j )
2. Inkrementalna dekompozicija
(a) Naprezanja
t+At t H- t t
S =y +. Sy gdjeje S = 'z
(b) Deformacije
t+At
16 =& &j =8 Tl

1 1
1€ij :E(tui,j +tuj,i)’ 775 :Etuk,ituk,j'

3. JednadZba gibanja uz inkrementalnu dekompoziciju

1

[ 8y &dV + [ '7;5m,dV=""R~ [ '7,5,6,dV.
v v v

4. Linearizacija jednadZbe gibanja

KoriStenjem aproksimacija S; = (Cys €8s 1 0,8 =0,€; dobije se priblizna jednadzba
gibanja

1]

[ (Ci 88,8 dV + [ 78 mdV ="R— [ 7,5 g,d'V.
v v v
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Inkrementalne linearne deformacije €; u TL formulaciji sadrze pocetne deformacije koje
vode do sloZenije matrice elasti¢nosti (U usporedbi s UL).

Definira se greSka koja nastaje uslijed linearizacije, pri ¢emu su aproksimirane vrijednosti

oznaCene sa *, itoza TL

Greska=""R— [ “}5i6"e,dV, (17)
OV
odnosno za UL
Greska=""R— [ "85 ye;d ™. (18)
I+Atv*

Prema ovome se moze zakljuciti da desna strana jednadzbi (15) i (16) predstavlja tzv.
neuravnotezeni virtualni rad (eng. out-of-balance virtual work), ali prije racunanja
inkremenata u pomacima, dok je desna strana jednadzbi (17) i (18) neuravnotezeni virtualni

rad nakon racunanja, tj. nakon $to je provedena linearizacija.

Kako bi se smanjila greska potrebno je iterativno ponavljati ovaj korak dok se ne dobije
zadovoljavaju¢a greska, koja ¢e se moc¢i zanemariti. Ukoliko se koristi TL formulacija

jednadzba se rjesava iterativno, za k=1, 2, 3,...,

[ 0CliPA W58,V + [ PRSIV pdV =R - [ HSEDS NV, (19)
Ly by

ijrs 0ij
Sy

te koristenjem UL formulacije, takoder za k = 1, 2, 3, ..., dobije se

(k-1) (k) t+A t+At _(k-1) (K) qt+aty s
t+AtCijrs Ay 5t+Ateijd V + I o %ij 5At+At77ij d™oV =
Aty (k1) Aty (k)
(20)
_trat t+At _(k-1) (k—1)  t+Ab
=""R- oTii 0 € d™ov.
traty (k)
gdje slucaj k = 1 odgovara izrazima u (15) i (16), a pomaci su azurirani kako slijedi
tAt ui(k) _teat ui(k—1) +Aui(k) : teat (0 (21)

Izrazi (19) do (21) su zapravo Newton-Raphsonova iteracija o kojoj je bilo govora prije.

2.2.1. lzvod izoparametarskog kontinuum elementa

U prethodno danim lineariziranim jednadZzbama temeljenim na principu virtualnih pomaka,
jedine veli¢ine su pomaci definirani u fiksnom (materijalnom, Lagrangeovom) koordinatnom
sustavu. Ukoliko se formuliraju kona¢ni elementi kod kojih se kao stupnjevi slobode koriste

samo pomaci u ¢vorovima tada se sve jednadzbe mehanike kontinuuma prethodno izvedene

mogu direktno Kkoristiti.

Princip virtualnih pomaka u TL formulaciji je
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[ 8,0 eydV =R, (22)
OV

Ako se gornji izraz linearizira s obzirom na stupnjeve slobode u &vorovima ‘a, (gdje ‘a,
moze biti pomak ili rotacija u ¢voru), koristenjem razvoja u Taylorov red i s pretpostavkom
da "R ne ovisi o deformacijama dobije se

+ + . 0
t Aotsijé‘t 08 = 050,08 +at—a(otsij50tgij)dak , (23)

k
gdje je da, diferencijalni inkrement varijable pomaka u évoru ‘a,_. Osim toga ovdje je
_ 005
I o,

Sle 5a,, (24)

gdje je oa, varijacija pomaka ‘a,, tj. varijacija je provedena u odnosu prema ¢vornom
pomaku ‘a, u konfiguraciji u trenutku t.
Ako se provede lancana derivacija drugog ¢lana u jednadzbi (23), te koristenjem konstitutivne

relacije i definicije Green-Lagrangeovog tenzora naprezanja dobije se

te 0. & 0% le.
{j 0Ciis a?gm — AV [ g8y o
80 e, o 3 1 5a0'

gdje je "R, rad vanjskih sila u odnosu na varijaciju Ja, .

0 o&
dO\/}da@a, = AR —U 0Si —

Oy |

! d°\/j5a, , (25)

Ograni¢avanjem na samo pomake u ¢vorovima u nastavku su dane matrice koje opisuju

izoparametarske kona¢ne elemente izvedene na principu virtualnih pomaka.

Da bi se dobile jednadzbe koje opisuju konacne elemente isto kao i za linearne konacne
elemente koriste se interpolacijske funkcije kojima se interpoliraju koordinate ¢vorova i
pomaci u op¢im jednadzbama mehanike kontinuuma. Pozivanjem na dobivene linearizirane
jednadZbe virtualnih pomaka dobivaju se jednadzbe konac¢nog elementa. Dok se jednadzba
¢itavog sklopa, isto kao i kod linearne analize, dobije koriStenjem metode direktne krutosti.
Bitno je da se u svakom trenutku za vrijeme gibanja moraju Koristiti iste interpolacijske
funkcije, jer se nove koordinate elemenata dobiju zbrajanjem (inkrementalno) na prethodne

(originalne) koordinate. Time se ujedno i zadovoljavaju uvjeti konvergencije.

Koristenjem istih funkcija oblika kao 1 za izvod linearnih izoparametarskih konacnih

elemenata te uvrStavanjem istih u jednadzbe dane u tablicama 1. i 2. dobiju se izrazi
za TL formulaciju 1 staticku analizu

(;KL+;KNL)V=‘+A‘R—;F, (26)
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za dinamicku analizu, te implicitnu vremensku integraciju
MHM\"/-F((;KL+(§KNL)V=I+MR—(§F, (27)
za dinamicku analizu 1 eksplicitnu vremensku integraciju
M'V="R-F, (28)
odnosno za UL formulaciju 1 stati¢ku analizu
(iKL+;KNL)V=“A‘R—;F, (29)
zatim za dinamicku analizu, implicitna integracija
MW+ (1K, + Ky )V ="*R-F, (30)
te konacno za eksplicitnu integraciju
M'V='"R-!F, (31)
gdje su
M =vremenski neovisna matrica masa,

JK_, K, =linearna inkrementalna matrica krutosti,

JK s (K =nelinearna (geometrijska ili uslijed po¢etnih naprezanja) inkrementalna matrica
Krutosti,

““R =vektor vanjskih ¢vornih sila u trenutku t + At (ovaj se vektor takoder koristi i u

trenutku t kod eksplicitne integracije),

SF, EF =vektor ¢vornih sila ekvivalentnih naprezanjima u elementu u trenutku t,
V =vektor inkrementalnih ¢vornih pomaka,

t\"/, A/ = vektori &vornih ubrzanja u trenucima t i t + At.

U gornjim izrazima zanemaren je utjecaj sila prigusenja i smatra se da je vanjsko opterecenje
neovisno o deformacijama. Ukoliko se uzimaju efekti priguSenja i utjecaj deformacija na
opterecenje potrebno je provoditi iteraciju i azurirati optereéenje (koriStenjem npr. N-R
iteracije). Gornje jednadzbe rjesavaju se sli¢no kao i u linearnoj analizi. U tablici 3. dan je
pregled koristenih integrala i matrica za jedan kona¢ni element, a u tablici 4 dan je opis

materijala koji se najcesce koristi.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 18



Bruno Dogancié

Diplomski rad

Tablica 3.

Pregled matrica koriStenih u analizi kona¢nim elementima

Vrsta analize

Integral

Matri¢na evaluacija

U svim analizama

[ 2500V
Ov

tratge J‘ t+Ath§uSdOS
= 0l i

o5,

+ I A fBsu dV
Oy

Mt+Atl:j:(J' OpNTNdO\/}HAtl‘j
Ov

AR — J‘ Ns t+AédeOS

Osf

n j NT H24£8 Oy
Oy

TL formulacija

]

.[ OCijrs Oerséoe"do\/
v

_[ OSijaoﬂide\/

Oy

1

[ 0S;608,dV
Oy

(;KL0=U ;B[Oc(;BLdO\/Ja
oy

(t)KNl_lj :(J. (t)BLL(t)SéBNLdOVJO
Ov

oF = [ 4Bl 4SdV
Y

UL formulacija

_[ t Cijrs tersé‘t eij d tV
tv

J. '7,0,17;,d'V

tv

J- 'r,0,6,dV

ij
ty

;KLaz(j;B[tCIBLdtha
tv

:KNLfJ :[.[ :B-II:IL tT:BNLdtVJﬁ
tv

\F=[ 1B} 4V
v

Pri tome se koriste sljedece veli¢ine

N°*,N =povrsinske i volumne interpolacijske matrice,

A f S, A £ 8 =vektori povrSinskih i volumnih sila,

B, B, =linearne matrice transformacije deformacija-pomak,

Lt

oBuL» By =nelinearne matrice transformacije deformacija-pomak,

»,C, .C =inkrementalne matrice elasti¢nosti materijala,

‘1, '? =matrica i vektor Cauchyevih naprezanja i

.S, 'S = matrica i vektor drugog Piola-Kirchhoffovog naprezanja.
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Tablica 4. Opis koriStenog materijalnog modela

Materijalni model Karakteristike Primjer

Naprezanja su funkcija samo

deformacija (rastereCenje se  Tako se ponasaju gotovo
odvija po istom putu kao i  svi tehnicki materijali
opterecenje; nema plastiCnih  ykoliko su deformacije

deformacija) male.

Elasti¢an,  linearan  ili o
_ to'ij :‘Cijrs‘erS Kao na primjer:
nelinearan
. . . e c(elici
Pri ¢emu za linearno elasti¢ne
.y e lijevano Zeljezo
vrijedi da je "C;;,, = konst.

e staklo, kamen

A za nelinearno elastiéne e drvo

vrijedi ‘C, = f('e;)

ijrs

2.3. Metode numericke integracije u metodi kona¢nih elemenata

Jednadzba (3) opisuje gibanje dinamikog sustava koji je ograni¢en na male pomake, tj.
linearnog je karaktera. Matematicki, jednadzba (3) predstavlja sustav linearnih diferencijalnih
jednadzbi drugog reda i u pravilu se moze rjeSavati standardnim procedurama za rjeSavanje
diferencijalnih jednadzbi sa konstantnim koeficijentima [23]. To za sustave sainjene od
konaénih elemenata moze biti problem jer su redovi matrica nerijetko veliki. Jednadzba (4)
predstavlja nelinearnu jednadzbu gibanja ¢ija je integracija izuzetno zahtjevna. Nakon
provodenja linearizacije isti se problem moze znatno lakse rijesiti ako se integriraju jednadzbe
(27) 1 (28) odnosno (30) i (31), ovisno o formulaciji.
Tako se za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi u analizi kona¢nim elementima koriste dvije
procedure. Ukoliko se prije same integracije ne utjeCe na diferencijalne jednadzbe, onda se za
integriranje istih koriste metode direktne integracije, koje se dijele na:
e eksplicitnu integraciju — metoda centralnih razlika (eng. central difference method)
e implicitnu integraciju — Newmarkova i Hilber-Hughes-Taylorova metoda
Osim metoda direktne integracije, efikasnom se pokazala metoda modalne superpozicije
(primjenom modalnih, skalarnih jednadzbi) kojom se sustav spregnutih diferencijalnih

jednadzbi raspregne, ¢ime matrica masa, priguSenja i1 krutosti postaju dijagonalne matrice.
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Ovo je jedan oblik redukcije sustava koji se provodi radi smanjenja vremena racunanja.
Ukratko o tome moze se na¢i u Dodatku B.

U okviru ovog rada koristit ¢e se metode direktne integracije, stoga su iste pobliZze opisane u

nastavku.

2.3.1. Metode Direktne integracije

Pod direktnom integracijom smatra se da se linearizirana dinamic¢ka jednadzba integrira
numericki (zadovoljavajuéi istu u diskretnim vremenskim trenucima At) bez da se jednadzba
prije transformira u drugi oblik prije same integracije. Za razliku od analiti¢kih rjeSenja koja
se daju za bilo koji trenutak u vremenu t, pribliznim metodama integracije dobivaju se
rjeSenja u diskretnim trenucima vremena 0, At, 2At, ..., nAt, tako da se ukupno vrijeme T u
kojem se odvija dinamicka simulacija podijeli na n inkremenata trajanja At.

Postupak rjeSavanja se sastoji od toga da se na osnovu poznatog rjeSenja u trenutku t na
pocetku inkrementa At, trazi rjeSenje u trenutku t + At na kraju koraka, pri ¢emu se uvode
pretpostavke za promjenu pomaka, brzine i ubrzanja unutar intervala At. Upravo te

pretpostavke uvjetuju stabilnost i to¢nost odredene procedure.

Poéinje se od pretpostavke da su poznati podetni uvjeti u trenutku t =0, za °V, °V i °V te
da treba rijesiti dinamicki problem do trenutka Ts.

Radi jednostavnosti raspisivanja izraza pretpostaviti ¢e se da su jednadzbe gibanja s
konstantnim koeficijentima M, C i K, §to vrijedi za linearan slucaj, a na analogan nacin se
prosiri za nelinearne slucajeve.

2.3.2. Eksplicitna integracija

Jedna od numerickih metoda integracije je eksplicitna metoda. Sastoji se o toga da se predvidi
stanje u trenutku t + At na osnovu poznatog stanja u trenutku t. U ovoj metodi nije potrebo
racunati inverz matrice krutosti. Na prvu se t0 moze ¢initi dobro, no upravo je to razlog samo
uvjetne stabilnosti ove metode. Kako bi se zadovoljio uvjet stabilnosti eksplicitne metode,
korak integracije mora biti dovoljno mali Sto diktira veliCina najmanjeg kona¢nog elementa.
Najcesce se koristi za kratke analize (npr. udarac, sudar i sli¢no). Kada se govori o integraciji
jednadzbi gibanja za sustave diskretizirane kona¢nim elementima, medu najpoznatijim

eksplicitnim metodama integracije je metoda centralnih razlika.

2.3.3. Metoda centralnih razlika

Pocinje se od pretpostavke da se ubrzanje aproksimira izrazom
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. 1
tV:_ thtv_ztv_'_tJrAtV . 32
At ( ) (32)
Greska u gornjem izrazu je At® i kako bi se ostvarila ista greska pri aproksimaciji brzine
koristi se izraz
VA
2At
Rjesenje za pomake u trenutku t + At dobije se koristenjem jednadzbe (3) u trenutku t

(_t—AtV + t+AtV)l (33)

M'V+C'V+K'V="'R. (34)
Uvritavanjem 'V i 'V u gornju jednadzbu dobije se

(%M+LCJMV=tR—(K—%thV—(%M—iC v, (35)
At 2At At At 2At

iz koje se moze izraziti "'V .
Iz izraza se vidi da kako bi se mogli izraGunati pomaci "'V, je potrebno izraGunati i 'V i

"2V | Stoga, da bi se dobilo rjeSenje u trenutku At moraju se postaviti pocetni uvjeti.

Koristenjem izraza (32) i (33) dobije se

MV =0V - ALV +A7t2°\"/i, (36)
gdje se indeks i odnosi na i-ti element pojedinog vektora.
Ova metoda najces¢e se koristi kada se moze izraziti dijagonalna matrica masa i time
efikasno, uz relativno mali korak diskretizacije provoditi integracija, a pri ¢emu se (35), uz
zanemarivanje prigusenja, svodi na

1 . .
(EthMVZtR, (37)

gdje je
te t 2 t 1 t-At
R="R-|K-—M | V-| —M V, (38)
At At
Sto pokazuje da je potrebno provesti samo matriéno mnozenje kako bi se dobio ‘R, nakon

Cega se dobije "™V koristeéi izraz

2
t-*—At\/i — tﬁi (A_t]’ (39)

m..
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gdje su “*V, i 'R i-te komponente vektora “*V/ i 'R, a m; je i-ti dijagonalni element
matrice masa M.
Moze se pokazati da vrijedi

K'V=YK"Uu=>Y"'F, (40)
Sto zna¢i da se K'V moZe provesti na nivou elementa te se nakon toga dobije efektivni

vektor optereéenja R

M(MV=2'V). (41)

- - hoo 1
ty _t t (i)
R="R- F"—-—
Z‘ At?
Tu se sada moze jasno vidjeti ono §to je prije receno, a to je da se kod metode centralnih
razlika ne treba raCunati matrica krutosti Citavog sklopa kona¢nih elemenata, jer se moze

rjeSavati na nivou elementa, ¢ime se efektivno mogu rjesavati sustavi velikog reda.

Mana eksplicitne metode je to, da bi se postigla konvergencija, odnosno stabilnost rjeSavaca,

korak integracije mora biti dovoljno malen, tj. mora biti zadovoljen uvjet

At<At, =, (42)
T

gdje je T, najmanji period oscilacije sklopa kona¢nih elemenata, a n broj stupnjeva slobode.

U tablici 5. dan je pregled algoritma koji se koristi pri implementaciji eksplicitne integracije.

Posebnost eksplicitne metode je $to je robusna i efikasna ukoliko se moze izraziti dijagonalna
matrica masa sustava te ako se pazi na odabran korak integracije koji prema izrazu (42) mora
biti dovoljno malen kako bi zadovoljio kriterij stabilnosti. Metoda centralnih razlika nema
nikakvo numeri¢ko priguSenje $to pri odabiru jako malog koraka diskretizacije mozZe
rezultirati velikim oscilacijama u vremenskoj domeni zbog obuhvacanja fenomena pojave
jako visokih frekvencija koje Cesto nastaju u dinamickoj analizi konstrukcija diskretiziranih
metodom konac¢nih elemenata. Eksplicitna metoda takoder ne racuna ravnotezu u svakom
koraku te se time svakim novim inkrementom prenosi greska zaokruzivanja (eng. round off
error) koja moze porasti ukoliko analiza traje dugo. Iz tog razloga preporuceno je koristiti

eksplicitnu metodu za analize koje su relativno kratke.
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Tablica 5. Algoritam integracije za eksplicitnu metodu

A. Racunanje pocetnih uvjeta

1. Formiranje matrice krutosti K, matrice masa M i matrice prigusenja C
2. Racunanje pocetnih vrijednosti za °V , °V i °V

3. Odabiranje koraka integracije At, i to tako da je At = Aty , i raunanje integracijskih

konstanti

O PP
TAr AT oAl ' & a,

4. Racunanje ™V =°V -At°V+a,°V.
5. Formiranje efektivne matrice masa M = a,M+2a,C.

6. Triangulacija efektivne matrice masa M: M =LDL".

B. Racunanje u svakom koraku

1. Racunanje efektivnog optere¢enja u trenutku t
‘R='R-(K-a,M)'V-(a;M-aC)"™V
2. Rjesavanje jednadzbe pomaka za t + At
LDLT I+AIU — té
3. Ukoliko je potrebno, rijesiti jednadzbu ubrzanja i brzina u trenutku t

t = a, (t—AtV_ZtV+ t+AtV)

N = a (_t—AtV+ t+AtV)

2.3.4. Implicitna integracija

Metode implicitne integracije koje se koriste u metodi konacnih elemenata najces$ce su
bezuvjetno stabilne $to uvelike olakSava rjeSavanje dinamickih problema jer nije potrebno
obracati posebnu paznju na diskretizaciju kona¢nim elementima ili vremenske domene koja
se rjeSava, odnosno Cak i uz velike vremenske korake metoda ostaje stabilna. Nedostatak
ovakvih metoda je Sto se u svakom trenutku raCuna inverz matrice krutosti §to za sustave s
puno stupnjeva slobode (kakvi su ¢esto sustavi diskretizirani kona¢nim elementima) moze biti

racunalno zahtjevno, a posebno ako su prisutne dodatne nelinearnosti. Osim toga implicitna
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metoda u svakom inkrementu provodi numericki zahtjevni iterativni postupak Sto takoder

moze rezultirati znatnim produljenjem vremena ra¢unanja.

Za razliku od eksplicitne metode gdje se direktno traze rjeSenja za V, kod implicitne metode
se sustav rjeSava za Vi to u trenutku t + At, a pri tome koristeé¢i rjeSenja dobivena za t. U
okviru metode konaénih elemenata najpoznatija implicitna metoda je Newmarkova metoda, te

njena izvedenica, tzv. Hilber-Hughes-Taylorova metoda.
2.3.5. Newmarkova metoda
Za Newmarkovu metodu donose se sljedece pretpostavke za ubrzanja i brzine
FAV = V4] (1-5) V45NV At (43)
t+A‘V=t\'/+‘\'/AtJrK%—ozjt\"/Jroc”A‘\"/}Atz, (44)
gdje su a i 0 konstante koje se mogu odrediti u svrhu dobivanja integracijske to¢nosti i

stabilnosti.

Ova metoda je originalno predstavljena kao bezuvjetno stabilna integracijska shema s

konstantnim prosjecnim ubrzanjem i u tom slucaju je a = 1/4 16 = 1/2.
Takoder se razmatra jednadzba ravnoteza u trenutku t + At

Mt+At\"/+Ct+At\'/+Kt+AtV: t+AtR. (45)

Postupak rjesavanja sastoji se od toga da se najprije iz jednadzbe (44) dobije rjesenje za "'V
u ovisnosti 0 "'V te uvrstavanjem "V u (43), dobiju se jednadzbe za "'V "'V | obje u
ovisnosti 0 nepoznatim pomacima “““'V. Nakon toga se jednadzbe za "'V i "'V
uvrStavaju u (45) kako bi se dobilo rjeSenje za “*'V, na posljetku se, koriste¢i (43) i (44)
mogu dobiti nepoznata ubrzanja “*'V i brzine"*'V .

Algoritam za Newmarkovu metodu dan je u tablici 6.
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Tablica 6. Algoritam integracije pomoéu Newmarkove metode

A. Racunanje pocetnih uvjeta

1.

Formiranje matrice krutosti K, matrice masa M i matrice priguSenja C.

2. Ra¢unanje pocetnih vrijednosti za °V, °V i °V.

3. Odabiranje koraka integracije At, te parametara « i J, i racunanje integracijskih konstanti

4.

5205, «>025(05+5)

1 o 1 1

=— a=——; a,=—"; a=2--1
o At? 4 2 %

% aAt’ o At 2a

S At o _ _
a,=— 1, 65—7(;—2], 3, =At(1-5); a, =o5At

Formiranje efektivne matrice krutosti K : K =K +a,M+a,C.

5. Triangulacija efektivne matrice krutosti K : K =LDL" .

B. Racunanje u svakom koraku

1. Racunanje efektivnog optere¢enja u trenutku t + At

FMR=""R+M(a,'V+a,'V+a,'V)+C(a'V-a,'V+a,'V)

2. Rjesavanje jednadzbe pomaka za t + At

LDLT t+At U= t+At |f3

3. Racunanje ubrzanja i brzina u trenutku t + At

t+At\"/:ao(t+AtV_tV)_a2t\'/_a3t\"/

t+At\'/= t\'/_'_aﬁt\"/_Fa7 t+At\"/

2.3.6.

Hilber-Hughes-Taylorova metoda

Hilber-Hughes-Taylorova (HHT) metoda izvedena je na osnovu Newmarkove metode, sa

parametrom za kontrolu numerickog prigusivanja [2]. Takoder je bezuvjetno stabilna, a ¢esto

se jo$ naziva A-stabilna i a-metoda (HHT- a metoda) kada se rjesavaju linearni problemi.

Implementirana je u programski paket Abaqus u okviru Abaqus/Standard rjesavaca [13].

Postupak rjesavanja isti je kao i kod Newmarkove metode i koriste se iste pretpostavke s time

da se rjesava sljedeca jednadzba ravnoteze
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MU +(1+y)C" U —yC'U+(1+y)K"™U-yK'U=(1+y)"™R-y'R,  (46)
gdje je y parametar koji se najcesce odabire tako da bude -1/2 <y <0.
Problem visokih frekvencija koje se pojavljuju uslijed diskretizacije kona¢nim elementima
elegantno se moze rijesiti unoSenjem blagog numeri¢kog prigusenja koje HHT omogucuje. To
je ujedno i glavni razlog zasto je metoda razvijena. Cinjenica da je bezuvjetno stabilna bez
obzira na odabran korak integracije i da iterativno rjeSava ravnotezu u svakom vremenskom

trenutku Cini je primjenjivom u analizama koje se provode kroz duzu vremensku domenu.
2.4. Dinamika sustava viSe tijela

Dinamika sustava vise tijela izvorno je osmi$ljena kao alat koji ¢e posluziti za analiziranje
dinamickih pojava koje se deSavaju unutar konstrukcijskih sustava sacinjenih od vise krutih
tijela. Kruta tijela se mogu pojednostaviti diskretizacijom materijalnih svojstava (mase) i
geometrijskih svojstava (momenta inercije) u jednu toc¢ku (koja je obi¢no teziste tijela). Ta
pretpostavka uvelike pojednostavljuje jednadzbe gibanja. Iz tog razloga ovim pristupom se
mogu rjesavati problemi dinamike koju ukljucuju jako velik broj medusobno povezanih tijela.
Taj broj nerijetko iznosi stotine pa ¢ak i tisuce tijela.

Polozaji toCaka geometrije koje ¢e posluziti za vezu s ostalim tijelima te polozaj teziSta
definirani su pomi¢nim koordinatnim sustavom u globalnom fiksnom koordinatnom sustavu.
Na osnovu tih pretpostavki, u nastavku je dan pregled jednadzbi gibanja za kruto tijelo i za

sustav krutih tijela.
24.1. JednadZibe gibanja krutih tijela
U ovom poglavlju biti ¢e prikazan izvod Newton-Euler sustava jednadzbi koji se koristi za

rjeSavanje dinamike konstrukcijskih sustava. Cilj je prikazati teoriju iza simulacija koje su

provedene u radu, radi razumijevanja i kontrole rezultata. 1zrazi su preuzeti iz [1].

Slika 3. Proizvoljno kruto tijelo [1]
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Gibanje krutog tijela se moze rastaviti translaciju i rotaciju. Ako se razmatra proizvoljna tocka

krutog tijela s obzirom na neku referentnu tocku A njen polozaj je definiran s

r=ry +r', (47)

iz ¢ega se dolazi do brzine
V=V, +I'=Vv,+oxr. (48)

Ako se razmatra centar mase, vektor njegovog polozaja je dan izrazom
1
rczair-dm, (49
a relativni polozaj u odnosu na A izrazom
! 1 !

rAczrc_ErJn'r-dm. (50)
Koristeéi izraz (48) moze se izvesti izraz za koli¢inu gibanja
[(va+oxr)dm=v,[dm+ex[rdm, (51)

m

odnosno

I(VA+mxr')dm=VAm+mxmré,
m

=m(V,+oxr), (52)
=mv,,
=mr;.

Slicnim postupkom se mozZe do¢i do izraza za moment koli¢ine gibanja s obzirom na ishodiste

koordinatnog sustava O
he = j rxr'dm. (53)
Uvrstavanjem izraza (47) i (48) dobiva se sljedece

h, :I(FA+I")><(VA+0)><r')dm,

m

(54)
=Ty x(Vy +@O XTI )M+1, vam+J-r’><(m><r')dm.
Nadalje, mogucéa je sljedeca transformacija
ir’x(mxr’)dm = F[(r’ZE-r'r')dm-c), (55)

=1, .
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U gornjoj jednadzbi |, predstavlja tenzor inercije s obzirom na tocku A, dok E predstavlja
jedini¢nu matricu. Ako se radi jednostavnosti uzme da je centar mase ujedno 1 referentna
tocka (C = A), jednadzba (54) se transformira u

hy=r.xvim+l. - o. (56)
Newtonov drugi zakon kaZe da je derivacija koli¢ine gibanja po vremenu jednaka sumi Sila

koje djeluju na tijelo, odnosno

%(mvc):f, (57)

te ako se uzme da je masa tijela konstantna, moze se zapisati kao
ma. =f. (58)

Preko momenta koli¢ine gibanja moguce je opisati rotaciju tijela
ho =1s, (59)

gdje je hy moment koli¢ine gibanja oko O, a |, rezultantni moment oko O.

Deriviranjem izraza (56) dobiva se
hy =VexVem+roxma, + 1. -o+oxI, o, (60)

s obzirom da vrijedi Vo xv.m=0 | izraz (60) se pretvara u

hy =r.xma. +1.-o+oxI; . (61)
Uvrstavanjem izraza (61) u (59) uzimajuci u obzir (58), dobiva se Eulerova jednadzba rotacije
krutog tijela

l.-o+oxI.-o=1,-r.xf=1.. (62)
Nakon §to su dobivene Newton-Eulerove jednadzbe, postavlja se matricna jednadzba
dinamike konstrukcijskog sustava. To se postize razmatranjem opcenitog sustava i
raspisivanjem Newton-Eulerovih jednadzbi za svako tijelo. Slikom 3. prikazan je proizvoljni
sustav sacinjen od viSe krutih tijela koja su u medusobnom medudjelovanju. Ovdje se moze
vidjeti da se za dinamicki sustav sacinjen od krutih tijela i dalje mogu modelirati eventualne
elasti¢nosti i nelinearnosti medu pojedinim elementima. Takvi elementi su razni prigusivaci

vibracija, opruge s jednim stupnjem slobode i sli¢no.
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o fz;

Slika4.  Proizvoljni sustav viSe krutih tijela [1]
Polozaj tijela u sustavu se moze opisati preko Sest koordinata. To su tri koordinate polozaja 1

tri kuta koja definiraju orijentaciju

Xn=[% v z ]T : (63)
Xgi :[@ g v ]T' (64)
Veza izmedu kutne brzine @; i vremenskih derivacija Eulerovih kutova, x,, =[¢r & w,]'
je prikazana sljede¢im izrazom

o, =H. X, . (65)

Daljnjim deriviranjem po vremenu dobije se kutno ubrzanje
o =H Xy +0,. (66)
Sada kada su poznati svi ¢lanovi, moguce je napisati sustav Newton-Eulerovih jednadzbi za

proizvoljno tijelo u matricnom obliku

o oo s le e i)

MHX +q =q;. (68)
Ako se u obzir uzima cijeli konstrukcijski sustav (i=1...p), jednadzba (68) prelazi u

ili skra¢eno

Newton-Eulerov sustav jednadzbi za proizvoljni konstrukcijski sustav

MHx+q" =q°. (69)
Valja napomenuti da jednadzba (69) predstavlja slobodan sustav. Za slu¢aj ograni¢enog

konstrukcijskog sustava, ona se modificira u sljedece
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MHX+q" =g® +q°. (70)
Razlog zasto su reaktivne sile q° izdvojene iz aktivnih sila je $to se za ogranicenja, ovisno o
njihovom tipu, uvijek zna smjer djelovanja (npr. radijalni lezaj ¢e imati reaktivne sile u
radijalnom smjeru dok su cirkularni i aksijalni smjerovi neograniceni).
Gornje jednadzbe predstavljaju osnovne jednadzbe koriStene u racunanju dinamike

konstrukeijskih sustava u veéini programskih paketa za proracun dinamike sustava vise tijela.
[1], [8]. [9].
2.5. Deformabilna tijela u dinamici sustava vise tijela

Deformabilna tijela najces¢e se modeliraju metodom kona¢nih elemenata. Prije spomenuta
metoda konacnih elemenata koriStenjem teorije velikih pomaka temelj je za rjesavanje

problema dinamike u programskom paketu Abaqus.

Programski paket Adams namijenjen je prvenstveno za analizu dinamickih sustava sacinjenih
od krutih tijela. Tek u novijim verzijama dostupna je analiza deformabilnih tijela kroz modul

Adams/Flex koji se takoder djelomi¢no temelji na metodi konacnih elemenata.

Za razliku od Abaqusa koji je u potpunosti temeljen na metodi kona¢nih elemenata, Adams
konacne elemente koristi na neSto drugaciji nacin. Za opisivanje gibanja i inercijsko-
geometrijskih svojstava krutog tijela dovoljna je jedna tocka (npr. teziSte) te dodatne tocke
koje sluze za povezivanje sa ostatkom konstrukcije. Matemati¢ki model takvih dinamickih

sustava sacinjenih od vise krutih tijela opisan je u prethodnom poglavlju.

Pomaci krutog tijela definirani su u globalnom koordinatnom sustavu, a deformacije unutar

tijela definirane su u lokalnom pomi¢nom koordinatnom sustavu vezanim za tijelo [8].

Metoda kona¢nih elemenata diskretizira kontinuum kona¢nim elementima koji sadrze
odreden broj dostupnih ¢vorova. Broj dostupnih ¢vorova, odnosno tocaka, stoga je Cesto puta
daleko vec¢i nego Sto je to potrebno da bi se opisalo gibanje tijela. U takvim slucajevima jedno
deformabilno tijelo moze imati viSe ¢vorova nego ostatak konstrukcije sacinjen od krutih
tijela.

Analiza dinamike takvog sustava, sacinjenog od velikog broja krutih tijela i djelomi¢no od
deformabilnih tijela koji su diskretizirani kona¢nim elementima zahtijevalo bi veliku
procesorsku mo¢ i puno vremena. Da bi se to izbjeglo, potrebno je na odreden nadin smanjiti

preveliki broj ¢vorova. U tu svrhu koriste se reducirani modeli koji ukupan broj konac¢nih
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elemenata s pripadnim im ¢vorovima reduciraju na zeljeni broj ¢vorova koji se zadrzavaju, a

preostali ¢vorovi se eliminiraju.

U zadrzanim ¢vorovima postoje odredeni stupnjevi slobode. Za zadrzane stupnjeve slobode se
u pravilu uzimaju oni koji ¢e naknadno biti potrebni za povezivanje s ostatkom konstrukcije.
S druge strane, radi jednostavnosti, preporuceno je ostaviti sve stupnjeve slobode (tri rotacije i
tri translacije) u zadrzanim ¢vorovima. Eliminirani ¢vorovi, skupa sa svim svojstvima koja su
im dodijeljena, reducirani su na zadrzane ¢vorove koji su vidljivi prema van i koje se moze
koristiti kao tocke za spajanje s ostatkom konstrukcije. Reduciranjem je moguce svesti model
konac¢nih elemenata reda veli¢ine n x n, na red m x m, gdje je m << n. Reducirani modeli u
metodi kona¢nih elemenata nazivaju se super elementi (eng. super elements) ili podstrukture

(eng. substructure).

Tako na primjer, ako se zadrze dva ¢vora podstrukture, sve pomake koje moze opisati
podstruktura predstavljaju linearnu superpoziciju pomaka tih dvaju ¢vorova. Kako su takve
linearne forme najces¢e nedovoljne da bi se opisalo sloZzeno savijanje ili uvijanje modela,
dodatno se uvode poopceni stupnjevi slobode koji su povezani s prirodnim formama
podstrukture. Svaka prirodna forma definirana je vlastitim vektorom koji opisuje na koji nacin
se model deformira pri nekoj vlastitoj frekvenciji. Ukoliko se uzme dovoljan broj prirodnih
formi koje opisuju savijanje i uvijanje, moguce je opisati i slozene forme savijanja i uvijanja
podstrukture.

Na analiti¢aru je da procijeni na koji nacin ¢e se model deformirati i prema tome odabere
prirodne forme koje izgledom najblize odgovaraju deformiranom izgledu modela. Ako nije
moguce procijeniti deformirani izgled modela, pozeljno je uzeti dovoljan broj (npr. prvih 10-
ak) formi ¢ijom ¢e se superpozicijom uz tezinske udijele svake forme moc¢i opisati
deformiranje konstrukcije. Te prirodne forme dobivaju se iz frekvencijske analize, stoga je
teorija potrebna za razumijevanje izvoda reduciranog modela dana u Dodatku C.

2.6. Reduciranje reda modela

Prije je napomenuto kako se radi slozenosti sustava i U Svrhu povecanja brzine racunanja
model reducira. Postoje gotove procedure koje se koriste za redukciju reda modela [2], [4],
[13]. U Abaqusu se to izvodi na nac¢in da se definira podstruktura.

Podstruktura je skup elemenata kojima su oduzeti unutarnji stupnjevi slobode, a zadrzani
stupnjevi slobode ostaju na koristenje. Zadrzani ¢vorovi i pripadni im stupnjevi slobode su oni

koji se mogu prepoznati i iskoristiti izvana, tj. kada se podstruktura koristi u analizi. Osnovna
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ideja podstrukturiranja je razmatrati dio modela (podstrukturu) odvojeno i eliminirati sve
stupnjeve slobode osim onih potrebnih da bi se povezala s ostatkom konstrukcije. To se radi
na nacin da podstruktura bude skup elemenata ¢iji je odziv definiran krutoSéu (i masom)
zadrzanih stupnjeva slobode. Biti ¢e oznageni s vektorom uF, gdje ,,R* dolazi od eng. retained
Sto znaci zadrzan. Treba napomenuti da je teorija podstrukturiranja u ovom rada vezana za

programski paket Abaqus, stoga je veliki dio teorije preuzet iz dokumentacije [13], [14].

Odziv modela unutar podstrukture, kad je reduciran na podstrukturu, pretpostavlja se da je
malen, odnosno da oscilira linearno oko ravnoteznog polozaja koju je imala podstruktura u
trenutku kad je postala takovom. Prema tome, moze se pisati da je podstruktura u ravnoteZzi s
naprezanjima oo, pomacima Up i svim drugim varijablama koje ¢e se oznaciti kao hg, koje je
posjedovala u trenutku kad je postala podstruktura. U skladu s time, kad god reagira kao
podstruktura, ukupna vrijednost pomaka ili naprezanja u nekoj toc¢ki unutar podstrukture

mogu se zapisati kao

u=u,+L" Au®, (71)

oc=0,+L% AUt
gdie su LYi L? matrice linearne transformacije izmedu zadrzanih stupnjeva slobode
podstrukture i komponente pomaka ili naprezanja koja se razmatra. U trenutku kada se stvara,
podstruktura obavezno mora biti u ravnotezi sa samom sobom, u smislu da sve vanjske sile
moraju biti jednake unutarnjim silama (ovo se ne odnosi na reakcijske sile na zadanim rubnim
uvjetima koji su narinuti na unutarnje stupnjeve slobode). Doprinos podstrukture na ukupnu
ravnotezu modela definiran je u potpunosti linearnim odzivom podstrukture.

Kako je glavna zadaca tehnike podstrukturiranja da jedino zadrzani ¢vorovi doprinose

podstrukturi, potrebno je definirani vanjski vektor optereéenja p-, koji se sastoji od

optereéenja koja djeluju na podstrukturu te vektor unutarnjeg optereéenja 1, kao sumu

linearnih transformacija zadrZanih varijabli Au® i njihovih brzina i akceleracija

1" = MR +Ca® + KAUR, (72)
gdje je M reducirana matrica masa podstrukture, C je reducirana matrica prigusivanja, a K

je reducirana matrica krutosti. Ove reducirane matrice masa, prigusivanja i krutosti povezane

su samo sa zadrzanim ¢vorovima.
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Reducirana matrica krutosti moze se lako izvesti kada se razmatra samo staticki odziv
konstrukcije. Kako je ¢itav odziv podstrukture linearan, doprinos virtualnog rada podstrukture

ukupnom modelu je

APR KRR KRE AUR
OW =[su® su" | {APE}_[KER KEEHAUE} : (73)
%/—/

K

.
gdje su AP®i AP® konzistentne ¢vorne sile dodijeljene na stvorenu podstrukturu (ne odnose

se na inicijalna opterecenja), a Ky je tangentna matrica krutosti.

Kako se unutarnji ¢vorovi, u®, u podstrukturi pojavljuju samo u podstrukturi, jednadzba
ravnoteze konjugirana preko Su® se moze pisati kao
APF —K=AU® —K®AU® =0. (74)
Gornja jednadzba se moze pisati tako da se izrazi AUF &ime se dobije
AUE = (K ) [ APE ~K®Au® ] (75)
Sada je doprinos podstrukture statickoj ravnotezi
SW = suR [(APR — K" (K™ )’1 APE)—(KRR —K" (K )’1 KER)AUR}. (76)
Za stati¢ku analizu reducirana matrica podstrukture je
R:KRR_KRE(KEE)_l KER 77
1 doprinos podstrukture uslijed sila koje opterecuju podstrukturu je vektor opterecenja
P" = APR K (KE) " APF, (78)
Staticke forme definirane jednadZzbom (74) ¢esto puta nisu dovoljne kako bi to¢no definirale
dinamicki odziv podstrukture. Dinamicka odziv podstrukture moze se poboljSati ako se zadrze
dodatni ¢vorovi,- 0Sim onih koji su potrebni za povezivanje podstrukture s ostatkom modela;

tj neki od u mogu se maknuti u u®. Ova tehnika se zove Guyan redukcija (u literaturi jos i

static condensation, Guyan condensation, Guyan reduction) [10].

Moze se pokazati, uz pretpostavku da su vanjske sile na unutarnje ¢vorove AP® =0, u svrhu
dobivanja odnosa medu unutarnjim i zadrzanim ¢vorovima, da se jednadzba (75) svodi na
Au® = GAUR, (79)

gdje je G € R™™ Guyanova matrica kondenzacije i definirana je kao
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-1

AU =G =—(K™) K, (80)
Osim toga provodi se jos jedna tehnika, koja je opcenito i u¢inkovitija, kako bi se bolje opisao
odziv unutar same podstrukture uklju¢ivanjem poopéenih stupnjeva slobode oznacene s q“, a

koji su povezani s prirodnim formama podstrukture. Najjednostavniji na¢in da se to ucini je
da se odrede prirodne forme podstrukture koja ima sve zadrzane stupnjeve slobode
ograniCene, na takav nacin da se jednadzba (80) sada moze zapisati kao
AuE =(K=) [APE —K=auR |+{gf) g7, (81)
¢ija je varijacija
SUF =(K™) T K®su® +{g°)" 5q°, (82)

I vremenske derivacije

UE :(KEE )‘1 K ERQ R +{¢E}”‘ q°,
-1 a (83)
i€ :(KEE) K ER(jR +{¢E} qa
U gornjim jednadZbama {¢E}a su vlastite forme podstrukture dobivene kada su svi zadrzani
stupnjevi slobode sprije¢eni, a q“su poopéeni pomaci — i predstavljaju iznose odziva tokom
tih formi. Ovaj postupak u literaturi se naziva Craig-Bampton [10], [13].

Doprinos podstrukture virtualnom radu za dinamicki slucaj je

{5UR 5UE} APR ~ MRR MRE UR - CRR CRE UR ~ KRR KRE AUR (84)
APE MER MEE UE CER CEE uE KER KEE AUE !

gdje je
M RR M RE
M:|:MER MEE:|’ (85)
matrica mase podstrukture, zatim
CRR CRE
C :|:CER CEE:|’ (86)
je matrica prigusenja, te
R
P {iEE } (87)

je vektor ¢vornih sila u podstrukturi.
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S pretpostavljenim dinamickim odzivom unutar podstrukture, unutarnji stupnjevi slobode
svojim doprinosom (AuF i njegove vremenske derivacije) se mogu transformirati u zadrzane
stupnjeve slobode i amplitude normalnih formi, tako reducirajuéi sustav na

[ ouF 5q](TTP—TTMT{U__R}—TTCT{U_R}—TTKT{AUR}], (88)

q q q
gdje je
I 0
CONSErS

u kojem je [¢E]matrica vlastitih vektora, q je vektor poopcenih stupnjeva slobode, | je

T= (89)

jedini¢na matrica, a 0 je nul matrica.

Takoder se mogu izvesti 1 podstrukture za velike rotacije. Takve najprije zahtijevaju izracun
ekvivalentne matrice rotacije R za kruto tijelo, koja je povezana isklju¢ivo za gibanje
podstrukture. Kako analiza koja ukljucuje podstrukturu ispoljava samo male deformacije,
mogu se koristiti izvorne i trenutne pozicije dvaju ¢vorova u dvodimenzionalnim analizama ili
tri ¢vora u trodimenzionalnim analizama, kako bi se izra¢unala dva pravokutna lokalna
sustava i s njima definirala matrica rotacije. To se radi na sljedec¢i nacin. Za trodimenzionalnu
analizu, Abaqus raCuna referentnu (uprosjecenu) tocku koriste¢i 3 C¢vora iz izvorne
konfiguracije. Prvi jedini¢ni vektor Ejl je usmjeren od referentne to¢ke prema prvom ¢voru.
Trec¢i smjer Ej3 se uzima kao normala na ravninu koju ¢ine 3 ¢vora, dok se drugi vektor
smjera Ej2 uzima kao vektorski umnozak tre¢eg 1 prvog. Taj proces se ponavlja u trenutnoj
konfiguraciji kako bi se izracunao lokalni sustav ei. Matrica rotacije jednostavno se moze
izracunati kao Rjj = eikEjk.

Abaqus automatski odabire dva, odnosno tri ¢vora kako bi racunao matricu. Cvorovi se
odabiru od zadrzanih i1 kandidati su samo oni koji imaju sva tri translacijska stupnja slobode.
Tako na primjer u 3D analizi, prvi ¢vor je onaj koji ima najvecu krutost (najvecu dijagonalnu
vrijednost) podstrukture. Kao drugi ¢vor se uzima zadrzani ¢vor koji je najudaljeniji od prvog
¢vora, s preduvjetom da mu je ¢vorna krutost dovoljno velika (minimalno 0,01% krutosti
prvog ¢vora). Trec¢i se odabire prema uvjetu da je udaljenost od tog ¢vora do linije koju ¢ine
prva dva ¢vora najveca. U rijetkim sluc¢ajevima kada su zadrzana manje od tri ¢vora za 3D
analizu, matrica rotacije se racuna direktno tako da se uzme najkru¢i ¢vor koji sada mora

posjedovati sve stupnjeve slobode (tri rotacije i tri translacije).
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Kako bi se racunalne unutarnje sile pridruzene podstrukturi s velikom rotacijom, Abaqus
rauna pomake/rotacije koje uzrokuju naprezanje oduzimanjem gibanja krutog tijela od
¢vornih pomaka/rotacija podstrukture. Za translacijske stupnjeve slobode, pomaci u Koji
uzrokuju naprezanje u ¢voru mogu se napisati kao

u=x-X,—R(X-X,). (90)
gdje su X i X izvorne i trenutne pozicije ¢vorova a Xg I X SU izvorne i trenutne koordinate
referentnih toCaka (koje su spomenute prethodno). Za rotacijske stupnjeve slobode totalna
matrica rotacije u nekom &voru R™ je spoj rotacija izmedu rotacijske matrice koja uzrokuje

naprezanje i rotacijske matrice krutog tijela

R = expm R. (91)
Rotacije koje uzrokuju naprezanja ¢ se mogu lako izra¢unati. Stoga se sada moZe pisati
unutarnja sila u podstrukturi
F=K"a, (92)
gdje je
K™ =RKR', (93)

u
U= ) 94
) {(zﬁ} &9

Slicna procedura provodi se u dinamici za reduciranu masu (koja je spoj izmedu ¢vornih

rotirana matrica krutosti krutog tijela, a

pomaka/rotacija i doprinosa vlastitih formi) gdje se kruto tijelo takoder zarotira prije nego se
urac¢unaju bilo kakvi doprinosi mase u virtualni rad koji se odnosi na podstrukturu.
Kako je prije ve¢ napomenuto, podstrukture se koriste kako bi se smanjio red modela. Kao
zakljucak gornjeg izvoda korisniku to moze omogucditi sljedece [14]:
e da se skup elemenata grupira zajedno i da se svi osim zadrzanih stupnjeva slobode
eliminiraju na bazi linearnog odziva unutar podstrukture,
e da se koriste kao i bilo koji drugi konac¢ni element iz biblioteke,
e mogu se koristiti za analize naprezanja i pomaka te za akusti¢no-strukturalne
analize,
e imaju linearni odziv ali dozvoljavaju velike rotacije,
e posebno su pogodne ako se identi¢ni komadi pojavljuju vise puta u konstrukeiji,
e spojeni su s ostatkom konstrukcije preko zadrzanih stupnjeva slobode koji se nalaze
u zadrzanim ¢vorovima,
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e mogu sadrzavati sustave unutarnjih slucajeva opterecenja koji se mogu aktivirati po
zelji ili skalirati,

e mogu ukljuciti dinamicke efekte ukljucivanjem zadrzanih formi,

e pokazati se ostatku modela kao krutost, kao izborna masa, priguSivanje i set

skalarnih vektora opterecenja.
2.7. Metode integracije u dinamici sustava vise tijela

Prije je reCeno na Koji se naéin najceSCe integriraju jednadZbe gibanja za sustave
diskretizirane metodom konacnih elemenata. Ovdje ¢e se spomenuti najces¢e metode

integracije koristene za integriranje jednadzbi gibanja u dinamici sustava vise tijela.

Kada se matematicki formuliraju diferencijalne jednadzbe koje opisuju dinamicki sustav
sacinjen od krutih tijela, moze se zapaziti da su te jednadzbe dosta krute (eng. stiff). Termin
krutih jednadzbi dolazi od cinjenice da se koriStenje neprimjerene numericke metode za

rjeSavanje takvih diferencijalnih jednadzbi ponasSa nestabilno ili da rjeSenje potpuno divergira.

Kada se diferencijalne jednadzbe integriraju numericki, za ocekivati je da zadovoljavajuéi
korak integracije bude relativno malen u podrué¢ju gdje se funkcija izrazito mijenja te da bude
relativno velik na podrucju gdje se krivulja rjeSenja gotovo poravnava s linijjom gdje je nagib
funkcije jednak nuli. Za neke probleme to nije slucaj i katkad je korak integracije forsiran da
bude izrazito i neprihvatljivo malen u podrucju gdje je krivulja dosta polozena (nema velik

nagib). Taj problem se naziva problem krutosti jednadzbe [28], [29].

U tu svrhu su razvijene odredene numericke metode koje mogu integrirati sustave krutih
diferencijalnih jednadzbi. Medu najpoznatijim metodama integracije u podruc¢ju dinamike

sustava vise tijela razvili su Runge, Kutta, Gear, Wielenga i drugi.

Vecina prethodno spomenutih integratora su, ili kao izvorno osmisljeni ili kao izvedenice

izvornih integratora implementirani u programski paket Adams [15].

S obzirom da je u novijim verzijama Adamsa implementiran i implicitni HHT integrator koji
¢e se koristiti u numerickom primjeru radi bolje usporedbe s rezultatima dobivenim u
Abaqusu, drugim integratorima se nece posvecivati posebna paznja. U Adamsu postoji
mogucnost odabira integratora kojim ¢e se rjeSavati jednadzba dinamike. Korisniku je medu
ostalima dostupan GSTIFF integrator koji se temelji na Gearovoj metodi integracije [28] i
ujedno je zadan kao uobicajeni (eng. default) rjesava¢ jednadzbi gibanja, zatim WSTIFF
integrator koji se temelji na Wielengovoj metodi [29], a postoji i RKF45 integrator blago
krutih jednadzbi koji je temeljen na Runge-Kutta-Fehlbergovoj metodi 4. i 5. reda.
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3. O koriStenim programskim paketima

U ovom radu koriStena su dva, u sustini potpuno razlicita programska paketa. Abaqus, koji se
temelji na metodi kona¢nih elemenata, koji je namijenjen numeric¢koj analizi konstrukcija pri
c¢emu je ista diskretizirana konacnim elementima. Adams je program izvorno namijenjen
racunalnim simulacijama sustava vise krutih tijela. U novijim verzijama Adamsa postoji
mogucnost provodenja simulacije s reduciranim modelima deformabilnih tijela. Kako se
programski paketi preklapaju u ra¢unanju dinamickog odziva deformabilnih sustava vise tijela

usporedit ¢e se programski paketi i metode na kojoj se temelje.
3.1. Abaqus

Programski paket Abaqus sluzi za numeri¢ku analizu konstrukcija, a temelji se na metodi
konac¢nih elemenata kojom se ta konstrukcija diskretizira kako bi se mogla dobiti rjeSenja u
vidu polja trazenih varijabli izracunatih u diskretnim dijelovima kontinuuma (kona¢nim
elementima, tj. njima pripadnim integracijskim toCkama). Programski paket Abaqus sadrzi
vise modula od kojih su i Abaqus/Standard i Abaqus/Explicit, a Koji su primijenjeni u ovom

radu za rjesavanje dinamickih problema.

3.1.1. Abaqus sucelje za Adams

Procedura dobivanja elasti¢nih tijela koja se mogu koristiti u Adamsu sastoji se od dva
koraka. U prvom koraku potrebno je urediti Abaqus ulaznu datoteku (eng. Abaqus input file)
tako da sadrzi sve ¢vorove i elemente, definirana materijalna svojstva (modul elasti¢nosti i
gustocu), definiranu frekvencijsku analizu (*Frequency) sa zeljenim brojem formi i
zadrzanim ¢vorovima te njima pripadnim stupnjevima slobode 1 jo§ definiran korak stvaranja
podstrukture (*Substructure generate) u kojoj se prethodno izra¢unate forme i ¢vorovi te
pripadni im stupnjevi slobode zadrzavaju. U ulaznoj datoteci takoder je potrebno definirati
ispis naprezanja i deformacija ako se iste Zele razmatrati kasnije u Adams simulacijama. Tako
dobivena ulazna datoteka sluzi za provodenje analize u Abaqusu u kojem se koristenjem
prozora za pozivanje naredbi (eng. command window) izvrSava naredba abaqus
job=ulazna_datoteka.inp ¢ime se provodi frekvencijska analiza i redukcija reda modela.
Rezultat prvog koraka je reducirani model, tj. podstruktura, kojem su zadrzani prethodno
definirani ¢vorovi sa pripadnim stupnjevima slobode i sve izraCunate forme vibriranja.

Koristenjem Abaqus sucelja za Adams (eng. Abaqus interface for Adams) provodi se drugi
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korak koji se sastoji od pretvaranja podstrukture (zapisane u .sim datoteci) i dobivenih
rezultata za naprezanja i deformacije (zapisanih u .fil datoteci) u modalno neutralnu datoteku
(.mnf datoteku). Sucelje se takoder pokrece kroz prozor za pozivanje naredbi te se izvrSava
naredba abaqus adams job=ulazna_datoteka_Zn, gdje je Zn oznaka podstrukture. Rezultat
drugog koraka je modalno neutralna datoteka spremna za koriStenje u dinamickoj analizi
deformabilnih tijela u Adamsu. Treba napomenuti da valja voditi rauna o mjernim
jedinicama. Sucelje automatski radi u sustavu metar-kilogram-sekunda, a ako su vrijednosti u
ulaznoj datoteci zadane u drugom sustavu u drugom koraku treba koristiti i naredbu units,
kojom se odabire sustav mjernih jedinica ili pojedino za svaku mjernu jedinicu koristenjem
naredbi mass (za odabir jedinice mase), length (za odabir jedinice duljine) i time (za odabir

jedinice vremena).
3.2.  Adams

Adams je programski paket tvrtke MSC Software koji je namijenjen za racunalnu analizu
dinamike sustava viSe tijela. Unutar samog programskog paketa korisniku je intuitivno i
jednostavno omoguceno stvaranje slozenih sustava sacinjenih od viSe tijela koja su

medusobno spregnuta razli¢itim kinematskim ograni¢enjima.

3.2.1. Adams Flex

Adams Flex je modul u programskom paketu Adams Kkoji sluzi za rad sa deformabilnim
tijelima. OgranicCen je na linearno elasticna tijela i reducirane modele pojedinih tijela. Sve
pojedinosti o pojedinim elasti¢nim tijelima zapisane su u modalno neutralnoj datoteci (.mnf).
Ista se moZe dobiti kroz razna sucelja za programske pakete temeljene na metodi kona¢nih
elemenata kao $to su Abaqus, Nastran, Ansys i slicno, ali u novijim verzijama i direktno u
Adams Flex modulu pri ¢emu je korisnik tada ograni¢en na koristenje iskljucivo tetraedarskih
elemenata prvog i drugog reda. lzlazna varijabla koju ispisuje Adams Flex su pomaci

pojedinih ¢vorova.
3.2.2.  Adams Durability

Adams Durability je modul za programski paket Adams koji sluzi za rad s deformabilnim
tijelima. Ukoliko su korisniku od interesa naprezanje i deformacije na pojedinom
deformabilnom tijelu, a u modalnoj datoteci su sadrzane informacije za modalna naprezanja i
deformacije, tada Adams Durability modul korisniku omogucéuje ispis naprezanja i

deformacija po pojedinom deformabilnom tijelu u vremenu.
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4. Numericki primjer

Kako bi se pokazala u¢inkovitost i mogucénost pojedinog programskog paketa, pokazati ¢e se
usporedba rezultata na numerickom primjeru. Rezultati su dobiveni koriStenjem programskog
paketa Abaqus i programskog paketa Adams. U programskom paketu Abaqus koristene su

implicitna i eksplicitna metoda, a u Adamsu je koristen HHT integrator.

Veli¢ine koje se promatraju su energija sustava te pomaci i brzine pojedinih to¢aka sustava. S
obzirom da se radi o sustavu deformabilnih tijela, promatraju se naprezanja te ostale veli¢ine
vezane za deformabilne sustave kao $to energija deformiranja sustava, propagacija vala u
pojedinim dijelovima 1 slicno. Takoder su predmet usporedbe vremena racunanja, odnosno

trajanja simulacije pojedine metode, pojedinog programskog paketa i pojedinog integratora.
4.1. Mehanizam s 3 grede

Kao numericki primjer odabran je mehanizam sacinjen od 3 grede prema slici 5.

Slika5.  Geometrija i rubni uvjeti mehanizma s 3 grede

U tockama B i C definirane su veze pomocu zglobova koji dozvoljavaju rotaciju medu
pojedinim dijelovima, a translacije su ograni¢ene na nacin da se zadana tocka jednog dijela
giba skupa s drugim dijelom. U tockama A i D grede su zglobno vezane za nepomi¢nu
podlogu. U Abaqusu su veze definirane pomocu spoja (eng. connector) tipa Hinge, a u
Adamsu pomocu rotacijskog zgloba tipa Revolute joint. U tocku A dodijeljen je moment M

¢ija je raspodjela u vremenu prikazana slikom 6. Grede su kvadratnog poprecnog presjeka
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duljine stranice a prema slici 5. Geometrijsko materijalne karakteristike dane su tablicom 7.

Analiza traje 250 ms

Tablica 7. Zadane geometrijske i materijalne karakteristike numeri¢kog modela

p, mm g, mm [, mm s, mm a, mm E, N/mm? v p, mm?®
400 480 520 250 10 70000 0.29 7.8¢°
15000 —

—e— Moment

10000
e
£ 5000
Z
=
C
(B]
€ 5000
=

~10000

-15000

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Vrijeme t, s

Slika6. Raspodjela pogonskog momenta u vremenu
Kako bi se izbjegao diskontinuitet opterecenja i zadrZzala dvostruka diferencijabilnost funkcije
optere¢enja u vremenu, u Abaqusu je opterecenje zadano tabli¢no koriste¢i Smooth step

opciju, a u Adamsu je koristena Step funkcija [13], [15].

Na pojedinim $tapovima, oznaenima s P, Q i L, nalaze se tocke Py, Py, ..., L3. U tim tockama

i zglobovima A, B, C i D mjerene su veli¢ine u vremenu.

Ovakav mehanizam cest je u praksi i koristi se u automobilskoj industriji kao izvrSni ¢lan
brisaCa vjetrobrana, ali i podizaa bo¢nih prozora automobila. Moze biti konstruiran tako da
izvrSava funkciju opisivanja sloZenih putanja sa promjenjivom brzinom izvr$nog ¢lana duz
putanje. Mehanizam koji je spomenut i obraden u ovom radu posluzit ¢e kao primjer na
kojemu se moze pokazati utjecaj inercijskih sila u dinamickoj analizi. Inercijske sile na ovom
modelu bit ¢e posebno izrazene jer je materijal odabran tako da ima veliku gustocu, a

relativno malu krutost $to ¢ini mehanizam dovoljno podatljivim.

U nastavku su provedene analize za materijalno nepriguseni. Kod materijalno neprigusenih
modela i dalje moZe postojati numericko prigusenje kao posljedica integratora. Materijalno

priguseni sustavi Cesto se modeliraju Rayleighevim prigusenjem (pogledati Dodatak B).
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4.1.1. Numericki model — Abaqus

Numericki model sastoji se od tri grede koje su medusobno povezane s kinematskim
ograni¢enjem tipa Hinge. Grede su diskretizirane grednim konac¢nim elementima tipa B31 i
B32. Za dobivene mreze kona¢nih elemenata provedeno je vise analiza koristec¢i dva razlicita
integratora. Analize su provedene u modulu Abaqus/Standard koriStenjem implicitnog
integratora 1 u modulu Abaqus/Explicit koriStenjem eksplicitnog integratora. Postavke

integracije dane su u tablici 8, a geometrija i rubni uvjeti modela na slici 7.

Tablica 8. Postavke simulacija u Abaqusu

Abaqus Implicit Abaqus Explicit
Trajanje simulacije Ts | 0,25 Trajanje simulacije Ts | 0,25
NLGEOM* Ukljucena NLGEOM Ukljucena
Inkrementacija Automatska Inkrementacija Automatska
!\/Iaksmalm broj 100 000
inkremenata
Veli¢ina pocetnog 5
: 10
inkrementa . ..
Minimalna Korak integracije
velidina 25.10 ovisi o veliini
inkrementa ’ najmanjeg KE
Maksimalna 10° <
veli¢ina automatski <
inkrementa 2,5:101°
Parametar a 0,05 Parametar _Ilnearne {006
volumne viskoznosti
Parametar S 0,275625 Parametar kubi¢ne
. .| 1,2
Parametar y 0,55 volumne viskoznosti

MrezZe kona¢nih elemenata odabrane su tako da se po pojedinoj gredi nalazi 16, 32, 64 ili 128
elemenata prvog ili drugog reda. U tablici 9. prikazani su nazivi pojedinih koriStenih mreza

konac¢nih elemenata.

Odredene mreze iskoristiti ¢e se kako bi se usporedili rezultati i vremena racunanja pojedine
metode u Abaqusu. S obzirom da dinamicka analiza moze biti dosta zahtjevna za loSe
odabrane parametre, numerickoj zahtjevnosti dodatno moze doprinijeti odabir nepovoljnog
kona¢nog elementa. Za dinamicku analizu preporuca se koriStenje elemenata prvog reda te ¢e

se pokusati opravdati ta preporuka.

! NLGEOM je skraéenica od eng. Non Linear Geometry i dostupna je korisniku Abaqusa kao opcija za
ukljucivanje/iskljucivanje geometrijske nelinearnosti u analizi
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Slika 7.  Rubni uvjeti i geometrija modela u Abaqusu

Tablica 9. MrezZe konaénih elemenata

Mreza | Tip elementa | Broj KE po gredi | Broj ¢vorova
#1-1 B31 16 51
#2-1 B31 32 99
#3-1 B31 64 195
#4-1 B31 128 387
#1-2 B32 16 99
#2-2 B32 32 195
#3-2 B32 64 387
#4-2 B32 128 774

4.1.2. Numeri¢ki model — Adams
Kako bi se dao bolji uvid u kinematiku sustava i bolji prikaz utjecaja deformabilnih tijela u
dinamici sustava vise tijela, u Adamsu je provedena i analiza s krutim tijelima.

Prethodno spomenute mreze dobivene u Abaqusu koriStene su za dobivanje modalno
neutralne datoteke koje koristi Adams pri analizi deformabilnih tijela. Ukljuc¢ena su modalna

naprezanja i deformacije kako bi se mogla proucavati naprezanja na reduciranom modelu.

Tako dobivene modalno neutralne datoteke uvoze se u Adams. Mreze konaénih elemenata u

Adamsu sastoje se od korisniku po dva dostupna ¢vora na svakoj gredi. Ti ¢vorovi sluze kako
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bi se grede povezale medusobno i s nepomi¢nom podlogom koristeci rotacijski zglob s jednim
stupnjem slobode (Revolute joint) te kako bi se dodijelio rubni uvjet opterecenja, odnosno

zadani pogonski moment.

Novije verzije Adamsa imaju implementiran Hilber-Hughes-Taylor (HHT) integrator za
dinamicke jednadzbe. S obzirom da se u Abaqusu implicitna metoda temelji na HHT
integratoru, u Adamsu je takoder koriSten HHT integrator radi bolje usporedbe pojedine
metode. Postavke Adams analize za deformabilna tijela dane su u tablici 10., a geometrija i
rubni uvjeti krutog i deformabilnog modela prikazani su slikama 8. i 9.

Postavke za kruti model u Adamsu sastoje se od odabira integratora i koraka integracije koja
za kruti model iznosi 0,0001. Uz takav korak, trajanje simulacije krutog modela, koje je vise
informativnog karaktera, iznosi otprilike 14s koriStenja procesora za tri razlicita integratora u
Adamsu (Gearov integrator krutih jednadzbi (GSTIFF), Wielenga integrator krutih jednadzbi
(WSTIFF) i prije spomenuti HHT integrator).

Kruti model sacinjen je od 3D modela pojedinih Stapova zadane gustoce, dok je deformabilni
model, s obzirom da je dobiven koriStenjem iste mreze kona¢nih elemenata kao i u Abaqusu,
sacinjen od 3D grednih kona¢nih elemenata kojima je definiran zadani popreéni presjek i sva

ostala materijalna svojstva tokom pretvorbe u modalno neutralnu datoteku.

Slika 8.  Rubni uvjeti i geometrija krutog modela u Adamsu
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Slika9.  Rubni uvjeti i geometrija deformabilnog modela u Adamsu

Tablica 10.  Postavke simulacije u Adamsu

Adams HHT
Trajanje simulacije, Ts 0,25
Interpolacija’ Ukljugena
Najveci dozvoljeni broj
iteracija ravnoteze 8
(Newton-Raphson)
Velicina koraka 0.001
Dopustena greska 05
. 10
integratora
Veli¢ina pocetnog 05
. 10
inkrementa
Mlmmalna veli¢ina 2510710
inkrementa
Maksmlalna veli¢ina 2.5 108
inkrementa
Parametar o -0,05

2 Ukljugena interpolacija definira da maksimalni korak integracije bude jednak veligini koraka integracije (u

ovom sluéaju 2,5E-03)
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4.2. Rezultati simulacije

Provedene su analize za pojedine gusto¢e mreZe i1 prikazana su vremena racunanja pojedine
metode u tablici 11. S obzirom da je za dinamic¢ke probleme opcenito pa tako i za konkretan
dinamicki problem obraden u ovom radu, analiticko (egzaktno) rjesenje nemoguce pronaci
nije ispitivana konvergencija u kontekstu u kojem se ispituje u statiCkom slucaju. Nakon
odradenih analiza u vremenskoj domeni za pojedinu mrezu, nije primijeCen znacajan utjecaj
daljnjeg progusc¢ivanja mreze na dinamicki odziv Kkonstrukcije prema dolje navedenim
Kriterijima. Stoga je kao kona¢na mreza uzeta mreza #4-1 koja ima dobar omjer vremena
trajanja simulacije i opisivanja polja deformacija i naprezanja. Jedan od kriterija odabira
mreze bilo je dobiti rjeSenja za kinematske veli¢ine u odnosu na kruti model §to su relativno
grube mreze uspjele lako zadovoljiti. Drugi kriterij bio je dobiti ¢im bolju raspodjelu
naprezanja duz pojedine grede. Pokazalo se da su rjeSenja gus¢ih mreza zbog diskretizacije
imala znaCajan utjecaj na rezultate eksplicitne analize. Uslijed grube diskretizacije
kontinuuma konac¢nim elementima povecava se utjecaj visokih frekvencija u frekventnom
podrucju, a s druge strane s relativno malim konac¢nim elementima, smanjuje se stabilni
vremenski inkrement potreban za eksplicitnu analizu, ¢ime se u vremenskoj domeni obuhvate
pojave nastale uslijed oscilacija visokih frekvencija koje nisu od interesa u konkretnoj analizi.

U Adamsu je takoder koriStena samo najgu$c¢a mreza zbog prisutne redukcije modela.

Tablica1l.  Vremena ra¢unanja pojedine metode (trajanje simulacije T, = 0.25 s)
Abaqus Explicit Abaqus Implicit Adams HHT
Vrijeme rac¢unanja (CPU time) tg, S
#1-1 19.3 8.1 -
#2-1 26.7 11.2 -
#3-1 52.3 15.6 -
#4-1 133.7 25.6 7.2
#1-2 35.8 11.8 -
#2-2 60.2 14.7 -
#3-2 172.4 22.3 -
#4-2 557.2 39.8 -

Dijagramima su prikazani rezultati pojedine analize. S obzirom da je cilj usporediti metode,
rezultati pojedinih analiza prikazani su u istim dijagramima. Gdje je to bilo moguce, prikazani

su i rezultati dobiveni za model sacinjen od krutih tijela kako bi se dobio bolji uvid u utjecaj
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deformabilnosti pojedinih ¢lanova te radi bolje kontrole rjeSenja za numeric¢ki model safinjen

od elasti¢nih tijela.

Najprije su prikazani rezultati za ukupne energije cijelog modela. Energije su prikazane za
cijeli model i uklju¢uju dijagram rada vanjskih poopcenih sila (u ovom slucaju je to samo rad
pogonskog momenta) prikazan slikom 10., dijagram za kineti¢ku energiju prikazan slikom 11.

1 dijagram za unutarnju energiju (u ovom slucaju je to energija deformiranja sustava) prikazan

slikom 12.

Nakon toga pokazano je dijagramima kinematika gibanja toCaka od interesa. Te tocke nalaze
se kao krajnje tocke mehanizma, koje u praksi sluze za izvrSavanje glavnih funkcija, a
oznacene su tockama B i C.

Osim toga cilj je pratiti i savijanje pojedinih greda, odnosno progibe te raspodjelu naprezanja
koja je nastaju posljedica savijanja. Stoga su prikazani i rezultati za brzine i pomake to¢aka
koje se nalaze na polovinama greda te naprezanja u tim tockama, ali i na jednoj trecini i
jednoj cCetvrtini pojedine grede kako bi se dobila bolja slika o raspodjeli naprezanja po

pojedinoj gredi.

4500
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;‘” 3500 —— ALLWK abq (expl) ||
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- -, \\\ - .::Y.\-_-/\/\_’
0 - ~o P e
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Vrijemet, s

Slika 10. Rad poopc¢enih vanjskih sila W, cijelog modela
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Slika 12. Unutarnja energija E; cijelog modela

Zatim su prikazani rezultati u pojedinim tockama modela. Mjerene su vrijednosti za pomake 1

brzine tocaka te ekvivalentna naprezanja prema von Misesu. Pomaci i brzine u smjeru osi x i y

za toCke B i C prikazani su slikama 13. do 20. Tocke B i C predstavljaju krajnje pokretne

tocke mehanizma i Cesto puta sluze za izvrSavanje odredene funkcije. Iz rezultata je vidljivo
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da rjeSenja za deformabilni model dobro prate trend gibanja krutog modela. Takoder se vidi
znacajan utjecaj inercijskih sila §to uz odabrana materijalna svojstva koja model ¢ine

podatljivim rezultira vibracijama pojedine grede, a time i interesnih to¢aka B i C.

Tocke od interesa nalaze se i na polovinama pojedinih greda. S obzirom da se radi o relativno
podatljivim gredama progibi na sredini mogu biti veliki, a posljedicno tome i velika
naprezanja nastala uslijed savijanja grede. Te tocke su za pojedine grede oznacene s Py, Q1 i
L;, ovisno na kojoj gredi se nalaze. U nastavku su stoga prikazani pomaci i brzine te

ekvivalentna naprezanja prema von Misesu upravo u tim to¢kama.

Kako bi se dobio bolji uvid u raspodjelu naprezanja po pojedinim gredama u tockama na
jednoj Cetvrtini 1 tri Cetvrtine svake grede postavljene su dodatne tocke u kojima se mjere

ekvivalentna naprezanja.

Na slikama 21. do 32. prikazani su pomaci i brzine to¢aka P1, Q1 i Ly u smjeru osi x i y. Osim
kinematskih veli¢ina, na slikama 33., 36. i 39. prikazana su ekvivalentna naprezanja prema

von Misesu u prije spomenutim tockama.

U tockama Py, P3, Q2, Qs te Ly i L3 takoder su prikazana ekvivalentna naprezanja prema von
Misesu slikama 34. do 41.

250 T

(=

200 5

” _‘ 5 /
150
100 /

/ - - -~ Badm kruto U1

—— B abq (impl) U1
0 / —— B abqg (expl) U1
—— B adm (hht) U1

I
-50
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Vrijeme t, s

T

Pomak u,, mm

N

Slika 13. Pomak to¢ke B u smjeru osi x
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4.3. Zakljuéak analize KkoriStenjem materijalno neprigusenog modela

Za dinamicke probleme poZeljno je pratiti zakon o¢uvanja energije sustava, a posebno ako se
razmatra sustav koji nema materijalno prigusenje (kao $to je prethodno analizirani). Takoder,
pozeljno je napraviti simulaciju materijalno nepriguSenih modela kako bi se vidio utjecaj
odabranih parametara numeri¢kog prigusenja. Parametri numerickog priguSenja biraju se
ovisno o dinamickom problemu i zeljenim rezultatima, a obic¢no zahtijevaju odredeno
iskustvo analiticara. U ovom primjeru odabrano je jako blago numericko prigusenje, a s
obzirom da se ne razmatra utjecaj gravitacije na sustav, tj. zanemareno je ubrzanje zemljine
sile teze, a time 1 moguca potencijalna energija sustava, moze se pratiti kako se rad poopcenih

vanjskih sila pretvara u kineti¢ku energiju i unutarnju energiju za deformabilni sustav.

Za kruti model, s obzirom da se sustav nalazi u stanju mirovanja i potpuno je zanemareno
potencijalno polje zemljine sile teZe, sav rad poopcenih vanjskih sila pretvara se u kineti¢ku
energiju sustava Sto se moze zapisati izrazom

W, =E,, (95)
gdje je W, rad poopcéenih vanjskih sila (indeks ,,e“, dolazi od eng. external $to znaci vanjski),
a Ex je kineticka energija sustava (indeks ,.k* dolazi od eng. kinetic). Za takav sustav sacinjen
od vise krutih tijela, iz pretpostavke da je deformacija unutar pojedinog tijela € = 0 i ¢injenice
da nije prisutno prigusenje, proizlazi da je i unutarnja energija takoder jednaka nuli

E =0, (96)

gdje je Ej unutarnja energija sustava, a indeks ,,i* dolazi od eng. internal $to zna¢i unutarnja.
Na slikama 10., 11. i 12. jasno se vide dosadasnji zakljucci. Za kruti model crnom iscrtkanom
linijom na slici 10. prikazan je rad vanjskih poopc¢enih sila koji je identican kinetickoj energiji
krutog modela na slici 11. Osim toga, na slici 12. vidljivo je da je unutarnja energija krutog

modela jednaka nuli.

Za deformabilne modele pogledom na slike 10., 11. i 12. mogu se donijeti slijede¢i zakljudci.
Implicitna metoda u Abaqusu i reducirani model u Adamsu koriste uvjetno receno isti’
numericki integrator (HHT), sa istim numeri¢kim parametrom priguSenja i ostalim
postavkama analize, stoga je i kona¢na energija za ta dva modela priblizno jednaka, jer je

ukupna kineticka energija dobivena od rada vanjskih sila sa istim parametrom numeri¢kog

3 S obzirom da su numeri¢ke metode na kojima se zasnivaju odredeni programski paketi esto puta strogo
¢uvana tajna i svaki nije nuzno potpuno isti, zakljucak da se i u Abaqusu i u Adamsu koristi isti Hilber-Hughes-
Taylorov integrator ne mora biti istina, ali za ovakav primjer u okviru akademskih razmatranja se moze reci da
su to isti integratori.
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prigusenja, prigusena na gotovo istu razinu. Kako bi se bolje vidio odnos konac¢nih kinetickih

energija pojedinog modela uvecan je kraj dijagrama i prikazan na slici 42.

---- ALLKE adm kruto
——— ALLKE abg (impl)
—— ALLKE abq (expl)
—— ALLKE adm (hht)
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0 =~ = I I — =
0.16 0.17 0.18 0.19 0.20 0.21 0.22 0.23

Vrijemet, s
Slika 42. Kineti¢ka energija modela — uvecani dijagram
Moze se donijeti 1 zakljucak glede rezultata eksplicitne analize. U teoretskom dijelu ovog rada
spomenuto je kako eksplicitna metoda nema numericko prigusenje i da ne racuna ravnotezu
kroz iterativne postupke nego neupitno® marsira naprijed (eng. marshing forward), koristeéi
zadnju izracunatu vrijednost dobivenu za akceleraciju u trenutku t kako bi dobila iducu
nepoznatu vrijednost u trenutku t + At, ¢ime u svakom inkrementu povecava gresku
zaokruzivanja. Razlika kineticke energije, usporedi li se crvena linija (koja oznacava
eksplicitnu analizu) na slici 42. s plavom (za implicitnu) i zelenom (za Adams HHT rjesavac),
na nekim dijelovima iznosi i do 3 puta vise. Ta velika razlika u kineti¢koj energiji eksplicitne
u odnosu na druge dvije metode ukazuje da se ve¢ akumulirao dio greske uslijed nacina

izvodenja eksplicitne metode.

Za deformabilni sustav, na slici 12. je vidljivo da se dio rada vanjskih sila pretvorio u energiju
deformiranja, Sto za slu¢aj modela bez materijalnog prigusenja ujedno predstavlja i ukupnu

unutarnju energiju sustava, pri ¢emu vrijedi relacija

W, =E, +E,. (97)

* Newton-Rhapsonov postupak temelji se na zadovoljavanju uvjeta relativne greske, a §to se u programskom
kodu najée$¢e manifestira koriStenjem if petlje (eng. if znac¢i ako) kojom se ispituje ako je zadovoljena rel. greska
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Utjecaj numerickog prigusenja najbolje se uocava na dijagramu za energiju unutarnjih sila,
gdje se jasno vidi razlika izmedu potpuno neprigusenog modela (eksplicitne analize) i

numericki prigusenog modela (implicitne i Adams HHT analize).

Takoder je zanimljivo za primijetiti da moment nije konzervativna veli¢ina. Ako se
usporeduje deformabilni sustav u odnosu na kruti, na slici 10., koja prikazuje rad poop¢enih
vanjskih sila, vidljivo je da je rad poopcenih vanjskih sila veéi za deformabilni model, no
unatoc¢ tome i dalje vrijedi izraz (97).

Usporedbom rezultata za pomake i brzine, sve tri metode pokazale su dobre rezultate prateci
trend koji opisuje kruti model. Glede apsolutnih pomaka, reducirani model koriSten u
Adamsu, u jednom trenutku pocinje monotono odstupati od preostalih modela, $to se jasno
vidi prateci zelenu krivulju na dijagramima za pomake. Za eksplicitnu metodu se vidi, ako se
pogleda na bilo koju kinematsku veli¢inu, da se akumulirana greSka u kineti¢koj energiji

manifestira i kroz ve¢e pomake i brzine pojedinih tocaka.
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4.4. Analiza s kra¢im trajanjem simulacije

Provesti ¢e se i kratka analiza u trajanju od 0,001 s, tj. sam pocetak prijaSnje analize. Rubni
uvjeti sila i pomaka identi¢ni su prijasnjem modelu. Postavke analize su nesto drugacije te su

stoga vrijednosti koje su drugacije u odnosu na proslu (dugu) analizu prikazane u tablici 12.

Tablica 12. Postavke kratke simulacije — mali vremenski korak za sve analize

Abaqus Adams

Explicit Implicit HHT
Trajanje simulacije Ts, S 0.001
Korak integracije 10°®
Maks. broj inkremenata/iteracija - 10° 10
Dopustena greska integracije - - 10°
Veli¢ina pocetnog inkrementa - - 10°°
Minimalna veli¢ina inkrementa - - 1012
Maksimalna veli¢ina inkrementa - - 10°®

Ovako postavljenom analizom, koja traje relativno kratko, uz koriStenje jako malog koraka
integracije, moguce je opisati pojave kao $to su propagacije vala naprezanja u elastiénim

strukturama. Kao i u prethodnoj analizi, najprije ¢e se pokazati energije sustava slikom 43.
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Slika 43. Energije sustava, ALLKE se odnosi na kineti¢ku energiju, ALLIE se odnosi na
unutarnju energiju i ALLWK se odnosi na rad poopéenih vanjskih sila
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Tablicom 13. su prikazana vremena racunanja za pojedinu gusto¢u mreze i parametre koji Su

zadani za kratku analizu (tablica 12.).

Tablica 13. Vremena ra¢unanja za kratku analizu (postavke analize prema tablici 12.)

Abaqus Explicit Abaqus Implicit Adams HHT
Vrijeme ra¢unanja (CPU time) tg, S
#1-1 27,2 3169,8 -
#2-1 29,6 4085,7 -
#3-1 38,3 5876,2 -
#4-1 55,4 9551 5320,5
#1-2 30,7 - -
#2-2 39,1 - -
#3-2 42,1 - -
#4-2 92,5 - -

Prema tablici 13. se vidi prakti¢nost eksplicitne metode za kratke analize. Implicitni integrator
s jako malim korakom gotovo da nema smisla, ¢ak ni za kratke analize poput ove, jer se
vremena racunanja uvelike povecavaju $to se moze vidjeti i u tablici 13. 1z tog razloga nije
imalo smisla ispitivati vremena raCunanja implicitnom metodom s mrezama grednih

elemenata drugog reda.

Iz rezultata za energije vidljivo da je u pocetku, dok val naprezanja putuje kroz konstrukciju,
energija deformiranja za model veca od kineticke energije. To se objasnjava na nacin da se

konstrukcija svojim oblikom i inercijom oduprla gibanju, a lokalno se deformira.

Na iducoj stranici, slikom 44., su prikazani rezultati za propagaciju vala kroz deformabilnu
gredu P na koju je dodijeljen pogonski moment u zglobu A. Kako bi se bolje prikazala
propagacija udarnog vala kroz gredu u tockama P, P; i P3 mjere se naprezanja prema von
Misesu. Gledajuci od tocke P, koja se nalazi na Y4 grede, mjereno od zgloba A i na koju val
prvo nailazi, vidi se da do trenutka t; za eksplicitni i implicitni model dobiven u Abaqusu u
tocki P, nema naprezanja. U trenutku t, val je dostigao do tocke P; koja se nalazi na % grede.
U trenutku t3 val je gotovo prosao cijelu gredu jer se ve¢ nalazi u tocki P3 koja je na % grede.
Slika 44. takoder pokazuje da za dovoljno mali korak implicitna i eksplicitna metoda daju
gotovo iste rezultate i dobro poklapanje u cijeloj vremenskoj domeni. Za probleme
propagacije treba dovoljno gusta mreza kako bi se ¢im bolje opisalo polje deformacija i

naprezanja. Reducirani model koristen u Adamsu ne opisuje dobro konkretni problem.
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Slika 44. Propagacija vala unutar deformabilnog tijela
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5. Zakljucak

U radu je provedena nelinearna numericka analiza dinami¢kog odziva sustava deformabilnih
tijela koji se sastoji od tri medusobno povezane deformabilne grede. Provedeno je vise
analiza, a koriste¢i nacelno razliCite programske pakete koji se temelje na drugacijim
metodama, €iji su rezultati usporedeni. Rezultati su pokazali prednosti 1 nedostatke pojedine

metode te primjenjivost metoda za odredene dinamicke probleme.

Eksplicitna metoda u Abaqusu pokazala se kao dosta robusna metoda $to opravdava da je
Cesto puta prva preporucena opcija, iako uvidom u teoretsku pozadinu, ali i rezultate rijeSenog
primjera vidi se da je metoda uvjetno stabilna i primjenjiva samo za relativno kratke
simulacije. Eksplicitna metoda pokazala je tendenciju akumulacije greske integracije s
obzirom da ne provodi iteraciju kako bi zadovoljila uvjet ravnoteze u svakom vremenskom

inkrementu.

Implicitna metoda u Abaqusu je, za razliku od eksplicitne metode, bezuvjetno stabilna te
moze posluziti za rjeSavanje duzih dinamickih analiza s relativno grubom diskretizacijom
vremenske domene. Takoder moZe posluziti i za rjeSavanje kvazi statickih problema u kojima
je od interesa raCunanje rjeSenja u eventualno par toCaka vremenske domene analize i
dobivanja kona¢nog rjeSenja. Metoda se pokazala pogodna za rjeSavanje problema
diskretiziranih konaénim elementima jer posjeduje odredeno numericko prigusenje koje
anulira utjecaj visokih frekvencija koje su cesta pojava koja nastaje kao posljedica

diskretizacije.

Koristenjem koncepta dinamike sustava visSe tijela u Adamsu su koristeni reducirani modeli
pojedinih deformabilnih tijela kako si se provela racunalna analiza. RjeSenja su unatoc
izrazito maloj ra¢unalnoj zahtjevnosti pokazala dobro poklapanje sa ostale dvije metode. Ova
metoda bi svakako mogla posluziti kao preliminarna analiza kojom bi se mogao razmotriti
utjecaj pojedinih deformabilnih tijela na ukupni dinamicki odziv te za procjenu moze li se
sustav eventualno modelirati kao sustav krutih tijela, ¢ime bi se dodatno ustedilo na vremenu

raCunanja.

Osim rac¢unalne simulacije u radu je detaljno opisana teorija na kojoj se temelje koriSteni
programski paketi te je dan pregled koriStene literature koja je posluzila za dodatno

izucavanje problematike nelinearnih problema i1 dinamike deformabilnih tijela. Prikazani su i
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algoritmi koji su implementirani u programske pakete. U nastavku ovog poglavlja ukratko ¢e

se dati zakljucak svakog od obradenih poglavlja.

U uvodnom poglavlju rada ukratko je objasnjena problematika primijenjene dinamike te je
stavljen naglasak na racunalnu dinamiku deformabilnih sustava vise tijela (eng. flexible

multibody dynamics).

U drugom poglavlju rada opisana je teorija vezana za racunalnu dinamiku deformabilnih
tijela. TeZznja pri pisanju teoretskog dijela bila je da se na jednostavan na¢in obuhvate svi
aspekti dinamickih problema, a naglasak je stavljen na nelinearnost te nac¢in na koji se
rjesavaju nelinearni problemi numeri¢kim metodama. Stoga je dan je pregled i opis koristenih
algoritama, ukljuuju¢i formulaciju problema dinamike deformabilnih tijela koriStenjem
metode konacnih elemenata izvedene na teoriji velikih pomaka, zatim problema dinamike

Sustava viSe tijela te metode redukcije reda modela pojedinih ¢lanova sustava.

U tre¢em poglavlju ukratko su opisani koristeni, komercijalno dostupni, programski paketi
Abaqus i Adams. Dva navedena programska paketa osmisljena su da rjeSavaju potpuno
drugacije probleme; Abaqus za rjeSavanje strukturalnih problema c¢vrstoce, a Adams za
rjeSavanje problema dinamike sustava viSe krutih tijela. S razvojem racunala i raCunalnih
metoda oba programa prosirila su prostor rjeSavanja dinamickih problema te su se
»preklopila“ upravo u podrucju racunalne dinamike deformabilnih tijela. Radom su

usporedene dvije metode, a time i dva koriStena programska paketa.

U Cetvrtom poglavlju provedena je numericka analiza dinami¢kog odziva mehanizma s tri
grede koje su modelirane kao deformabilne. Grede diskretizirane kona¢nim elementima
koriStene su u programskom paketu Abaqus te u progamskom paketu Adams kao reducirani
modeli. Programski paketi i pojedine koriStene metode pokazale su dobro medusobno
poklapanje rezultata. S obzirom na ogranic¢eno vrijeme za izradu ovog rada, bilo je potrebno
osmisliti numericki primjer na kojem bi se moglo ¢im vjernije usporediti pojedini programski
paket. Takoder, s obzirom na nedostatak analiti¢kih izraza i1 eksperimentalnih podataka nije
provedena verifikacija i validacija numeri¢ke metode. 1z tog razloga na rezultate treba gledati
strogo i kriti¢ki. Ideja za nastavak rada bilo bi provesti odredeni eksperiment i/ili osmisliti
testni primjer (eng. benchmark) koji bi posluzili za validaciju i1 verifikaciju koristenih

numerickih procedura.

U posljednja tri poglavlja koja se nalaze u nastavku kako dodaci, ukratko je dan pregled

osnovnih izraza mehanike kontinuuma, modeliranja priguSenja i frekvencijske analize.
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6. Dodatak A: Osnovne veli¢ine mehanike kontinuuma

S obzirom da se pri formulaciji rjeSenja za nelinearne dinamic¢ke probleme Koriste izrazi iz

mehanike kontinuuma u ovom poglavlju dan je pregled osnovnih koriStenih izraza.

Osnovna veli¢ina mehanike kontinuuma je tenzor gradijenta deformiranja, kojim se opisuje

rotacija i produljenje dijela kontinuuma, a koji je definiran na sljedeci nacin

ERARAEY
0%%,  0°%, 0°x,
o'x, 0'%, 0'X%,
60 80 0
X1 X2 aXS
0'%, 0'% 0'X
80 aO 0
| 07X X, 0 X |

F=!X= , (A1)

gdje su 'x koordinate u trenutnoj konfiguraciji oznagene vremenom t i Ox ; koordinate u
pocetnoj konfiguraciji oznacene vremenom t = 0.
Za tenzor gradijenta deformiranja vrijedi
~ -1
Fi=(sX) =X (A.2)

Znacenje tenzora gradijenta deformiranja i njegovog inverza prikazano je slikom 45.

Deformirana

Nedeformirana ..
konfiguracija

konfiguracija

Slika 45. Geometrijska interpretacija tenzora gradijenta deformiranja

Gustoca u trenutnoj konfiguraciji moze se definirati kao
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0

t P
= . A.3
P detF (A-3)

Za mjerenje deformiranosti koriste se desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti

:C=IX"{X=F'F, (A.4)
te lijevi Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti

'C=XX" =FF", (A.5)
Vazno svojstvo tenzora gradijenta deformiranja je da se moze rastaviti na umnozak dvaju

tenzora, od kojih je jedan simetri¢an i naziva se desni tenzor izduzenja U, a drugi

ortogonalan tenzor i naziva se tenzor rotacije ;R

X =,R;U. (A.6)
Taj se postupak naziva polarna dekompozicija tenzora gradijenta deformiranja i moze se
primijeniti tako da vrijedi i sljedece

IX='VIR. (A7)

gdje je {V lijevi tenzor izduZenja.

Geometrijska interpretacija jednadzbi (A.6) i (A.7) dana je na slici 46.

Nedeformirana

. Deformirana
konfiguracija

X,,°X \\U\ f(——— |
v ’ e |
% ’

'X,,°X,

"X,0 X

1> 1

konfiguracija

Slika 46. Polarno razlaganje tenzora gradijenta deformiranja
Tenzor gradijenta brzine deformiranja definiran je kao gradijent trenutnog polja brzine u
odnosu na trenutnu konfiguraciju materijalnih tocaka

o'y,
0'x.

]

L = XXt (A.8)
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a moze se rastaviti na simetri¢ni dio D koji predstavlja tenzor brzine deformacije i koso
simetri¢ni dio W koji se zove tenzor vrtlozenja

L=D+W. (A.9)
Tenzor deformacija koji je bitan za metodu konacnih elemenata je Green-Lagrangeov tenzor

tenzor deformacije koji je definiran s

5=2(C-1), (A10)
gdje je I jedini¢ni tenzor, ili preko pomaka kao
1
o&i :E(Otui,j +oUji + ol Otuk,j)' (A.11)

Green-Lagrangeov tenzor deformacije definiran je u pocetnoj konfiguraciji i predstavlja
potpuni tenzor deformacija (nisu zanemareni visi ¢lanovi). Takoder je bitno uociti da Green-
Lagrangeov tenzor deformacije ne ovisi o pomacima krutog tijela, Sto ga ¢ini pogodnim za

izvod konacnih elemenata za opisivanje velikih pomaka i rotacija.
Izrazi koji e se koristiti pri izvodu konacnih elemenata za velike pomake 1 rotacije, a koji

dovode uvezu ‘D i ;& su

gé=(§XT‘Dgxzé(gXT;X+;XT;X), (A.12)

te
'D=9X"[&%X. (A.13)
Tenzor naprezanja koji je energetski konjugiran s Green-Lagrangeovim tenzorom deformacija

je drugi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja ;S. Ako se pretpostavi snaga naprezanja (eng.
stress power) po jedini¢nom volumenu ‘J‘'t-'D, gdje je 't Cauchyev tenzor naprezanja, a
‘J=det X, onda se drugi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja moze dovesti u vezu

sljede¢im izrazom

J't-'D=S- &, (A.14)
te nakon sredivanja se moze izraziti drugi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja
°p
0S=-0X"XT, (A.15)
P
odnosno Cauchyev tenzor
'p
‘1= X8, X", (A.16)

Opo
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Izraz koji povezuje silu d'T koja djeluje na povrSinu d 'S u trenutku t moze se izraziti

preko Cauchyeve formule

d'T="'t"'nd'S. (A.17)

Osim toga posluzit ¢e 1 Nansonova formula

‘p
‘nd 'S =t—p‘§xT °nd °S. (A.18)
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7. Dodatak B: Modeliranje prigusenja

7.1.  Slobodne prigusene vibracije sustava s jednim stupnjem slobode
Modeliranje priguSenja pocinje od razmatranja jednadzbe dinamicke ravnoteZe bez vanjske
uzbudne sile, odnosno razmatra se

mv+cv+kv=0, (B.1)
¢ije rjeSenje daje vlastitu kruznu frekvenciju prigusenih vibracija

@y = o\1- &7, (B.2)
a samo prigusenje se mijenja u granicama

O<c<ec,,, (B.3)

gdje je cy kriticno prigusenje definirano izrazom

C,, =2ma=2km, (B.4)
a prije spomenuti ¢ omjer priguSenja koji predstavlja unutarnje, Columbovo trenje u

mehanic¢kim vezama, definiran kao

£=—, (B.5)

Kod analiza deformabilnih konstrukcija omjer priguSenja krece se najcesce u granicama

0<£<0,15. (B.6)

a obi¢no je izmedu 1 1 5% 1 pri takvom odabiru je @, * @.

7.2.  Modeliranje prigusenje u metodi konacnih elemenata

U jednadzbi prigusenog gibanja sustava kona¢nih elemenata
MV +CV +KV =R(t), (B.7)
¢lan CV u pravilu ima ukupni udio u jednadZbi, naspram drugih ¢lanova, manji od 10%.
U metodi konaénih elemenata prigusenje se modelira na dva nacina
e proporcionalno prigusenje (Rayleighevo prigusenje)
e modalano prigusenje

7.2.1. Proporcionalno prigusenje

Kod ovakvog nacCina modeliranja matrica prigusenja nema fizikalno znacenje, a definirana je s

C=oxM+4.K, (B.8)
gdje su ar i fr konstante Rayleighevog prigusenja koje se odreduju eksperimentalno.
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Konstante og i fir mogu se odrediti pomoc¢u

oy Sroy
=—R ,F/RL B.9
2 20, 2 (B9)
i
oy Sro,
=—R IR 2 B.10
% 20, 2 ( )

gdje su w1 | wy Vlastite frekvencije sustava, a & i & omjeri priguSenja dvaju formi (modova),

pri ¢emu se obi¢no uzimaju prva i druga forma vibriranja.

Slikom 47 prikazano je modeliranje Rayleighevog prigusenja.

|
o po
e i E—
d 20 2
Podrucje interesa
g
S
o
=— :0
/5 2w p
), W, 0

Slika 47. Modeliranje Rayleighevog prigusenja

7.2.2. Modalno prigusenje
Modalno prigusenje ukljucuje viskozno prigusenje u modalne jednadZbe.
Najprije je potrebno raspregnuti sustav dinamickih jednadzbi, pri ¢emu se primjenjuju
karakteristike vlastitih modova za transformaciju i dobiva se

[K-aM]V, =0, (B.11)
gdje i =1, 2, ..., n, a n broj stupnjeva slobode, odnosno time i broj vlastitih formi, a V; je
vektor vlastitih formi.

Osim toga definira se modalna matrica koja se sastoji od vlastitih formi ¢itavog sustava

o™ =[V, V, - V,]. (B.12)
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Simetri¢ne matrice K i M, mogu se zapisati dijagonalno ako se iskoristi svojstvo okomitosti

vlastitih vektora na sljede¢i nacin

o 0 .. 0
= T 0 w 0
VIKV, =0, > @' KO =Q = 0 ol (B.13)
0 0 w?
te
VIMV, =1=>@0'M® =1, (B.14)

gdje je Q spektralna matrica, a sacinjena od kvadrata vlastitih frekvencija na dijagonali, te |

jedini¢na matrica.

Proizvoljni vektor ¢vornih pomaka V moze se izraziti kao linearna kombinacija vlastitih

modova tako da vrijedi

V=2V, +2,V, +...+ 2.V, =@z, (B.15)
gdje je z; udio moda i u vektoru ¢vornih pomaka V, a z je definiran kao

zZ= . (B.16)

Osim za vektor ¢vornih pomaka, takoder vrijede relacije za ¢vorne brzine i ubrzanja

V =®z, (B.17)
te
V=®7. (B.18)
Uvrstavanjem izraza (B.15) u jednadzbu (B.7) dobije se
M®z + Cdz + KDz = R(t), (B.19)
te mnoZenjem (B.19) s lijeve strane s transponiranom modalnom matricom @' dobije se
O MPi+D CPz+DP KPz=>D R(t), (B.20)
I C, Q p(t)

gdje je Co modalna matrica priguSenja, a p(t) modalni vektor vanjskih sila.

Bitno je za zamijetiti da buducu da su Cy i Q dijagonalne matrice, sustav jednadzbi definiran

s (B.20) je raspregnut.
Modalna matrica prigusenja za proporcionalno prigusenje definirana je kao

C, =axl+ 4.9, (B.21)
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te za modalno priguSenje kao

260, 0 - 0
0 25, 0
C, = B.22
o 0 o - o (B.22)
0 0 - 2fa

Za definiranje modalne matrice ® obi¢no se ne uzimaju sve vlastite vrijednosti ve¢ prvih par,
te iz tog razloga modalna matrica ne mora biti reda nxn ve¢ moze biti i reda nxm gdje je m <
n.

Modalne jednadzbe mogu se primijeniti za rjeSavanje problema kod kojih su od interesa nizi

modovi, a vi§i modovi se zanemaruju. Primjeri toga su vibracije ¢eli¢nih konstrukcija.
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8. Dodatak C: Frekvencijska analiza

U nastavku poglavlja dani su osnovni izrazi koristeni u frekvencijskoj analizi.
8.1. Slobodne vibracije neprigusenog sustava

Slobodne vibracije nepriguSenog sustava s n stupnjeva slobode opisuju se pomoéu n

homogenih linearnih diferencijalnih jednadzbi drugog reda
My + Ky =0. (C.1)
Oznaka t oznacava vrijeme dok oznake Y I § oznacavaju poopéeni pomak i poopéeno
ubrzanje. Matrice M i1 K'su matrica inercije i matrica krutosti, i to su simetriéne matrice.
Opce rjesenje sustava jednadzbi (C.1) zapisuje se na sljedeéi nacin
y =ysin(at + @), (C.2)
gdje je ¥ vektor amplituda, o frekvencija vibracija, a ¢ fazni kut. Deriviranjem jednadZbe
(C.2) dva puta po vremenu slijedi
¥ = -’y sin(ot + ¢). (C.3)
Supstituiranjem jednadzbe (C.2) i (C.3) u jednadzbu (C.1) te nakon njezine transformacije
slijedi izraz kojeg se naziva poopéeni problem svojstvenih vrijednosti (eng. eigenvalue
problem)
(K-a’M)y =0. (C.4)
Gore prikazanim postupkom sustav od n linearnih diferencijalnih jednadZbi reduciran je na n
linearnih algebarskih jednadzbi [10].
8.2.  Problem svojstvenih vrijednosti
Neka je A kvadratna matrica dimenzija nxn i neka je vektor X dimenzija n. Naime,

standardna definicija za svojstveni par ()L,x), pri cemu je X#0, kaze da je A svojstvena

vrijednost, a x svojstveni vektor ako vrijedi

AX =X . (C.5)
Od kud se jednostavnim prebacivanjem dobije

(A-Al)x=0, (C.6)
pa ¢e taj linearni sustav imati netrivijalno rjeSenje x ako i samo ako je matrica sustava

singularna $to provjerimo ra¢unanjem determinante det(A - /1I) =0.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 81



Bruno Dogancié Diplomski rad

Navedenu determinantu naziva se jo$ i karakteristicni polinom n-tog stupnja matrice A [10]
P(A)=det(A-Al), (C.7)
kojem su nultocke (korijeni karakteristicnog polinoma) svojstvene vrijednosti matrice A.
Kada se raspiSe determinanta matrice sustava dobije se algebarsku jednadzba n-tog reda koja
opcenito ima N rjeSenja, odnosno svojstvenih vrijednosti 4, 4,,4,,...,4, koja mogu biti ili
realna ili kompleksna. Prvenstveno je zanimljiv slucaj kada su vlastite vrijednosti i vlastiti
vektori realni. Da bi se izraGunao vlastiti vektor x, vrati se u matri¢nu jednadzbu (C.6) iz koje

se za svaku vlastitu vrijednost A izracuna vlastiti vektor x [10].

8.3.  Svojstvene frekvencije i forme vibriranja neprigusenog sustava

Za poopceni problem svojstvenih vrijednosti prema izrazu (C.4)
(K-e’M)y, =0, (C.8)
potrebno je izraCunati svojstvene frekvencije nepriguSenog sustava te forme vibriranja. Da bi

se dobila forma izraza, opisana prije, (A—M)Xzo se pomnozi s inverznom matricom
inercije M te dobijemo

MM =1, (C.9)
MK = A, (C.10)
gdje je matrica | jedini¢na matrica, a matrica A je matrica sustava. UvrStavanje izraza (C.9)
i (C.10) jednadzba (C.1) poprima oblik
Iy+ Ay =0. (C.11)
Uz transformaciju ¥ = Ay gdjeje A=’ iy= V slijedi izraz
(A-21)V=0, (C.12)
u kojem A predstavlja svojstvene vrijednosti, tj. kvadrate svojstvenih frekvencija

neprigusenog sustava, a V svojstvene forme vibriranja. Netrivijalna rjeSenja za V postoje
ako i samo ako je matrica sustava singularna, odnosno ako je determinanta matrice sustava
jednaka nuli [10], to jest kada je

det(A-A1)=0. (C.13)

Izratunom determinante dolazi se do svojstvenih vrijednosti A odnosno 4,4, A,..., A

odakle su svojstvene frekvencije neprigusenog sustava jednake

o =\[4. (C.14)
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8.4. Prisilne vibracije priguSenog sustava s n stupnjeva slobode
Prisilne vibracije prigusenog sustava s n stupnjeva slobode opisuju se pomoc¢u h nehomogenih
linearnih diferencijalnih jednadzbi drugog stupnja [10]

My +Cy + Ky = B,w. (C.15)
Oznake Y, Y 1 ¥ oznacavaju poopéeni pomak, poopéenu brzinu i poopéeno ubrzanje. Matrice
M, CiK su matrica inercije, matrica prigu$enja te matrica krutosti, W oznadava vektor
ulaznog signala (npr. sile, pomaci, brzine,...), a matrica B, predstavlja linearni operator s
prostora ulaznih signala na prostor poopcenih sila. Da bi se prikazalo ponaSanje sustava
opisanog jednadzbom (C.15), uvodi se odziv sustava odreden izrazom

z=Cy+C,y+Dw, (C.16)
gdje je z izlazni signal, matrice C, i C, odreduju udio brzina i pomaka stupnjeva slobode u

izlaznom signalu, a matrica D odreduje direktan udio ulaznog u izlaznom signalu. Kod veéine

modela vibracijskih sustava, matrica D je najc¢esc¢e nula.
Sustav jednadzbi (C.15) i (C.16) ¢ini matemati¢ki model koji se naziva linearno vremenski
invarijantan sustav drugog reda

My +Cy + Ky =B,w,

. (C.17)
z=Cy+C,y+Dw.

Da bi se dobio linearno vremenski invarijantan sustav prvog reda, uvodi se vektor stanja
X=[x %], (C.18)
gdje je X, =¥, a X, =Y . Ekvivalentni linearno vremenski invarijantan sustav prvog reda glasi

Ex=Ax+Bw,

(C.19)
z=C_X+Dw.

Gore dobiven model prikazan jednadzbom (C.19) jo$ se naziva i poopéeni model prostora

stanja (eng. generalized state-space model). Matrice koje ga opisuju su

x:{xl] E:{M 0}1 A:{—C _K}, B{Bl] C,=[C. C,]. (C20)
X, 0 1 | 0 0

Ukoliko se gore ispisane matrice uvrste u sustav jednadzbi (C.17) dobije se matri¢ni zapis

poopcéenog modela prostora stanja pomocu kojeg se prikazuje frekvencijski odziv sustava
M 0] x -C -K || x B X
= P4 Tw,z=[C, G,]| " |+Dw. (C.21)
0 1]x, | 0 || x, 0 X,
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