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Sazetak

Numericke simulacije stlac¢ivog strujanja fluida koristenjem
spregnutog algoritma

U ovom radu izvrsit ¢e se validacija numerickog algoritma za rjeSavanje struja-
nja visokog Machovog broja. Algoritam je pisan u okruzenju OpenFOAM te je
nov u tom kontekstu. Prvo ¢e se opisati glavne matematicke i numericke probleme
koje se susrece u teoriji poput Riemannovog problema te nacina rjeSavanja tog pro-
blema. Opisani su ponudeni rjeSavac¢i Riemannovog problema uz ostale diskretiza-
cijske sheme koje su standardne u ra¢unalnoj dinamici fluida. Algoritam koji koristi
gusto¢u kao glavnu proracunsku varijablu c¢e se validirati na temelju slucajeva za
koje se moglo naéi eksperimentalne i numericke rezultate. Pokazalo se kako djeluje
profinjenje proracunske mreze na rezultate te kakve rezultate daje u odnosu na algo-
ritme koji koriste tlak kao glavnu proracunsku varijablu. U proracunima je koristen
isklju¢ivo k — w SST model turbulencije zbog visokih iznosa Reynoldsovog broja,
osim u jednom slucaju za kojeg se pretpostavilo kvazilaminarno strujanje. Slucajevi
koji su uzeti su geometrije krila, jednostavni "shock tube" i kovergentno-divergentne
mlaznice. Rezultati proracuna ¢e se prikazati graficki u vidu polja primitivnih vari-
jabli i bezdimenzijskih znacajki te ¢e ih se usporediti s postojeé¢im eksperimentalnim

i referentnim numerickim rjesenjima.
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Abstract

Numerical Simulation of Compressible Flows using a Co-
upled Density-Based Solution Algorithm

In this work the validation of coupled density-based algorithm for simulations of
high Mach number compressible flows is performed. The algorithm is written in the
OpenFOAM environment and it is new in this context. Firstly, mathematical and
numerical formulations is introduced as well as ways to solve such problems such
as Riemann solver. Approximate Riemann solvers which are available in the new
code are theoretically described. This algorithm which uses density as the main
calculation variable is validated against cases for which results are available in lite-
rature. The impact of mesh refinement is shown as well as the comparison against
pressure-based algorithm. Geometries in simulated cases include a transonic wing,
bump in a channel, shock-tube and convergent-divergent nozzles, namely, cases that
are of interest of industry. Results of simulations are shown as fields of primitive
variables and dimensionless numbers and compared against analytical or reference

numerical solutions.
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1. Uvod

Moderne inzenjerske metode su u dobroj mjeri napustile tradicionalni na¢in pro-
rac¢unavanja i vizualizacije raznih inzenjerskih problema. DanaSnje dominantne me-
tode oslanjaju se na razvoj racunalne tehnologije koja donosi veliki napredak u
brzini i preciznosti. Jedno od danas najaktivnijih podrucja inZenjerske prakse je
i racunalna dinamika fluida. Temelj za rac¢unalne metode su matematicki modeli,
numericka matematika i mnoga eksperimentalna ispitivanja. Danas je cilj razviti
Sto viSe raCunalnih rjeSavaca i razli¢itih metoda prikladnih za specificnu primjenu.
Razvoj rac¢unalnih rjesavaca je u svojoj biti pisanje racunalnih kodova u nekom od
mnogih dostupnih programskih jezika. Jedan od danas najrelevantnijih skupa ko-
dova je raCunalno okruzenje OpenFOAM. To je "open source" tip koda, to jest,
takav u ¢ijem razvoju moze sudjelovati svatko s adekvatnim znanjima. Usto je i
besplatan, za razliku od mnogih komercijalnih kodova te je zbog navedenih razloga
idealan za akademsku zajednicu.

lako su sva, pa i turbulentna strujanja opisana istim sustavom jednadzbi, za
rijeSavanje svakog tipa strujanja jo$ uvijek ne postoji jedinstveni racunalni pristup
koji bi na ekonomican nacin proracunao slucajeve za industriju. Zbog toga se pris-
tupa stvaranju matematickih modela i numerickih metoda kako bi se Sto efektivnije
rijeSio odredeni problem u industriji.

Aeroindustrija je jedno od polja inzenjerstva koji ve¢ dugo za svoje potrebe ra-
zvija numericki pristup. Kod letova aviona, a narocito onih koji lete transoni¢nim i
supersoni¢nim brzinama dolazi do pojave udarnih valova koji mogu negativno utje-
cati na performanse krila. Zato se pristupa razvoju kodova koji bi efektivno mogli
rijeSiti takve probleme. Supersoni¢na strujanja su opisana hiperbolickim sustavom
jednadzbi i po svojoj prirodi su izrazito tranzijentna. Za ovakve probleme narocito
su pogodni rjesavaci koji koriste gusto¢u kao glavnu prorac¢unsku varijablu. Takav
kod je napisan za OpenFOAM okruzenje te je nov u tom kontekstu.

Kod razvoja svakog novog specijaliziranog rjesavaca, potrebno ga je testirati i
validirati kako bi se pokazalo kakve rezultate daje u odnosu na eksperimentalne
podatke i druge slicne kodove. Taj proces se provodi proracunavanjem reprezen-
tativnih primjera za pojedinu vrstu problema. Ideja ovog rada je validirati novi
"density-based" (u nastavku DB) rjesava¢, to jest, onaj kojemu je glavna prora-
¢unska varijabla gustoca za razliku od "pressure-based" (u nastavku PB) rjesavaca

koji koriste tlak kao glavnu varijablu. Ovakav DB rjesavac je narocito pogodan za

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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rjeSavanje strujanja s izrazenim kompresibilnim efektom zbog svojih matematickih

i numerickih svojstava.

1.1. Pregled literature

Paralelno s razvojem racunala, dogadao se i razvoj teorija sli¢nosti koja je omo-
gucila razvoj u polju transoni¢nih, supersonic¢nih i hipersoni¢nih strujanja i letova.
U vremenu prije razvoja metoda za racunalne simulacije kompresibilnih vrlo brzih
strujanja glavni teorijski doprinosi se pridaju Newtonu, Machu, Courantu i Friedric-
hsu, von Karmanu, Prandtlu, Parku i drugima.

Razvoj racunala omogudio je novi pristup problemu i donio ubrzan razvoj podru-
¢ju kompresibilnih strujanja. Veliki napredak u podruc¢ju proracuna gibanja valova
je postignut objavljivanjem rada Laxa [1] 1954. o slabim rjeSenjima nelinearnih
hiperboli¢kih jednadzbi. Ovo je omogudilo razvoj metoda prvog reda to¢nosti za ra-
¢unanje strukture udarnih valova i njihovih putanja koristenjem "shock capturing"
ili metodom hvatanja udarnih valova. Clanak Laxa i Wendroffa [2] iz 1960. o zako-
nima ocuvanja dao je temelj za razvoj racunalnih metoda drugog reda toc¢nosti kao
i MacCormackova eksplicitna metoda dva koraka iz 1969. [3]. Godunovljev ¢lanak
[4] iz 1959. predstavlja veliki korak naprijed u ispravnom nacinu tretiranja umjetne
viskoznosti kao stabilizatora numerickih oscilacija u podruc¢jima jakih gradijenata.
Rusanov je 1970. osmislio shemu trec¢eg reda to¢nosti |5, a Turkel i suradnici su
1976. osmislili shemu ¢etvrtog reda to¢nosti [6] iako su metode drugog reda toc-
nosti dominirale istrazivanjima zadnjih tridesetak godina. Moretti je 1963. i 1966.
predstavio jos jedan nacin predvidanja udarnih valova koji se naziva "shock fitting"
metoda u [7], [8]. Ova metoda izazvala je veliku kontroverzu oko teoretskog pristupa
prikladnog za predvidanje udarnih valova.

Kasne sedamdesete donijele su poboljsanje u racunalnoj tehnologiji i implicitnim
shemama. Taj razvoj omogudio je veoma precizna i brza rjeSenja Navier-Stokesovih
jednadzbi (poput onih Brileyja i McDonalda iz 1977. [9] te Beama i Warminga
1976. u [10] i 1978. u [11]), ali isto tako i Eulerovih jednadzbi 1983. u [12].
Vazni skokovi naprijed u razvoju numerickih rjesenja za probleme dinamike plinova
moze se podijeliti u nekoliko kategorija koje ukljuc¢uju ubrzanje prora¢unske brzine,
metode koje omogucéuju "upwind differencing" i metode za poboljsanu preciznost u
podrucju udarnih valova.

Metode za poboljsavanje proracunske brzine ovih shema ukljuc¢uju iterativna rje-
Senja transoni¢nih strujanja oko aerodinamickih profila i krila kao u [13] iz 1974.,

implicitnu simulaciju kona¢nih razlika za trodimenzijska kompresibilna strujanja [14]
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Pulliama i Stegera iz 1980., proceduru dijagonalizacije [15] Pulliama i Chausseeja
1981., implicitne sheme [16] koje predstavio Yee 1986. te Jamesonove implicitne
"multigrid" sheme [17]. Ni je 1982. razvio novu metodu integracije drugog reda
to¢nosti [18] koja je u kombinaciji s "multigrid" pristupom omoguéila konstrukeiju
eksplicitne numericke sheme za nestacionarne Eulerove jednadzbe toka za dobivanje
stacionarnog rjeSenja. Razvoj je dalje bio ubrzan te ukljucuje rad Roe-a iz 1981.
koji je vrlo Cesto citiran i danas [19], o aproksimacijskim Riemannovim rjesava-
¢ima, parametarskim vektorima i shemama diferencije. Nadalje, Roe je osmislio i
aproksimacijski Riemannov rjeSava¢ za skrac¢eno vrijeme prora¢unavanja [20] 1986.,
a Jameson je 1986. predstavio implicitnu "lower-upper multigrid" shemu [21]. Bell
sa suradnicima je 1994. napisao ¢lanak [22] u kojem je predstavio algoritam za
lokalno progusé¢enje mreze kod rjesavanja hiperboli¢nih jednadzbi u tri dimenzije.

Tokom godina, razvijene su mnoge numericke metode koje su omogucile "upwind
differencing", neophodne za rjeSavanje hiperboli¢ko-eliptickih jedndazbi. Veéina
ovih metoda se temelje na radu Murmana i Colea objavljenog 1971. koji su uvidjeli
vaznost promjene shema diferencije u blizini udarnih valova [23|. Medutim taj pris-
tup je dopusStao rjeSenja koja naruSavaju uvjet entropije. Ovaj problem su rjesili
Engquist i Osher 1980. shemom koja osigurava fizikalna rjeSenja [24]. Uslijedile su
metode podjele vektora tokova za Eulerove jednadzbe [25] koje su razvili Steger i
Warming 1981. Svojim radom doprinijeo je i van Leer sa svojim ¢lankom o podjeli
vektora [26] 1982.

Nadalje, van Leer je 1979. predstavio poboljSanje drugog reda to¢nosti [27]| za
Godunovljevu metodu, a Harten je 1983. uveo shemu visoke rezolucije za hiper-
boli¢ne zakone oc¢uvanja [28|. Harten, Lax i van Leer predstavili su poznatu HLL
|29] metodu 1983., a poboljsanje te metode [30] 1993. donijeli su Toro i suradnici.
Nadalje je razvoju doprinijeo [31] i Batten sa suradnicima 1997. Neke od novijih
metoda koje su objavljene su MUSTA [32] ("Multi-Stage Predictor-Corrector") pris-
tup 2006. i EVILIN [33| ("Evolved initial conditions" pristup) koje je predstavio
Toro takoder 2006. Ideja MUSTA rjesavaca je da se izbjegne rjeSavanje Riemanno-
vog problema u klasi¢nom smislu. Liu i Steffen su 1993. predstavili novu metodu
temeljenu na podjeli vektora toka [34] pod nazivom AUSM (Advection Upstream
Splitting Method). Uslijedilo je nekoliko poboljsanja od kojih je najrecentnije [35]
objavljeno 2006.

U ovom radu izvrsit ¢e se validacija numerickog koda koji koristi gusto¢u kao
glavnu proracunsku varijablu. Rad je podijeljen po poglavljima gdje je u prvom
poglavlju dan uvod i pregled literature i radova vezanih uz temu rada. U drugom

poglavlju iznosi se matematicki model kompresibilnih strujanja i popratnih pojava
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u tim strujanjima poput udarnih valova i valova razrjedenja. Teorija se temelji na
rjeSavanju Riemannovog problema (postojanje diskontinuiteta u rjeSenju) i sustava
hiperbolickih jednadzbi. U tre¢em poglavlju iznose glavne numericke metode kori-
Stene u rac¢unalnoj dinamici fluida te specifi¢cne metode i postupci koristeni u novom
DB rjesavacu. U cetvrtom poglavlju se iznose rezultati numerickih simulacija koje
su provedene u sklopu ovog rada i usporeduju se s referentnim sluc¢ajevima opisanim
u literaturi. Rad se zavrsava kratkim pregledom rezultata, donoSenjem zakljucaka

o ucinjenom te se iznose sugestije za budué¢i rad na ovoj temi.
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2. Matematicki model

U ovom poglavlju ¢e se iznijeti glavne jednadzbe modela koje opisuju strujanje.
Takoder ¢e se prikazati neke specificne pojave vezane za kompresibilna strujanja,
kao Sto su udarni valovi i valovi razrjedenja. Matematicki model temelji se na
jednadzbama oc¢uvanja mase, jednadzbama oc¢uvanja koli¢ine gibanja, energetskoj

jednadzbi i jednadzbi stanja idealnog plina.

2.1. Eulerove jednadzbe

Eulerove jedadzbe su sustav nelinearnih hiperboli¢nih jednadzbi oc¢uvanja koje
opisuju strujanja stlacivih fluida, poput plinova ili kapljevina pri visokom tlaku i
temperaturi u kojima su zanemareni efekti viskoznosti i tokova topline. Sustav
opisuje tranzijentna strujanja te zbog toga ima vremenski ¢lan. Varijable mogu biti
primitivne ili konzervirane [36]. Zbog odredenih prednosti u numerickom smislu,
koriste se konzervativne varijable. Eulerovim jedadzbama pridruzuje se i energetska

jednadzba te sustav u jednodimezijskom konzervativhom obliku glasi:

Op  O(pu) _
> T =0 (2.1)
d(pu)  O(pu+p) _
St =0, (2.2)
OE  d(u(E +p)
F T e (2:3)

Indeks oznacava po kojoj veli¢ini je izvedena parcijalna derivacija, t oznacava vri-
jeme, a x oznacCava prostorne koordinate.

Ukupna energija E definirana je kao:

E= %pu2 + pe, (2.4)
u kojoj je prvi ¢lan kineticka energija, a drugi ¢lan unutarnja energija fluida. Veli¢ina
e je specificna unutarnja energija.
Da bi se zatvorio cijeli sustav jednadzbi potrebne su jo$ jednadzba stanja idealnog
plina:
p = pRT, (2.5)
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u kojoj je R konstanta koja ovisi o mediju koji se proucava i kaloricka jednadzba
stanja:
p
e= ————, (2.6)
(v =1
u kojoj je v konstanta koja ovisi o plinu kojeg se razmatra. Kombinacijom jednadzbi
(2.4) 1 (2.6), E se mozZe izraziti u obliku E = E(p,p) koji glasi:
p Ly
E=———+-pu. (2.7)
(y—1p 2
Jo§ jedna vazna termodinamicka veli¢ina, koja ¢e se narocito kasnije pokazati
korisnom, je entropija S kojom se ugrubo govore¢i mjeri nered u sustavu [37|, preciz-
nije nepovrativost procesa [38]. Entropija je definirana uz ¢, =const. do vrijednosti
konstante:

S = ¢, log(p/p”) + constant. (2.8)

Jednadzbu se moze rijesiti tako da poprimi oblik:

p = ke’ p, (2.9)
gdje je k konstanta.

Iz Eulerovih jednadzbi moze se dobiti odnos
S+ uS, =0 (2.10)

koji govori da je entropija konstantna duZ strujnice (jer je napisana u nekonzervativ-
noj formi). Pokazalo se da jednadzba stanja daje tlak p kao funkciju samo gustoce
p 1 entropije S, na primjer jednadzba (2.9) za politropki plin. U ovom obliku par-
cijalna derivacija tlaka p po p uz drzanje S konstantnim igra fundamentalnu ulogu:
njen kvadratni korijen ¢ predstavlja lokalnu brzinu zvuka u plinu. Za politropski

plin dobije se:
> Op

S/ey y—
ct =
dp

= et =p/p (2.11)

S=constant

c=\/p/p- (2.12)

Najvaznije svojstvo entropije, iz gledista teorije udarnih valova je da u strujanjima

te se tako dobije:

s glatkim rjeSenjem ostaje konstantna duz svake strujnice. Kada Cestica naide na

udarni val, entropija moze dozivjeti skok, ali samo u smjeru prirasta entropije.
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2.2. Hiperbolicnost

Nelinearnu jednadzbu, oblika:

wy + f(w), =0, (2.13)

gdjejew:R xR — R™i f:R™ — R™ moze se napisati u kvazilinearnom obliku
koji glasi
wy + A(w)w, =0, (2.14)

u kojoj je matrica A(w) = f'(w) m x m Jacobijeva matrica. Ovdje w predstavlja
glatku funkciju, a moze imati smisao gustoce, koli¢ine gibanja ili ukupne energije.
Sustav ¢e biti hiperboli¢an ako je A(u) moguce dijagonalizirati realnim svojstvenim
vrijednostima za sve vrijednosti w, barem u nekom dijelu domene za koji se zna
da postoji rjeSenje, a strogo hiperboli¢an ako su sve svojstvene vrijednosti razli¢ite
za sve w. Fizikalni smisao svojstvene vrijednosti ove matrice je brzina propagacije
informacije u sustavu. Jacobijeva matrica Eulerove jednadzbe za politropski plin,

uz koristenje samo konvekcijskih ¢lanova i jednadzbe stanja glasi:

0 1 0
A(u) = 3(v =3’ (3=7)u (v=1- (213)
s(y =D —w(E+p)/p (E+p)/p—(y—1u*  u

Izracun potvrduje da su svojstvene vrijednosti Ay = u —c, Ao = ci A3 = u+ ¢, gdje

je
c=/p/p. (2.16)

Ovo je lokalna brzina zvuka u plinu. Ako se lineariziraju ove jednadzbe oko nekog
stanja u, pokazuje se da mali poremecaji propagiraju brzinama u, @ + ¢, to jest, pri
brzinama 0 = ¢ relativno u odnosu na pozadinsku brzinu %. Valovi koji putuju brzi-
nama +¢ su zvucni valovi. Ljudske usi su osjetljive na male varijacije tlaka u ovim
valovima. Ispostavlja se da su valovi koji putuju brzinom strujanja plina zapravo
jednostavne varijacije u gustoé¢i koje fluid advekcijski nosi niz domenu promatranog
strujanja.

Ovo ima za posljedicu da kod hiperboli¢kih jednadzbi na tocku u vremenu i
prostoru utjecu samo tocke iz podrucja domene zavisnosti. Domena zavisnosti je

ograniCena intervalom (z — ct,x + ct). Vrlo je vazno napomenuti da rjeSenje ne
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ovisi o pocetnim uvjetima izvan ovog intervala [39]. Ovo je ilustrirano slikom 2.1.
Karakteristike © — ¢t = const. i © + ¢t = const. se sijeku u tocki (2/,t') te presje-
caju os = u tockama (2’ — c¢t’,0) odnosno (2’ + ct’,0). Na rjeSenje u tocki (z/,t)
utje¢u samo poremecaji u domeni zavisnosti, a nikako oni izvan nje. Fizikalno, ovo
je posljedica kona¢ne brzine propagacije (jednake brzini vala ¢) medusobnih utje-
caja kroz domenu rjeSenja. Promjene u tocki («/,t') utje¢u na dogadaje u kasnijim
vremenskim trenutcima u zoni utjecaja prikazanoj na slici 2.1 koja je ogranicena

karakteristikama.

- Zona
utjecaja

Domena
-~ zavisnosti

(X' —et’, 0) (x"+ct', 0) X

Slika 2.1: Domena zavisnosti i zona utjecaja [39].

2.3. Riemannov problem

Zakon o¢uvanja zajedno s konstantnim podacima po dijelovima domene uz posto-
janje jednog diksontinuiteta poznat je pod nazivom Riemannov problem [37]. Pri-
mjer je skalarna jednadzba ocuvanja s konstantnim koeficijentima poznata i kao

Burgerova neviskozna jednadzba [37] :

wy + Aw, =0 (2.17)

uz pocetne uvjete:

wr, za x <0

w(z,0) = wy(x) = { (2.18)

WR za x>0

Oblik rjesenja ovog problema ovisi o odnosu wy, i wg.
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U, e e

L. uR

Slika 2.2: Udarni val [37].

Sluc¢aj 1. kada je wp > wg.

U ovom slucaju postoji jedinstveno slabo rjesenje,

< st
w(z,t) = { YL s (2.19)
wWr T > St
u kojem je s:
s = % (2.20)

brzina vala ili brzina signala kojim diskontinuitet putuje po domeni [37]. Ovo je

prikazano slikom 2.2 na kojoj su prikazane karakteristike koje "ulaze" u udarni val.

T = st

Slika 2.3: Entropijski nemogué val [37].
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— e UR
t
. f
ur o
0 T

Slika 2.4: Val razrjedenja [37].

Slucéaj 2. kada je wp < wg.

U ovom slucaju postoji beskona¢no mnogo slabih rjeSenja. Jedno od njih je
ponovno (2.19), (2.20) u kojem diskonitinuitet putuje brzinom s. U ovom slucaju
karakteristike "izlaze iz" vala kako je prikazano na slici 2.3. Ovo rjeSenje nije stabilno
na perturbacije. Ako su podatci malo razmazani ili ako je dodana mala viskoznost
u jednadzbu, rjeSenje se mijenja u potpunosti.

Drugo slabo rjesenje je val razrjedenja koje ima oblik [37]:

wry, r < wrt
w(z,t) =< z/t  wrt <z < wgt (2.21)

WR T > wrt

Ovo rjeSenje je stabilno na perturbacije te je zapravo generalizirano rjeSenje is¢ezu-

juée viskoznosti koje je prikazano na slici 2.4.

2.3.1. Rankine-Hugoniotov uvjet

Opéenito, za proizvoljnu funkciju toka f(w) ovaj isti argument daje slijedeci
odnos izmedu brzine udarnog vala s i veli¢ina stanja wy, i wg te se nazivaju Rankine-

Hugoniotov uvjet koji glasi
flwr) — f(wg) = s(wg, — wg). (2.22)

Kod skalarnih problema ovaj odnos daje jednostavan izraz:

_ flws) = flwn) _ [f] (2.23)

(wp —wgr)  [w]

gdje || oznacava skok neke vrijednosti pri prolasku kroz diskontinuitet.
Za sustave jednadzbi, poput Eulerovog, izrazi w;, —wg i f(wr) — f(wg) su sada

oba vektori dok je s i dalje skalar. Zbog toga, izraz 2.22 ne vrijedi uvijek. Umjesto
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toga, samo su neki skokovi w; — wgr dopuSteni, a to bi bili oni za koje vektori
f(wr) — f(wg) i wy, — wg imaju linearnu zavisnost.
Kao primjer u [37] se navodi linearni sustav s f(w) = Aw te u kombinaciji s 2.22
daje:
A(wr, —wg) = s(wy, — wg) (2.24)

gdje wy, —wg mora biti svojstveni vektor matrice A, a s mora biti pripadajuéa svoj-
stvena vrijednost. Za linearni sustav, ove svojstvene vrijednosti su karakteristi¢na
brzina sustava. To znaci da diskontinuiteti mogu putovati samo po karakteristikama,

kako vrijedi i za skalarni primjer.

2.4. Navier-Stokesov sustav jednadzbi

Tokom teoretskih razmatranja u [36] i [37] u medukoracima se objagnjava utjecaj
viskoznosti na rjesenje Eulerovog sustava. Medutim, ta razmatranja su preopsirna
za ova] rad. Racunalni kod koji se validira je napisan u dvije verzije, jedna koja
ne ukljucuje viskozne efekte i jedna koja ih ukljucuje. Matematicki model kojim
su strujanja opisana je sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi te u trodimenzij-

skom obliku glasi:

% + V- (pu) =0, (2.25)
O (o) 4V - (puw) = V- (iVu) = ~Vp, (2:26)
O 9 (B +ppu) =0 (2.27)

ot

Clanovi jednadzbe (2.26) s lijeva na desno su:

e Nestacionarni ¢lan - promjena promatrane veli¢ine u vremenu.
e Konvekcijski ¢lan - promjena promatrane veli¢ine vezane uz gibanje fluida.

e Difuzijski ¢lan - promjena promatrane veli¢ine vezane uz difuzijske efekte.
(Tenzor naprezanja je linearno proporcionalan tenzoru brzine deformacije preko

dinamicke viskoznosti)

e Clan gradijenta tlaka.

Difuzijskim ¢lanom se modelira pojava viskoznosti u fluidu. Konvekcijski ¢lan je

izvor nelinearnosti stoga ga je potrebno linearizirati u procesu diskretizacije.
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Ovim jednadzbama se pridodaje jos i jednadzba stanja idealnog plina oblika:
p= pRspecT7 (228)
gdje je Rspe. specificna plinska konstanta koja je definirana kao:

Ropec = Cp — Cy. (2.29)

2.4.1. Rubni uvjeti Navier-Stokesovih jednadzbi

Jedinstvenost rjeSenja sustava opisanog jednadzbama (2.25), (2.26) i (2.27) osi-
guravaju upravo rubni uvjeti. Jasno je da se rubni uvjeti odnose na zadavanje
potrebnih veli¢ina na granici domene. Postoje tri tipa matematickih rubnih uvjeta
iz kojih se mogu dobiti mnogobrojni razli¢iti oblici fizikalnih rubnih uvjeta. Diric-
hletov rubni uvjet propisuje vrijednost varijable na granici domene. S druge strane,
von Neummanov rubni uvjet propisuje vrijednost nultog gradijenta na granici, dok
generalizirani von Neumannov uvjet propisuje proizvoljnu vrijednost gradijenta va-
rijable u smjeru normale na granicu. Granice po tipu mogu biti razli¢ite, a Cetiri
najcesca tipa su: ulazna granica, izlazna granica, zid i ravnina simetrije. Ulazna
granica fizikalno oznacava ulaz fluida u domenu, te je najcesée zadana s Dirichleto-
vim rubnim uvjetom brzine te von Neummanovim uvjetom za tlak. Izlazna granica
predstavlja izlaz fluida iz domene, te se na njoj najcescée postavlja von Neummanov
rubni uvjet za brzinu i tlak. Zid predstavlja nepropusnu granicu, te je u viskoznom
strujanju brzina jednaka nuli. Simetrija uvelike smanjuje vrijeme prorac¢una jer se

domena nekog simetri¢nog strujanja moze smanjiti dva puta.

2.5. Model turbulencije u dinamici fluida

U ovom podpoglavlju dan je pregled problema turbulencije. Dat ¢e se ukratko
opis ove pojave i u prirodi, nacin matematickog opisa koristenjem Reynoldsovog
vremenskog osrednjavanja (RANS - Reynolds averaging Navier-Stokes) te nacin
modeliranja u rac¢unalnoj dinamici fluida. Do danas je razvijeno mnogo modela
turbulencije, a u ovom radu bit ¢e ukratko predstavljena dva najpoznatija i najko-
ristenija modela: k — e i k —w SST. Predstavit ¢e se problem zatvaranja sustava

jednadzbi te ¢e se predstaviti detaljnije £ — w SST koji je koristen u ovom radu.
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2.5.1. k —w SST model turbulencije

k — e skupina modela turbulencije je najpoznatija skupina, medutim, danas se
sve manje i manje korist. Najve¢i problem takvih modela je njihova netoc¢nost pri
velikim, ali i suprotnim gradijentima tlaka, time i prilikom pojave natraznog struja-
nja. Prednost k —eg modela je njegova mala ovisnost o rubnim uvjetima daleko od
zida [40]. S druge strane k —w modeli se bolje ponasaju prilikom velikih i suprotnih
gradijenata tlaka, te se bolje slazu s eksperimentalnim podacima za dvodimenzi-
onalna strujanja u grani¢cnom sloju. Nedostatak ovakvih modela je njihova velika
osjetljivost o rubnim uvjetima daleko od zida.

Kombinacija prethodno spomenutih modela turbulencije je & — w SST model.
Koristenje k — w formulacije u domeni strujanja unutar i blizu grani¢nog sloja omo-
guéava primjenu modela i do viskoznog podsloja, pa i do samog zida [41], bez kori-
Stenja posebnih prigusnih funkcija kao Sto je to slu¢aj u mnogim ostalim modelima.
Daleko od zida, model se prebacuje na £ — ¢ model, te se time izbjegava problem
osjetljivosti o rubnim uvijetima daleko od zida (najce$¢i problem je ulazni rubni
uvijet), od kojeg pate mnogi k — w modeli. k —w SST model je karakteristi¢an po
dobrom ponasanju prilikom velikih gradijenata tlaka i pojave odvojenog strujanja.
Model je opisan slijede¢im parcijalnim diferencijalnim transportnim jednadzbama,

jdenom algebarskom jednadzbom i dodatnim relacijama:

Y (kn) = V(v + o) VE) = P~ (2.30)

1
X V() V(0 un) V) = 0 — B 4 20(1 — ) LRV, (231)

(1/1]{?

Vg =

. 2.32
maz(oyw, SFy) (2.32)

Prva jednadzba predstavlja transportnu jednadzbu turbulentne kineticke energije,
dok druga predstavlja transportnu jednadzbu specifi¢ne disipacije. Prilikom rjesa-
vanja Navier-Stokesovih jednadzbi, turbulentna viskoznost se jednostavno pridodaje

molekularnoj viskoznosti. Dodatne relacije i koeficijenti potrebni su za zatvaranje
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sustava, a glase:

prwy’ yPw
P, = min (RVu, 106%kw) ,

4
Fo— s | 2k 500v 4o ok
= tan min max
! Brwy’ y*w | CDyyy? ’

1
C' Dy, = max <2paw2—Vk:Vu), 10_10) ,
w

2
2V k500
F5 = tanh | max ( vk V)

5}
ap = —,

9 (2.33)
ay = 0.44,

3
61 - 4_07
By = 0.0828,
Okl — 085,
Ok2 = 17
Ouyl = 05,
0.0 = 0.856,

. 9

)

Prva tri ¢lana s lijeve strane jednadzbi za k (2.30) i w (2.31) redom predstavljaju
nestacionarni, konvekeijski i difuzijski ¢lan. S desne strane istih jednadzbi se na-
laze mnogi izvorski, odnosno ponorni ¢lanovi koji ukazuju na jac¢i lokalni karakter
ovakve parcijalne diferencijalne jednadzbe. U jednadzbama se nalaze koeficijenti
a, 3,01 1 0, (bez indeksa), dok su u koeficijentima potrebnim za zatvaranje sustava
dane krajnje vrijednosti koeficijenata (s indeksom 11 2). Vrijednosti potrebne u jed-
nadzbi se jednostavno dobiju linearnom interpolacijom pomoc¢u funkcije F} ovisno

o krajnjim vrijednostima, primjerice za a:
Oé:OélF1+OéQ(1—F1). (234)
Takoder, y predstavlja udaljenost tocke od zida dok je:

S = V/2SS. (2.35)

U ovom poglavlju je iznesen matematicki temelj koji opisuje fizikalna ponasanja
tokova fluida s brzinama bliskim brzini zvuka. Prikazan je matematicki opis i nacin

rjeSavanja diskontinuiteta u rjeSenju. Iznesen je i nacin opisa turbulencije te je
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iznesen matematicki model turbulencije koji se koristi u radu. U slijede¢em poglavlju
bit ¢e iznesen numericki pristup rjeSavanju iznesenih problema. Predstavit ¢e se
diskretizacija jednadzbi te glavne metode interpolacije i aproksimacije relevantne za

ovaj rad.
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3. Numericki model

U prethodnom poglavlju iznesen je matematicki model koji opisuje kompresi-
bilne tokove fluida i matematicki opis pojava poput udarnog vala i vala razrjedenja.
Model je zapravo sustav nelinearnih partialijalnih diferencijalnih jednadzbi s dopun-
skim algebarskim jednadzbama. Kako za veéinu industrijskih problema (strujanje
oko krila, kroz mlaznice, u usisu mlaznih motora i sli¢no) nije moguce odrediti ana-
liticko rjeSenje, matematicki model je potrebno prilagoditi radu racunala. To se
postize diskretizacijom pomocéu metode kontrolnih volumena koja je danas daleko
najcesce koristena metoda u rac¢unalnoj dinamici fluida. U ovom poglavlju ¢e se
iznijeti glavne sheme diskretizacije, interpolacije, metode aproksimacije te posebne
numericke tehnike i metode specifiéne za rjesavanje Riemannovog problema. Bit ¢e
predstavljen eksplicitni Riemannov rjesavac.

Pojam diskretizacija oznacava aproksimaciju problema kontinuuma u diskretne
dijelove. Metoda kontrolnih volumena, ali i druge poput metode konac¢nih eleme-
nata, diskretiziraju problem kako slijedi:

Prostorna diskretizacija - podjela prostorne domene u skup kontrolnih volu-
mena koji je popunjaju i ograni¢uju kada su povezani;

Vremenska diskretizacija - kod tranzijentnih problema, vremenska domena
se dijeli na konacan broj vremenskih intervala ili vremenskih koraka;

Diskretizacija jednadzZbi - stvara se sustav algebarskih jednadzbi za sve dis-

kretne jedinice prostora domene iz jednadzbi koje opisuju promatrani problem.

3.1. Diskretizacija transportne jednadzbe

Transportna jednadzba za neko skalarno polje ¢ ima oblik

W) 4 Ypuo) =V (Vo) + Sul0) | (31)
—— —_———— ——

. konvekcijski ¢lan difuzijski ¢lan izvorski ¢lan
vremenski ¢lan

Brzina u i koeficijent 7, su poznati, a jedina nepoznanica je skalarno polje ¢.
Clanovi gornje jednadzbe su od lijeva na desno: nestacionarni, konvekcijski, difuzij-
ski i izvorski ¢lan. Difuzijski ¢lan ¢ini ovu jednadzbu partialijalnom diferencijalnom

drugog reda. Integracijom gornje jednadzbe po kontrolnom volumenu dobije se
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/tt+At [/VP %dv + /VP V(puqﬁ)dv} dt

- /t o { v (pL V) dV + /V ) S¢(¢)] dt. (3:2)

Svi prostorni derivacijski ¢lanovi se se prevode na povrSinske integrale povrSine
S kontrolnog volumena koriStenjem generaliziranog oblika Gaussovog teorema koji

glasi:
/V®¢dvz/ds®¢, (3.3)
\4 S

u kojemu je ds vektor iznosa povrSine kojemu normala pokazuje izvan kontrolnog
volumena. Simbol ® predstavlja bilo koji umnozak i time oznacava bilo koji ope-
rator (gradijent, divergens ili rotaciju). Volumni i povrSinski integrali se zatim

aproksimiraju pomocu primjerenih shema.

3.1.1. Interpolacija na povrsinama kontrolnih volumena

Interpolacija vrijednosti varijabli u centrima kontrolnih volumena na povrsine je
fundamentalna za metodu kontrolnih volumena. Koristi se u mnogim diskretizacij-
skim procedurama koje ¢e biti navedene u ovom poglavlju.

Vrijednost varijable na stranici ¢r(r,s,) moze se odrediti iz vrijednosti u susjed-
nim kontrolnim volumenima pomo¢u velikog broja shema predstavljene slovom S,
koja zahtjeva tok F' kroz povrsinu f te u nekim shemama jedan ili vi§e v parametara.

Toc¢na definicija toka ovisi o jednadzbama strujanja i proceduri numeric¢kog rje-
Senja. Polje toka je najceSce rezultat numerickog rjesenja i zadovoljava ogranic¢enja
kontinuiteta. U opsegu ovog rada moze se uzeti da je definicija toka F' =S - (puy).
Ovakva definicija toka se poklapa s diskretizacijom konvekcijskog ¢lana iz jednadzbe
3.1.

Najvaznije sheme interpolacije su:

CD (engleski "central differencing") - je metoda koja ima toénost drugoga reda,

ali rjeSenje moze biti neograniceno:

Orcp) = fopp + (1= fo)on (3.4)

fa — P —xn|
gdje Je fo = s e

UD (engleski "upwind differencing") - odreduje ¢ prema smjeru toka. Shema
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se sastoji od uvjeta:
op za FF >0

oy zaF <0 (3:5)

Gfr(rup) = {

UD osigurava ograniCenost rjeSenja, medutim, tek je prvog reda tocnosti. Kod ove
metode javlja se "lazna difuzija" koja je posljedica numeri¢ke pogreske zbog niskog
reda tocnosti. Ovaj problem pogada grube mreze. Dakle, ogranicenost rjeSenja se
postize naustrb tocnosti.

BD (engleski "blended differencing") - sheme iz ove familije su dobivene kom-
binacijom UD i CD shema u pokuSaju o¢uvanja ograni¢enosti rjeSenja uz razumnu

preciznost. Linearna su kombinacija UD i CD shema:

Pf(FBDA) = (1- ’Y)d)f(F,UD) + 7P fcp). (3.6)

Ovdje v oznacava faktor ogranicenja koji se krece u rasponu 0 < ~ < 1 te odre-
duje stupanj pomijeSanosti CD i UD pristupa. Postoji nekoliko predloZenih izraza
pomocu kojih se bira koeficijent v opisanih u literaturi. Postoji i cijela obitelj TVD
shema (engleski "total variation diminishing") koje su kombinacija gore navedenih

te imaju ogranicenje, a takoder i NVD (Normalised Variable Diagram) sheme.

3.1.2. Aproksimacijski Riemannovi rjesavaci

Postoje dva dominantna pristupa za odredivanje uzvodnog smjera: Godunovljev
pristup [4] i metoda raspolavljanja vektora tokova [25|. Zadnji pristup je jednostav-
niji i nesto efikasniji te je narocito primjenjiv kod implicitnih metoda. Godunovljev
pristup daje toc¢nije rezultate u podrucju diskontinuiteta te je narocito pogodan kod

stacionarnog kontakta i smi¢nih valova [36].

Riemannov problem i Godunovljev tok
Za opceniti problem pocetnih i rubnih uvjeta definiranog [36]:
PDJ: U, +F, =0,

Pocetni uvjet: U(z,0) = UW0)(z), (3.7)
Rubni uvijet: U(0,t) = Uy(t), U(L,t) = Ult),

uz koristenje eksplicitnog izraza:

U?“:UQA—E[F- L~ Foyl, (3.8)
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zajedno s Godunovljevim meduvolumnim numeri¢kim tokom:

Fi+% =F(U;;1(0)). (3.9)

1
2

Uzima se pretpostavka da rjeSenje ovog sustava postoji. Ovdje UH%(O) je rjeSenje

(engleski "similarity solution") od Ui+%(:v/t) Riemannovog problema:

U;+F(U), =0,

U(z,0) Ujako jex < 0, (3.10)
x,0) =
Ugrako jex > 0,

koje se procjenjuje u x/t = 0. Vektori konzerviranih varijabli i tokova su definirani

kao: o ) )
P pu
pu pu® +p
U=|p |, F= puv . (3.11)
pw pUW
2 | u(E +p) |

Sada se definira podrudje zvijezdice izmedu lijeve i desne strane vala koje je ne-
poznato, a oznacava se indeksom *. Vrijednost u x/t = 0 odgovara mjestu na osi
vremena ¢ i vrijednost je koju se trazi Godunovljevim tokom. Konstantni podatci

po podrucjima, izrazeni primitivnim varijablama su:

PL PR
ur, UR
Wr=1|uv, | , Wg=|vr |- (3.12)
wr, WR
| Pr | | PR |

U nastavku slijedi prikaz direktne aproksimacije funkcije toka F, 1 kako su predlo-
zene u [19] 1 [42].

Roeov aproksimacijski rjesavac Riemannovog problema

Jedan od najpoznatijih i koriStenijih aproksimacijskih Riemannovih rjeSavaca je
djelo Roe-a, koji je prvi put predstavljen 1981. u [19]. U periodu nakon toga, rje-
Savac je doradivan te je dozivio svoju unaprijedenu verziju objavljenu 1985. u [42]
koja ne trazi Jacobijevu matricu osrednjenu prema Roe-ovom osrednjavanju. Una-

prijedena verzija je sposobna rjesavati kompleksne sustave hiperbolickih jednadzbi.
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U nastavku ¢e se ukratko predstaviti unaprijedena verzija Roe-Pikea [42].
Opet je glavni problem izrac¢unati numericke tokove koji su definirani jednadz-
bama [36]

A<0
ili
F,i=Fp—> aAK' . (3.14)
A>0

Da bi se izracunali tokovi, potrebno je izracunati )\; koje su svojstvene vrijednosti

(l). Takoder je potrebno izrac¢nati

matrice A i pripadajuce svojstvene vektore K
jakost valova &; za potpuno rjesenje tokova. Matrica A je matrica konstantnih
koeficijenata koja mijenja Jacobijevu matricu i kojom se linearizira hiperboli¢nu
jednadzbu oblika 2.17. Uz koristenje parametarskog vektora Q takvog da se vektor

konzerviranih varijabli U i vektor toka F(U) mogu izraziti preko Q. To jest [19]:
U=U(Q), F=F(Q). (3.15)
Slijede dva vazna koraka. Promjene stanja:
AU =Ug — U, AF = F(Ug) — F(U,). (3.16)

se mogu izraziti kao: AQ = Qp — Q. Nakon toga, osrednjene vrijednosti se mogu

dobiti jednostavnim aritmetickim operacijama Q. Osrednjavanje prem Roeu se vrsi:

R "

Dakle, da bi se izra¢unao numericki tok provodi se slijedeci algoritam [36]:

=

1. Izracunati osrednjene vrijednosti 4, H i ¢ prema 3.17.
2. IzraCunati vrijednosti osrednjenih svojstvenih vrijednosti Ai.
3. lzracunati svojstvene vektore K(l).

4. Izracunati jakosti valova q;.

5. Iskoristiti gornje izrac¢unate vrijednosti za dobivanje toka F, 1 prema bilo
kojem od izraza 3.13, 3.14.
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Rusanovljev aproksimacijski rjesavac Riemannovog problema

Rusanovljev postupak je pojednostavljenje Roeovog rjesavaca [43|. Koristi isti
algoritam, ali kada izracuna svojstvene vrijednosti onda odabire najveéu prema
izrazu [44, 43|

AT = max N = ¢+ |ul. (3.18)

Tako izracunata A" se uvrstava u izraz za tok koji glasi:

1 1
Fhes — 2 (FL +Fg) — 5/\mam (Qr —Qu), (3.19)
gdje su Q; 1 Qp parametarski vektori.

HLLC aproksimacijski Riemannov rjesavac

HLLC aproksimacijski Riemannov rjesavac razvili su Toro, Spencer i Spears [30]
iz HLL-a razvijenog od Hartena, Laxa i van Leera [29]. Prvi nije mogao hvatati
kontaktne diskontinuitete, smi¢ne valove i valove na kontaktu dvaju medija ili bilo
koje pojave meduvala. Te su pojave jednostavno osrednjene kao podaci podrucja
zvijezdice u postupku HLL. U HLLC-u se modelira cetiri podrucja konstantnih
vrijednosti varijabli dok je u HLL-u samo tri. To daje tri razli¢ite brzine propagacije

signala: sz, s, i sg. Uz integraciju u vremenu dobije se izraz:

(m) UL, + (ﬂ) U.p = UM, (3.20)

SR — SL SR — SL
U gornjoj jednadzbi UM je preuzet iz HLL metode i glasi:

SRUR — SLUL -+ FL - FR

UM = (3.21)
SR — ST,
U HLLC pristupu rjesenje Riemannovog problema dano je izrazom:
( U, ,akoje % < s
_ U,., ,akoje s1 < % < s,
U(z,t) = ' T (3.22)
U,r ,akoje s, < n < sg
x
Ur , ako je n = SR

Iz ove definicije Riemannovog problem vidljivo je da su nepoznati ¢lanovi toka Fjp,

i F,r te ih je potrebno definirati. Direktnom primjenom Rankine-Hugoniotovog
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uvjeta za bilo koju brzinu vala sy, s, i sg dobiju se izrazi:

F.p =Fp +s.(Uy —Uyp), (3.23)
F*R = F*L + 3*(U*R - U*L)a (324)
F*R:FR—FSR(U*R—UR). (325)

Da bi sustav bio rjeSiv potrebno je uvesti dodatne uvjete na tlak i normalnu kom-
ponentu brzine koji glase:
P« = PxR = D+

(3.26)
Ugl, = UKkR = Uy,
te na tangencijalne komponente brzine koji glase:
/U*L = /UL 9 U*R = UR) (3 27)
Uxp = UL 5 UxR = UR.
Dodatno je potpuno opravdano i zgodno postaviti [36]:
Sy = Uy, (3.28)

te je poznata komponenta u, u podrucju zvijezdice, ako je poznata procjena s,. Uz

3.26 dobije se izraz za s, preko brzina sy i sy Cije procjene trebaju biti poznate:

_Pr—PL + prur (s, —ur) — prur(sg — ug)
pr(sy —ur) — pr(Sk — ur)

*

(3.29)

3.1.3. Limiteri gradijenta

Limiteri gradijenta nuzni su kod velikog broja CFD proracuna sa diskontinu-
iranim rjeSenjima. Njihova uloga je priguSenje oscilacija rjeSenja uslijed velikih
gradijenata kako bi se odrzala monotonost rjeSenja. Nedostatak uporabe limitera
rjeSenja je smanjenje toc¢nosti i katkada onemogucenje konvergencije rjesenja, oso-
bito za nestrukturirane vise dimenzijske mreze. U ovom podpoglavlju kratko su

prikazani glavni tipovi jednodimenzionalnih limitera gradijenta.

Limiteri toka

Najcesée se za koriStenje limitera koristi formulacija pomocu toka [45]. Prema
|46] shemu drugog reda moze se napisati kao shemu prvog reda zbrojenu sa "anti-

difuzivnim" protokom. Za slucaj linearne advekcije opisane jednadzbom % +ag—’; =
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0, a > 0 shema glasi :

ultt = ul — Nug — uiq) — (ViFit1/2 — Vi Fiz1)2), (3.30)

gdje je Fii1)o = %/\(1 — A)(u; — w;i—1), anti-difuzivni protok, t;, limiter protoka,

\ = AL
T Az
sportirane variable, koji se odreduje kao omjer razlika predstoje¢ih i prethodnih

Vrijednost limitera protoka odreduje se na temelju iznosa gradijenta tran-

rjeSenja varijable:

Uiyl — Uy

(3.31)

;=
U; — Ui—1

Ovisnost vrijednosti 1; o veli¢ini R; ograni¢ena je izrazom iz [45] koji za vrijednost

funkcije 1(R) propisuje odnos:

e(r)

0<= (T,w(r)) <=2 (3.32)

Na ovaj se na¢in moze posti¢i "Total-variation-diminishing" (TVD) shema. Osim
gornjeg opcenitog uvjeta, ova metoda ne smije utjecati na linearna rjesenja, drugim
rje¢ima mora vrijediti da je ¢(1) = 1. Osim toga, funkcija ¢ () mora zadovoljavati

uvjet simetrije, izrazen odnosom:

o(r)

r

=40 (3.39

Za negativne vrijednosti koeficijenta r; limiter mora biti jednak nuli, obzirom da je

u tom slucaju najveca vrijednost funkcije upravo u promatranoj ¢eliji.

Limiteri gradijenta

Ucinak limitera gradijenta potpuno je isti kao kao uc¢inak limitera protoka. Raz-
lika je u tome Sto limiter gradijenta pruza moguénost jednostavnije numericke im-
plementacije. Naime numeric¢ki prorac¢uni u metodama kontrolnih volumena ¢esto su
takvog oblika da su vrijednosti varijabli na povr§inama kontrolnih volumena (nuzne
zbog integralnog karaktera metode) dobivaju pomoc¢u prosje¢nih vrijedosti varijabli
za centre susjednih ¢elija. Vrijednosti primjerice brzine na lijevom (indeks L) i des-

nom (indeks D) licu kontrolnih volumena (kod jednodimenzionalne mreze) ra¢unaju
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se kao [47]:

1
UiL+1/2 =u; + §¢(T1’)(Uz‘+1 — ui-1)/2,
11

SO(—) (Wit — ui—1)/2. (3.34)

R
U; = U; —
i—1/2 2
/ 2°°r;

gdje je ¢(r) limiter gradijenta, koji se prema imiteru protoka 1 (R) odnosi prema

izrazu: .
T+
v(r) = 6(r) 3~ (33)
Limiteri gradijenta takoder moraju zadovoljiti uvjet simetrije, koji za njih glasi:
1
o(r) = o). (3.36)

Barth-Jaspersenov limiter gradijenta je konstantan po dijelovima definiran kao:

4 4r
= mi 1, —— . 3.37
¢5.(r) mln{’r+1’7‘+1} ( )

Barth-Jaspersenov limiter gradijenta koristen je u radu.

3.1.4. Aproksimacija vremenskog clana

Postoji mnogo metoda aproksimacije rjesenja koje se koriste danas u numerici.
Razvijene su za razlic¢ite stupnjeve to¢nosti. U kodu koristenom u radu koristi se
metoda Runge-Kutte koja je cetvrtog reda to¢nosti. Njom se aproksimiraju nesta-
cionarni ¢lanovi sve tri diferencijalne jednadzbe modela. U nastavku slijedi kratki
pregled metode. Detalji se mogu pronaci u [48|. Za diferencijalne jednazbe mo-
dela strujanja mora postojati polje tlaka, brzine i temperature zadano u poc¢etnom

trenutku da bi se mogle rijesiti. Zadano je dakle:

le - f<p7 t)a ¢<p7 0) = Qo (338)
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gdje ¢ predstavlja veli¢inu koju se aproksimira. Potrebno je odrediti jos i vremenski

korak At. "Klasi¢na" Runge-Kutta metoda se eksplicitno provodi po proceduri:

At
" = ¢° + — (k1 + 2k + 2k3 + k4)

6
kl :f(pat)7
At At
At At
kg — St + 2
3 p+ 5 2 + 2)

f
k4=f(,0+Atk3,t+At)

Ovdje ¢™ je zapravo ¢(t") te se odreduje pomocu vrijednosti iz starog vremenskog
koraka ¢° uz dodatak cetiri inkrementa. Inkrementima je dan razli¢it znacaj preko

koeficijenta koji stoji ispred svakog od njih.

Modificirana, nisko memorijska Runge-Kutta metoda

U svom izvornom obliku Runge-Kutta metoda nije numericki efikasna, jer zah-
tjeva max N memorijskih lokacija, gdje je m broj stupnja metode, dok je N broj
nepoznanica, odnosno broj obi¢nih diferencijalnih jednadzbi [49]. Modificirane me-
tode (eng. "Low Storage Runge-Kutta methods") omogucuju redukciju potrebne
memorije tako da je zahtjevani broj lokacija samo 2z N. Ove metode koriste koefici-
jente koji se razlikuju od metode do metoda. Algebarski odnosi medu koeficijentima
dopustaju da se u memoriju spremaju samo dva prethodna rjeSenja aproksimacije.

Opceniti izrazi za nisko memorijske Runge-Kutta metode glase:

Jj—1 m
Y; = u” + At Z CLijF<tn -+ CjAt, yz)> u”‘H =u" + At Z b]F(tn + CjAt, yz)7 (340)
j=1 j=1

gdje su a;;,b; i ¢; Butcherovi koeficijenti [49], koji se razlikuju ovisno o metodi.
u™! je rjesenje slijede¢eg vremenskog koraka, dok je v; aproksimacijsko rjesenje
i-tog koraka. Ove metode se zasnivaju na ¢injenici da zbroj prethodnih aproksima-
cijskih rjesenja, pomnozen sa koeficijentima na pravilan nacin, daje aproksimacijsko

rjeSenje sljedeceg koraka.
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3.2. Rubni uvjeti

Problem kontinuuma nije do kraja definiran ako nisu zadani pocetni i rubni
uvjeti. Postoji mnogo oblika rubnih uvjeta ali ve¢ina se dijeli na dva glavna tipa
rubnih uvjeta:

Dirichletov rubni uvjet propisuje vrijednost zavisne varijable na rubovima do-
mene.

Generalizirani von Neumannov rubni uvjet propisuje iznos gradijenta vari-

jable u smjeru normale na povrsinu ruba domene.

Slika 3.1: Parametri diskretizacije u metodi kontrolnih volumena za kontrolne volu-
mene na granicama domene [50].

Na slici 3.1 su prikazani parametri vazni za objasnjenje rubnih uvjeta. P ozna-
Cuje srediste promatranog kontrolnog volumena kojemu se jedna stranica poklapa s
granicom domene. Stranica na granici domene je oznacena s b, a vektor izmedu sre-
disa volumena P i srediSta stranice b oznacen je s d. Normala vektora d na stranicu
oznacena je s d,,. U nastavku se objasnjava numericka implementacija Dirichletovih
i von Neumannovih rubnih uvjeta prema [50]

Fiksna vrijednost definira se na rubu domene ¢g, dakle:

e Zamjenjuje se u slucajevima kada diskretizacija zahtjeva vrijednost na rubnoj

stranici, to jest da je ¢5 = ¢p kod, na primjer, konvekcijskog ¢lana.

e U slucajevima gdje se trazi gradijent na stranici V¢, kod, na primjer difuzij-

skog ¢lana, ra¢una se pomocu vrijednosti na stranici ruba domena i vrijesnosti
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u sredistu kontrolnog volumena kojemu pripada [50]

S.v,¢ =829 (3.41)

|da|
Ovim tretmanom rubnih uvjeta postize se drugi red tocnosti, ako je vrijednost
¢p konstantna duz cijele stranice domene, a samo prvog reda toc¢nosti ako

vrijednost varira na cijeloj rubnoj stranici i ako je mreza neortogonalna.

Fiksni gradijent je rubni uvjet gradijenta u smjeru normale gp = V]%qﬁ na
rubu, dakle:

e Kada diskretizacija zahtjeva vrijednost ¢y na rubnoj povrSini, vrijednost u

centru kontrolnog volumena se ekstrapolira na slijede¢i nacin:

¢ =¢p+dn-Vyo (3.42)
= ¢p + |dalgs (3.43)

e gp se moze direktno zamijeniti u slucajevima gdje diskretizacija zahtjeva pro-

cjenu gradijenta na povrsini

S V6 = [Slgs (3.44)

Diskretizacijske metode za fiksni gradijent su drugog reda tocnosti ako je gg kons-
tantan duz povrsine ruba. Postaju prvog reda to¢nosti ako ¢p varira duz povrSine
i ako je mreza neortogonalna. U posljednjem slucaju d, uglavnom ne pokazuje u
srediSte rubne povrSine.

Nulti gradijent je podvrsta rubnog uvjeta fiksnog gradijenta kojemu je gg = 0
te vrijedi sve kao i za rubni uvjet fiksnog gradijenta.

U ovom poglavlju su iznesene glavne numericke metode kojima se rjeSava ma-
tematicki opis strujanja fluida. Iznesene su metode diskretizacije, interpolacije i
aproksimacije te aritmeticke jednadzbe koje se rjesavaju. Ukratko je objasnjen pris-
tup aproksimacije rjeSenja u novom vremenskom koraku koristen u novom kodu te
su dane karakteristike ovog pristupa. U slijede¢em poglavlju bit ¢e izneseni slucajevi
kojima je svrha validacija novog koda u odnosu na druge kodove i gdje je dostupno

eksperimente.
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4. Validacija koda

U prethodnom poglavlju su izneseni glavni numericki postupci koje koristi novi
kod. U ovom poglavlju ¢e se napraviti pregled proracunatih validacijskih slucajeva.
Bit ¢e izneseni dobiveni rezultati u vidu polja brzina, tlakova, gustoce, temperature
1 parametara turbulencije. Rezultati ¢e biti usporedeni s rezultatima istih sluc¢ajeva
u literaturi i dan komentar na kvalitetu rezultata provedenih simulacija.

Svi slucajevi su proracunati koristenjem verzije koda koji koristi Navier-Stokesove
jednadzbe. Takoder, u svim se slucajevima koristio k& — w ST model turbulencije,

osim kod interakcije udarnog vala i grani¢nog sloja.

4.1. Seinerova mlaznica

Mlaznice su vrlo prisutne u industriji i tehnologiji jer omogucavaju ubrzavanje
toka fluida na vrlo visoke brzine. Jedna od naj¢es¢ih primjena mlaznica je propulzija
za avione i rakete. Osim toga, pojavljuju se joS i u industriji celika za proces

dekarbonizacije. Postoje tri glavna tipa mlaznica:
e konvergentna,
e divergentna,
e konvergentno-divergentna ili de Lavalova.

Konvergentno-divergentna ili skra¢eno kon-di mlaznica se koristi za ubrzavanje struje
fluida do nadzvuc¢nih brzina. Na najuzem presjeku se ostvaruje maksimalna brzina
od Ma = 1 uz dovoljno visok tlak na ulazu, te se to stanje naziva zaguSeni tok.
Iza toga, dolazi do ekspanzije zbog proSirenja mlaznice u kojoj se tlak smanjuje, a
fluid ubrzava. Ovo je prikazano slikama 4.7 i 4.8. Na jednoj takvoj mlaznici Se-
iner je proveo ispitivanje te opisao eksperiment u [51]. Taj eksperiment je posluZio
kao podloga za izradu simulacije u NPARC-u. U ovom radu sluzi kao vrlo dobar
validacijski slucaj.

Fluid koji se simuliralo je zrak ¢ija su svojstva prikazana u tablici 4.1 i nisu
funkcija tlaka i temperature. Specificnost ove simulacije je poviSena temperatura
zraka na ulazu ¢iji je iznos Ty = 313.14 K. U literaturi su opisani pokusi i pri znatno

viSim temperaturama $to bi moglo posluziti za daljnju validaciju koda.
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Tablica 4.1: Tabli¢ni prikaz svojstava zraka koristenih u simulaciji.

Svojstva zraka

M = 28.9 kg/kmol | molarna masa

C, = 1007 J/kg K | specifi¢ni toplinski kapacitet pri konstantnom tlaku

p=15-10"° Pa s | dinamicka viskoznost
Pr=0.7 Prandtlov broj

vy=14 izentropski koeficijent ekspanzije

4.1.1. Racunalna mreza

Geometrija i mreza je preuzeta s [52|. Pretpostavlja se osnosimetri¢no strujanje
te se zbog toga radi "wedge" geometrija s kutem od 5°. Mreza je strukturirana
1 sastoji se od 223120 heksagonalnih kontrolnih volumena. Izgled domene i detalj

konvergentno-diveregntne mlaznice prikazan je na slici 4.1.

(b) Detalj konvergentno-divergentnog di-
(a) Izgled domene. jela.

Slika 4.1: Prikaz rac¢unalne mreZe Seinerove mlaznice.

Izlazni presjek mlaznice ima promjer d,,; = 91.44 mm.

4.1.2. Rubni i pocetni uvjeti

Rubni i pocetni uvjeti simulacije imitiraju one iznesene na [52]. Zadani su totalni
tlak i temperatura na ulazu te se tim istim parametrima inicijaliziralo polje u cijevi
i do grla mlaznice kako je prikazano na slici 4.2. Totalni tlak iznosi pg = 793034
Pa i totalna temperatura 7y = 313.14 K. Brzina je u cijeloj domeni inicijalizirana s
iznosom od Ma = 0.01 §to izrazeno u m/s iznosi u;,; = 3.5 m/s. Cijev i stijenka
mlaznice su postavljeni kao noSlip rubni uvjet. Na granici iznad mlaznice, postav-
ljen je uvjet totalnog tlaka u iznosu py = 101325 Pa te na taj nacin imitira uvjete

atmosfere. Totalna temperatura je postavljena na iznos od Ty = 294.4 K.
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Slika 4.2: Inicijalizirano polje totalnih veli¢ina na ulazu.

Ova simulacija je racunalno vrlo zahtjeva te nije proracunata do stacionarnog
stanja. Za to bi bilo potrebno racunalno s nekoliko desetaka jezgri zbog malih
vremenskih koraka koji se koriste. Proracunsko vrijeme do trenutka prikazanog na
slikama 4.3, 4.4 1 4.5 iznosilo je ~ 244 h na IntelCore i7 quad core procesoru takta
3.5 GHz.

0.0 U 1.0

X \\\Q?O\ \Zl(‘)(j\\\\\\l\ﬂ
Time: 0.00560684 0.621 646

Slika 4.3: Polje brzine u mlaznici.

rho

A MIIAIII6I8H
Time: 0.00560684 0.34 8.87

Slika 4.4: Polje gustoce u mlaznici.
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o 0.0 k 1.0
:7—“‘ MZOOIOI | 1] \4\0‘0\0\ Ii\ | \6\0‘0\0\ [ 1111 \8\0‘0\0\ \H
Time: 0.00560684 0.0038 9.91e+03

Slika 4.5: Polje turbulentne kineticke energije.

Medutim, iako nije priveden kraju, proracun je dao fizikalno dobre rezultate.
Postoje snimke eksperimenata s mlaznicama koje pokazuju sli¢ne rezultate. To se
najcesée dogada kod mlaznih motora. Jedan takav je prikazan na slici 4.6 preuzet

sa [53| gdje se vide formacije udarnih valova postignute simulacijom.

Slika 4.6: Oblik "dijamanata" na izlazu iz mlaznog motora [53].

Potvrda fizikalnosti rezultata je i brzina od Ma = 1 u grlu mlaznice Sto je

prikazano slikom 4.7.
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Slika 4.7: Prikaz Machovog broja u grlu mlaznice.

0.0 p 1.0

g

8e+5

o ¥ MF?I\I\I\\L\lera\\\\\\?eﬁ\\\\\u
Time: 0.00560684 1.58e+04 8.4e+05

Slika 4.8: Polje tlaka u mlaznici.

U [52] prikazani su grafovi normalizirane brzine i turbulentne kineticke energije
u osi simetrije. Za normalizaciju se koristila brzina u osi simetrije na izlaznom
presjeku mlaznice. Koordinatna os je u bezdimenzijskom obliku gdje je referentna
vrijednost promjer mlaznice. Na slici 4.9 prikazani su rezultati NASA-e [52] za
razli¢ite & — w SST modele turbulencije te experimentalne podatke. Referentna
krivulja za ovaj rad je oznacena Str-Uns SST gdje Str-Uns oznac¢ava mrezu koriStenu

u ovom radu, a SST odgovaraju¢i model turbulencije.
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Slika 4.9: Normalizirana brzina i turbulentna kineticka energija u osi simetrije iz

NASA [52].

Djelomi¢no poklapanje rezultata postoji na grafu normalizirane brzine. Slike

4.10a i 4.10b prikazuju rezultate simulacije.

=

0.04 . I .

— ufu . B
W et

£
- 'z 002 =
=2

x/d

‘mlaznice

(a) Normalizirana brzina u osi simetrije. (b) Normalizirana turbulentna kineticka
energija u osi simetrije.

Slika 4.10: Grafovi normalizirane brzine i turbulentne kineticke energije dobiveni
simulacijom.

Kako rjesenje nije postiglo stacionarno stanje tesko je donositi konac¢ne zakljucke,
medutim, usporedbom rezultata eksperimenta na lijevom grafu slike 4.9 i 4.10a vidi
se slican oblik krivulje §to ukazuje na mogucnost postizanja dobrog poklapanja. Za
potvrdu podudaranja rezultata, potrebno je proracunati ovaj slu¢aj do uspostave
stacionarnog stanja.

Ovaj sluc¢aj moze posluziti kao slucaj za testiranje uspjesnosti akceleracije koda.

Trebalo bi ubrzati prorac¢unsko vrijeme $to je vise moguce, a neki okvir bi bio pete-
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rostruko krace vrijeme. Trebalo bi provjeriti koliko je to moguée s danas dostupnim

metodama poput "pseudo-time stepping", "dual time stepping", "multigrid" i sli¢no.

4.2. MADIC 2D osnosimetricha mlaznica

Ovaj slucaj je opisao Slater u [54], a simulacija je eksperimenta u zra¢nom tunelu
opisanog u [55]. MADIC je skracenica za: "Multidisciplinary and Design Industrial
Consortium". Simulira se model mlaznog motora u zra¢nom tunelu i ispituje njegova
ucinkovitost.

Na ovom slu¢aju je izradena studija profinjenja mreze u dvije razine finoce te
je na ovom primjeru pokazana razlika u rezultatima i vremenu proracuna izmedu
DB i PB rjesavaca. Osim §to koriste druké¢iju glavnu varijablu ova dva rjeSavaca
se razlikuju po tome Sto je PB stacionarni implicitni za razliku od eksplicitnog
tranzijentnog DB rjeSavaca.

Fluid koji je simuliran odgovara svojstvima zraka ¢iji su parametri prikazani u
tablici 4.1.

Prorac¢uni su radeni na IntelCore i7 procesoru takta 3.7 GHz s 16 GB radne

memorije.

4.2.1. Racunalna mreza

U ovo ¢e slucaju biti pokazana razlika u rezultatima novog koda i PB staci-
onarnog koda. Na slici 4.11a prikazan je izgled domene. IshodiSte koordinatnog
sustava se nalazi na vrhu mlaznog motora. Vidljivo je da se mlazni motor nalazi
tik do ulaza u domenu. Na slici 4.11b je prikazan detalj geometrije mlaznice koja je

konvergentno-divergentnog tipa. Prikaz se odnosi na grublju verziju mreze.
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Y-Axis
0.000.100.200.300.400.500.60

X-Axis

(a) Izgled domene.

171

T

(b) Detalj konvergentno-divergentne
mlaznice.

Slika 4.11: Prikaz dvodimenzijske ra¢unalne mreze iz projekta MADIC.

Mreza je strukturirana i svi kontrolni volumeni, za obje gusto¢e mreze su hek-
sagonalni. Ova mreza nije pokazala znakove "carbuncle" efekta.
Podatci o broju kontrolnih volumena i odnosu maksimalnog Courantovog broja

i veli¢ine vremenskog koraka ostvarenog tokom simulacije daje se u tablici 4.2

Tablica 4.2: Usporedni prikaz glavnih parametara mreza.

Finoéa mreZe | Broj kontrolnih volumena | Copmar | Atco,,..
Gruba 18090 0.4 6.5-1077
Fina 72360 0.3 21077
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Iz gornje tablice vidi se da grublja mreza daje moguénost koristenja ve¢eg Co-

urantovog broja $to omogucava vecu brzinu proracuna.

4.2.2. Rubni i pocetni uvjeti

Za definiciju rubnih uvjeta podzvuc¢nih kompresibilnih strujanja, dovoljno je za-
dati totalni tlak i temperaturu na ulazu u domenu i staticki tlak na izlazu [56]. Kod
supersoni¢nih strujanja a ulazu se zadaju totalne veli¢ine i brzina, a na izlazu su
vrijednosti dio rijeSenje.

Stranica domene koja se poklapa s osi simetrije je zadana kao symmetry za
sve velicine. U ovom sluc¢aju postoje dva ulaza u domenu, a to su ulaz slobodne
struje zraka iznad motora i ulaz koji simulira tok kroz mlaznicu. Za oba ruba
zadaju se totalni tlak i temperatura. Temperatura je za oba ulaza jednaka te iznosti
Ty = 328.89 K. Na izlazu iz domene, temperatura se ne zadaje, a na preostalim
rubovima zadaje se kao nulti gradijent. Brzina nije zadana niti na jedno ulaznoj ili
izlaznoj granici ve¢ je zadana kao noSlip, to jest da je na povrsini motora jednaka
nuli. Na ulazu slobodne struje zraka, totalni tlak je zadan u iznosu od py = 101422

Pa, a totalni tlak na granici uzvodno od mlaznice je zadan u iznosu od py = 99767
Pa.

N

Y-Axis
0.000.100.200.300.400.500.60

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
W X-Axis
< x Time:0

Slika 4.12: Prikaz inicijaliziranog polja tlaka i brzine.

Polje tlaka i brzine za pocetni trenutak prikazano je slikom 4.12. Temperatura je
jednaka u cijeloj domeni s jednakim iznosom kao i na ulaznim rubovima. Tlak je u
vecini domene zadan u iznosu p;,;; = 67000 Pa, a uzvodno od grla mlaznice u iznosu
Pinit = 99767 Pa, kao i na tom ulazu. Brzina je zadana u veéini domene, izrazeno
u primitivnim varijablama, u;,; = 290.95 m/s ili kao Machov broj Ma = 0.8. Iz

navedenih podataka dobije se Reynoldsov broj u iznosu Re = 1.222 - 107 prema
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vertikalnoj dimenziji domene. U podrucju uzvodno od grla mlaznice, brzina iznosi
Uinit = 36.3 m/s ili Ma = 0.1. Na izlazu iz domene zadan je fiksni staticki tlak s
polja jednaki.

Rezultati provedenih simulacija i rezultati prikazani u [54] i [57] nisu jednaki.
Naime, postoji jedan vrlo kratki period kada se polje brzine u blizini motora i u
mlaznici te koeficijent tlaka na krmi motora poklapaju barem kvalitativno. Trenutak
u kojem se to dogodi nije jednak za istu gusto¢u mreze niti za isti rjeSavac¢. Takoder,

dolazi do razlike u maksimalnim iznosima brzina strujanja izmedu sva cetiri slucaja.

Ovo je prikazano slikama 4.13 i 4.14.

0.0, 0.5 magu 1.0
100 200 300 400

. EEE— ——
Time: 0.18401  10.28025 428.0281

(a) DB rjesavac.

0.0 0.5 magu 1.(

o X

Time: 0.008 72.7351 400
(b) PB rjesavac.

Slika 4.13: Prikaz djelomi¢nog poklapanja na gruboj mrezi.
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(a) DB rjesavac.

00 05 machMag 10
ff 025 05 075 1 1.25
Z X H‘HHHHM
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(b) PB rjesavac.

Slika 4.14: Prikaz trenutka djelomi¢nog poklapanja na finijoj mrezi.

Razlog zbog kojega dolazi do razilazenja u rjeSenju nije u potpunosti jasan. Me-
dutim, jasno je na koji se nacin razilazenje dogodi. Naime, nakon kratkog vremena
stvori se val razrjedenja odmah nakon pramca motora. To je uzrokovano naglim
ubrzanjem zbog skretanja struje zraka koji nailazi na vrh mlaznog motora. Kada
taj val dode do krme, pretvori se u udarni val koji putuje nizvodno. Kada dode do
izlaza iz domene, za sobom povuce polje vrlo niskog tlaka koje nailazi na narinuti
fiksni tlak, dvostruko veceg iznosa. Tu sve simulacija stanu, jer uvjeti strujanja
postanu nefizikalni.

Ovo nepoklapanje rezultata je motivacija za daljnje istrazivanje razloga nepok-
lapanja te postizanje kvalitativno i kvantitativno toc¢nih rezultata. Vidljiva je velika
razlika u izgledima polja. Na slici 4.13a vidljiv je udarni val koji u vremenu titra, to
jest seli se naprijed-nazad. To se dogada vjerojatno zbog nize brzine strujanja zraka

kroz domenu koju rjesava¢ moze izracunati zbog fino¢e mreze. U nekom kasnijem
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vremenskom trenutku bi bilo za ocekivati da propagira do kraja domene kao i u
ostalim slucajevima.
Potrebno je pronaéi nacin da se pojava udarnih valova u domeni izbjegne ili
zaobide. Jedno od mogucih rjeSenja bilo bi staviti rubni uvjet koji propusta valove.
Jedna pozitivna posljedica ovog neslaganja je pojava udarnih valova koji se pro-
tezu od krme motora prema vrhu i izlazu domene. Takoder se javljaju kosi udarni
valovi s odbijanjem u divergentnom dijelu mlaznice. Ove pojave su vrlo pogodne za

prikazati razlike DB i PB rjesavaca.

4.2.3. Usporedba DB i PB rjesavaca

Glavni smisao ovoga slucaja je usporediti kvalitetu rezultata izmedu DB i PB
pristupa. Prije samih simulacija, bilo je za ocekivati da ¢e DB dati bolje rezultate,
te da ¢e PB pokazati razmazane udarne valove i mozda na krivom mjestu.

Prije predstavljanja samih rezultata, mogu se usporediti vremena trajanja pro-

rac¢una. Ova usporedba donosi se u tablici 4.3.

Tablica 4.3: Usporedba vremena proracuna.

MreZe | Tip rjeSavaca | tgm 1S | tege u h | Broj procesorskih jezgri | Co
DB 0.25 14.7 1 0.4
Gruba
PB 0.085 1.5 1
) DB 0.076 19 4 0.3
Fina
PB 0.176 1.4 4

Vidljiva je velika razlika u vremenima prora¢una. Vremena proracuna implicit-
nim PB rjeSavacem mogu biti cilj kojem bi se trebalo teziti i eventualno pokusati
nadié¢i u brzini proracuna.

Na slikama 4.15a 1 4.15b vidi se usporedba rezultata DB i PB rjesavaca za grublju
mrezu. lako rezultat za DB rjesavac nije dosao do forme koje je trebao kao i ostali
slucajevi, daje dobar temelj za usporedbu rezultata koje daju ova dva pristupa. Kod
PB rjesavaca se vidi razmazanost rezultata te da nije uspio uhvatiti udarne valove
u mlaznici dok DB rjesavac je. Na slici 4.15a je prikazan trenutak u kojem udarni
val propagira prema pramcu rakete, to jest povlaci se. Nije ispitivana frekvencija

nastanka i povlacenja udarnog vala jer nije relevantna za ovaj rad.
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(a) DB rjesavac.
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(b) PB rjesavac.

Slika 4.15: Usporedba rezultata s naglaskom na udarnim valovima za razlicite rje-
Savace na grubljoj mrezi.

Na gornjim slikama prikazano je polje brzine izrazeno Machovim brojem. Za
usporedbu s rezultatima predstavljenim u [54] i [57] usporedilo se polje tlaka na krmi
motora izrazeno koeficijentom tlaka. Na slici 4.16 su prikazani rezultati simulacije
NASA-e [54] u odnosu na eksperiment [55]. S tim rezultatima se usporeduju rezultati
simulacija za dva trenutka gdje postoji djelomi¢no kvalitativno poklapanje rezultata

te trenutak u kojem dolazi do razilazenja.
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Slika 4.16: Rezultati NASA-e [54] za koeficijent tlaka na krmi motora.
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Slika 4.17: Usporedba koeficijenta tlaka na krmi motora u vremenskom trenutku
t = 0.005 s grube i fine mreze.

Iz grafova na slikama 4.17a i 4.17b vidi se da DB rjesava¢ dobro prorac¢unava
mjesto najnizeg tlaka. Na slici 4.16 mjesto najnizeg tlaka je na x(Cpnin) = 21.5
" (inch) $to odgovara x(C)pmin) = 0.5461 m koje DB dobro pogada. Rezultati PB
rjeSavaca su na krivom mjestu i krivulja nema kvalitativho poklapanje. Postoji
razlika u iznosu koeficijenta tlaka, a tome moze biti uzrok neodgovarajuci profil

strujanja.
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(a) Gruba mreza. (b) Fina mreza.

Slika 4.18: Usporedba koeficijenta tlaka na krmi motora u vremenskom trenutku
t = 0.008 s grube i fine mreze.

Na slikama 4.18a i 4.18b prikazan je trenutak kada rijeSenja simulacije pocinju
odstupati od referentnog [54]. Na finijoj mrezi i DB solver sada ima polje niskog

tlaka pomaknuto od trazenog.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 42



Karlo Sunjo Diplomski rad

0.0~ 0.5 magy 1.0
100 200 300 400

oo

Time: 0.24978  0.04238 483.8671

(a) DB rjesavac.

U Magnitude
0.500 200 300 40 1.0
- T
Tme:0.082  99.3003 500
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Slika 4.19: Usporedba rezultata s naglaskom na udarnim valovima za razlic¢ite rje-
SavaCe na grubljoj mrezi, detalj mlaznice.

Slike 4.19a i 4.19b prikazuju detalj mlaznice na kojima je vidljiva velika razlika
u prikazu stanja unutar mlaznice. DB pristup daje udarne valove dok ih kod PB
pristupa uopc¢e nema. Takoder val razrjedenja koji putuje od krme motora je vrlo
razmazan te se ne vidi refleksija nego samo difuzivno polje povisene brzine §to je
vrlo neprecizno. Na slikama 4.20a i 4.20b je prikazana usporedba rezultata za DB i
PB rjesavace na finijim mrezama. Prikazana je cijela domena kako bi se vidio udarni
val na izlazu koji je posljedica nefizikalnih uvjeta strujanja. Takoder se moze vidjeti
razlika u prikazima vala razrjedenja koji putuje od krme. Kod DB pristupa se vidi
odbijanje tog vala dok kod PB pristupa se val toliko razmaze da se vise ni ne vidi.

Izgleda poput polja poviSene brzine bez jasne granice.
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Slika 4.20: Usporedba rezultata s naglaskom na udarnim valovima za razlic¢ite rje-
Savace na finijoj mrezi.

Na slikama 4.21a i 4.21b su prikazani detalji strujanja u mlaznici gdje nastaju
kosi udarni valovi. Vidljiva je znatna razlika izmedu rezultata DB i PB rjesavaca.
Dok DB jasno pokazuje kose udarne valove koji ¢ine dobro poznati oblik dijamanata

PB ne moze prikazati nikakvu refleksiju.
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Slika 4.21: Usporedba rezultata s naglaskom na udarnim valovima za razlicite rje-
SavacCe na finijoj mrezi, detalj mlaznice.

Vidljiva je znatna razlika u rezultatima. Globalni maksimumi i minimumi se
ne poklapaju. Kod DB rjesavaca, osim kosih udarnih valova u mlaznici vide se i
njihove refleksije te su valovi malih dimenzija. Kod PB rjesavaca vidi se udarni val,
medutim, refleksije su praktic¢ki nevidljive, to jest vrlo su razmazane.

Ovime je potvrdena bolja kvaliteta rezultata DB pristupa spram PB pristupa.
Slijedeci korak bi bio pronaci uzroke nepoklapanja rezultata s onima u referencama i
ispraviti ga i opisati. Nadalje, trebalo bi usporediti razli¢ite rjeSavace Riemannovog
problema jedne nasuprot drugih i nasuprot PB rjeSavaca. Ovaj slucaj bi mogao biti

dobra polaziSna tocka za daljnja istrazivanja zbog kompleksne geometrije mlaznice
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i dva razli¢ita ulaza u domenu.

4.3. Kruzni isjecak u zracnhom tunelu

Ovo je jedan od jednostavnijih validacijskih slu¢ajeva koji se cesto pojavljuje u
literaturi. Cesto za transoniéna strujanja kada se proucava nastanak udarnog vala,
ali i u supersoni¢nim strujanjima [58|, [59]. U ovom radu ¢e posluziti za usporedbu
razli¢itih aproksimacijskih Riemannovih rjesavaca kod strujanja s Machovim brojem
Ma = 1.8. Usporedba se vrsi u odnosu na slu¢aj simulacije Ma = 1.4 iz [58] uz
napomenu da se nisu postigli istovjetni uvjeti strujanja zbog razlike u geometrijama
i nedostatka vremena. Ideja ¢lanka [58] je bila posti¢i strujanje u domeni da bude
> Ma = 1 kako bi se ostvarili slabi kosi udarni valovi. U ovom radu su postignuti
jaki kosi valovi $to znaci da lokalno brzina pada ispod Ma = 1. Medutim, ovaj slucaj
moze posluziti za usporedbu Riemannovih rjesavaca medusobno. Fluid u simulaciji

je zrak s konstantnim termodinamickim svojstvima kao u tablici 4.1.

4.3.1. Racunalna mreza

Mreza je jednostavne geometrije. Predstavlja zracni tunel u kojem se nalazi
kruzni isjecak visine h = 0.1 m. Slika 4.22 prikazuje geometriju i ra¢unalnu mrezu.

Mreza je strukturirana sa 76800 heksagonalnih kontrolnih volumena.

Slika 4.22: Racunalna mreZza tunela s kruznim isjeckom.
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4.3.2. Rubni i pocetni uvjeti

Rubni i pocetni uvjeti su vrlo jednostavni. Kako je nadzvucno strujanje u pi-
tanju, na ulazu se zadaju tri varijable, a stanje na izlazu je dio rjeSenja. Zadane
su konstantne vrijednosti tlaka, temperature i brzine to jest fixedValue za sve tri
veli¢ine. Njihovi iznosi su p = 350000 Pa, 7" = 300 K i brzina u = 625 m/s §to
daje navedeni Machov broj od Ma = 1.8. Na izlazu je za sve tri veli¢ine postavljen
zeroGradient rubni uvjet. Kako bi se mogla pokazati raspodjela Machovog broja

na zidu, na gornjem i donjem zidu je postavljen slip rubni uvijet.
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g

(a) Roeov rjesavac.

@

(b) HLLC rjesavac.

@

(¢) Rusanovljev rjegavac.
Slika 4.23: Usporedba kontura Machovog broja za razli¢ite Riemannove aproksima-

cijske rjesavace.

Na slikama 4.23a i 4.23b vidljive su oscilacije kontura u blizini udarnog vala dok
kod Rusanovljevog rjeSavaca taj efekt nije izrazen.

Usporedba raspodjele Machovog broja na donjem zidu prikazana je na slici 4.24.

Iz slike 4.24 vide se razlike u rezultatima razli¢itih rjeSavaca. Kod blazih gra-
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Slika 4.24: Usporedba rjesavaca prema Machovom broju na donjem zidu domene.

dijenata Roeov i HLLC rjeSavac se dobro poklapaju dok Rusanovljev daje udarne
valove malo ispred ili iza ostala dva rjesavaca. Takoder, Rusanovljev pokazuje manje
oscilacije u rjeSenju to jest jace su prigusene. Takoder se moze primjetiti da je kod
Rusanovljevog rjesavaca drugi kut refleksije blazi od druga dva. To se odrazava i na
polozaj udara u donji rub domene Sto ¢e biti vidljivo i na grafu usporedbe Machovog
broja na slici 4.24.

U tablici 4.4 prikazana je usporedba vremena proracuna. Svi sluc¢ajevi su bili
ograni¢eni Courantovim brojem Co = 0.5. Proracun je proveden na IntelCore i7

quad procesoru takta 3.5 GHz.

Tablica 4.4: Usporedba vremena proracuna.

Rjesavac | teqe u s
Roe 3530
HLLC 3523
Rus 3495

Iz tablice 4.4 vidljivo je da je Rusanovljev rjesava¢ nesto brzi od ostala dva.

Slijedeci korak u vezi rjeSavaca je implementirati AUSM+ rjesavac te ga usporediti s
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postoje¢ima u strogo subsoni¢nom, transoni¢nom i supersoni¢cnom rezimu strujanja.

4.4, QOnera transonicno krilo

Zbog prisutnosti strujanja s kompresibilnim efektom u aeroindustriji, dobri slu-
¢ajevi za validaciju su upravo iz tog podrucja. Zrakoplovna tehnika se dugo proucava
i postoji puno modela na kojima se moze validirati kod. Jedan od najpopularniji
modela krila je Onerin model transoni¢nog M6 krila.

Fluid koji se simuliralo je zrak s konstantnim termodinamickim svojstvima. Svoj-
stva fluida navedena su u tablici 4.1. Dimenzije krila su detaljno opisane u [60] te
je mogucée doc¢i do tocaka koje definiraju geometriju krila. Neki detalji geometrije
dani su na slici 4.25 iz [61]

i 7 Geometry
A /
/ AR 3.8
A —
______________________ b 1.196 m
Moo [ | Arge 30"
B Arg 15.8"
Yy
- A 0.562
R O i z | 046 m
1 Ly 1.506 m?
EIII op
Slika 4.25: Detalji geometrije krila [61].
4.4.1. Racunalna mreza

M6 profil je simetric¢an i pogodan za testiranja na brzinama bliskim brzini zvuka.

Racunalna mreza koja se koristila u radu prikazana je na slici 4.26.
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Slika 4.26: Prikaz geometrije i mreze krila Onera M6.

Dimenzije krila su detaljno opisane u [60] te je moguée doé¢i do tocaka koje
definiraju geometriju krila.

Mreza se sastoji od 341797 tetragonalnih kontrolnih volumena. Vanjski rubovi
domene imaju dimenzije 11 m x 5 m x 10 m i oblik kvadra. Kao §to je ve¢ navedeno,
profil koristen za dobivanje krila je simetri¢an. Kako bi se ostvario uzgon, potrebno
je da krilo ima napadni kut. U ovom radu, simuliralo se strujanje s napadnim
kutom od 4,4 = 3.06°. Napadni kut se nije podesavao zakretanjem geometrije veé

postavljanjem rubnih uvjeta brzine za taj isti kut. Mreza je preuzeta s |61].

Tablica 4.5: Imena stranica domene.

Naziv ruba | Opis poloZaja ruba

wing povrsina krila

symmetry | stranica uz krilo

lateral stranica nasuprot krila
inlet stranica uzvodno od krila
outlet stranica nizvodno od krila
top stranica iznad krila
bottom stranica ispod krila

U tablici 4.5 su prikazani nazivi rubova domene na kojima ¢e se u nastavku

definirati rubni uvjeti s iznosima veli¢ina.
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4.4.2. Rubni i pocetni uvjeti

Rubni uvjeti definirani na NASA-inoj internetskoj stranici [62] su imitirani u
radu. Cijelo polje tlaka je inicijalizirano statickim tlakom ¢iji je iznos p = 315979
Pa. Stavljen je fixedValue nainlet, te outletInlet na rubove lateral, top i bottom.
Na rubovima outlet i wing stavljen je rubni uvjet zeroGradient za tlak.

Temperatura je postavljena u cijeloj domeni i rubovima domene na iznos od
T = 255.55K. Na rubu inlet postavljen je fixedValue rubni uvjet. Na rubove
lateral, top i bottom stavljen je rubni uvjet inletOutlet, a zeroGradient na
rubove outlet i wing. Iznos brzine je u = 285.67 m/s pod kutem od 3.06° u odnosu
na horizontalnu ravninu $to daje Machov broj u iznosu Ma = 0.8395 i Reynoldsov
broj prema srednjoj tetivi krila Re = 1.23-107. Rubni uvjeti postavljeni su kao i za
temperaturu s razlikom da je na krilo stavljen rubni uvjet noS1ip koji nalaze brzinu
u =0 m/s fluida na toj povrsini.

Proracun je izvrSen na IntelCore quad na cetiri jezgre takta 2.4 GHz. Vrijeme
proracuna jednog vremenskog koraka iznosilo je ~ 4.1 s. Simulacija se vrsila do
vremenskog trenutka endTime = 0.1 s te je ukupno vrijeme proracuna iznosilo ~ 127
h. Najvec¢i Courantov broj iznosio je C'o = 0.5 Sto je dalo najveéi vremenski korak
At ~ 1.6 -107% s. Treba napomenuti da Courantov broj nije bio konstantan tokom
simulacije.

Na slikama 4.27a i 4.27b prikazana je usporedba polja tlaka na krilu. Na slici a)
su rezultati NASA-inog "WIND" koda, a pokraj njih rezultati dobiveni spregnutim
DB rjesavacem kojeg se testira. Iz usporedbe je vidljivo da se kvalitativno rezultati
dobro poklapaju. Raspodjela polja niskog i visokog tlaka su gotovo istovjetnih oblika

i dimenzija.

Time: 0.0992414

P

ﬁ?oooo
400000
ésooooo
200000
110000

(a) Rezultati NASA-e [62]. (b) Rezultati novog koda.

Slika 4.27: Polje tlaka na krilu i konture tlaka na presjeku u korjenu krila.
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Za precizniju usporedbu prikazat ¢e se raspodjela koeficijenta tlaka na povrsini
krila. Na istom grafu prikazani su koeficijenti s gornje i donje povrsine krila. U
literaturi se prikazuju rezultati koeficijenta tlaka sa suprotnim predznakom te ¢e se
tako postupiti i u ovom radu. Na ordinati je prikazan polozaj na krilu u obliku 7
gdje [ predstavlja tetivu krila paralelnu s x-osi, a x oznacava polozaj promatrane

to¢ke na krilu.

y/b=0.2

1.2 T T

e — donja povisina | 7|
—— gornja povrsina| |

10k Section 1 (y/b=0.2) o

< Experiment, Bottom Taps
+ Experiment, Top Taps

WIND
-0eFx 4 08 _

-0.6

10 . . . . 1
0.0 02 04 06 08 1.0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 i
®A /1

(a) NASA [62]. (b) Novi kod.

Slika 4.28: Usporedba raspodjele tlaka izrazene koeficijentom tlaka na presjeku
y/b=0.2.

y/b=0.65

1.4 T T
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Section 3 (y/b=0.65] 12 — donja povtsina
OF 1 —— gornja povisina

04
< Experiment, Bottom Taps
=06 F + Experiment, Top Taps i 0.6
1 WIND
-osF B 08 -
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0.0 02 0.4 06 08 1.0 0 02 0.4 0.6 0.8 1
i X
(a) NASA [62]. (b) Novi kod.

Slika 4.29: Usporedba raspodjele tlaka izrazene koeficijentom tlaka na presjeku
y/b=0.65.
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(a) NASA [62]. (b) Novi kod.

Slika 4.30: Usporedba raspodjele tlaka izrazene koeficijentom tlaka na presjeku
y/b=0.8.
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(a) NASA [62]. (b) Novi kod.

Slika 4.31: Usporedba raspodjele tlaka izrazene koeficijentom tlaka na presjeku
y/b=0.95.

Na slikama 4.28b do 4.31b prikazana je usporedba rezultata novog koda i NASA-e
iz [62]. Moze se vidjeti vrlo dobro kvalitativno i kvantitativno poklapanje rezultata,
iako postoje male rezlike. Razlomljenost krivulja je posljedica tetraedarske nes-
trukturirane mreze. (Gotovo istovjentni rezultati mogu se pronaci i na slijedeé¢im
internetskim stranicama [61], [63] 1 [64]. Vidljivo je vrlo dobro poklapanje polja

tlaka na povrsini krila.
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4.5. Interakcija granicnog sloja i udarnog vala

Interakcija grani¢nog sloja i udarnog vala je prirodna pojava u kojoj se odvija
vrlo kompleksna fizika. Tu dolazi do interakcije jakog tla¢nog poremecaja i gra-
ni¢nog sloja. U aeroindustriji se pojavljuje kod transoni¢nih i supersoni¢nih brzina
te negativno utjece na performanse krila. Na primjer kod transportnih zrakoplova,
gotovo normalni udarni val prekida nadzvuéno polje strujanja kada do njega dolazi.
Kod supersoni¢nih letova, udarni valovi nastaju na ulazu u usis zraka jer je potrebno
usporiti tok zraka u motor. Kod hipersoni¢nih strujanja, ova interakcija dovodi do
vrlo visokih temperatura [65]. Iz tog razloga je vrlo pogodan slucaj za testiranje.
Rezultate simulacije moze se usporediti i s fotografijama te pojave u prirodi i eks-
perimenata kao na primjer u [66] i [65]. Kod ove pojave ne dolazi do udara vala o
stijenku na primjer krila ili stijenke zra¢nog tunela jer mu se grani¢ni sloj isprijeci.
Medutim na mjestu udara vala tlak poraste znatno, Sto ¢e kasnije biti i pokazano,
te u ekstremnim sluc¢ajevima mogu izazvati odvajanje grani¢nog sloja [65].

U ovom radu pristupilo se ugadanju svojstava fluida koji po parametrima sli¢i
zraku, kako bi se visinom povecala interakcija udarnog vala i grani¢nog sloja. To
se postiglo povecavanjem viskoznosti fluida. Dinamicka viskoznost je pove¢ana za
tri reda veli¢ine. Parametri fluida su konstantni za sve tri razine fino¢e mreze te su

njihovi iznosi prikazani u tablici 4.6

Tablica 4.6: Tabli¢ni prikaz svojstava fluida koristenih u simulacijama.

Svojstva zraka

M = 28.9 kg / kmol | molarna masa

C, =1007 J/kg K specifi¢ni toplinski kapacitet pri konstantnom tlaku

p=15-10"2Pas | dinamicka viskoznost
Pr=0.7 Prandtlov broj

y=14 izentropski koeficijent ekspanzije

4.5.1. Racunalna mreza

Racunalna mreza nije preuzeta iz ve¢ postojeceg slucaja nego je proizvoljno
zadana. Cilj je bio odabrati kut suzenja domene koji bi izazvao kosi udarni val.
Za taj kut uzeta je vrijednost od 25° u odnosu na horizontalnu ravninu jer taj
kut jo$ uvijek nece izazvati zaguSenje toka. Kut klina i kut odbijanja vala imaju
zavisnost preko Machovog broja. Ova zavisnost je dostupna u literaturi [67] te uvjeti

simulacije odgovaraju vrijednostima u tablicama. Na ovaj na¢in pokazana je tocnost
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simulacije i poklapanje s ve¢ poznatim i ocekivanim rezultatima.

Geometrija ovog slucaja je vrlo jednostavna i podsje¢a na poznati slucaj pod
nazivom "shock tube". Za $to precizniji proracun strujanja u podrucju grani¢nog
sloja ra¢unalna mreza je lokalno profinjena u podruc¢ju donjeg ruba domene. Slika

4.32 prikazuje ra¢unalnu mrezu na kojoj se vidi profinjenje.

Y-Axis
0.15 020 0.25 0.30

0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80
& X-Axis

Slika 4.32: Racunalna mreza s dimenzijama.

Na ovom slucaju je provedena studija profinjenja mreze kako bi se provjerilo
ovisi li i u kojoj mjeri kvaliteta rjesenja o fino¢i mreze. To je naravno logi¢no, ako
se uzme u obzir da su udarni valovi jako malih dimenzija.

Racunalna mreza je strukturirana i svi su kontrolni volumeni heksagonalni. Go-
tovo su svi i ortogonalni osim onih u blizini klina. U nastavku slijedi tablica 4.7 s
usporednim prikazom broja kontrolnih volumena mreze. Takoder su prikazani Co-
urantovi brojevi i pripadajuéi vremenski koraci. Iz tih podataka je vidljivo da finija

mreza zahtjeva manji vremenski korak.

Tablica 4.7: Usporedni prikaz glavnih parametara mreza.

Finoca mreZe | Broj kontrolnih volumena | Comar | Atco,,..
Gruba 19600 0.5 6.62- 1077
Srednja 76800 0.5 2.99-1077
Fina 1254400 0.7 9.5-1078

Na sve tri mreze se pristupilo lokalnom profinjenju uz donji rub domene s istim

koeficijentima.
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4.5.2. Rubni i pocetni uvjeti

Simulacija se provodila za supersoni¢no strujanje ¢iji Machov broj na ulazu iz-
nosu iznosi Ma = 2.9376. Uz odabir visine domene na ulazu kao karakteristi¢ne
duljine i dinamicke viskoznosti kako je predstavljeno u tablici 4.6 dobije se Reynol-
dsov broj Re = 136000. Tako taj iznos Reynoldsovog broja oznacava izrazito tubu-
lentno strujanje, pretpostavljeno je laminarno strujanje. Zbog toga se u ovom nizu
simulacija nije koristio model turbulencije.

Kako bi se stvorio granic¢ni sloj uz pod domene za rubni uvjet brzine odabran je
noSlip, a za tlak i temperaturu zeroGradient. Na ulazu je narinuta konstantna
brzina od wu,; = 1020 m/s $to u kombinaciji s ulaznom temperaturom zraka T,,; = 300
K daje ve¢ spomenutih Ma = 2.9376. Zadan je staticki tlak u iznosu od p,; = 100000
Pa. Na gornjem rubu domene je zadan slip rubni uvjet za sve tri varijable dok je
na izlazu za sve zadan uvjet zeroGradient.

Rezultati simulacije se daju u nastavku. Usporedit ¢e se polja iste varijable za
razlic¢ite finoée mreze kako bi se mogao vidjeti utjecaj fino¢e mreze na kvalitetu
rezultata. Na slici 4.33 je prikazano polje tlaka u domeni. Mjesto udara vala u donji
rub domene je mjesto gdje tlak postize svoju najvisu vrijednost. Ovo je prikazano

na slici 4.34 gdje se vidi da se na sve tri mreze poklapa mjesto maksimuma.

Y-Axis
0.15 0.20 0.25 0.30

0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80
. X-Axis p
o< & 2e‘+\5\\\l 46+5II66+&
Time: 0.010011 61892 5 673717

Slika 4.33: Polje tlaka izrazeno u Pa za najfiniju mrezu.
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Slika 4.34: Tlak na donjoj povrsini domene. Usporedno su prikazani podaci za sve

tri finoée mreZe.

Veca gustoc¢a mreze omogucava preciznije hvatanje mjesta pojave i nestanka inte-

rakcije. To je narocito izrazeno u podrucjima s nestacionarnijim strujanjem kao $to

je mjesto ispred interakcije. Tu fina mreza moze uhvatiti znatno vise nestacionarnost

nego gruba. Takoder, kod fine mreze uzlazni gradijent je najstrmiji.
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(b) Srednje gruba mreza.
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(c) Fina mreza.

Slika 4.35: Polje brzine izrazeno m/s.
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Na slikama 4.35a, 4.35b 1 4.35¢ vidi se polje brzine u domeni. Ulaz fluida je na li-
jevoj strani domene. Unutar domene vidljivi su kosi udarni valovi koji se medusobno
presjecaju te stvaraju uzorak koji se ¢esto naziva dijamantima. Najzanimljivije po-
drucje prikazano je plavom bojom. To je mjesto interakcije granicog sloja i vala te
je ovdje brzina jako mala. Izgledom se vrlo dobro poklapa s eksperimentom |[66].

Kod sve vece fino¢e mreze, rjeSavac je u stanju "uhvatiti" sve manje poremecaje.
Dok je rjesenje na gruboj mrezi jako razliveno, na finoj mrezi vide se ostri bridovi
udarnih valova. Takav izgled je bliskiji stvarnosti te je moguce vidjeti da svaki
poremecaj unutar grani¢nog sloja utjece na stvaranje novih kosih udarnih valova.
Vidljiv je i lom udarnih valova u kontaktu s drugim udarnim valovima $to je takoder
fizikalno ponasanje.

Granic¢ni sloj na mjestu gdje dolazi do interakcije s udarnim valom je relativno
je velike visine. To je posljedica odabira tri reda veli¢ine vece viskoznosti fluida.
Takav odabir viskoznosti takoder utjece na pove¢anu generaciju topline u grani¢nom
sloju jer se fluid vrlo brzo zaustavlja s jako visoke na jako nisku brzinu strujanja.
Zagrijavanje u podrucju interakcije vidljivo je na slikama 4.36a, 4.36b i 4.36¢ koje

slijede u nastavku.
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(c) Fina mreza.

Slika 4.36: Polje temperature izrazeno u Kelvinima.
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Na slikama 4.33 i 4.37 prikazana su jo$ polja tlaka i gustoce za najfiniju mrezu

iz kojih je vidljiva njihova promjena u karakteristi¢nim interakcijama.

Y-Axis
0.15 0.20 0.25 0.30

0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80
o X-Axis rho
o X -l 2 | | \3‘ - HA.
Time: 0.010011 0.504066 4.17606

Slika 4.37: Polje gustoce izraZzeno kg/m? za najfiniju mrezu.

Iz izlozenih rezultata vidljivo je dobro poklapanje fizikalnih pojava sa stvarnim.

Takoder je vidljivo da fino¢a mreze znac¢ajno utjece na kvalitetu rjesenja.

U ovom poglavlju izneseni su dosad napravljeni validacijski slucajevi i dan je os-
vrt 1 komentar na rezultate u smislu usporedbe s drugim dostupnim kodovima i
eksperimentima. Uoceni su neki nedostaci koje bi trebalo ukloniti. U slijede¢em
poglavlju ¢e se dati kratki pregled rada i predloziti buduci koraci koje je potrebno

uciniti kako bi se novi kod unaprijedio.
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5. Zakljucak

U uvodu je dan kratak osvrt na metode racunalne dinamike fluida, postavljen je
cilj rada i predstavljena struktura. Ovdje se daje osvrt na postignuto i predstavljaju
se potrebne buduée radnje u svrhu validacije i razvoja koda.

U ovom radu pristupilo se validaciji novog algoritma koji koristi gustoéu kao
glavnu prorac¢unsku varijablu. Validacija je provedena na dvije 3-D i tri 2-D mreze,
te su napravljene dvije studije profinjenja. Na jednom od 2-D slucajeva novi kod je
usporeden s kodom koji koristi tlak kao glavnu prorac¢unsku varijablu. Rezultati su
usporedeni s rezultatima dostupnim u literaturi i internetu.

Prvi slijedeéi korak je otkriti uzrok nepoklapanja rezultata u MADIC sluc¢aju.
Eliminirati probleme zbog rubnih uvjeta. Kada se otkrije uzrok i ispravi, trebalo bi
izvr§iti dodatno proracun na mrezi koja je jos finija. Na taj nacin dobila bi se jos
jedna usporedba sa PB rjesavacem i jo$ jedan podatak o trajanju proracuna.

Iz svih prikazanih rezultata moze se zakljuciti da novi kod daje jako kvalitetne
razultate u pogledu udarnih valova. Pokazalo se na koji nacin fino¢a mreze utjece na
kvalitetu rezultata i na vrijeme proracuna. Rezultati bi mozda mogli biti i bolji uz
koristenje nekog drugog dostupnog Riemannovog rjeSavaca. Zato se predlaze uspo-
redba svih dostupnih Riemannovih rjeSavaca na jednom slucaju. Takoder se predlaze
implementacija nekih novijih, u literaturi opisanih rjesavaca poput AUSM+. Kod
je pokazao osjetljivost na "carbuncle" efekt na strukturiranim mrezama. Zbog toga
je potrebno usporediti sve u kodu dostupne Riemannove rjesavace kako bi se pro-
nasli najbolji kod kojih ne dolazi do pojave navedenog efekta. U onima u kojima se
pojavljuje, treba primjeniti metode opisne u literaturi kojima bi se eliminirao.

Pokazalo se, takoder, da su vremena proracuna jako dugacka kao kod Seinerove
mlaznice s otprilike 223000 kontrolnih volumena gdje je za 0.0056 s simulacije pro-
racunsko vrijeme iznosilo 244 h. Ovim je pokazano da je potrebna velika ra¢unalna
snaga da bi se simuliralo neki imalo zahtjevniji slu¢aj. Zbog toga se predlaze akcele-
racija koda nekom od dostupnih metoda poput "pseudo-time stepping" i "multigrid"
postupaka kako bi se moglo proracunavati na osobnim racunalima. Takoder je mo-
guce napisati kod u implicitnom obliku te provjeriti skracuje li takav oblik koda

vrijeme proracuna.
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Sazetak

Numericke simulacije stlac¢ivog strujanja fluida koristenjem
spregnutog algoritma

U ovom radu pristupilo se validaciji numerickog algoritma za rjeSavanje strujanja
visoke brzine. Algoritam je pisan u okruzenju OpenFOAM te je nov u tom kontek-
stu. Prvo se predstavilo glavne matematicke i numericke probleme koje se susrece u
teoriji poput Riemannovog problema te nacina rjeSavanja tog problema. Opisani su
ponudeni rjesavaci Riemannovog problema uz ostale diskretizacijske sheme koje su
standardne u rac¢unalnoj dinamici fluida. Algoritam koji koristi gusto¢u kao glavnu
proracunsku varijablu se validiralo na temelju slucajeva za koje se moglo naci eksper-
imentalne i numericke rezultate. Pokazalo se kako djeluje profinjenje proracunske
mreze na rezultate te kakve rezultate daje u odnosu na algoritme koji koriste tlak
kao glavnu prorac¢unsku varijablu. U prora¢unima je koristen isklju¢ivo k — w SST
model turbulencije zbog visokih iznosa Reynoldsovog broja, osim u jednom slucaju
za kojeg se pretpostavilo kvazilaminarno strujanje. Slucajevi koji su uzeti su ge-
ometrije krila, jednostavni "shock tube" i kovergentno-divergentne mlaznice, dakle
relevantni i za industrijsku primjenu. Rezultati proracuna su prikazani graficki u

vidu polja primitivnih varijabli i bezdimenzijskih znacajki.
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Abstract

Numerical Simulaton of Compressible Flows using a Cou-
pled Density-Based Solution Algorithm

In this work the validation of new algorithm was done. Algorithm is written in
OpenFOAM environment and it is new in that context. Firstly, main mathematical
and numerical problems were introduced as well as ways to solve those problems such
as Riemann problem. Approximate Riemann solvers which are available in new code
were theoretically described. This algorithm which uses density as main calculation
variable was validated against cases for wich results were available in literature or
internet. The impact of mesh refinement was shown and also the comparison against
pressure-based algorithm. In all cases except one k£ —w SST turbulence model was
used because of very high Reynolds numbers. In one of cases quasi-laminar flow
was assumed. Geometries in simulated cases are a transonic wing, shock-tube and
convergent-deivergent nozzles, namely, cases that are of interes of industry. Results
of simulations were graphically shown as fields of primitive variables and dimension-

less numbers.
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1. Introduction

Modern engineering methods of calculation and visualisation have greatly changed
compared to traditional ones. Today they mostly rely on computational resources
which develop with astonishingly quick pace. One of the most propulsive areas of
engineering is computational fluid dynamics or CFD for short. Basis for that are al-
ready developed mathematical and numerical models along with many experiments
conducted so far. One of most relevant code libraries is called OpenFOAM which
is also open source. This makes it ideal for academic circles because it allows great
environment for developing special applications based on finite volumes method.

One area of engineering that uses CFD for long now is aircraft industry. It prob-
lems are related to gas dynamics and specific effects that can be found there. These
effects include shock waves in transonic, supersonic and hypersonic flights. Some
interactions of those shocks can deteriorate performance of wings greatly, there-
fore these should be modeled to find a way to avoid them. Algorithms that are of
significance to this area are mostly density-based or DB for short with some kind
of Riemann solvers. These kinds of flows are governed by set of hyperbolic equa-
tions. There is new algorithm in OpenFOAM that does just that: solves hyperbolic
equations and Riemann problem using density as main calculating variable.

As it is new in context of OpenFOAM it needs to be validated and tested against
available experiment results and results from other relevant computational codes.
Validation process in this work will include comparison against pressure-based or
PB solver to show adequacy of DB solver for these specific problems.

In the first Chapter main mathematical ideas considering hyperbolic equations,
Riemann problem and both Euler and Navier-Stokes systems of equations will be
presented. After that main numerical procedures and methods specific for this work
and solver will very briefly be presented and explained. After that, presentation of
validation cases results will be made. There will be short explanation of problems

found within algorithm and next steps that should be made to improve algorithm.
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2. Mathematical Model

In this section governing equations of flow model will be presented. Some specific

phenomenon considering high-speed compressible flow will also be included.

2.1. The Euler Equations

The Euler equations are system of non-linear hyperbolic equations of conserva-
tion laws that govern fluid flow. It has time derivation which makes it transient. To
complete the system, equations of state need to be defined. In one dimension Euler

equations are:

(pu)e + (pu + p)s =0, (2.2)
Ey + (u(E +p)). = 0. (2.3)

Here, index t states that this is time derivative and x that this is spatial derivative.

Total energy E is defined by:

1
E = iqu + pe, (2.4)
in which first term on the right hand side is kinetic energy and second is internal
energy of the fluid. Specific internal energy is e.

To complete system of equations, equation of state for perfect gas is defined:
p = pRT, (2.5)

in which R is constand depending on fluid in question and caloric equation of state:

e=—L (2.6)

(v=1p’

in which v is constant depending on fludi. Combinig equations (2.4) and (2.6), gives

E in form of E = E(p,p):

p Lo
— + —pu”. 2.7
(—Dp 2 >0

One more thermodynamical quantity is entropy S which. Roughly speaking, this

E =
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measures the disorder in the system [1]. The entropy is defined up to an additive
constant by:
S = ¢, log(p/p”) + constant. (2.8)

This can be solved for p to give:
p = re¥p, (2.9)

where k si constant.

From the Euler equations next relation is obtained:
Si+uS, =0 (2.10)

which says that entropy is constant along particle paths in regions of smooth flow.
It turns out that the equation of state gives p as function of p and S alone as (2.9)
for polytropic gas. In this form partial derivative of p plays fundamental role: its
square root c is the local speed of sound. For polytropic gas this gives:

dp o
¢’ = 3 = vk = yp/p (2.11)

S=constant

which gives:
c=/p/p. (2.12)

The most important property of entropy is the fact that in smooth flow entropy
remains constant on each particle path. While if particle crosses a shock the entropy

may jump, but must increase.

2.2. The Riemann Problem

Conservation laws together with piecewise constant data having a single discon-
tinuity is known as Riemann problem [1]. As an example, Burgers’ equation is
given [1]:

wy + Aw, =0 (2.13)

with piecewise constant initial data:

wy, z <0

w(z,0) = wy(x) = { (2.14)

WR x>0

The form of the solution depends on relation between w; and wg.
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U, e e

L UR

Figure 2.1: Shock wave [1].

Case 1 wy, > wpg.

In this case there is a uniqu weak solution:

< st
w(z, t) = { Lo s (2.15)
wWr T > St
where s:
s = % (2.16)

is the shock speed, the speed at which discontinuity travels. In Figure 2.1 shows
that characteristics in each of the regions where w is constant go into the shock as

time advances.

Figure 2.2: Entropy-violating shock [1].
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Figure 2.3: Rarefaction wave [1].

Case 2 w;, < wg.

In this case there are infinitely many weak solutions. One of these is again (2.15),
(2.16) in which discontinuity propagates with speed s. Here characteristic go out of
the shock as shown in Figure 2.2. This solution is not stable to perturbations. If
data is smeared out slightly, or if small amount of viscosity is added to equation,
the solution changes completely.

Another weak solution is rarefaction wave [1]:

wr, T < wrt
w(z,t) =< z/t  wpt <z < wpt (2.17)

WR T > wgt

This solution is stable to perturbations and is in fact the vanishing viscosity gener-

alized solution 2.3.

2.2.1. Rankine-Hugoniot Condition

For arbitrary flux function f(w) this same argument gives the following relation
between the shock speed s and the states wy, and wg, called Rankine-Hugoniot jump

condition:
flwr) = f(wr) = s(wr — wg). (2.18)

For scalar problems this gives simply:

_ J(w) = f(wr) _ /] (2.19)

(wr — wg) [w]’
where [-] indicates the jump in some quantity across discontinuity.

For systems of equations such as the Euler, wy, — wg and f(wp) — f(wg) are
both vectors while s is still a scalar. s cannot be always solved to make 2.18 hold.

Instead, only certain jumps w; —wg are allowed, namely those for which the vectors
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f(wr) — f(wg) and wy, — wg are linearly independent.

As an example in [1] linear system with f(w) = Aw and 2.18 is given:
A(wy, —wg) = s(wy, — wg) (2.20)

where w;, — wg must be an eigenvector of the matrix A and s is the associated

eigenvalue.

2.3. Navier-Stokes System of Equations

In both [2] and [1] the effect of introducing diffusion and viscosity is shown in
detail. Here, only system of Navier-Stokes equations is given with short description

of each term of the equation. Governing system of equations of fluid flow is given:

% +V - (pu) =0, (2.21)

(o) + V- (puw) = V- (uVu) = V. (2.22)
OF

o TV (E+pul=0. (2.23)

Terms of equation (2.22) from left to right are:
e Time derivative - rate of change per unit of volume.
e Convection term - the eflux by convection per unit volume.
e Diffusion term - the rate of transport due to diffusion.
e Pressure gradient term.

Viscosity in fluid is modelled by diffusion term. Convection term is the source

of non-linearity and therefore needs to be linearised in discretisation process.
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3. Numerical Considerations

In former Chapter main mathematical issues were briefly presented. In this
Chapter only approximate Riemann solvers available in new algorithm will be in-

troduced.

3.1. Approximate Riemann Solvers

3.1.1. HLLC Approximate Riemann Solvers

HLLC approximate Riemann solver was developed by Toro, Spencer and Spears
|3] based on HLL solver which was developed by Harten, Lax and van Leer [4]. The
HLL could not resolve contact discontinuities, shear waves and material interfaces or
any other intermediate waves. These were simply taken as average of the star field.
HLLC introduced missing middle waves back into approximate Riemann solver.
Therefore it has four constant data regions. This gives three different signal speeds

namely sy, s, i sg. Integration over time gives:

(S*—SL>U*L+ <8R—5*)U*R:Uhll' (3.1)

SR — SL SR — SL

In equation (3.2) UM is described in HLL method:

SRUR — SLUL + FL - FR

UM = (3.2)
SR — SIL,
Solution to the Riemann problem in HLLC is given by:
(UL i S<s
~ U*L 71f Snggs*
Uz, t) = # (3-3)
U*R ’ if Sx < ? S SR
Up Lif 3 >sn

This definition of Riemann problem makes obvious that fluxes F,;, i Fir need to be

determined. By directly applying Rankine-Hugoniot Conditions across each of the
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waves of speed sy, sy, and sg gives:

F.. =F;+5s(U.y —Uyp), (3.4)
F*R = F*L + 3*(U*R - U*L)a (35)
F*R:FR—FSR(U*R—UR). (36)

There are more unknowns than equations and some extra conditions need to be
imposed in order to solve algebraic problem. For pressure and normal component

of velocity it is:

P« = PxR = D« (3 7)
Uy, = UkR = Uy,
and tangential velocity components it is:
Uxp = VL , UxR = VR, (3.8)
Uxp = UL 5 Uxp = UR-
In addition, it is convenient to set [2|:
Sy = Uy, (3.9)

thus if an estimate for s, is known, the normal velocity component u, in the star
region is known. From 3.7 expression for the speed s, purely in terms of speeds sy,

and sp can be obtained:

_ Pr—PL + prur(sp —ur) — prUr(Sr — UR)
pr(sy —ur) — pr(Sk — ur)

(3.10)

S

Thus, only estimation for s; and s need to be known.

3.1.2. Roe Approximate Riemann Solvers

One of mostly used approximate Riemann solvers is work from Roe, who pre-
sented it in a paper in 1981 in [5]. Solver was refined by Roe and Pike in 1985 [6]
whereby the computation of the necessary items in information does not explicitly
require the Roe averaged Jacobian matrix. This second methodology appears to be
simpler and thus is useful in solving Riemann problem for new, complicated sets of
hyperbolic conservation laws, or for conventional systems but for complex media.

This Roe and Pike refined version will be briefly introduced.
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The main issue is again to calculate numerical fluxes defined with equations [2]:

F,i=F+). anKY, (3.11)
<0
or
Foo=Fp— anKY. (3.12)
A>0

To calculate fluxes, eigenvalues );, and eignevectors K(i) of matrix A need to be
calculated. It is also necessary to calculate wave strengths «; for solution to be
obtained. Matrix A is constant coefficient matrix that replaces Jacobian. This
approach linearises non-linear system. Using parameter vectors (for more detailed
description see |2, 5]) and averaged parameter vectors one can obtain Roe averaged

variables using equation:

\/'O_\L/f)_i i */\/’;:iw. (3.13)

Hence, to calculate numerical flux following algorithm is used [2]:

Q=

1. Compute the Roe averaged values for @1, H i ¢ according to 3.13.
2. Compute the averaged eigenvalues Ai.

3. Compute the averaged right eigenvectors K(i).

4. Compute the wave strengths &;.

5. Use all of the above quantities to compute FH% according to any of the for-
mulae 3.11, 3.12.

3.1.3. Rusanov Flux Approximate Riemann Solvers

Rusanv flux algorithm is simplification of Roe approximate solver [7|. Same
algorithm is used, but after computing eigenvalues only maximum is chosen using
expression [8, 7|:

AT = max AN = ¢+ |ul. (3.14)

When A" is obtained this way, then flux is computed using:

1

FA = L (Fy 4 Fr) — 0™ (Qp— Q). (3.15)

where Q; and Qp are parameter vectors.

In this work, only Rusanov flux solver was used.
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4. Algorithm Validation

Main numerical methods which are included in new algorithm were introduced in
former Chapter. In this Chapter, overview and commentary of calculated validation
cases will be made. Results will be shown as graphical representation of field of
primitive variables such as velocity, pressure, density, temperature and turbulence
parameters. Results will be compared against same cases describef in literature.
Also, commentary of quality of results will be given. All cases were simulated using
algorithm with Navier-Stokes system of equations. Also, in all cases k — w SST

turbulence model was used, except in SWBLI.

4.1. Seiner Nozzle

Nozzles are widely used in industry and technology because they allow accel-
eration of flow to very high values. One of mostly used applications is propulsion
of aeroplanes and rockets. But besides that, they are often used in metallurgy for

decarbonisation of steel. There are three main types of nozzles:

e convergent,
e divergent,

e convergent-divergent or con-di or de Laval nozzle.

Convergent-divergent is used to accelerate fluid flow to supersonic speeds. In the
throat of the nozzle maximum velocity of Ma = 1 is achieved assuming pressure at
the inlet is sufficiently high. This state is called the chocked flow. After that comes
expansion of fluid in which pressure drops and flow accelerates which can be seen in
Figures 4.7 and ?7. On one such nozzle, Seiner conducted experiment with heated
jet flow which is described in [9]. This experiment was used as basis for series of
numerical simulations at NPARC. In this work, both are used as references.

Fluid that was simulated was air. Properties are specified in 4.1 and are con-
stant. This case is specific due to higer temperature of air wich is Ty = 313.14 K. In
literature there are experiments with somewhat higher temperatures of air. These

can be used for further validation of new algorithm.
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Table 4.1: Thermophysical properties of air used in simulation.

Property
M = 28.9 kg/kmol | Molar weight
C, = 1007 J/kg K | Specific heat capacity with constant pressure

pu=15-10"° Pa s | Dynamic viscosity

Pr=0.7 Prandtl number
vy=14 Isentropic expansion coefficient
4.1.1. Mesh

Geometry and mesh was obtained from [10]. Axisymmetric flow was assumed.
Therefore, wedge geometry with 5 degrees azimuthal angle was made. Mesh is
structured and consists of 223120 hexagonal cells. Domain and details of convergent-

divergent nozzle are shown on figure 4.1.

(b) Detail of convergent-divergent noz-
(a) Domain. zle.

Figure 4.1: Geometry of the domain and nozzle.

Exit diameter of the nozzle is d,,,; = 91.44 mm.

4.1.2. Boundary and Initial Conditions

Boundary and initial conditions were taken from [10]. Total pressure and tem-
perature were given at the inlet of the nozzle. Area of tube upwind of the nozzle
and nozzle until the throat was initialized with same conditions as inlet. This is
shown in figure 4.2. Total pressure was set at py = 793034 Pa and temperature at
Ty = 313.14 K. Velocity was initialised throughout of domain at Ma = 0.01 wich
equals to u;n;r = 3.5 m/s. Tube surface and surface of the nozzle were considered
as viscous walls so the velocity condition for those was chosen as noSlip bound-

ary condition. On the inlet into domain above nozzle total pressure condition of

Faculty of Mechanical Engineering and Naval Architecture 11



Karlo Sunjo Master’s thesis

Ty = 313.14 K was set imitating condition of the atmosphere. Total temperature
was set at Ty = 294.4 K.

1-axis

00 10 20 3.0

.. Time: 0

Figure 4.2: Initialized fields of total conditions on the inlet into the nozzle.

This particular simulation was very demanding in terms of computational re-
sources and therefore was not calculated until full convergence. Full simulation of
few seconds perhaps would require at least small cluster computer with few tenths
of processing units. Calculation time until moment shown in figures 4.3, 4.4, 4.5
and 4.7 was &~ 244 h on IntelCore i7 quad 3.5 GHz using four cores . But in spite

of insufficiently long time of calculation simulation gave physically valid results.

0.0 U 1.0
X H | | \2(|)O\ N \4(‘30\ O Y Iéﬁ
Time: 0.00560684 0.621 646

Figure 4.3: Velocity in the nozzle.
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Figure 4.4: Field of density in the nozzle.

o 0.0 k 1.0
o MZOOIOI | 1] \4\0‘0\0\ Ii\ | \6\0‘0\0\ [ 1111 \8\0‘0\0\ \H
Time: 0.00560684 0.0038 9.91e+03

Figure 4.5: Field of turbulent kinetic dissipation in the nozzle.

Although simulation did not reach steady state, partial results show physical
behaviour. Formations in the shape of diamonds can be seen. This often happens
in the exhaust of jet engines. One such example is shown in Figure 4.6 taken from

|11] where diamond shaped shocks can be seen.
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Figure 4.6: Diamond shaped shock waves in the flumes of jet engine [11].

Confirmation of physicality of the results is Ma = 1 in the throat of the nozzle
shown in figure 4.7. This case can serve as validation of acceleration of algorithm in
future. Calculation time should be shortened to around 1/5 of current calculation
time. Acceleration methods which are available in literature should be implemented.
These include but are not restricted to pseudo-time stepping, dual time stepping,

and multigrid.

machMag

] 2 3
ﬂ\\\‘l\\\i\\\‘\\l\\l\“

0.00175 3.14

g

<z x Time: 0.00560684 00

Figure 4.7: Distribution of Mach number within nozzle.

In [10] graphs of normalized velocity and turbulent kinetic energy on the axis

of symmetry are presented. Velocity of normalisation was taken as velocity on the
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axis of symmetry on the exit diameter of nozzle.

are given compared also against experiment.

On Figure 4.8 plots of results [10]
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Figure 4.8: Normalized velocity and turbulent kinetic energy in the axis of symmetry

[10].

Some similarities in plot of normalized velocity exist. Figures 4.9a and 4.9b are

graphs retrieved from simulations.

[}

- uJuJ o

! ! . 0

— k]uth
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x/d
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(a) Velocity.
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(b) Kinetic turbulent energy.

Figure 4.9: Plots of normalized values in the axis of symmetry of simulation.

Results of simulation shown in Figures 4.8 and 4.9a some similarities, for example

curve of velocity begins decending at the same distance. Shape of the curve might

be sign of good concurrence even to experiment, but that is far from definitive. This

simulation has tu be calculated until it reaches steady state.
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4.2. MADIC 2D Axisymmetric CD Boattail Nozzle

This case is documented and available at [12| and it is simulation of wind
tunnel experiment described in [13]. MADIC stands for "Multidisciplinary and
Design Industrial Consortium". It is a simulation of jet engine to test its efficiency.
To shorten calculation time, axial symmetry was assumed. This means that 2D
mesh is actually half of section through the axis of symmetry.

In this case, mesh refinement is also done in two levels of refinement. It was
also basis for comparing density-based and pressure-based approach to solving com-
pressible high-speed flow. Compared solvers are significantly different, where DB is
transient and explicit, the PB is steady implicit.

Fluid used in simulation is again air with properties same as already stated in

Table 4.1 with assumption of constance in whole range of temperature and pressure.

42.1. Mesh

This case will show the difference between DB and PB approach alongside dif-
ference in mesh level of refinement. Domain of calculation and mesh is shown in
Figure 4.10a for the coarse level. Origin of the coordinates is placed at the tip
of the engine stern. Figure 4.10b shows detail of nozzle geometry which is again

con-di type of nozzle.
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Y-Axis
0.000.100.200.300.400.500.60

(a) Domain.

1.0

(b) Detail of con-di nozzle.

X-Axis

2.0

171

T

Figure 4.10: 2D mesh of MADIC case.

Mesh is structured with all cells hexahedral.

Data on number of cells, maximum Courant number and maximum time step

are given in Table 4.2.

Table 4.2: Comparison of main mesh and calculation parameters.

Mesh Refinement Level | Number of Cells | Copmar | Atco,,an
Coarse 18090 0.4 6.5-1077
Fine 72360 0.3 2.1077

Table 4.2 shows that using coarser mesh allows higher value of Courant number
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which speeds up the calculation.

4.2.2. Boundary and Initial conditions

To define problem of compressible flow, total pressure and temperature at the
inlet of domain and static pressure at the outlet have to be given [14]. In supersonic
flow, velocity and total conditions are given at the inlet and no boundary conditions
are neccesary at the outlet.

The boundary that coincides with the axis of symmetry is set as symmetry for
all variables.

There are two inlets into domain in this case and both are subsonic. One is a
freestream and one is inlet into the nozzle. Total temperature and pressure is given
at both inlets. Temperature is equal for both inlets and has value of T, = 328.89 K.
At the outlet of the domain temperature is not given, and for all other boundaries
zeroGradient boundary condition is imposed. Velocity is not given on any of
boundaries except as noSlip on boundaries that coincide with engine surface. At

freestream inlet total pressure is po = 101422 Pa and total pressure at the

s

Y-Axis
0.000.100.200.300.400.500.60

0.0 05 1.0 15 2.0
a X-Axis
e x Jime:0

Figure 4.11: Initialized field of pressure and velocity.

Fields of pressure and velocity initial conditions are shown in Figure 4.11. Tem-
perature is equal throughout domain with same value as at the inlet. Pressure is
initialized through most of domain with value of p;,;; = 67000 Pa. From nozzle
throat to inlet, pressure is set at pi,; = 99767 Pa. Velocity is given throughout do-
main at w,; = 290.95 m/s or in Mach number as Ma = 0.8. These conditions give
Reynolds number of Re = 1.222 - 107 taking height of the domain as characteristic

length. In the area upwind of nozzle throat velocity is set at u;,; = 36.3 m/s or
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Ma = 0.1. Fixed static pressure is set at the outlet with value of p;,;; = 66500 Pa.
All cases had same boundary and initial conditions.

Results of simulations differ significantly from ones described in [12| and [15].
Thoug there is one moment in time when there is some qualitative similarity of
velocities in the vicinity of engine and pressure coefficient at the aft of the engine.

That moment is different for every case. Also, there is difference in maximum values

of variables between all cases. This can be seen in figures 4.12 and 4.13.

0.0, 0.5 magu
L 100 200

Time: 0.18401  10.28025 428.0281

(a) DB solver.

0.0 0.5 magu 1.(
100 200 300
RN e

LA S

Time: 0.008 72.7351 400
(b) PB solver.

Figure 4.12: Moments of partial superposition for coarse meshes.
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(a) DB solver.

00 05 machMag 10
ff 025 05 075 1 1.25
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Time: 0.0075 0.1 1.46424

(b) PB solver.

Figure 4.13: Moments of partial superposition for fine meshes.

Reason for difference of results is not fully known although it is clear how it
happens. Namely, shortly after simulation starts, rarefaction wave creates on front
of the engine. It collides afterwards with higer pressure donwind of the engine
and creates strong shock somwhere around the aft of the engine. That shock then
propagates downwind to the outlet of domain and pulls area of very low pressure to
the outlet. That pressure is two or three times lower than fixed outlet pressure. All
simulations end at this moment because of lack of physicality.

This difference in results is motivation for further work and investigation of
causes of this problem and of course finally achieving superposition of results. Great
differences in fields can be seen. Figure 4.12a shows shock that flickers in time that
is moves back and forth. This is perhaps caused by lower values of velocity that
is captured by solver because of mesh level. It can be expected for that wave to

propagate downwind like in other cases.
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It is necessary to find a way to avoid shock waves within the domain or to trans-
miss them out of the domain. This perhaps can be achieved with wave transmissive
or zero gradient boundary condition.

One positive consequence of difference of the results is that flow conditions made
possible for shocks at the nozzle to create. These are very convenient for showing

the difference between DB and PB approach.

4.2.3. Comparison of DB and PB Solvers

Main idea behind this case is to compare quality of results between DB and PB
approach. Even before any simulations were made it was expected that DB will give
better results in terms of shock resolution and place of shock.

Before presentation of results, comparison of computation time is given. Data

are given in Table 4.3.

Table 4.3: Comparison of calculation time.

Mesh level | Solver | tgm In S | teqe in h | Number of CPU cores used | Co
DB 0.25 14.7 1 0.4
Coarse
PB 0.085 1.5 1
] DB 0.076 19 4 0.3
Fine
PB 0.176 14 4

Big difference can be seen in terms of calculation times between DB and PB
solver. PB which is implicit steady state is several times quicker than DB. PB
solvers times of calculation should be at least reached with DB.

Figures 4.14a and 4.14b show comparison of results of both DB and PB solvers
for coarse level mesh. Results that PB has given are very diffusive compared to DB
and also it did not catch some of the shocks in the nozzle. Figure 4.14a shows the

moment in which shock propagates towards bow of the engine that is recedes.
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(a) DB solver.
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(b) PB solver.

Figure 4.14: Comparison of results for different solvers with accent on shock waves
on coarse level mesh.

Former figures show velocity field given in Mach number. It can be seen that
PB solver gives somewhat high velocities of freestream. To confirm validity of re-
sults coefficient of pressure on the aft of the engine is plotted over coordinates in x

direction and compared to [12] and [15].
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Figure 4.15: Plot of coefficient of pressure on the aft of the boattail nozzle from
NASA [15].

Grublja mreza Finija mreza
=0.005 5 =0.005 5

06—

06—

-08—

e e
o o
Al / i
-
12 =
| 1 1 | | 1 1 |
0.54 0.56 0.58 0.6 0.54 0.56 0.58 0.6
Koordinate domene, m Koordinate domene, m
(a) Coarse mesh. (b) Fine mesh.

Figure 4.16: Comparison of pressure coefficients on the aft of the boattail nozzle at
time ¢t = 0.005 of different meshes.

Graphs on Figures 4.16a and 4.16b show point of lowest pressure. In Figure
4.15 x coordinate is z(Cppin) = 21.5 inch which expressed in metric system is
2(Cpmin) = 0.5461 m. This is the point at which pressure has its minimum in
simulations using DB solver. PB gives this minimum on wrong coordinate. There is

difference in values of coefficient, but that might be due to wrong flow parameters.
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(a) Coarse mesh. (b) Fine mesh.

Figure 4.17: Comparison of pressure coefficients on the aft of the boattail nozzle at
time ¢t = 0.008 of different meshes.

Figures 4.17a and 4.17b show moment in time in which solution begins to increas-
ingly diverge from referent case [12|. Fine mesh with DB solver now has minimum

point of pressure at the wrong coordinate.
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(b) PB solver.

Figure 4.18: Comparison of results for different solvers with accent on shock waves
on coarse level mesh, nozzle detail.

Figures 4.18a and 4.18b show detail of nozzle in which great difference can be
seen. DB solver gives shocks at the nozzle and with PB they can not even be seen,
and they should compared to 4.20b because strong shock propagated to the outlet
of the domain. Also, rarefaction wave that travels from aft of the engine is very
diffusive and no reflection can be seen. Only field of higher velocity which is very
imprecise.

Figures 4.19a i 4.19b show comparison of results for DB and PB solvers on
fine level mesh. Whole domain is shown to point at shock at the exit out of domain
which creates non-physical conditions. Also, significant difference can be seen in

representation of rarefaction wave from aft of the engine. DB gives much sharper
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line and even reflection. With PB solver there exists no reflection just field of higher

velocity.

e -

0.000.100.200.300.400.500.60
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(a) DB solver.
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(b) PB solver.

2.0

Figure 4.19: Comparison of results for different solvers with accent on shock waves
on fine level mesh.

Figures 4.20a and 4.20b show details of flow inside nozzle where oblique shocks
appear. DB solver gives familiar diamonds shape of reflected shocks. PB on the

other hand can not show shocks properly. They are very diffusive and blurred.
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Figure 4.20: Comparison of results for different solvers with accent on shock waves
on fine level mesh, nozzle detail.

Significant difference between results of DB and PB solver can be seen. Global
maximum and minimum values of all variables do not match, and although PB
can capture shock it can not capture any reflections whatsoever. This series of
simulations shown significantly better results from DB solver compared to PB. Next
step is to locate cause of problems for these simulations and to make them produce
results as are stated in literature. Furthermore, other approximate Riemann solvers
available in DB solver should be tested against each other and then against PB
solver. This case can serve as point of testing for further research because of complex

geometry of nozzle and two inlets.

Faculty of Mechanical Engineering and Naval Architecture 27



Karlo Sunjo Master’s thesis

4.3. Bump in a Channel

This is one of the simple cases often seen in literature. In this work it is used to
show the difference between different approximate Riemann solvers available in the
new algorithm. Firstly, idea was to compare results from [16] where flow with speed
of Ma = 1.4 was simulated. It was chosen to show performance of AUSM solver in
strictly supersonic flow. Because of difference in meshes and lack of time, same flow
properties could not precisely achieved. In this simulation, strong shocks occur, that
means that there are areas of flow with subsonic velocity. Although, flow parameter
werent achieved, this set of simulation can serve as good comparison of performance
of solvers in the new algorithm. Also, reflection of waves is demonstrated. Fluid
in the simulation was again air with constant thermodynamic properties whose

parameters are shown in table 4.1.

4.3.1. Mesh

Geometry is very simple. Bump is modeled as circular arc with height of h = 0.1
m. Figure 4.21 shows geometry and mesh which is structured with 76800 hexahedral

cells.

R -1.0 05 0.0 0.5 10 .
5 20 15

Figure 4.21: Mesh of bump in a channel.

4.3.2. Boundary and Initial Conditions

Boundary conditions are set at the inlet as fixedValue for velocity, pressure and

temperature. Values of variables are u = 625 m/s, T = 300 K wich gives already
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mentioned Mach number of 1.8, and pressure is set at p = 350000 Pa. Since this is
supersonic case, at the outlet zeroGradient for all variables is set. On upper and
bottom boundary slip wall condition was set to allow to track distribution of Mach

number on these surfaces.

g

(a) Roe solver.

@

(b) HLLC solver.

g

(c¢) Rusanov solver.

Figure 4.22: Comparison of Mach contours for different solvers.

On Figures 4.22a, 4.22b, and 4.22¢ contours of Mach number are shown. Rusanov
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Figure 4.23: Usporedba rjeSavaca prema Machovom broju na donjem zidu domene.

solver gives least oscillations but there is more significant influence of the wall. Also,
second reflection of the shock has different angle for Rusanov solver than other two.
This reflects on coordinate of the shock which is shown better on figure 4.23.

Usporedba raspodjele Machovog broja na donjem zidu prikazana je na slici 4.23.

Figure 4.23 shows differences in solutions of available Riemann approximate
solvers. In less steep gradients Roe and HLLC solvers have very good agreement of
curves. In Rusanov solver solution, oscillation after shock are more dampened then
in other two.

Table 4.4 shows times of simulation for every solver. Courant number was set
at C'o = 0.5 for all simulations. Coputing resources were IntelCore i7 quad core

processor with 3.5 GHz.

Table 4.4: Comparison of duration of calculations.

Solver | t.q.in s
Roe 3530
HLLC | 3523
Rus 3495
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Calculation using Rusanov solver is somewhat quicker. Next step would be to
implement AUSM-+ solver and compare it to ones tested in this work in subsonic,

transonic and supersonic flow regimes.

4.4. Onera M6 Transonic Wing

Because of strong presence of high-speed compressible flows in aeroindustry, some
very good cases come from that area of engineering. One of the most studied cases
i Onera M6 swept wing for transonic speeds.

Fluid that was used in simulations is air with constant thermophysical properties.

Properties of fluid are shown in Table 4.1.

44.1. Mesh

Profile M6 is symmetrycal type of profile and it is swept to create wing. Mesh

used in simulations is shown in figure 4.24.

Figure 4.24: Representation of geometry and mesh of a M6 wing.

Details of geometry and space coordinates that define it are given in [17].

The mesh consists of 341797 tetrahedral cells. Outer boundaries of domain are
11 m x 5 m x 10 m and they make hexagonal shape. To create lift, it is necessary
for wing to have angle of attack greater than zero. In this work angle of attack
Q404 = 3.06° was simulated. Mesh used in this work was obtained from [18].

Structured version of mesh exists on web-pages of NASA [19].
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Table 4.5: Names of boundaries of domain.

Name of boundary | Placement of boundary

wing Surface of the wing
symmetry Boundary next to wing
lateral Boundary opposite to wing
inlet Boundary upwind of wing
outlet Boundary downwind of wing
top Boundary above wing
bottom Boundary under wing

Names of boundaries of domain are shown in table 4.5 for later easier following

of boundary conditions.

4.4.2. Boundary and Initial Conditions

Boundary conditions that are shown on NASA web-page are used in this work
as well. Whole pressure field is initialized with static pressure of p = 315979 Pa.
Fixed valued condition was defined on inlet and outletInlet boundary condition
on lateral, top and bottom. On outlet and wing boundaries zeroGradient
boundary condition was used.

Temperaure has the same value of 7' = 255.55K throughout domain and on
all boundaries. On boundary inlet, boundary condition fixedValue was used.
On boundaries lateral, top and bottom boundary condition inletOutlet was
used and zeroGradient on outlet and wing. Velocity u = 285.67 m/s which
with the temperature that is given equals to Ma = 0.8395 is initialised throughout
domain under angle of attack a4,4 = 3.06°. This velocity gives Reynolds number
of Re = 1.23 - 107 taking mean cord of wing as characteristic lenght. Boundary
conditions were used as with the temperature except on the surface of the wing for
wich noS1lip was given. This boundary condition puts velocity to u = 0 m/s.

Simulation was run on four cores processor unit with 2.2 GHz. Processing time
for one time step was =~ 4.1 s. Conditions were simulated to 0.1 s. Maximum
Courant number was 0.5 which gave maximum time step of At ~ 1.6 - 1076 s.
Courant number wasn not constant during simulation.

Comparison of field of pressure on surface of the wing is shown on figures 4.25a
and 4.25b. Figure a) shows results od NASA WIND algorithm, and on figure b)

results from new density-based algorithm are given. Comparison shows very good
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qualitative accordance. Areas of lower and higher pressure have almost same di-

mensions and shape.

Time: 0.0992414 P
éQOOOO

b ~400000
oy /N | 300000
| 200000

110000

(a) Results from NASA [19]. (b) Results of new algorithm.

Figure 4.25: Field of pressure on the surface of the wing and contours of pressure
on slice through domain near the root of the wing.

For more exact comparison, distribution of pressure on the wing will be presented
in terms of coefficient of pressure. Distribution is shown on both upper and lower

surface of the wing on the same plot for four sections. Coefficient of pressure is

given as negative of calculated value. r-axis is given as ration 7 where [ is chord of

the wing.
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(a) NASA [19]. (b) New algorithm.

Figure 4.26: Comparison of distribution of coefficient of pressure on section y /b=0.2.
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Figure 4.28: Comparison of distribution of coefficient of pressure on section y/b=0.8.
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(a) NASA [19]. (b) New algorithm.

Figure 4.29: Comparison of distribution of coefficient of pressure on section
v/b=0.95.

Figures 4.26b to 4.29b show comparison of solution as demonstrated in [19] and
new algorithm. Very good agreement of the results can be seen in both terms of
quantity and quality although there are some small differences. Fragmentation of
curve is due to the unstructured mesh. Very similar results are available at [18], [20]
and [21].

4.5. Shock-Wave Boundary Layer Interaction

Shock wave boundary layer interaction is natural phenomenon that includes very
complex physics. Here interact strong pressure disturbance and boundary layer.
These are well known and studied phenomenon. These are often found in aerody-
namics in transonic and supersonic speeds and it negatively affects performances of
the wings. Therefore it is very good validation case. Results of simulation can be
compared to images of experiments as in [22] and [23].

In this simulation, fluid properties have been altered to suit specific needs of sim-
ulation. Namely, height of cavitation area was enlarged introducing higher amount
of viscosity. Dynamic viscosity was therefore set three orders of magnitude higher
than for normal air. Parameters were assumed constant on all three meshes. Pa-

rameters of air used in these simulations are shown in table 4.6.
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Table 4.6: Properties of fluid used in simulations.

Air property
M = 28.9 kg / kmol | Molar weight
C, =1007 J/kg K Specific heat capacity with constant pressure

p=15-10"%Pas |dynamic viscosity

Pr=0.7 Prandtl number
vy=1.4 Isentropic coefficient of expansion
4.5.1. Mesh

Geometry and mesh were created for this specific task of simulating shock wave
boundary layer interaction. Wedge of 25 degrees was set on the upper boundary
of the domain to introduce oblique shock. Angle was chosen so to introduce shock
and simultaneously not to choke flow, i.e. not to create strong shock. There is a
relation between wedge angle, angle of reflection and Mach number. These relations
are shown in [24]. There is agreement between data in literature and simulation.
This is one level of confirmation of physicality of results.

The geometry is very simple and it is based on test case of shock tube. Obvious
difference is the wedge at the upper boundary of domain for introducing shock. For
better results in boundary layer, mesh was locally refined in lower part of domain.

Figure 4.30 shows geometry and local refinement in coarsest mesh.

Y-Axis
0.15 020 0.25 0.30

0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80
& X-Axis

Figure 4.30: Coarse mesh.

In this case, mesh refinement study was done to estimate the effect of the effect
of refinement on the quality of the results. This is of course logical if we take in to

a count that shock waves have very small dimensions.
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Mesh is structured with hexahedral cell. Table 4.7 shows comparison of number
of cells, maximum Courant number and their respective time steps. It can be seen

that finer mesh demands smaller time step.

Table 4.7: Comparison of meshes and temporal performance.

Mesh refinement level | Cells number | Comaz | Atco, ...
Coarse 19600 0.5 6.62-1077
Medium 76800 0.5 2.99-1077
Fine 1254400 0.7 9.5-1078

All three meshes had same refinement coefficients in lower part of domain.

4.5.2. Boundary and Initial conditions

Supersonic flow of Mach number Ma = 2.9376 at the inlet was simulated. Us-
ing height as characteristic length and dynamic viscosity given in table 4.6 gives
Reynolds number of Re = 136000. Although Reynolds number is that high, laminar
flow is assumed, therefore no turbulence model was included in simulations.

To create boundary layer on the bottom of the domain noSlip boundary condi-
tion was set at that boundary and zeroGradient for pressure and temperature. At
the inlet velocity was fixed at u,; = 1020 m/s which correlates to already mentioned
Ma = 2.9376 taking temperature at T,; = 300 K. Static fixed pressure was set at
pw = 100000 Pa. On the upper wall of the domain, slip boundary condition was
set for the velocity and zeroGradient for other variables.

Results of simulations are given below. Comparison is done taking one field and
comparing it with different mesh levels of refinement. This is to show how mesh level
affects results. Figure 4.31 shows field of pressure for the finest mesh. There are
many weak shocks, many features of flow can be seen such as diffraction of waves.
The point at which shock wave interacts with boundary layer is point of maximum

pressure on bottom boundary. This is better seen in Figure
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Figure 4.31: Field of pressure given in Pa for finest mesh level.
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Figure 4.32: Pressure on bottom boundary of domain. Results from all three meshes
are shown.

The finer the mesh, the more flow features can be capture. Also, graph on Figure

4.32 shows the steepest rising gradient for finest mesh.
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(c) Fine mesh.

Figure 4.33: Field od velocity given in m/s.
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Figures 4.33a, 4.33b and 4.33c show significant differences in quality of results.
Shocks interfere between themselves and also create formiliar pattern called dia-
monds. Area of interest is colored blue and is the place of shock wave and boundary
layer interaction. Here the velocity is very small. Due to very big differences in all
variables cavitation is present. If it is compared to experiment shown in [22] it can
be seen that there is a good qualitative agreement.

At higher refinement levels, solver is able to capture ever smaller disturbances
and shocks that follow after these disturbances. On coarse mesh shocks are very
diffusive while on the finest mesh we can see sharp edges and small dimensions of
shocks. This kind of results is closer to realistic conditions and small fluctuations
in boundary layer create weak shocks. Difraction of shocks passing through another
shock is obvious which is also considered affirmation of physicallity of the solution.

Higher viscosity affects heat generation in boundary layer significantly. This can
be seen in figures 4.34a, 4.34b and 4.34c. Dissipation of kinetic energy here is

considerable therefore high temperatures.
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Figure 4.34: Field of temperature given in K.
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Figures 4.31 and 4.35 show fields of pressure and density for finest mesh level

to show distribution of those variables in specific interactions.

Y-Axis
0.15 0.20 0.25 0.30

0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80
o X-Axis rho
o X -l 2 | | \3‘ - HA.
Time: 0.010011 0.504066 4.17606

Figure 4.35: Field of density given in kg/m? for finest mesh level.

Results show good qualitative agreement with real natural phenomenon. It is

also shown that mesh refinement level affects quality of results greatly.

In this Chapter, all validation cases were presented and results were commented
in terms of mesh refinement level and comparison to other numerical and experi-
mental results. Some problems considering numerics like carbuncle phenomenon. In
next Chapter short overview of work will be given along with suggestion for further

work to be done.

Faculty of Mechanical Engineering and Naval Architecture 42



Karlo Sunjo Master’s thesis

5. Conclusion

This works main idea was to show that new DB algorithm gives good physical
results. Validation was done on two 2D geometries and two 3D geometries with two
mesh refinement studies. On one of 2D cases comparison to PB solver was done and
results were compared to available data in literature or internet.

Next step is to find reason for mismatch of results in MADIC case and eliminate
problems caused by boundary conditions. Aditional calculations on even finer mesh
should be done to compare it even further against PB solver.

All simulations showed very good quality results in terms of shock dimensions
and place of appearance. Mesh refinement dependency was demonstrated along
with length of calculation. Therefore it is suggested to further investigate different
Riemann solvers available in the algorithm against each other and implement new
ones like AUSM+. Carbuncle phenomenom appearance problem should be tackled.

It was shown that times of calculations are exceedingly long for feasible use.
Therefore algorithm should be accelerated by one or more acceleration methods de-
scribed in literature such as pseudo-time stepping, dual-time stepping and multigrid.
Some thought should be given to write algorithm in implicit form to compare times

of calculations.
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