Numericka metoda za analizu strujanja fluida na
nestruktuiranoj mrezi

Dzijan, Ivo

Doctoral thesis / Disertacija
2004

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Mechanical Engineering and Naval Architecture / SveuciliSte u Zagrebu,
Fakultet strojarstva i brodogradnje

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:235:970431

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-14

Repository / Repozitorij:

Repository of Faculty of Mechanical Engineering
and Naval Architecture University of Zagreb

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORILII



https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:235:970431
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.fsb.unizg.hr
https://repozitorij.fsb.unizg.hr
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/fsb:6731
https://dabar.srce.hr/islandora/object/fsb:6731

SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET STROJARSTVA I BRODOGRADNIJE

NUMERICKA METODA ZA ANALIZU STRUJANJA
FLUIDA NA NESTRUKTURIRANOJ MREZI

DOKTORSKI RAD

IVO DZIJAN

ZAGREB, 2004.



SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET STROJARSTVA I BRODOGRADNIJE

NUMERICKA METODA ZA ANALIZU STRUJANJA
FLUIDA NA NESTRUKTURIRANOJ MREZI

DOKTORSKI RAD

Mentor:

Prof. dr. sc. ZDRAVKO VIRAG IVO DZIJAN

ZAGREB, 2004.



PODACI ZA BIBLIOGRAFSKU KARTICU

UDK: 519.6: 532.5
519.6: 536.2
Kljucne rijeci: Racunalna dinamika fluida,

Metoda konac¢nih volumena,
Nestrukturirana mreZa,
Nepomaknuta mreza,
Algoritam SIMPLER,
Brzina konvergencije

Znanstveno podrucje: TEHNICKE ZNANOSTI
Znanstveno polje: Strojarstvo
Institucija u kojoj je rad izraden: Sveuciliste u Zagrebu

Fakultet strojarstva i brodogradnje

Mentor rada: Prof. dr. sc. Zdravko Virag
Broj stranica: 123

Broj slika: 107

Broj tablica: 3

Broj koristenih bibliografskih jedinica: 112

Datum obrane:

Povjerenstvo: Prof. dr. sc. Jurica Sori¢
Prof. dr. sc. Zdravko Virag
Prof. dr. sc. Luka Sopta

Institucija u kojoj je rad pohranjen: Sveuciliste u Zagrebu
Fakultet strojarstva i brodogradnje



Posebno zahvaljujem mentoru prof. dr. sc. Zdravku Viragu,
Ciji su mi znanje, strucna pomoc i optimizam
bili dragocjeni pri izradi ovog doktorskog rada.

Clanovima povjerenstva zahvaljujem
na konstruktivnim sugestijama.

Kolegama s Katedre zahvaljujem na preuzimanju nastavnih
obveza i pomoci tijekom izrade ovog rada.

Ljubav, povjerenje i podrska moje sestre, roditelja
i moje Marine
bili su mi najveci poticaj za rad.



SADRZAJ
SADRZAT c.uenreirersrsessssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssnssssasssssssssessssesassns I
PREDGOVOR ..eeieereeeeeeerereeeseessesssessessssssssssssesssssssssssssseans 111
SAZETAK coeerereenirereeesesesssessssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1\Y%
SUMMARY .cuuiiiiieerreeseessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss A%
POPIS VAZNIJIH OZNAKA......ucuvueueeerenecnes VI
POPIS SLIKA ....cooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseesseesssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss X
POPIS TABLICA XV
1 UVOD 1
1.1 HIPOTEZA RADA......cooiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeee ettt eeeeaaes 3
1.2 PREGLED RADA c.ouuuuiiiieeiteeeee ettt e e e e ettt e s e e e e et taaaeeeseessasaanansssessessannnaeseeens 4
2 MATEMATICKI MODEL TURBULENTNOG STRUJANJA 6
2] UVOD ettt e e e e e e e e et e e ae e s e e ettt aaeeseeetaaaraaaaaaes 6
2.2 OSNOVNE JEDNADZBE DINAMIKE FLUIDA ....evvuuetteeeeeeeeaeeeeeeeeeeeeeeeneeeneeeneeennnnns 7
2.3 JEDNADZBE TURBULENTNOG STRUJANJA FLUIDA ......cuvuueuueeeneeeeeeeneenneenneennnnnnnnennnnnns 9
2.3.1 Reynoldsovo vremensko osrednjavanje..........c.ccceeveveeevveeecieeenveesineesneeenens 10
2.3.2 k—¢& model turbulencije .......ccccevveiiiiieiiie e e 12
2.4 OPCA KONVEKCIISKO-DIFUZIJSKA JEDNADZBA .....cuteetteteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenneeneennnes 15
3 DISKRETIZACIJA PODRUCJA STRUJANJA - GEOMETRIJSKA MREZA16
T R U)o OO 16
3.2 ZAHTIEVINA GEOMETRIJSKU MREZU ....coieeieieeieeeeeeeeeeeee e 17
3.3 POSTUPAK GENERIRANJA GEOMETRIJSKE MREZE .......cccovviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeiieieeeeeenn, 18
3.3.1 Definiranje sVih rubOVa.........ccccoeiiiiiiiiieieeee e 18
3.3.2 Postavljanje rubnih CVOTOVA..........cocciieiiieiiieiieeieeieeee e 19
3.3.3 Postavljanje unutarnjih CVOTrOVa.........cccuveeiieriieeieeiieeieeieeie e 23
3.3.4 Uklanjanje bliskih €VOTOVa ......c..cccueviriiriiiiiiiiiieeeceeeeee e 28
3.3.5 Formiranje konacnih volumena ...........c.cccceeviieiiienieniieiieeeeee e 29
3.3.6 Ujednacavanje geometrijSKe MICZe ........cccveeerevresreeneenieereenieeneeeveeneenenes 31
3.3.7 Racunanje podataka za metodu konaénih volumena............cccccevveveenennnen. 32
4 METODA KONACNIH VOLUMENA ....oooveveveueueeesssssesesssssessssssssssnssssssssssssssses 34
o T AV 5 J 34
4.2 DISKRETIZACIJA OPCE KONVEKCISKO-DIFUZIJSKE JEDNADZBE ....uueeeeeeeeeeeeennnn. 35

4.2.1 EDS 1 EDSI sheme diferencije........ccccevevieeiieciienieeiieieereecee e 38



SADRZAJ 1l

4.2.2 Vremenska INEEIACIJA .......cecueeruieriiieriierieesie et erieeeteeeeseeseeseeeeeeseeeeneeenee 40

4.2.3 Linearizacija izvorskih Clanova ..........cccccoeeveeieniieciiecieee e 41

4.2.4 Konacni oblik diskretizirane jednadzZbe............cccceeeveereeniencieeiieiieeee e, 42

4.2.5 Detalji diskretizacije jednadzbi koli¢ine gibanja i jednadZzbe kontinuiteta.. 43

TG T R 023N B OA Y2 ) 2 U N 46

B3] ULAZ e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e eeaeaeeaaaaa 46

4.3.2 Ivzlaz .............................................................................................................. 46

4.3.3 Cvrsta nepropusna StHENKA .......cc.eevuerieruerieiienieiesieeieseeeese st 46

4.3.4 RaAVNING STMELIIIE ..eevvieieeiiesiieeieeiteete e e e seeste et eseesbeeseesseessseenseesnneens 48

4.3.5 Rubniuvjeti za k1€ jednadZbe ........ccceevieeiieciieiieeieeeeee e 49

4.4 PODRELAKSACITA ....oooeoutttieeeeeeeeeeeettteeeeeeeeeeeessateeeeeeeesseesssssseeessssssesssssreeeeesesssnnnnes 52

4.5 RJESAVANIE SUSTAVA LINEARNIH ALGEBARSKIH JEDNADZBI........cccovvvveeeeeeeeannns 53

4.6 KRITERIJ ZAVRSETKA ITERATIVNOG POSTUPKA .....cceieiiiiiiiiiieeeeeeeeeiiiveeeeeeeeeeennnns 55
4.7 RIESAVANIJE SUSTAVA JEDNADZBI MATEMATICKOG MODELA TURBULENTNOG

STRUTANTA ...oeeieieeetteeeeeeee e e e eeetee e e e e e e e esaaaaeeeeeeeesessaatsarereeesssssssssareeeeseesesnnnnrnnees 56

4.7.1 Algoritam SIMPLE ........ccooiii e 57

4.7.2 Algoritam SIMPLER .......cccccooiiiiiiiiieeeeeeee et 61

4.8 POSEBNOSTI METODE KONACNIH VOLUMENA U PROGRAMU CAFFA.................. 63

4.8.1 Osnovni podaci 0 geometrijSKoj MICZI .......ccveevveeerveerreeeriieerreeeereeenee e 64

4.8.2 Diskretizacija jednadzbi matematiCkog modela ...........c.ccecvvevvirniieennnennen, 65

4.8.3 Uzvodna shema i shema centralne diferencije..........ccccceveevreieiieneniinnnnne. 66

4.8.4 Algoritam SIMPLE u programu CAFFA .........cccooiiiiii e 67

5 REZULTATI I DISKUSIJA ...oooetteeeeerrrrrreneeeeeccsssssssaseesssssssssses 68

5.1 UVOD i 68

Test 1 — Provodenje topline u geometrijski slozenom podrucju......................... 70

5.2 POTENCIJALNO STRUJANJE FLUIDA ......ccooiiiiiiiiiiiiiiiieieeee e 72

Test 2 — Potencijalno strujanje u pravom KUt .............c...ccoeeveeeeeceeeceeeneeneenne. 72

5.3 LAMINARNO STRUJANIE FLUIDA ....ccceeiiiiitrirreieeeeeeiiiirrnereeeeeeeeessssneeesssesessnnnnneeees 79

Test 3 — Laminarno strujanje u kosokutnoj Supljini s jednim pomicnim rubom. 79

Test 4 — Laminarno strujanje u naglom proSirenju ...........cccceeveeeeeeeeneennenne. 86

5.4 TURBULENTNO STRUJANIJE FLUIDA .....cccoovuvrrreeeeeeeeeiirrneeeeeeeeeeeninnreeeeeeeeeeenninnnneess 93

Test 5 — Turbulentno strujanje u naglom proSirenju.............ccccoevvevcvveeenenennne.. 93

Test 6 — Turbulentno strujanje u zakrivljenom kanalu ..................cc.ccooeeeeeen.. 98

Test 7 — Turbulentno strujanje u sloZenijoj geOMetriji...........cccoeveevvreeueennnene. 104

5.5 SAZETAK DISKUSITE ...ccceiiiiiieiitrreeeeeeeeeeeieirreeeeeeeeeeesianseeeeseseeessssnneeseseeessnnnnrreeeess 109

6 ZAKLJUCAK . uirecrereresescssssessssessssesssesaes 112

LITERATURA.......ccooevvrrrnneeererecsssssssssasesesssssssssssaane 114

ZIVOTOPIS..... 122

BIOGRAPHY 123




111

PREDGOVOR

Na Katedri za mehaniku fluida Fakulteta strojarstva i brodogradnje Sveucilista u
Zagrebu prepoznat je znacaj racunalne dinamike fluida jo§ pocetkom 1980-tih godina, u
vrijeme kada je snaga dostupnih racunala bila nedovoljna za njenu ozbiljniju primjenu.
U to se vrijeme znacajan dio znanstvenog rada Katedre odnosio na metode opisa i
rjeSavanja turbulentnog strujanja fluida, za $to je najzasluzniji bio prof. dr. Zdravko
Doliner, koji je presavsi s MaSinskog fakulteta SveuciliSta u Sarajevu prenio ideje
svojih kolega koji su se u tom podru¢ju usavrsavali u eminentnim svjetskim centrima.
Prva generacija programa razvijenih na Katedri za potrebe prorauna turbulentnog
strujanja fluida temelji se na rjeSavanju k—& modela turbulencije u opéim
ortogonalnim koordinatama, Virag 1985 [102]. Pocetkom 1990-tih godina na Katedri je
razvijen raCunalni program koji se temelji na rjeSavanju jednadzbi u opéim
neortogonalnim koordinatama uz primjenu strukturirane pomaknute mreze i shema
diferencije viseg reda, Virag 1991 [103], Korbar [43]. Nakon toga je dio znanstvenog
rada Katedre usmjeren na analizu i unapredenje shema diferencije, Virag 1994 [101],
Savar [93], a dio tih rezultata se koristi i u ovom radu. Nagli razvoj raunala je
omogucio primjenu nestrukturirane mreze kojom se jednostavno opisuje geometrijski
vrlo slozeno podrucje proracuna. U okviru tre¢e generacije na Katedri se razvijaju
racunalni programi za proracun strujanja fluida, koji se temelje na primjeni
nestrukturirane nepomaknute mreze. Ovaj rad predstavlja doprinos tom razvoju.

lako se danas na trziStu moze naci odredeni broj komercijalnih racunalnih programa za
rjeSavanje problema dinamike fluida, joS uvijek se dosta napora ulaze u razvoj
numerickih metoda dinamike fluida. ,,Idealni” racunalni program bi oslobodio korisnika
ulaZzenja u detalje numerickog postupka, izbora geometrijske mreze i modela
turbulencije, pri ¢emu bi numericki postupak uvijek konvergirao i davao rjeSenja
prihvatljive tocnosti. Ovaj rad je jedan u nizu na Katedri koji je posvecen razvoju
numericke metode konacnih volumena na nepomaknutoj nestrukturiranoj geometrijskoj
mrezi. Poseban naglasak je na izboru geometrijske mreze i razvoju algoritama koji ¢e
osigurati brzu konvergenciju numerickog postupka, uz primjenu shema diferencije viseg
reda. On je u kontinuitetu s dosadasnjim istrazivanjem, Dzijan [19], u kojem je razvijen
vlastiti generator lokalno ortogonalne nestrukturirane mreze i odgovaraju¢i numericki
postupak za rjeSavanje opc¢e konvekcijsko-difuzijske jednadzbe, a ovdje je taj postupak
primijenjen na sustav Reynoldsovih jednadzbi s k—¢& modelom turbulencije. U
definiranju algoritama za rjesavanje tog sustava koriste se sva dosadaSnja iskustva
steCena u razvoju prve dvije generacije racunalnih programa, uz prednosti koje pruza
lokalna ortogonalnost geometrijske mreze.
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SAZETAK

U radu je razvijen racunalni program za analizu dvodimenzijskog turbulentnog strujanja
fluida. Program se temelji na metodi konacnih volumena na lokalno ortogonalnoj
nestrukturiranoj geometrijskoj mrezi u kojoj se brzine i tlakovi racunaju u istim
¢vorovima (nepomaknuta mreza). U koriStenoj lokalno ortogonalnoj mrezi je svaka
stranica kona¢nog volumena okomita na spojnicu susjednih ¢vorova i dijeli ju na dva
jednaka dijela. Definirane su dvije varijante metode konacnih volumena. U prvoj
varijanti se za povezivanje polja brzine i polja tlaka koristi algoritam SIMPLE, a u
drugoj algoritam SIMPLER, koji se do sada nije koristio na nestrukturiranoj
nepomaknutoj mrezi. U program su ugradene: uzvodna shema diferencije, shema
centralne diferencije, kombinacija uzvodne 1 sheme centralne diferencije,
eksponencijalna shema i vlastita varijanta unaprijedene eksponencijalne shema
diferencije. Brzina konvergencije algoritama u vlastitom programu usporedena je s
brzinom konvergencije algoritma SIMPLE u javno dostupnom programu CAFFA autora
M. Perica, u kojem se primjenjuje strukturirana neortogonalna mreza. Zakljuceno je da
se zbog neortogonalnosti mreze povecava potreban broj iteracija numerickog postupka,
te da neortogonalnost geometrijske mreze smanjuje podrucje vrijednosti faktora
podrelaksacije u kojem algoritam SIMPLE konvergira. Pokazano je da su numericki
rezultati na lokalno ortogonalnoj mrezi to¢niji od rezultata na neortogonalnoj mrezi. U
slucaju nestrukturirane mreze, lokalna ortogonalnost je omoguéila formulaciju
algoritma SIMPLER, koji je u vecini provedenih testova brze konvergirao od algoritma
SIMPLE. U slu€aju turbulentnog strujanja veliki utjecaj na brzinu konvergencije
ukupnog numerickog postupka ima brzina konvergencije jednadzbi modela turbulencije,
pa prednosti algoritma SIMPLER u odnosu na algoritam SIMPLE nisu izrazene u
velikoj mjeri. Opcéenito se moze zakljuciti da predloZena lokalno ortogonalna mreza
omogucuje dobru diskretizaciju geometrijski slozenih podrucja i omoguéuje definiranje
stabilnih i to¢nih numerickih metoda.

Kljuéne rijeci
Racunalna dinamika fluida
Metoda kona¢nih volumena
Nestrukturirana mreza
Nepomaknuta mreza
Algoritam SIMPLER

Brzina konvergencije



SUMMARY

NUMERICAL METHOD FOR FLUID FLOW ANALYSIS
ON UNSTRUCTURED GRID

A computer program for the analysis of two-dimensional turbulent fluid flow has been
developed. The program is based on the finite volume method on unstructured locally
orthogonal grid with the same nodes for all variables (collocated grid). In the used grid
each cell face is orthogonal to the connection line of two adjacent nodes and divides it
in two equal parts. Two variants of finite volume method have been proposed: one using
the SIMPLE algorithm and the other using the SIMPLER algorithm which has not been
used on the unstructured collocated grids yet. The following differencing schemes have
been implemented: first order Upwind Differencing Scheme — UDS, Central
Differencing Scheme — CDS, the combination of UDS and CDS, Exponential
Differencing Scheme — EDS and Exponential Differencing Scheme Improved — EDSI.
Results of proposed variants of the finite volume method have been compared with the
results obtained with the public CFD program CAFFA on a structured non-orthogonal
grid (author M. Peri€) in terms of convergence rate and accuracy. It is concluded that
the grid non-orthogonality increases the number of iterations needed to achieve
prescribed accuracy. Due to the grid non-orthogonality the domain of under relaxation
factors, in which SIMPLE algorithm converges, becomes smaller. It has been
demonstrated that the numerical results obtained on locally orthogonal grid are more
accurate than the corresponding results obtained on non-orthogonal grid. In the case of
the unstructured grid, local orthogonality enables the application of the SIMPLER
algorithm which is superior to the SIMPLE algorithm with respect to rate of
convergence in most test cases without turbulence. In case of turbulent flow, the
convergence of numerical method is mainly influenced by the convergence of
turbulence model equations. Consequently, the superiority of the SIMPLER over
SIMPLE algorithm is abated. A general conclusion is that the proposed locally
orthogonal grid enables good discretisation of complex geometries and a robust and
accurate numerical procedure.

Key words

Computational Fluid Dynamics
Finite Volume Method
Unstructured Grid

Collocated Grid

SIMPLER Algorithm

Convergence Rate
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POPIS VAZNIJIH OZNAKA
Oznaka SI-jedinica  Naziv
A [m?] povrsina kona¢nog volumena
AA [m?] povrsina stranice konacnog volumena A = i[AA]k
1
ac [kg/s] centralni koeficijent u diferencijskoj jednadzbi
ac [kg/s] podrelaksirani centralni koeficijent u diferencijskoj jednadzbi
ay [kg/s] koeficijent u diferencijskoj jednadzbi
b slobodni ¢lan u diferencijskoj jednadzbi
b podrelaksirani slobodni ¢lan u diferencijskoj jednadzbi
C,.C,,C, [-] konstante modela turbulencije
c [J/(kg K)] specificni toplinski kapacitet
D [kg/s] difuzijska vodljivost
d, [m] udaljenost izmedu ¢vorova na pocetnom dijelu ruba
d, [m] udaljenost izmedu ¢vorova na krajnjem dijelu ruba
d. [m] udaljenost izmedu ¢vorova po kruznici u blizini kuta veceg
od 180°
e [J/kg] zbroj specifi¢ne unutarnje i kineticke energije
F [kg/s] jacina konvekcije
f skalarno polje
f statisticki osrednjeni dio skalarnog polja f
f' puzirajuci dio skalarnog polja f
/i [N/kg] komponente vektora specificne masene sile
G [W/m’]  generacija kineti¢ke energije turbulencije
J protok fizikalnog svojstva @
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Vi

TSRS

RS

q,

9,

q;

q;

qs

Re

Re

dodatak protoka fizikalnog svojstva @ kod EDSI sheme
diferencije

kineticka energija turbulencije
ukupan broj susjednih ¢vorova promatranom ¢voru

redni broj ¢vora (broj reda gledano od ruba u kojem se ¢vor
nalazi)

ukupni broj unutarnjih ¢vorova odnosno konac¢nih volumena
ukupan broj ¢vorova na dijelu ruba

broj ¢vorova koji se postavljaju s pocetnog dijela ruba

broj ¢vorova koji se postavljaju s krajnjeg dijela ruba

broj koji definira d, kao omjer d, =s,/n,,

broj koji definira d, kao omjer d, =s,/n,,

komponente jedini¢nog vektora vanjske normale

Pecletov broj

Prandtlov broj
tlak

statisticki osrednjeni dio polja tlaka p
puzirajuci dio polja tlaka p
efektivni tlak

faktor geometrijske progresije udaljenosti izmedu ¢vorova na
pocetnom dijelu ruba

faktor geometrijske progresije udaljenosti izmedu ¢vorova na
krajnjem dijelu ruba

komponente vektora povrsinske gustoce toplinskog toka

faktor geometrijske progresije udaljenosti izmedu unutarnjih
¢vorova u blizini kuta veéeg od 180°

faktor geometrijske progresije udaljenosti izmedu unutarnjih
¢vorova okomito na rub

Reynoldsov broj

turbulentni Reynoldsov broj



POPIS VAZNIJIH OZNAKA VIII

7o [m] polumjer kruga unutar kojeg se nalaze potencijalni susjedni
¢vorovi

S izvorski ¢lan u opcoj konvekcijsko-difuzijskoj jednadzbi

S, izvorski ¢lan temperaturne jednadzbe

s [m] polovina duljine spojnice dvaju susjednih ¢vorova

S [m] duljina dijela ruba

s, [m] ukupna udaljenost n-tog ¢vora on pocetnog dijela ruba

T [K] temperatura

T [K] statisticki osrednjeni dio polja temperature 7'

T K] puzirajuci dio polja temperature 7’

T, [s] period osrednjavanja

t [s] vrijeme

At [s] vremenski korak integracije

u [J/kg] specificna unutarnja energija

14 [m’] obujam kona¢nog volumena

v, [m/s] komponente vektora brzine strujanja fluida (v =v,, v=v,)

v, [m/s] statisticki osrednjeni dio polja vektora brzine strujanja fluida
vi

v/ [m/s] puzirajuci dio polja vektora brzine strujanja fluida v,

v, [m/s] projekcija brzine u tocki n u smjeru vanjske normale #;

X, [m] pravokutne koordinate (x=x,, y=x,)
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a, [-]

auv [-]

r [kg/m s]
4 [-]

S, [m]

0, [m]

o, [-]

0, [m]

o, [m]

g [W/kg]
A [W/(m K)]
U [Pas]
U, [Pa s]

“ [Pas]

P [kg/m’]

—pvi;  [kg/s’ m]

faktor podrelaksacije tlaka

faktor podrelaksacije brzine

koeficijent difuzije u opcoj konvekcijsko-difuzijskoj
jednadzbi

funkcija Pe-broja kod EDSI sheme diferencije

udaljenost prvog unutarnjeg Cvora okomito na rub na
pocetnom dijelu ruba

udaljenost prvog unutarnjeg C¢vora okomito na rub na
krajnjem dijelu ruba

Kroneckerov simbol

udaljenost prvog unutarnjeg ¢vora okomito na rub od n-tog
¢vora na dijelu ruba

udaljenost prvog reda unutarnjih ¢vorova u blizini kuta veceg
od 180°

disipacija kineticke energije turbulencije
toplinska vodljivost

dinamicka viskoznost
efektivna dinamicka viskoznost
turbulentna dinamicka viskoznost

gustoca

tenzor Reynoldsovih turbulentnih naprezanja
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1 UVOD

Paralelno s brzim razvojem racunala dolazi do naglog razvoja racunalne dinamike fluida
(engl. Computational Fluid Dynamics — CFD) i Sirenja podruc¢ja primjene numerickih
metoda u rjeSavanju tehnickih problema. Primjena se Siri na fizikalno sve sloZenije
probleme turbulentnog strujanja viSekomponentnih fluida, strujanje uz promjenu faza,
izgaranje 1 zracenje, strujanje uz uzimanje u obzir elektromagnetskih efekata i sl. u
geometrijski sve sloZenijem podru¢ju proracuna, Sto stvara potrebu za koriStenjem
nestrukturirane mreze za njegovu diskretizaciju. Treba naglasiti da se za rjeSavanje
najslozenijih problema racunalne dinamika fluida koriste najjaca racunala, a njihov
daljnji razvoj ¢e omoguciti Sirenje podrucja primjene CFD-a. Tako ¢e npr. vremenska
prognoza koja se temelji na proraunu strujanja fluida u Zemljinoj atmosferi biti sve
pouzdanija s poveCanjem snage racunala. Naravno da danas u racunalnoj dinamici
fluida nisu prisutni problemi samo u podru¢ju numerike, ve¢ i u podru¢ju modeliranja
turbulencije, ali tim problemima se ovaj rad nece baviti. Od numeri¢ke metode se trazi
Sto veca tocnost rezultata na zadanoj geometrijskoj mrezi, za §to je odgovorna shema
diferencije kojom se modeliraju konvekeijski i difuzijski protoci, te efikasnost koja
podrazumijeva $to manje ra¢unalnog vremena za postizanje odredene to¢nosti rezultata.

Razvoj racunalne dinamike fluida je zapoceo s metodom konacnih razlika i metodom
konacnih volumena na pravokutnim mrezama. Razvojem racunala ostvarile su se
moguénosti primjene metode konac¢nih elemenata (koja se vec Siroko primjenjivala na
probleme mehanike ¢vrstih tijela) i u podru¢ju racunalne dinamika fluida, Bathe [5],
Zienkiewicz [111], Lohner [53], Gallagher [25]. Osnovna prednost metode konacnih
elemenata je bila u fleksibilnosti diskretizacije podru¢ja proracuna slozene geometrije,
koja se izgubila razvojem metode konacnih volumena na nestrukturiranim mrezama. S
obzirom na tradiciju, fizikalnost metode konac¢nih volumena i jednostavnost njene
primjene, ona se u podrucju racunalne dinamike fluida zadrzala kao najcesce koriStena

.....

CFD racunalnih paketa temelji na metodi kona¢nih volumena.

Jedan od kljucnih faktora koji utjece na efikasnost numerickog postupka je algoritam za
iterativno rjeSavanje sustava jednadzbi kojima se opisuje strujanje fluida. Naime,
poznato je da su te jednadzbe nelinearne, te da postupak njihova rjeSavanja nuzno ima
iterativni karakter. Smanjivanjem potrebnog broja iteracija za postizanje konacnog
rjesenja direktno se povecava efikasnost numerickog postupka. Do danas razvijeni
algoritmi mogu se svrstati u dvije skupine: direktni i sekvencijalni (enlg. segregate). U
direktnim algoritmima simultano se rjeSavaju jednadzbe koliine gibanja i jednadzba
kontinuiteta, pri ¢emu se nelinearnost jednadzbi najceSc¢e tretira pomocu Newtonove
metode. Nedostatak ovih algoritama je u velikoj matrici sustava jednadzbi koji se
rjeSava i njihovoj osjetljivosti na pocetnu pretpostavku trazenih polja. U sekvencijalnim
algoritmima , Doormaal 1985 [17], jednadzbe za pojedine nepoznanice se rjeSavaju
jedna za drugom dok se ne postigne konacno simultano rjeSenje, pa su matrice sustava
linearnih algebarskih jednadzbi puno manje. Nedostatak ovih algoritama je povecani
broj iteracija za postizanje konacnog rjeSenja koji se joS i povecava s povecanjem
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gustoce geometrijske mreze. Jedan od nacina ublaZavanja tog nedostatka je primjena
viSemreznih (engl. multigrid) metoda.

Danas se ceS¢e primjenjuju sekvencionalni algoritmi za rjeSavanje jednadzbi
matematickog modela strujanja fluida medu kojima se razlikuju algoritmi u kojima se iz
jednadzbe kontinuiteta odreduje gustoca, Sto nije pogodno za proracun nestlacivog
strujanja u kojem je gusto¢a konstantna, i algoritmi u kojima se iz jednadzbe
kontinuiteta odreduje tlak (engl. pressure-based approach), koji su primjenjivi i za
stlacivo i za nestlacivo strujanje, te se najceSce i koriste, Choi [14], Deng [16], Kang
[39], Moukalled [62] i [63], Woodfield [106].

Unutar sekvencionalnog pristupa u kojem se, kako je ve¢ refeno, iz jednadzbe
kontinuiteta odreduje tlak postoji nekoliko numerickih metoda i to: ,.fractional step
method”, Kim [40], ,,the artificial compressibility method”, Lee [48], ,,penalty method”,
Braaten [10] i metoda korekcije tlaka (engl. pressure correction method). Metoda
korekcije tlaka je najceS¢e koriStena u publikacijama posljednjih godina, Deng [16],
Lehnhauser [49], Shen [87], Tao [95]1[96], Yu [107]1[108].

Prvi primijenjeni algoritam korekcije tlaka je SIMPLE (Semi-Implicit Method for the
Pressure-Linked Equation, Patankar i Spalding 1972 [66]). U tom se algoritmu u
jednadzbi za korekciju tlaka zanemaruje utjecaj korekcija brzina u okolnim ¢vorovima
na korekciju brzine u centralnom ¢voru (uspostavlja se linearna veza izmedu korekcije
brzine i tlaka). Zbog toga je ovaj algoritam poluimplicitan. Ovo zanemarivanje ne utjece
na konacno rjeSenje koje se dobije na kraju iterativnog procesa, ali utjeCe na brzinu
konvergencije numerickog postupka. S druge strane to zanemarivanje ima za posljedicu
precjenjivanje korekcije tlaka, Sto moze dovesti do divergencije numerickog postupka,
pa se za njegovu stabilizaciju mora uvesti faktor podrelaksacije tlaka. Optimalnu
vrijednost faktora podrelaksacije (kod koje ¢e iterativni postupak najbrze konvergirati)
je vrlo tesko odrediti unaprijed, jer ona ovisi i o parametrima geometrijske mreze i o
fizikalnim karakteristikama samog problema. Postoji vec¢i broj modifikacija algoritma
SIMPLE kojima je osnovni cilj povecati stabilnost iterativnog postupka, odnosno
ubrzati njegovu konvergenciju. Zajednicka karakteristika svih tih algoritama temeljenih
na algoritmu SIMPLE je da se uvodi ¢lan korekcije tlaka, koji je linearno povezan s
korekcijom brzine, te se u uzastopnom rjesavanju jednadzbi koli¢ine gibanja i jednadzbe
za korekciju tlaka poboljSava polje brzine.

Jedna od modifikacija koja se Sire koristi je algoritam SIMPLER (SIMPLE Revised,
Patankar 1981 [68]), koji je izvorno definiran na ortogonalnoj strukturiranoj mrezi, s
¢vorovima, u kojima se ratunaju komponente polja brzine, pomaknutim na stranice
konac¢nih volumena (pomaknuta mreza). Osnovna ideja ovog algoritma je u tome da se
tlak odreduje rjeSavanjem posebne jednadzbe koja se dobije iz jednadzbe kontinuiteta u
koju su uvrstene jednadzbe koli¢ine gibanja (jednadzba za tlak), tako da se gubi potreba
korigiranja tlaka nakon rjeSavanja jednadzbe korekcije tlaka. Samim time prestaje
potreba za faktorom podrelaksacije tlaka, postupak u pravilu brze konvergira (do
rjeSenja se dolazi u manjem broju iteracija, ali jedna iteracija traje dulje nego u
algoritmu SIMPLE, jer se dodatno rjeSava jednadzba za tlak).

U algoritmu SIMPLEC, Doormaal 1984 [18], se promjenom definicije koeficijenata
jednadzbe za korekciju tlaka djelomi¢no kompenzira efekt zanemarivanja utjecaja
susjednih ¢vorova na korekciju tlaka u centralnom ¢voru. U algoritmu SIMPLEX,
Doormaal 1985 [17], Raithby [76], se rjeSavanjem algebarskih jednadzbi za koeficijente
u jednadzbi za korekciju tlaka takoder uzima u obzir efekt zanemarivanja utjecaja
korekcije brzina u okolnim ¢vorovima do odredenog stupnja. Ni algoritam SIMPLEC, a
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niti SIMPLEX ne eliminiraju potpuno aproksimaciju linearizacije veze korekcije brzine
i tlaka, pa je to razlog zbog kojeg oni ne daju uvijek brzu konvergenciju pokazujuci
veliku ovisnost brzine konvergencije algoritma o problemu koji se rjesava. U algoritmu
PISO, Issa [35], korekcije tlaka se vrsi dva ili viSe puta.

Svi ovi algoritmi izvorno su definirani na pomaknutoj mrezi (engl. staggered grid) (tlak
se racuna u srediStima kona¢nog volumena, a ¢vorovi u kojima se racunaju komponente
brzine su pomaknuti na stranice konac¢nog volumena). Takav pristup zahtijeva tri
geometrijske mreze (u dvodimenzijskoj situaciji), §to postaje problem kod primjene
strukturirane mreZze i jednadzbi u opéim neortogonalnim koordinatama. U slucaju
nestrukturirane mreze takav pristup je vrlo upitan, pa se pri primjeni nestrukturirane
mreze ¢vorovi za racunanje komponenti brzine poklapaju s ¢vorovima za tlak, i takva se
mreza zove nepomaknuta (engl. collocated grid ili non-staggered grid). Osnovni
nedostatak primjene nepomaknute mreze je mogucnost pojave nefizikalne cik-cak
raspodjele tlaka. RjeSenje za sprjeCavanje cik-cak raspodjele tlaka predlozili su Rhie i
Chow 1983 [78] i ono je znacilo pocetak primjene nepomaknute mreze za rjeSavanje
problema strujanja fluida. Do danas objavljeni algoritmi uglavnom se temelje na
idejama algoritma SIMPLE u kojima se rjeSava jednadzba korekcije tlaka, Shen [87]. U
radu, Vasconcellos [99], koji je objavljen tijekom izrade ovog rada, primijenjen je
algoritam SIMPLEC na nestrukturiranoj lokalno ortogonalnoj mrezi. Na nepomaknutoj
nestrukturiranoj mrezi, prema spoznajama autora do sada nije bilo uspjesne primjene
algoritma SIMPLER koji se u primjeni na pomaknutoj mrezi redovito pokazivao
stabilnijim 1 efikasnijim od algoritma SIMPLE. Problem pri primjeni algoritma
SIMPLER na nepomaknutoj mrezi predstavlja i to Sto spojnice susjednih ¢vorova kod
nestrukturirane mreze u pravilu nisu okomite na stranice konac¢nih volumena, pa se zbog
te neortogonalnosti znatno povecava matrica sustava pri rjeSavanju jednadzbe za tlak.
Kada bi se utjecaj dijela okolnih ¢vorova tretirao eksplicitno (kroz izvorski ¢lan preko
vrijednosti varijabli iz prethodne iteracije), tada bi se djelomi¢no izgubila prednost
rjeSavanja jednadzbe za tlak. Zbog neortogonalnosti mreze se i u jednadzbi za korekciju
tlaka zanemaruje utjecaj svih ¢vorova koji nisu u direktnoj vezi s centralnim ¢vorom
promatranog volumena, $to dodatno narusava brzinu konvergencije algoritma SIMPLE.
Da bi se to izbjeglo u radu se koristi lokalno ortogonalna nestrukturirana geometrijska
mreza, tj. mreza kod koje su spojnice ¢vorova okomite na stranice kona¢nog volumena.
Moze se lako pokazati da je takvu mrezu moguée generirati i za geometrijski vrlo
sloZzena podrucja proracuna, jer se svakoj trokutastoj mrezi u dvodimenzijskoj situaciji
moze pridruziti njena dualna mreza (engl. Voronoi dual mesh), koja upravo ima zeljena
svojstva. Isto vrijedi i za mrezu sastavljenu od tetraedara u trodimenzijskoj situaciji.
Vrhovi konacnih volumena dualne mreza u dvodimenzijskoj situaciji leze u sredistima
opisanih kruznica trokutaste mreze.

1.1 HIPOTEZA RADA

Hipoteza rada je da ¢e lokalna ortogonalnost mreZze omogucéiti numericki postupak za
proracun strujanja u geometrijski sloZzenom podrucju, koji ¢e brZze konvergirati nego
numerickih postupci u kojima se koristi neortogonalna mreza. Lokalna ortogonalnost
mreze ¢e takoder omoguciti primjenu algoritma SIMPLER jer ¢e se u jednadzbama za
tlak 1 korekciju tlaka pojavljivati utjecaj samo okolnih ¢vorova (nece biti potrebe za
eksplicitnim tretiranjem ili zanemarivanjem utjecaja udaljenijih ¢vorova). Difuzijski
protok ¢e takoder biti modeliran samo preko okolnih ¢vorova, a zbog lokalne
ortogonalnosti se moze o¢ekivati jednostavniju i to¢niju ugradnju rubnih uvjeta.
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1.2 PREGLED RADA

U okviru rada je razvijen numericki postupak i odgovaraju¢i racunalni program za
proracun turbulentnog strujanja fluida uz primjenu metode kona¢nih volumena na
lokalno ortogonalnoj nepomaknutoj nestrukturiranoj geometrijskoj mrezi. Rezultati
dobiveni vlastitom metodom se usporeduju s rezultatima dobivenim raCunalnim
programom CAFFA, kojega je autor M. Peri¢. Ovaj program je odabran, jer postoji
javno dostupna otvorena verzija programa, a metoda je detaljno opisana u knjizi
Ferziger i Peri¢ [21]. Numericki postupak u programu CAFFA je razvijen na
strukturiranoj neortogonalnoj mrezi. S obzirom na strukturiranost mreze, oc¢ekuje se ¢ak
i neSto veca brzina konvergencije (zbog moguénosti efikasnijeg rjeSavanja sustava
linearnih algebarskih jednadzbi) u odnosu na nestrukturiranu mrezu, pa je usporedba
rezultata i nesto ostrija, u odnosu na usporedbu dvije metode na nestrukturiranoj mrezi.
U pojedinim situacijama se takoder usporeduje i to¢nost rezultata, na mrezama priblizno
jednake gustoce i uz primjenu istih shema diferencije.

U poglavlju Matematicki model turbulentnog strujanja se, polaze¢i od osnovnih
zakona ocuvanja, definira matematicki model turbulentnog strujanja newtonskog
nestla¢ivog fluida. Ukratko je opisan pristup tjeSavanju turbulentnog strujanja
primjenom Reynoldsova osrednjavanja i dane su vremenski osrednjene jednadzbe
matematickog modela. Usvojen je i opisan standardni model turbulencije i to varijanta
za visoke vrijednosti Reynoldsova broja. Na kraju poglavlja su sve jednadzbe
matematickog modela prikazane u obliku opc¢e konvekcijsko-difuzijske jednadzbe, na
kojoj ¢e biti opisan usvojeni numericki postupak.

U poglavlju Diskretizacija podrucja strujanja — geometrijska mreza je dan postupak
diskretizacije podrucja strujanja za usvojenu metodu konac¢nih volumena. Dani su
osnovni zahtjevi koje treba zadovoljavati geometrijska mreza da bi se mogao efikasno
primijeniti algoritam SIMPLER i da bi se osigurala veca to¢nost diskretizacije
jednadzbi. Detaljno je opisan vlastiti postupak generiranja dvodimenzijske lokalno
ortogonalne nestrukturirane mreze, koja potpuno zadovoljava zahtjeve da stranica
izmedu dva susjedna konacna volumena bude okomita na spojnicu njoj susjednih
¢vorova i da ju dijeli na dva jednaka dijela, te da spojnica rubnog i prvog njemu
susjednog unutarnjeg ¢vora bude na pravcu okomitom na rub. Opisan je i postupak
ujednaCavanja geometrijske mreze radi S§to boljeg zadovoljavanja zahtjeva da se
unutarnji ¢vor treba nalaziti §to blize teziStu odgovaraju¢eg kona¢nog volumena i da
spojnica susjednih ¢vorova treba prolaziti §to blize teziStu stranice izmedu dva susjedna
konac¢na volumena.

U poglavlju Metoda kona¢nih volumena je prvo opisana primjena metode kona¢nih
volumena na opcu konvekcijsko-difuzijsku jednadzbu s prikazom eksponencijalne
sheme diferencije i vlastite varijante unaprijedene eksponencijalne sheme. Zatim su
dane posebnosti diskretizacije Reynoldsovih jednadzbi s detaljnim opisom algoritama
SIMPLE i1 SIMPLER za povezivanje polja brzine i tlaka. Prikazani su nacini ugradnje
rubnih uvjeta, podrelaksacija jednadzbi, primijenjena metoda za rjeSavanje sustava
linearnih algebarskih jednadzbi, te je dan kriterij zavrSetka iterativnog postupka. Na
kraju poglavlja su istaknute posebnosti metode kona¢nih volumena u programu CAFFA
koji je posluzio za usporedbu u smislu brzine konvergencije i tocnosti rezultata, te su
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opisane uzvodna shema diferencije, shema centralne diferencije i kombinacija uzvodne i
sheme centralne diferencije, koje se primjenjuju i u vlastitom programu.

U poglavlju Rezultati i diskusija su dani rezultati testiranja vlastitog programa s
ugradenim algoritmima SIMPLE i SIMPLER i usporedba s rezultatima dobivenih
primjenom javno dostupnog programa CAFFA koji se temelji na algoritmu SIMPLE
primijenjenom na strukturiranoj neortogonalnoj mrezi. Izabrani su uobicajeni testovi iz
kategorije stacionarnog potencijalnog, laminarnog i turbulentnog strujanja. Brzina
konvergencije algoritama SIMPLE i SIMPLER u vlastitom programu je usporedena s
brzinom konvergencije algoritma SIMPLE u programu CAFFA. Pokazana je zavisnost
brzine konvergencije o izabranim vrijednostima faktora podrelaksacije, pri ¢emu je u
algoritmu SIMPLER potrebno zadavati jedan faktor podrelaksacije manje. Tocnost
rezultata vlastite metode usporedena je s analitiCkim rezultatima, eksperimentalnim
rezultatima, rezultatima drugih autora ili rezultatima dobivenim komercijalnim paketom
FLUENT na gustoj geometrijskoj mrezi. Dobiveni rezultati su u svakom primjeru
detaljno opisani, a na kraju poglavlja je dan sazetak diskusije.

U posljednjem poglavlju Zakljuc¢ak je dan kratak pregled provedenih istrazivanja, te su
na osnovu dobivenih rezultata izvedeni najvazniji zakljucci. Na kraju su dane smjernice
za nastavak rada.



2 MATEMATICKI MODEL TURBULENTNOG
STRUJANJA

2.1 UVOD

Temelj dinamike fluida c¢ine osnovni zakoni klasi¢ne fizike u koje spadaju zakon
ocuvanja mase, zakon koliine gibanja i zakon momenta koli¢ine gibanja, te zakon
oCuvanja energije i drugi zakon termodinamike. Ovi se zakoni definiraju za sustav
materijalnih toCaka, odnosno za zatvoreni termodinamicki sustav, a u mehanici fluida za
materijalni volumen koji u opéem slucaju s vremenom mijenja svoj polozaj, oblik i
veli¢inu.

Za slucaj da na materijalni volumen djeluju samo momenti vanjskih masenih i
povrsinskih sila, a da nema momenata (spregova sila) razmjernih masi odnosno povrsini
materijalnog volumena, zakon momenta koli¢ine gibanja svodi se na Cinjenicu da je
tenzor naprezanja simetriCan. Ako se pri modeliranju tenzora naprezanja pretpostavi
njegova simetri¢nost zakon momenta koli¢ine gibanja se u diferencijalnom pristupu ne
ukljucuje u matematicki model jer ne sadrzi nikakvu novu informaciju u odnosu na
zakon koli¢ine gibanja.

Drugi zakon termodinamike ukazuje na jednosmjernost odvijanja realnih
termodinamickih procesa, a u mehanici fluida sluzi za ocjenu valjanosti dobivenih
rjeSenja strujanja fluida. Entropija se ne pojavljuje u ostalim osnovnim fizikalnim
zakonima, te se ova jednadzba moze rjeSavati neovisno o drugim jednadzbama. Zbog
toga se drugi zakon termodinamike naziva i ,,pasivnom” jednadzbom i kao takav se ne
ukljucuje u osnovni skup zakona.

Formulacija osnovnih fizikalnih zakona za materijalni volumen nije pogodna za
primjenu u slucajevima strujanja fluida kroz strojeve ili uredaje, pa se tada zakoni
preformuliraju za kontrolni volumen koji ne mijenja svoj polozaj, oblik i veli¢inu u
vremenu. U opéem slucaju dolazi do protjecanja fluida kroz rub kontrolnog volumena,
pa on odgovara otvorenom termodinamickom sustavu. Primjenom Gaussovog teorema
integralni oblici ovih osnovnih zakona formuliranih za kontrolni volumen se prikazuju u
diferencijalnom obliku.

Budu¢i da ¢e se u ovom radu proucavati problemi strujanja nestlacivog fluida, sve
jednadZzbe su izvedene uz uvjet p = konst.
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2.2 OSNOVNE JEDNADZBE DINAMIKE FLUIDA

Zakon ofuvanja mase za materijalni volumen glasi: Masa materijalnog volumena je
konstantna. Ovaj zakon se u prije navedenim uvjetima moze prikazati u diferencijalnom
obliku sljede¢im izrazom:

3
gj(pvj)zo, (2.1)

gdje je p gustota fluida, v, komponente vektora brzine strujanja fluida i x,

pravokutne koordinate.

Zakon koli¢ine gibanja za materijalni volumen glasi: Brzina promjene koli¢ine gibanja
materijalnog volumena jednaka je sumi vanjskih masenih i povrsinskih sila koje djeluju
na materijalni volumen. Ako su f; komponente vektora specificne masene sile, oj;
komponente simetri¢nog tenzora naprezanja i ¢ vrijeme, ovaj se zakon moze zapisati u
diferencijalnom obliku:

0 0 oo,
a(pvl.)—i—a(pvjvi):pfi+ axj . (2.2)

J J

Zakon ocuvanja energije za materijalni volumen glasi: Brzina promjene zbroja
kineticke i unutarnje energije materijalnog volumena jednaka je sumi snaga vanjskih
masenih i povrsinskih sila koje djeluju na materijalni volumen, te brzini izmjene topline
materijalnog volumena s okolinom. Ako je e:u+v2/2 zbroj specifi¢ne unutarnje i

kineticke energije Cestice fluida, a ¢; komponenta vektora povrsSinske gustoce toplinskog
toka, onda se zakon oCuvanja energije moze napisati u diferencijalnom obliku:

0 0 0 0q.
E(pe)wtgj(pvje):pfivl_+a(aﬁvi)—a—z’. (2.3)

J i

Dani matematicki zapisi osnovnih fizikalnih zakona vrijede uz hipotezu kontinuuma i
pretpostavku homogenog, jednofaznog i kemijski inertnog fluida u kojem nema
povrSinskih i masenih momenata (tenzor naprezanja je simetri¢an). Osnovni zakoni
fizike koji vrijede za sve fluide, bez obzira na njihovu vrstu i stanje, ne mogu
jednoznacno opisati strujanje fluida, te je u cilju uskladivanja broja jednadzbi i broja
nepoznatih polja nuzno uvesti dopunske pretpostavke o reoloskim i termodinamickim
svojstvima fluida. Te dopunske relacije nemaju univerzalni karakter, te ¢e tako
zatvoreni sustav jednadzbi biti valjan samo za odredenu kategoriju fluida.

Newtonovim zakonom viskoznosti se uspostavlja linearna veza izmedu simetricnog
tenzora naprezanja i tenzora brzine deformacije (simetricnog dijela gradijenta brzine).
Polaze¢i od cinjenice da u miruju¢em fluidu vlada tlak p, a da su tangencijalna
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naprezanja jednaka nuli, komponente tenzora naprezanja se mogu prikazati u obliku
o, =—pd; +1;, gdje su o, Kroneckerov simbol i 7, komponente simetri¢nog tenzora

viskoznih naprezanja, koje se za izotropni fluida i uz zanemarivanje koeficijenta

8vi av j . .
—+—1, gdie je u
ox : ox

i

volumenske viskoznosti, mogu prikazati izrazom 7, = y[

dinamicka viskoznost koja je pozitivna veli¢ina i funkcija je lokalnog termodinamic¢kog
stanja fluida.

Fourierovim zakonom toplinske vodljivosti se uspostavlja linearna veza izmedu
vektora povrsinske gustoce toplinskog toka g; i gradijenta temperature, koja za izotropni

fluida ima sljede¢i oblik ¢, :—ia—T. U ovom izrazu je A toplinska vodljivost fluida
X,

1

koja je pozitivna veli¢ina i funkcija lokalnog termodinamickog stanja.

Za nestlacivi fluid (o =konst.) specificna unutarnja energija se moZze izraziti preko
specificnog toplinskog kapaciteta c i temperature 7 u obliku u =T .

Osnovni zakoni klasi¢ne fizike vrijede za sve fluide, a pojedini matematicki modeli
strujanja fluida razlikuju se po dopunskim ili konstitutivnim relacijama, koje opisuju
specificno ponasSanje odredenih fluida. UvrStavanjem konstitutivnih relacija u jednadzbe
osnovnih zakona dobiva se matematicki model u kojem je broj nepoznatih fizikalnih
polja uskladen s brojem jednadzbi, a koji vrijedi samo za fluide koji se ponaSaju
sukladno uvedenim konstitutivnim relacijama.

Tako se u osnovne jednadzbe dinamike newtonskog nestlac¢ivog fluida ubrajaju:

jednadZba kontinuiteta
—(pv,)=0, (2.4)
jednadZba koli¢ine gibanja

5 2 & 0,
o)L pvy)=pr -2 L 25
&Wﬂ+%ﬂmﬂ Zlareair @3)

J

i energijska jednadzba

0 v 0 v

— T+—||+— Nel+—||=

ot {P[C 2 ﬂ Ox; {ij [C 2 ﬂ
0

(2.6)

Sustav jednadzbi (2.4) do (2.6) predstavlja sustav pet parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi drugog reda s pet nepoznatih polja (v;, p, T). Uz zadane pocetne i rubne
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uvjete, ovaj sustav jednoznacno opisuje problem strujanja newtonskog nestlacivog
fluida. Zbog nelinearnosti konvektivnog ¢lana u jednadzbi koli¢ine gibanja (drugi ¢lan
lijeve strane) postavljeni sustav se u opcem slucaju ne moze rijesiti analiticki, vec se za
njegovo rjesavanje primjenjuju numericke metode.

Cesto se umjesto energijske jednadzbe (2.6) koristi temperaturna jednadZba koja se
dobije oduzimanjem jednadzbe mehaniCke energije (skalarni umnozak jednadzbe
koli¢ine gibanja s vektorom brzine) i energijske jednadzbe i ima oblik:

0 0

—(pT)+i(PV_/T)=—(

AT, L, o 2.7
ot ox, ox;

—7,—.
cox,) c '’ ox,

Sustav jednadzbi (2.4) do (2.6) se naziva potpuni sustav Navier-Stokesovih jednadzbi i
on, uz odgovaraju¢i skup pocetnih i rubnih uvjeta, vrijedi za laminarno strujanje
viskoznog newtonskog fluida. U realnim uvjetima strujanja ostaje laminarno sve do
kriti¢ne vrijednosti Reynoldsovog broja Re= pVL/u, gdje su V i L karakteristi¢ne

vrijednosti brzine i duljine za promatrano strujanje. Iznad te kriticne vrijednosti
strujanje prelazi u turbulentno Cija je karakteristika pojava pulzacija svih varijabli oko
njihovih statisticki srednjih vrijednosti. Ove pulzacije su stohasticke prirode i zbog toge
se ne mogu opisati analiticki.

Za slucaj laminarnog, nestlacivog, izotermnog strujanja, osim konstanti fluida p i p, te

pocetnih i rubnih uvjeta nisu potrebni dodatni podaci za rjesavanje sustava jednadzbi
strujanja, Hirsch [31].

2.3 JEDNADZBE TURBULENTNOG STRUJANJA FLUIDA

Turbulentno strujanje fluida se moze definirati, Hinze [30], kao kaoti¢no strujanje u
kojem razne veli¢ine pokazuju slucajne promjene u vremenskoj i1 prostornim
koordinatama pri ¢emu se mogu jasno razluciti statisticki srednje vrijednosti tih
veliCina.

Turbulentno strujanje se pri visokim vrijednostima Reynoldsova broja javlja u Sirokom
spektru karakteristicnih duljina 1 frekvencija i1 potpuno je trodimenzijsko i
nestacionarno, te je za njegovo opisivanje potreban veliki broj informacija.

Turbulentno strujanje se moze zamisliti kao vrtloZzno gibanje nastalo superpozicijom
Sirokog spektra vrtloga (u smislu karakteristicnih dimenzija). Turbulentni vrtlozi se,
takoder, preklapaju u prostoru, pri cemu veéi vrtlozi nose manje. Vezano na Siroki
spektar razlicitih karakteristicnih duljina (ili veli¢ina turbulentnih vrtloga), postoji i
energetska kaskada uz pomo¢ koje se energija prenosi od vecih vrtloga na manje i na
kraju do najmanjih gdje se ta energija pretvara u toplinu putem molekularne
viskoznosti. Turbulentno strujanje je dakle uvijek disipativno.

U turbulentnom strujanju se cCestice fluida intenzivno mijesaju Sto ima za posljedicu
povecanje difuzijskog prijenosa mase, koliine gibanja i energije.
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2.3.1 Reynoldsovo vremensko osrednjavanje

S obzirom na nestacionarnost turbulentnog strujanja, prikladno ga je vremenski
osrednjiti na statisticki osrednjeni i pulziraju¢i dio turbulentnog strujanja. Ako je f neko
skalarno polje u kvazistacionarnom turbulentnom strujanju, onda se njegova vrijednost

u nekoj tocki fluida moze prikazati zbrojem statisticki osrednjenog dijela f koji nije
funkcija vremena i pulziraju¢eg dijela /' koji je uvijek funkcija vremena u obliku:

f=r+f (2.8)
Statisti¢ki osrednjeni dio / se dobije osrednjavanjem po vremenu na sljedeéi nacin:

Ty/2

F)== [ fx.t)dt, (2.9)

gdje je 7| period osrednjavanja koji se bira tako da u kvazistacionarnom turbulentnom

strujanju bude zadovoljen uvjet da f nije funkcija vremena.

Ako strujanje nije kvazistacionarno, osrednjavanje se vrsi slicno, samo Sto se period
osrednjavanja 7, bira tako da je dovoljno velik u usporedbi s odgovaraju¢im
karakteristicnim vremenom turbulentnog strujanja, ali jo$ uvijek mali u usporedbi s
karakteristicnim vremenima ostalih nestacionarnih pojava. Ako je karakteristi¢no
vrijeme neke nestacionarne pojave istog reda kao i karakteristi¢no vrijeme turbulentnog
strujanja, ta pojava se ne moze modelirati na ovaj nacin. U praktiénim primjenama,
vecina se nestacionarnih pojava u dinamici fluida odvija u frekvencijskom podrucju
koje je izvan frekvencijskog podru¢ja turbulentnog strujanja te je ovakav nacin
osrednjavanja prihvatljiv. U nastavku ovog poglavlja ¢e horizontalna crta iznad oznake
neke veli¢ine predstavljati oznaku osrednjavanja.

Iz definicije vremenskog osrednjavanja slijedi:

f'=0, (2.10)
9 . 0 .

=T @.11)
—

Sr== T 2.12)

fg'=0, (2.13)
fe=rgi (2.14)

g=fg+/f'g. (2.15)
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Polazne jednadzbe za vremensko osrednjavanje u ovom radu su jednadzbe strujanja
nestla¢ivog newtonskog savrSenog fluida bez vanjskih masenih sila (p =const,

u=const, f,=0, c=konst.):

0

gj(pvj)zo, (216)
9 5 o o] (av, )],

O oVl oy P, O O, 2.17
(P o (o) axi+axj[”(axj+ax,.ﬂl @1
0 0 o (AoT

9o+ ()2 2T g | 2.18
ﬁt(p )+6xj (pvj ) 6xi(c ﬁxi] ! @19

o Ov, :
gdje je S; £ %+—’ M izvorski ¢lan temperaturne jednadzbe.
c{ox, ox, |ox;

i J

Komponente brzine, tlak i temperatura u turbulentnom strujanju se mogu prikazati
zbrojem vremenski osrednjenog i pulzirajuceg dijela u obliku:

v, =V, 4V, (2.19)
p=p+pi (2.20)
T=T+T'. (2.21)

Uvrstavanjem ovih izraza u polazne jednadzbe (2.16) do (2.18) uz primjenu pravila
osrednjavanja dobiju se jednadZbe za osrednjeno strujanje:

0

g( p7,)=0, (2.22)
j

6, . o, & o] (v &) -—].

i ) —— R e s L4 LoV |1 2.23
8t(pvl) Ox; (pvlvj) ox, O, {u(ﬁxi axj} pv,vj} (223
0, = 0O — 0 (AT —=

—(pT)+—(pv.T)———| =——pV'T" |=8S,. 2.24
5t( ) 8xj(p’ ) axj[céxj PY; j ! (2.24)

Turbulentno strujanje je na ovaj nacin izrazeno Reynoldsovim jednadzbama za
osrednjeno strujanje u kojima u odnosu na jednadzbe laminarnog strujanja postoje
dodatni ¢lanovi:

- pTv; tenzor Reynoldsovih turbulentnih naprezanja i

—pviT’ vektor turbulentne difuzije temperature.
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Ovi ¢lanovi predstavljaju nove nepoznate korelacije zbog cega sustav jednadzbi sadrzi
viSe nepoznatih veli¢ina nego raspolozivih jednadzbi. Da bi se sustav u matematickom
smislu zatvorio potrebno je uvesti model turbulencije.

2.3.2 k- & model turbulencije

Model turbulencije se definira kao skup jednadzbi (algebarskih ili diferencijalnih) koje
odreduju dodatne clanove turbulentnog prijenosa u osrednjenim jednadzbama
turbulentnog strujanja s ciljem zatvaranja sustava jednadzbi u matematickom smislu.
Modeli turbulencije ne opisuju detalje turbulentnog gibanja, nego samo efekte
turbulencije na osrednjeno strujanje i obicno sadrze empirijske konstante ili funkcije.
Op¢i zahtjevi koji se postavljaju pred model turbulencije su univerzalnost, to¢nost,
moguénost ekonomicnog rjeSavanja i jednostavnost.

Modeli turbulencije se mogu svrstati u modele prvog, drugog i viseg reda ovisno o tome
koji se najvisi red korelacije modelira, Launder i Spalding [47]. Za nize korelacije se
rjesava jednadzba, a sve viSe korelacije se modeliraju pomocu nizih koje su obuhvacene

modelom turbulencije. U modelima prvog reda se modelira ve¢ korelacija vV, u

modelima drugog reda se rjeSava jednadzba za korelaciju vV, a modeliraju se trojne i

viSe korelacije, dok se u modelima viseg reda rjeSavaju i jednadzbe za trojnu korelaciju.
Modeli drugog i viseg reda u nekim situacijama kompleksnijih turbulentnih strujanja
daju tocnije rezultate, ali se zbog velikih zahtjeva za memorijom racunala i potrebnim
racunalnim vremenom rijetko primjenjuju.

U ovom radu je primijenjen standardni k£ —& model turbulencije koji spada u modele
prvog reda i u kojem se korelacija v)v; modelira uz pomo¢ dviju diferencijalnih

jednadzbi. Standardni k£ —¢& model turbulencije je izabran, pored ostalog, i zbog toga
Sto postoje mnoge modifikacije ovog modela koje daju to¢nije rezultate za odredene
vrste kompleksnijih strujanja, kao i zbog toga §to ovaj model predstavlja osnovu za
veliki broj sloZenijih modela turbulencije.

U laminarnom strujanju disipacija energije te transport mase, koli¢ine gibanja i energije
u smjeru normale na strujnice se odvijaju posredstvom molekularne viskoznosti i
toplinske vodljivosti. U turbulentnom strujanju se efekt transporta pulziraju¢om
brzinom moze predstaviti kao poveéanu viskoznost odnosno toplinsku vodljivost. To
dovodi do modela turbulentne viskoznosti, odnosno Boussinesqove hipoteze:

Ox. Ox

J i

— v oV, _
—pvi = pv, (ﬂ+_f]_% PYVLS,. (2.25)

Posljednji ¢lan na desnoj strani jednadZzbe se tumaci kao tlak nastao uslijed turbulentnih
pulzacija brzine i njime se osigurava korektnost jednadzbe u slucaju izjednacavanja

indeksa (kontrakcije). Uz oznaku k= %E za kineticku energiju turbulencije (energiju

turbulentnih pulzacija brzine) i y, = pv, za turbulentnu dinamic¢ku viskoznost (sli¢no
molekularnoj dinamickoj viskoznosti y), koja nije svojstvo fluida nego je funkcija
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lokalnih uvjeta strujanja i iSCezava u stanju mirovanja i laminarnog strujanja, jednadzba
(2.25) se moZe napisati u sljede¢em obliku:

ox. Ox

J i

_ v, OV, _
oV = (ﬂ+lJ —% kS, . (2.26)

Uvrstavanjem ove hipoteze u jednadzbu (2.23) i njenim pregrupiranjem dobije se

o o(_ 2 ). 0 o v,
S+ ) =2 542 ok |+ Pyl a2
G @x(p+3p j+axj {(“”’)(ax. ox ]] 227

J i J i

odnosno kona¢ni oblik jednadzbe koliCine gibanja:

0, _ 0 [ __ dp, O ov, 0V,
_ )+ — V. |= __e+_ —l—i-— 5 228
27 ox, (o7, o, ox, [“ E [axj ox, H 229

gdje je za sumu molekularne i turbulentne dinamicke viskoznosti uvedena efektivna

o . . o _ 2 -
dinamicka viskoznost y, = u+ u, iefektivnitlak za p, = p +§ pk .

Sli¢no se za vektor turbulentne difuzije u temperaturnoj jednadzbi uvodi pretpostavka:

# 1 oT

—pV'T' = :
e o, Prox,

(2.29)

gdje su Pr :% Prandtlov broj i o, Schmidtov broj za temperaturu koji predstavlja

jednu od konstanti £ —¢& modela turbulencije. Pretpostavka (2.29) nakon uvrStavanja u
jednadzbu (2.24) daje:

O Ve O (o) O[T |
at(pT)Jrax»(pva) axj[[”+ ]Pr@xj) S,. (2.30)

J Or

Dimenzijskom analizom se lako pokaze da su u uvjetima nestlac¢ivog strujanja za
definiranje turbulentne viskoznosti potrebne barem dvije karakteristicne veliCine, npr.
brzina i duljina. Te se dvije veli¢ine u jednostavnim slucajevima turbulentnog strujanja
mogu propisati algebarskim relacijama, a u slozenijim slu¢ajevima je potrebno njihovu
promjenu opisati diferencijalnim jednadzbama oblika opée konvekcijsko-difuzijske
jednadzbe. U gotovo svim modelima turbulencije, jednadzba za kineticku energiju
turbulencije k odreduje karakteristi¢nu mjeru brzine. Potpuni izvod jednadzbe za
kineticku energiju turbulencije se moze na¢i u Virag 1985 [102], a ovdje se daje njen
konacéni modelirani oblik, Launder i Spalding [47]:

o, — 0, _— o ok ou ok _
—(pk)+—(pv k) =—| u— |+—| L= |+ G- pE, 231
o PR) o (mk) axj(”axJ axj[ J P @3

J
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gdje je u, turbulentna dinamicka viskoznost, a o, Schmidtov broj ¢ija je vrijednost
priblizno jednaka jedinici (takoder jedna od konstanti £ —& modela turbulencije). Drugi

#y Ok

o, Ox

J predstavlja difuziju kineticke energije turbulencije,
j

< . . 0
¢lan na desnoj strani —

Y
a tre¢i Clan G predstavlja generaciju kineticke energije turbulencije u osrednjenom
strujanju, odnosno mjeru prenoSenja kineticke energije od osrednjenog strujanja u
turbulenciju. Ako se koristi Boussinesqova hipoteza za racunanje Reynoldsovih
naprezanja, moZze se pisati:

2

v, OV, |ov v, 0V,

G:Iut @4_& @:lﬂt %.}.l . (232)
Ox, ox; Jox, 2" '\oOx; Ox

Modeli turbulencije se uglavnom razlikuju po izboru druge varijable, vidjeti npr.
Launder i1 Spalding [47], Wilcox [105]. Budu¢i da se disipacija kineticke energije ve¢
nalazi u jednad?bi za k , jedan od &esto primjenjivanih modela turbulencije je k—¢
model u kojem je druga Kkarakteristicna veli¢ina disipacija kineticke energije
turbulencije za koju vrijedi razmjernost s kinetickom energijom turbulencije i
karakteristiénom duljinom u obliku:

];3/2
17 .

=~ (2.33)

U k—¢& modelu turbulencije se koristi jednadzba za disipaciju kinetiCke energije
turbulencije koja ima oblik, Launder i Spalding [47]:

0, v 0 [ __ g g 0|y oF

—(pg)+—\pve)=C,G=-pC,, =—+—| —+—|, 2.34

5 P%) ax,(pf) CE axj{agaij 239
gdiesu C,,, C,, i o, konstante k —¢ modela turbulencije.

Turbulentna dinamicka viskoznost se izrazava kao:
7.2

k
u=pC, (2.35)

gdje je C, jos jedna konstanta k —& modela turbulencije.

Standardni k—& model turbulencije koji vrijedi za slucaj visokih vrijednosti
Reynoldsovog broja sadrzi dakle Sest konstanti Cije su najcesce koriStene vrijednosti:
C,=0.09 C,=144 C,=192

. (2.36)
o,=100 o,=130 o©,=0.90
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2.4 OPCA KONVEKCIJSKO-DIFUZIJSKA JEDNADZBA

Sve jednadzbe matematickog modela turbulentnog strujanja fluida mogu se prikazati u
obliku op¢e konvekcijsko-difuzijske jednadzbe:

0 0 oD

o
2 (p@)+-L(pv o) -2 riZ|=s. 237
2 ? )+axj(pvf ) axj{ aij 23D

Ova jednadzba sadrzi nestacionarni ¢lan, konvektivni ¢lan, difuzijski ¢lan i izvorski ¢lan
u kojem se nalazi sve ono §to ne pripada prethodnim ¢lanovima. Ovdje @ predstavlja
traZenu zavisnu varijablu (masena gustoca nekog fizikalnog svojstva) , I je koeficijent
difuzije za pojedinu jednadzbu, a S odgovarajuci izvorski ¢lan. Sadrzaji gore nabrojanih
veli¢ina za pojedine jednadzbe u k — ¢ modelu turbulencije su dani u tablici 2.1.

Tablica 2.1 Sadrzaji koeficijenata difuzije i izvorskih ¢lanova za jednadzbe
turbulentnog strujanja nestlacivog newtonskog fluida

Broj
P r 5 jednadzbe
Jednadzba

kontinuiteta I 0 0 (2.22)
Jednadzba @ P ( aj ]

koli¢ine Lt — !
gibanja ox, O, Ox,

=I
RS

(2.28)

1

Temperaturna
jednadzba

Jednadzba
kineticke T -+t G- pz (2.31)
energije Oy
turbulencije
JednadZzba

disipacije z
kineticke -
energije ¢ k
turbulencije

~N|
VR
=
+
Al
N——
R
~N

ov. Ov. |ov.
Sr—ﬂ[l+—f] Vi (2.30)

¢ ox; O, G_xJ

™|
RS
J’_
i)
Q

52
-pC = (2.34)

U sljede¢im poglavljima ¢e se podrazumijevati osrednjene veliCine, te ¢e se oznaka
osrednjavanja ispustati, tj. v, ¢e se oznacavati jednostavnos v,, T s T itd.
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3 DISKRETIZACIJA PODRUCJA STRUJANJA —
GEOMETRIJSKA MREZA

3.1 UVOD

Pocetna faza svake numericke simulacije strujanja fluida je generiranje odgovarajuce
geometrijske mreze. Tradicionalno se za diskretizaciju podrucja strujanja kod metode
konacnih volumena koristi strukturirana mreza koja se sastoji od regularnih polja
Cetverostranih, odnosno heksaedarskih konacnih volumena u dvije, odnosno tri
dimenzije. Opisivanje podrucja strujanja sloZzene geometrije uz pomo¢ strukturirane
mreze predstavlja ozbiljan izazov. Jedan od nacina rjeSavanja tog problema je primjena
blok-strukturirane mreze, tj. podjela podruc¢ja na blokove, tako da se u svakom
pojedinacnom bloku moze generirati strukturirana mreza. Automatizacija podjele na
blokove i1 generiranja mreze u pojedinom bloku je tezak zadatak, a postupak
automatizacije se stalno poboljSava.

Nestrukturirana mreza se dugo koristila u metodi kona¢nih elemenata, ali se sve Cesce
primjenjuju i u metodi konacnih volumena. Nestrukturirana mreza je razvijena kao
alternativa strukturiranoj ili blok-strukturiranoj mrezi za diskretizaciju geometrijski
slozenog podrucja. Kod ove mreze se koriste jednostavni elementi (trokuti u dvije
dimenzije, tetraedri u tri dimenzije) ili elementi razli¢itih tipova s neregularnom
medusobnom povezanoSéu. Ovo osigurava veéu fleksibilnost kod diskretizacije
podruc¢ja strujanja sloZzene geometrije, ali takoder i jednostavnu prilagodbu mreze
rjeSenju, pri Cemu se ¢vorovi mogu dodavati, uklanjati ili pomicati radi povecanja
tocnosti rjeSenja, uz promjenu samo lokalnih veza. Generiranje nestrukturirane mreze je
lakSe automatizirati nego generiranje blok-strukturirane mreze.

Racunalna mreza konacnih volumena se formira na jedan od dva osnovna nacina. Prvi
nacin podrazumijeva podjelu podrucja u kojem se trazi rjeSenje na veliki broj kona¢nih
volumena 1 postavljanje ¢vorova u centre tih konac¢nih volumena. Drugi nacin
podrazumijeva postavljanje ¢vorova i formiranje kona¢nih volumena oko njih. U ovom
radu se primjenjuje drugi nacin jer se tako mogu bolje zadovoljiti zahtjevi koji proizlaze
iz analize metode konacnih volumena.

Najces¢e metode za generiranje nestrukturirane mreze su: Advancing-front metoda,
Ashford [2], 1 Delaunay-based metoda, Mavriplis [57] i [58]. Na temelju ovih metoda su
razvijeni uspjesni programi za generiranje dvodimenzijske i trodimenzijske mreze za
opisivanje geometrijski sloZzenog podru¢ja. Ovi programi imaju i odredene nedostatke,
koji se nastoje ispraviti razvojem hibridnih ili sasvim novih metoda. Jo§ uvijek ne
postoji dobra definicija optimalne mreZe u odnosu na numericke osobine metode
rjeSavanja i zbog toga ne postoje standardne tehnike za generiranje optimalne mreze.

Mnogi uspjesni algoritmi za generiranje nestrukturirane mreze potjeu iz racunalne
geometrije. To je teorijska znanost koja se bavi definiranjem specifi¢nih geometrijskih
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konstrukcija i algoritama podjele za generiranje navedenih konstrukcija, te analizom
sloZenosti algoritama. Na primjer, algoritam Delaunay trokutizacije prikazuje osnovnu
konstrukciju racunalne geometrije na temelju koje su razvijeni mnogi drugi algoritmi.
Nazalost, racunalna geometrija je ve¢inom ograni¢ena na dvodimenzijsku trokutizaciju
koja je lagana za analizu. Koncept optimalne trokutizacije sa stajaliSta racunalne
geometrije nije uvijek u suglasju s osobinama dobivenim sa stajali§ta CFD-a, te zbog
toga vecina rezultata racunalne geometrije ima malu primjenu u podru¢ju generiranja
nestrukturirane mreze. Veliki napredak u generiranju nestrukturirane mreze napravljen
je primjenom iskustvenih algoritama. U odredenom je smislu inZenjersko polje
generiranja mreze ispred teorijskog polja racunalne geometrije, naroito za
trodimenzijske situacije. Medutim, dok iskustveni algoritmi mogu raditi dobro u vecini
prakticnih slucajeva, nedostatak bilo kakve teorijske podloge tih algoritama ostavlja
moguénost pojave situacija koje rezultiraju neuspjehom ili velikim porastom slozenosti
algoritma. Zbog toga se razvoj efikasne i naroCito robusne metode generiranja
nestrukturirane mreze moZze ostvariti jedino algoritmom koji pociva na dobrim
teorijskim temeljima.

3.2 ZAHTJEVI NA GEOMETRIJSKU MREZU

Kontrolni volumen koji predstavlja podrucje strujanja u kojem se trazi rjeSenje se dijeli
u veliki broj konac¢nih volumena koji ga potpuno ispunjavaju i medusobno se ne
preklapaju. U svakom kona¢nom volumenu se nalazi ¢vor u kojem se racunaju sve
varijable. Konac¢ni volumeni i ¢vorovi tvore mrezu konacnih volumena (geometrijsku
mrezu).

Geometrijska mreZa treba omoguciti Sto precizniji opis ruba podrué¢ja u kojem se trazi
rjeSenje 1 kontrolu gusto¢e rasporeda ¢vorova po rubu i u razli¢itim dijelovima tog
podrucja. To se prvenstveno odnosi na moguénost zadavanja razli¢itog nacina
rasporedivanja rubnih ¢vorova i propisivanja njihove gustoce uz ravnomjernu promjenu
udaljenosti medu susjednim rubnim ¢vorovima.

U ovom radu se primjenjuje nestrukturirana dvodimenzijska geometrijska mreza. Iz
analize metode kona¢nih volumena su proizasli posebni zahtjevi koje bi trebala
zadovoljavati geometrijska mreza kako bi se omogucila jednostavnija i to¢nija primjena
sheme diferencije i ugradnja rubnih uvjeta. Ti zahtjevi su:

e Stranica izmedu dva susjedna kona¢na volumena treba biti okomita na spojnicu
odgovarajuc¢ih susjednih ¢vorova. Zadovoljavanjem ovog uvjeta se osigurava
da protok neke varijable kroz tu zajedni¢ku stranicu ima samo normalnu
komponentu, koja se tada definira preko vrijednosti te varijable (i eventualno
njene derivacije u smjeru spojnice) u dva susjedna cvora.

e Stranica izmedu dva susjedna konacna volumena treba prolaziti srediStem
spojnice odgovarajué¢ih susjednih ¢vorova, odnosno dijeliti tu spojnicu na dva
jednaka dijela. 1z metode kona¢nih razlika je poznato da se u tom slucaju
povecava red tocnosti sheme diferencije.

e Spojnica rubnog i prvog njemu susjednog unutraSnjeg Cvora treba biti na
pravcu okomitom na rub. Ovaj uvjet, uz zadovoljavanje prethodna dva,
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omogucava jednostavnu ugradnju rubnih uvjeta zadanih normalnom
derivacijom.

e Unutarnji ¢vor se treba nalaziti §to blize teziStu odgovarajuceg konacnog
volumena. Time se osigurava to¢nija aproksimacija volumenskog integrala po
kona¢nom volumenu.

e Spojnica susjednih ¢vorova treba prolaziti Sto blize teziStu stranice izmedu dva
susjedna konac¢na volumena. Time se osigurava toCnija aproksimacija
povrsinskog integrala po stranici izmedu dva susjedna kona¢na volumena.

Posljednja dva zahtjeva je moguée zadovoljiti istovremeno s prva tri na pravilnoj
strukturiranoj mrezi, dok ¢e u opcem slucaju to biti nemoguce.

3.3 POSTUPAK GENERIRANJA GEOMETRIJSKE MREZE
Na temelju gore navedenih zahtjeva u ovom radu je razvijena vlastita metoda
generiranja geometrijske mreze, koja se sastoji iz sljedec¢ih korake, Dzijan [19]:

e Definiranje svih rubova podrucja u kojem se trazi rjeSenje.

e Postavljanje rubnih ¢vorova.

e Postavljanje unutarnjih ¢vorova.

e Uklanjanje bliskih ¢vorova.

e Formiranje konac¢nih volumena oko svakog od preostalih unutarnjih ¢vorova.

e Ujednacavanje geometrijske mreze prerasporedivanjem unutarnjih ¢vorova radi
S$to boljeg zadovoljavanja posljednja dva od gore nabrojanih zahtjeva koje bi
trebala zadovoljiti geometrijska mreza.

e Racunanje podataka potrebnih za metodu kona¢nih volumena.

U Dzijan [19] su se uz rub podrucja proracuna formirali ,,polovi¢ni” kona¢ni volumeni,
a u ovom radu je to promijenjeno tako da se uz rub formiraju potpuni konacni volumeni.

U nastavku ¢e se detaljnije opisati svaki korak u metodi generiranja geometrijske mreze.

3.3.1 Definiranje svih rubova

Podaci potrebni za generiranje mreze se unose u posebnu tekstualnu ulaznu datoteku iz
koje ih program ucitava prilikom izvrSavanja. Na pocetku se zadaje broj rubova koji
oznacuje broj zatvorenih krivulja koje omeduju podrucje u kojem se trazi rjeSenje, tj.
podrucje u kojem je potrebno generirati mrezu. Jedan od njih predstavlja vanjski rub
podrucja, a ostali rubove Supljina. Rub se, kao zatvorena krivulja, zadaje analitickom
funkcijom ili gusto rasporedenim tockama izmedu kojih se rub opisuje linearnom
interpolacijom. Rub se uvijek zadaje u matematicki pozitivnom smjeru.

Za svaki je rub potrebno zadati sljedece:
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e Tip ruba koji pokazuje s koje strane ruba se nalazi podrucje u kojem se trazi
rjesenje. Postoje tri tipa ruba. Kod prvog tipa se podrucje nalazi s unutarnje
strane (s lijeve strane u odnosu na smjer obilaska), kod drugog s vanjske, a kod
treceg s obje strane ruba. Time je omogucen opis vanjskog ruba podrucja, ruba
Supljine i ruba izmedu fluida i ¢vrstog tijela.

e Broj dijelova svakog ruba. Podjela ruba se vrsi iz geometrijskih razloga (na
mjestu diskontinuiteta nagiba tangente na rubnu krivulju) ili zbog drugacijih
rubnih uvjeta na pojedinim dijelovima.

e Faktor promjene veli¢ine ruba i to¢ku u odnosu na koju se vrsi ta promjena.
Pomocu ovih podataka se omogucuje jednostavno povecanje ili smanjenje
nekog ruba u odredenom omjeru.

e Kut rotacije u matematicki pozitivnom smjeru i tocku oko koje se vrsi rotiranje
ruba za taj kut.

e Vektor paralelnog pomaka zadan svojim projekcijama u ¢ijem smjeru se vrsi
paralelno pomicanje cijelog ruba.

e Broj i koordinate tocaka kojima se definira dio ruba. Tocke moraju biti zadane
tako da je linearna interpolacija izmedu svake dvije susjedne tocke unutar
zeljene tocnosti. PoloZaj rubnih ¢vorova odreduje se linearnom interpolacijom
izmedu tocaka kojima je rub definiran.

Svakom rubu se prvo promijeni veli€ina, zatim ga se zarotira i na kraju paralelno
pomakne na Zeljenu poziciju.

Kako bi se osigurala neprekidnost ruba, prva tocka na dijelu ruba se mora poklapati s
posljednjom tockom prethodnog dijela, a posljednja s prvom toCkom sljedeceg dijela.
Te tocke kasnije postaju specijalne tocke. Specijalne tocke su spojne tocke susjednih
dijelova ruba i ne koriste se u numeri¢koj metodi, tj. u njima se ne zadaju rubni uvjeti.
Kut izmedu pravaca koji polaze iz specijalne tocke i prolaze kroz najblize tocke
susjednih dijelova ruba koji se spajaju, mjeren sa strane ruba s koje se vrsi postavljanje
¢vorova naziva se kut punjenja. On moze imati razli¢ite vrijednosti i o njegovoj veli¢ini
ovisi nac¢in rasporedivanja unutarnjih ¢vorova u blizini te specijalne tocke.

3.3.2 Postavljanje rubnih ¢vorova

Za svaki dio ruba se zadaju neki od podataka koji se koriste za postavljanje ¢vorova po
tom rubu:

e d; udaljenost izmedu ¢vorova na pocetnom dijelu ruba,
e d, udaljenost izmedu ¢vorova na krajnjem dijelu ruba,

e ¢, faktor geometrijske progresije udaljenosti izmedu ¢vorova na pocetnom
dijelu ruba,

e ¢, faktor geometrijske progresije udaljenosti izmedu ¢vorova na krajnjem
dijelu ruba,
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e ng broj koji definira d; kao omjer d, =’:—d, gdje je s, ukupna duljina ruba
d1
racunata kao duljina krivulje,

e ng brojkoji definira d, kao omjer d, = Sa ,
Ny,

e 1y ukupan broj ¢vorova na dijelu ruba.

Sd

1 2 3 ni-1 n ny-1 3 2 1
d e e d
31 9,4, Q12d1 q, ldl 9, ldz q22d2 9,d, ?2

Slika 3.1 Opceniti raspored ¢vorova po dijelu ruba

Na slici 3.1 prikazan je opceniti raspored ¢vorova po dijelu ruba duljine sq koja se
dobije zbrajanjem udaljenosti izmedu tocaka koje definiraju dio ruba, koje, u slucaju
vece zakrivljenosti, moraju biti gusto rasporedene.

Na pocetak i kraj dijela ruba se postavljaju specijalne tocke. Prvi ¢vor na pocetnom
dijelu ruba se postavlja na udaljenosti d1/2 od specijalne tocke na pocetnom dijelu ruba,

drugi na udaljenosti q1d; od prvog ¢vora, tre¢i na g’d, od drugog. Na taj nacin se
postavlja n; ¢vorova. Sli¢no se od specijalne toc¢ke na krajnjem dijelu ruba postavlja ny-
1 ¢vorova, jer bi n, ¢vor s krajnjeg dijela bio postavljen na mjesto posljednjeg ¢vora s
pocetnog dijela ruba. Ukupni broj ¢vorova na dijelu ruba iznosi ny:

n,=n +n,—1 3.1

Iz prije nabrojanih podataka koji se zadaju za potrebe postavljanja ¢vorova po dijelu
ruba je ocito da ih ima viSe nego $to je neophodno. Ovo je uvedeno zbog mogucnosti
zadavanja razli¢itog rasporeda cvorova po rubu. Ako se neki od podataka zada
vrijedno$¢u nula, onda se on ne uzima u obzir, a ukoliko se zadaju svi podaci uzimaju
se po odredenom prioritetu. Najveci prioritet ima zadavanje udaljenosti d; i . Ako su
one zadane, tada se ne uzimaju u obzir parametri nq; 1 ng;. Parametri ¢, i ¢, se uzimaju u
obzir samo ako su zadane vrijednosti za d; i d, (odnosno ngq; i n4).

Raspored ¢vorova po dijelu ruba se moze zadati na sljedece nacine:

e Zadano samo ny: definira najjednostavniju ravnomjernu raspodjelu ny ¢vorova
po dijelu ruba (slika 3.2). Dakle, uzima se ¢, =¢,=1, n,=11 n,=ny, a
racunaju se samo udaljenosti izmedu ¢vorova:

S
4=d=% (3.2)
0
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Slika 3.2 Ravnomjerna raspodjela ¢vorova uz zadano n,

e Zadano ng, dy (ili ng)) 1 d, (ili ng): definira neravnomjernu raspodjelu ny
¢vorova sa zadanim pocetnim udaljenostima. Budu¢i da je zadan ukupni broj
¢vorova ny, onda se brojevi ¢vorova koji se postavljaju s pocetnog n;, odnosno
krajnjeg dijela ruba n, odreduju iz izraza (3.1) i sljedece iskustvene relacije:

M
d /3 °
1+ =+
d2
Brojevi ¢vorova n; i n, izraCunati uz pomo¢ izraza (3.3) osiguravaju glatki
prijelazi izmedu udaljenosti postavljenih ¢vorova s obje strane.

n, =

(3.3)

Zatim se racunaju faktori geometrijske progresije udaljenosti ¢; i ¢, iz uvjeta
da udaljenosti izmedu ¢vorova koji se posljednji postavljaju budu jednake:

%n]ildl = q;rldz- (3.4

Ukupna duljina dijela ruba definirana je zbrojem pojedinih udaljenosti izmedu
¢vorova:

ny

%Jrqldl +qid +..+qd ¢, + .+ gid, + q,d, +%= 5., (3.5)

odnosno, koristeci pravilo za zbroj geometrijskog niza:

a2y Yavay). (3.6)

g a0 _
1
g,—1 g, -1 2

Faktori geometrijske progresije udaljenosti g; i ¢» izraunavaju se metodom
bisekcije, Press [74], iz izraza (3.4) 1 (3.6).

Slika 3.3 Neravnomjerna raspodjela cvorova uz zadano n,, d, i d,
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Na slici 3.3 je prikazana raspodjela ¢vorova u slucaju kada je zadan broj
¢vorova na dijelu ruba ali tako da su na krajevima ¢vorovi gusce rasporedeni.

e Zadano d; (ili ng1) i d» (ili nqz): definira neravnomjernu raspodjelu sa zadanim
pocetnim udaljenostima koje se ravnomjerno mijenjaju od d; do d, (slika 3.4).
Prvo se, uz pretpostavku ¢, =g, =1, metodom bisekcije iz izraza (3.4) i (3.6)

racunaju brojevi ¢vorova n; 1 n; (i zaokruzuju na cijele brojeve). Nakon toga se
isti ovi izrazi rjeSavaju metodom bisekcije kako bi se dobili g; 1 ¢».

Slika 3.4 Neravnomjerna raspodjela cvorova uz zadano d, i d,

e Zadano d; (ili nq1), d; (ili ng), q1 1 q2: definira neravnomjernu raspodjelu sa
zadanim pocetnim udaljenostima i faktorima geometrijske progresije (slika
3.5). Kod zadavanja faktora geometrijske progresije manjih od jedan treba biti
oprezan jer se moze desiti slucaj kada nije moguée popuniti ¢vorovima
kompletan dio ruba. I ovdje se metodom bisekcije iz izraza (3.4) 1 (3.6)
raCunaju brojevi ¢vorova n; i mp (i zaokruzuju na cijele brojeve). Zbog
zaokruzivanja se na kraju moraju korigirati ¢; 1 ¢» jo$ jednim rjeSavanjem istih
izraza metodom bisekcije.

Slika 3.5 Neravnomjerna raspodjela ¢vorova uz zadano d,, d,, g, i q,

Na slici 3.6 je prikazan primjer podrucja s postavljenim rubnim ¢vorovima gdje se vide
razli¢iti nacini postavljanja ¢vorova.
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Slika 3.6 Primjer podrucja s postavljenim rubnim cvorovima

3.3.3 Postavljanje unutarnjih ¢vorova

Nakon $§to su rasporedeni ¢vorovi po rubu, pristupa se postavljanju ¢vorova unutar
podrucja. Na slici 3.7 su prikazani karakteristicni parametri i nacin postavljanja
unutarnjih ¢vorova.

Podaci potrebni za postavljanje unutarnjih ¢vorova u blizini ruba se takoder zadaju za
svaki dio ruba:

e J; udaljenost prvog unutarnjeg ¢vora okomito na rub na pocetnom dijelu
ruba,

e 0, udaljenost prvog unutarnjeg ¢vora okomito na rub na krajnjem dijelu
ruba,

e ¢; faktor geometrijske progresije udaljenosti izmedu unutarnjih ¢vorova
okomito na rub.

Kroz svaki rubni ¢vor se povla¢i okomica na spojnicu dvaju njemu susjednih rubnih
¢vorova (okomica na rub). Zatim se unutar podrucja pronade najbliza tocka presjeka te
okomice s nekim dijelom istog ili drugog ruba, pa se duz te okomice postavljaju
unutarnji ¢vorovi. Svakom tako postavljenom ¢voru se dodjeljuje redni broj my,, koji se
povecava udaljavanjem od ruba, pri ¢emu rubni ¢vor ima redni m,, =0.

Prvi ¢vor na okomici se postavlja na udaljenosti d,/2 od ¢vora na rubu, gdje se J, racuna
linearnom interpolacijom:

5, =9, +(sn —%j—fz ~% : (3.7)
Sd —E(dl +d2)

gdje je s, ukupna udaljenost n-tog ¢vora od pocetka dijela ruba. Udaljenost svakog
sljedeceg ¢vora se dobije mnoZenjem prethodne udaljenosti faktorom gs.
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Slika 3.7 Karakteristicni parametri i nacin postavljanja unutarnjih é¢vorova

Postavljanje unutarnjih ¢vorova uz specijalne tocke

Posebna pozornost se posvecuje postavljanju unutarnjih ¢vorova uz specijalne tocke.
Specijalna tocka predstavlja spoj dva dijela istog ruba. Za svaku specijalnu tocku se
racuna kut punjenja i o veli¢ini tog kuta ovisi na¢in postavljanja unutarnjih ¢vorova.

Kako bi specijalna tocka bila vrh konac¢nih volumena oko najblizih unutarnjih ¢vorova,
ovi ¢vorovi moraju se nalaziti na zajednickoj kruZnici €iji je centar u specijalnoj tocki.
Ako to nije slucaj, vr$i se pomicanje tih ¢vorova u smjeru normale na rub, do presjeka
sa srednjom kruznicom.

U slucaju kuta punjenja manjeg od 90° dva postavljena ¢vora se zamjenjuju s jednim
koji se nalazi na zajednickoj normali na dva dijela ruba (slika 3.8).



3 Diskretizacija podrudja strujanja — geometrijska mreza 25

Slika 3.8 Primjer postavljanja unutarnjih cvorova u blizini specijalne tocke s kutom
punjenja manjim od 90°

Za kut punjenja 90° se moze dobiti mreza ekvivalentna strukturiranoj. I u ovom sluc¢aju
u blizini specijalne toCke postavlja se jedan cvor (slika 3.9).

Slika 3.9 Primjer postavijanja unutarnjih cvorova u blizini specijalne tocke s kutom
punjenja od 90°

Ako je kut punjenja izmedu 90° i 180°, uz specijalnu tocku ostaju dva ¢vora, koji se u
sluc¢aju potrebe pomicu na zajednicku kruznicu (slika 3.10).
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Slika 3.10 Primjer postavljanja unutarnjih ¢vorova u blizini specijalne tocke s kutom
punjenja izmedu 90° i 180°

Postavljanje unutarnjih ¢vorova u blizini kuta punjenja veceg od 180°

U slucaju spoja dijelova ruba pod kutom punjenja ve¢im od 180°, postavljanje
unutarnjih ¢vorova samo duz okomica na rub rezultira jednim dijelom podrucja u kojem
nema C¢vorova. Tada se vr§i dodatno postavljanje ¢vorova u tom dijelu podruc¢ja po
kruznim lukovima, kao $to je prikazano na slici 3.11.

Srediste P kruznih lukova se nalazi u tocki presjeka okomica na rub povucenih kroz dva
rubna ¢vora koja su najbliza specijalnom ¢voru. Budu¢i da se u specijalnom ¢voru
sastaju kraj jednog i pocetak drugog dijela ruba, koji u opéem slucaju imaju razlicito
definirane vrijednosti parametara za postavljanje C¢vorova, parametri potrebni za
postavljanje unutarnjih ¢vorova po kruznim lukovima se odreduju harmonijskom

interpolacijom na sljedeci nacin: d, =./d, -d, , 6, =/6,-0, 1 q, =+/q; ¢, - gdje su d; i

g: definirani na slici 3.11. Popunjavanje ovog podrucja kruznim lukovima vrsi se od
vrha kuta do najblizeg dijela ruba, a on se pronalazi povlacenjem pravaca iz tocke P
kroz podruéje pod kutovima s odredenim malim korakom (npr. 5°). Zatim se odreduje
broj ¢vorova koji se postavljaju duz pojedinog kruznog luka dijeljenjem njegove duljine
s vrijedno$éu d; i zaokruzivanjem na cijeli broj. Nakon toga se ra¢una udaljenost ™",
prema kojoj se ¢vorovi postavljaju, dijeljenjem duljine luka s brojem ¢vorova koji se
postavljaju.

Prvi unutarnji ¢vorovi uz specijalne ¢vorove se zbog pravilnog opisa ruba podrucja
postavljaju na zajednicku kruznicu s centrom u specijalnoj tocki. Isti uvjet se odnosi i na
¢vorove postavljene u blizini kuta punjenja veéeg od 180°. To znac¢i da se ¢vorovi
postavljeni na prvu kruznicu trebaju pomaknuti u smjeru radijusa takoder na kruznicu s
centrom u specijalnoj tocki.
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Slika 3.11 Postavljanje unutarnjih cvorova u kutu mreze za slucaj kuta punjenja veceg
od 180°

Slika 3.12 Primjer postavljanja unutarnjih ¢vorova u blizini specijalne tocke s kutom
punjenja vecim od 180°
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Na slici 3.13 su prikazani postavljeni ¢vorovi unutar podrucja proracuna sa slike 3.6

s e
o e
$ oo
s

Slika 3.13 Primjer podrucja sa slike 3.6 s postavljenim unutarnjim cvorovima

3.3.4 Uklanjanje bliskih ¢vorova

Postavljanje unutarnjih ¢vorova se vr$i neovisno za svaki dio ruba, pa se unutar
podrucja pojavljuju dijelovi popunjeni ¢vorovima s viSe razliCitih dijelova istog ili
razlicitih rubova. Bliski ¢vorovi su oni ¢vorovi ¢ija medusobna udaljenost nije veca od
minimalne udaljenosti, koja se racuna jedinstveno za cijelu mrezu na temelju minimalne
udaljenosti izmedu rubnih ¢vorova.

Kriterij za uklanjanje bliskih ¢vorova je njihov redni broj my,. Od dva bliska ¢vora brise
se onaj s vecim rednim brojem my,, a ako imaju isti my,, onda se zamjenjuju jednim
¢vorom postavljenim na sredini njihove spojnice. Na slici 3.14 je prikazan izgled
podrucja s preostalim ¢vorovima nakon uklanjanja bliskih unutarnjih ¢vorova sa slike
3.13. Ovakav nacin brisanja ¢vorova osigurava da u blizini nekog ruba ostaju oni
¢vorovi koji su postavljeni temeljem zadanih podataka za taj dio ruba.
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Slika 3.14 Primjer podrucja sa slike 3.13 s preostalim ¢vorovima nakon uklanjanja
bliskih cvorova

3.3.5 Formiranje kona¢nih volumena

U proceduri za formiranje konacnih volumena obilazi se svaki unutarnji ¢vor prema
njegovom rednom broju my,, od najmanjeg do najveceg. Pri tom obilasku se prvo
odreduju potencijalni susjedni ¢vorovi temeljem udaljenosti od promatranog ¢vora. Na
slici 3.15 je prikazan ¢vor C oko kojeg se formira kona¢ni volumen. Svi ¢vorovi unutar
kruga polumjera rmac su potencijalni susjedi ¢voru C. Polumjer rma se kod pocetnog
formiranja konacnih volumena izraCunava tako da se maksimalna udaljenost dvaju
susjednih ¢vorova na rubu pomnozi iskustvenim faktorom (obi¢no je dovoljno 4) .
Efikasnost procedure formiranja konacnih volumena uvelike ovisi o veli¢ini polumjera
rmax- On treba biti dovoljno velik da sigurno obuhvati sve stvarne susjedne c¢vorove, ali i
dovoljno mali da osigura efikasnost procedure formiranja kona¢nih volumena.

Nakon $to su odredeni potencijalni susjedni ¢vorovi, formira se njihova lista. Prvo se
medu njima pronalazi ¢vor najblizi ¢voru C, koji se uzima za referentni, te se u odnosu
na spojnicu ¢vora C i referentnog ¢vora vrSi sortiranje ostalih ¢vorova po kutu i
udaljenosti od ¢vora C. Sortiranje po kutu je u matematicki pozitivnom smjeru
(referentnom ¢voru je pridruzena vrijednost kuta nula). Ukoliko ima viSe ¢vorova na
istom kutu, oni se sortiraju po udaljenosti od najmanje prema najvecoj. Kako bi se
mogla zavrsiti procedura formiranja konacnog volumena, na kraj tog niza ponovo se
stavlja referentni ¢vor (ovaj put mu se pridruzuje vrijednost kuta 2m).

Procedura pronalazenja vrhova kona¢nog volumena zapocinje i zavrsava s referentnim
¢vorom, koji je jedan od susjednih ¢vorova ¢voru C. U proceduri se trazi presjek
simetrala spojnica ¢vora C i dva uzastopna ¢vora iz liste susjednih ¢vorova. Ta tocka
presjeka je potencijalni vrh kona¢nog volumena. Vrhovi konacnog volumena se nalaze
unutar kruga polumjera rmax, a kutovi spojnica ¢vora C s vrhovima kona¢nog volumena
takoder moraju Ciniti rastu¢i niz. To su ujedno i kriteriji za kona¢no prihvacanje nekog
¢vora kao stvarnog susjeda.
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Slika 3.15 Procedura formiranja konacnog volumena

Primjer formiranja konacnog volumena prikazan je na slici 3.15 na kojoj se vidi da je
&vor NV najblizi &voru C, pa je on referentni &vor. Ostali potencijalni susjedni ¢vorovi
sortirani po navedenom kriteriju su oznaceni brojevima N do N Procedura po¢inje

trazenjem tocke presjeka simetrala spojnica CN" i CN® . Ova tocka presjeka je
oznadena s ¢ i kao $to je prikazano na slici 3.15, ta tocka je izvan kruga polumjera
7max, t€ se zakljucuje da ¢vor N@ neée biti susjed ¢voru C i uklanja se iz liste. Stoga se

prelazi na trazenje tocke presjeka simetrala spojnica CN i CN® . Ova je tocka
presjeka oznadena s ¢ i kako je unutar kruga polumjera rma, Gvor N ostaje
potencijalni susjed ¢voru C. Sada se ¢vor N©@ proglasava za trenutni referentni ¢vor, te

se trazi tocka presjeka simetrala spojnica CN® i CN™ . Ova tocka oznacena s e je
takoder potencijalni vrh kona¢nog volumena. Stoga se provjerava da li kutovi spojnica

Ce? i Ce"™ ¢Cine rastuéi niz. U ovom primjeru je to slucaj, te se sada &vor N@
proglaSava za trenutni referentni ¢vor, a ¢vor N©® ostaje u listi susjeda. U nastavku se

trazi to¢ka presjeka simetrala spojnica CN®’ i CN® | oznagena s e'®. Na slici 3.15 se,
1(5)

takoder vidi da je kut spojnice Ce'™ manji od kuta Ce'”, $to znaci da se ¢vor N®
uklanja iz liste susjednih &vorova, a za trenutni referentni Gvor se proglasava &vor N,

te se ponovo trazi tocka presjeka simetrala spojnica CN® i CN® . Ova to¢ka presjeka

©) j ogito je da kutovi spojnica Ce® i Ce® &ine rastuéi niz. Po istom

je oznacena s e
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principu se nastavlja procedura do ¢vora N9 i na kraju zavrsi ponovo s ¢vorom N,
. . - . 3 5 (D .9 10 : (1) ;
Na kraju se dobije konacni volumen s vrhovima e e® e @ U0 oM
odgovarajuc¢im susjednim ¢vorovima.

Prilikom prvog formiranja kona¢nih volumena se izvr$i jo$ jedno dodatno uklanjanje
unutarnjih ¢vorova. Ovo uklanjanje obuhvaca ¢vorove koji su stvarni susjedni ¢vorovi
(nakon zavrSetka formiranja kona¢nog volumena oko centralnog Cvora), a imaju my,
veci za dva (ili viSe) od centralnog ¢vora. Nakon toga se my, susjednih ¢vorova moze
razlikovati samo za jedan.

Na slici 3.16 su prikazani formirani konacni volumeni za primjer podrucja sa slike 3.14.
Nakon formiranja konac¢nih volumena i dodatnog brisanja susjednih ¢vorova po kriteriju
rednog broja my,, u geometrijskoj mrezi jo$ uvijek mogu ostati bliski ¢vorovi. Na slici
3.16 se to¢no moze uociti od kojeg ruba potjece svaki ¢vor unutar mreze kao i bliski
¢vorovi koji potje¢u od razlic¢itih dijelova mreze. Jednom kada su formirani konac¢ni
volumeni, moZze se svakom od njih izracunati maksimalna i minimalna udaljenost
centralnog ¢vora od njemu susjednih, te njihov omjer. Za kona¢ne volumene kod kojih
je taj odnos ve¢i od unaprijed zadanog vr$i se zamjena dva najbliza ¢vora jednim
¢vorom na sredini njihove spojnice. Ovo doprinosi ravnomjernijem rasporedu ¢vorova.

g-n-n-o-o-o-x rg
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Slika 3.16 Primjer geometrijske mreze sa slike 3.14 nakon formiranja konacnih
volumena

3.3.6 Ujednacavanje geometrijske mreze

Pojedini unutarnji ¢vorovi mogu i dalje biti smjesSteni daleko od teziSta pripadajuceg
kona¢nog volumena, a neke spojnice susjednih Cvorova prolaziti daleko od tezista
zajednicke stranice, §to moze jako narusiti dva posljednja zahtjeva koja treba ispunjavati
geometrijska mreza. Ovi nedostaci se ublazuju postupkom ujednacavanja geometrijske
mreze.
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Ujednacavanje geometrijske mreze podrazumijeva pomicanje unutarnjih ¢vorova mreze

u teziste odgovarajuéeg kona¢nog volumena (na slici 3.15 definiranog tockama e,

e, e?, 7 e” ie"”). Pomidu se svi unutarnji ¢vorovi od rednog broja mp>1 na
viSe jer je potrebno izostaviti pomicanje unutarnjih ¢vorova najblizih rubu s rednim
brojem my=1. Oni se ostavljaju nepomaknuti kako bi se zadovoljio trec¢i zahtjev koji
treba ispunjavati mreza, a koji se odnosi na okomitost spojnice rubnog i prvog
unutarnjeg ¢vora na rub. Ova procedura se ponavlja sve dok svi unutarnji ¢vorovi koji
se pomic¢u ne budu udaljeni od teziSta odgovarajuceg konacnog volumena manje od
zadane vrijednosti. Kod mreze s predvidenom naglom promjenom gustoce u pojedinim
dijelovima podruc¢ja (npr. u granicnom sloju) ovaj uvjet se ne zadovoljava, pa se
procedura ponavlja zadani broj puta. Taj broj treba osigurati $to bolje zadovoljenje
gornjeg uvjeta uz zadrzavanje nagle promjene gustoce u pojedinim dijelovima podrucja.
Mreza nastala nakon ovakvog ujednacavanja dobro zadovoljava i preostali zahtjev koji
se odnosi na to da spojnica susjednih ¢vorova treba prolaziti Sto blize teziStu stranice
izmedu dva susjedna kona¢na volumena. Nakon svake procedure pomicanja unutarnjih
¢vorova moze do¢i do promjene veza medu ¢vorovima, pa se zbog toga vrSi novo
formiranje kona¢nih volumena. Budu¢i da je pri prvom formiranju konac¢nih volumena
polumjer rma.x odredenposebno za svaki ¢vor, svako sljede¢e formiranje konac¢nih
volumena je vrlo efikasno.

Konacni izgled geometrijske mreze, dobiven nakon ujednacavanja mreZe sa slike 3.16,
je prikazan na slici 3.17.

Slika 3.17 Konacni izgled geometrijske mreze sa slike 3.16 nakon ujednacavanja
geometrijske mreze

3.3.7 Racunanje podataka za metodu konac¢nih volumena

Kada je geometrijska mreza potpuno definirana, potrebno je izraCunati i zapisati sve
podatka koji ¢e se koristiti u metodi kona¢nih volumena za proracun strujanja.
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Ti podaci vezani za geometrijsku mrezu su:
e  ukupni broj ¢vorova u mrezi,
e  broj rubnih ¢vorova i
e  ukupni broj stranica svih kona¢nih volumena u mrezi.
Podaci vezani za svaki unutarnji ¢vor su:
e koordinate ¢vora,
e veli¢ina kona¢nog volumena,
e  broj susjednih ¢vorova i
e indeksi susjednih ¢vorova.
Za svaku stranicu konacnog volumena su vezani sljede¢i podaci:
e indeksi ¢vorova izmedu kojih se nalazi stranica,
e povrsina stranice,
e duljina spojnice okomite na stranicu i

e komponente vektora jedinine normale na stranicu (u smjeru od Cvora s
manjim indeksom prema ¢voru s ve¢im indeksom).

Radi pojednostavljenja ugradnje rubnih uvjeta u metodi konac¢nih volumena, uz svaki
rubni ¢vor se vezuju sljedeci podaci:

e koordinate rubnog ¢vora,
e indeks najblizeg unutarnjeg ¢vora koji se nalazi na okomici na rub,
e povrsina stranice na kojoj se nalazi rubni ¢vor i

e duljina spojnice rubnog i najblizeg unutarnjeg cvora.
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4 METODA KONACNIH VOLUMENA

4.1 UVOD

U metodi konac¢nih volumena se prvo diskretizira podrucje strujanja koje se dijeli na
odredeni broj konac¢nih volumena. Kod proucavanja nestacionarnih pojava vrijeme
proracuna se dijeli u konacni broj vremenskih intervala koji se zovu vremenski koraci.
Time se dobije numericka mreza koja predstavlja diskretizirano podrucje u kojem se
trazi rjesenje, tj. diskretna mjesta u prostoru i vremenu u kojima se definiraju vrijednosti
trazenih polja.

Nakon diskretizacije prostora i vremena vrsi se diskretizacija jednadzbi pri cemu se
¢lanovi jednadzbi transformiraju u algebarske izraze.

Diskretizacijska metoda kona¢nih volumena ima sljedece bitne karakteristike:

e Metoda se temelji na diskretizaciji integralnog oblika jednadZbi matematickog
modela turbulentnog strujanja fluida po svakom kona¢nom volumenu, pri cemu
su zakoni o¢uvanja zadovoljeni i na nivou kona¢nog volumena.

e Jednadzbe se rjeSavaju u Kartezijevom koordinatnom sustavu. Vektori i tenzori
se prikazuju preko svojih komponenti u globalnom Kartezijevom
koordinatnom sustavu.

e Tijekom rjesavanja jednadzbi geometrijska mreza ostaje nepromijenjena.
e Metoda se moZze primijeniti na stacionarne i nestacionarne probleme.

e Geometrijska mreza je nestrukturirana s kona¢nim volumenima d¢ija se
povrsina sastoji od razli¢itog broja stranica.

e Sve zavisne varijable dijele iste kona¢ne volumene, tj. definirane su u istim
¢vorovima §to se naziva nepomaknuti raspored varijabli, odnosno
nepomaknuta mreZa (engl. colocated ili non-staggered grid).

e Parcijalne diferencijalne jednadzbe matematickog modela fluida rjesavaju se
jedna za drugom, a ovisnosti izmedu jednadzbi se tretiraju eksplicitno (engl.
segregated way).

Metoda obuhvacéa diskretizaciju podru¢ja proracuna na konacan broj volumena koji
potpuno ispunjavaju podruéje proratuna, ali se medusobno ne preklapaju. Cvorovi
mreze se nalaze unutar kona¢nih volumena $to blize njihovom geometrijskom sredistu.
Osobine koristene mreze su:

e Mreza je nestrukturirana s kona¢nim volumenima ¢ija se povrSina sastoji od
razli¢itog broja stranica.
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e Stranica koja je zajedni¢ka susjednim kona¢nim volumenima je okomita na
spojnicu odgovarajucih susjednih ¢vorova.

e Stranica izmedu dva susjedna kona¢na volumena prolazi srediStem spojnice
odgovarajucih susjednih ¢vorova.

e Konacni volumeni uz rub podrucja imaju jednu ili dvije stranice na rubu
podrucja. Rubni ¢vor i unutarnji ¢vor u konacnom volumenu uz rub se nalaze
na okomici na rub.

U izvodenju metode konacnih volumena koristit ¢e se sljedeci teoremi:

Gaussov teorem:

J.idejfnjdA. (4.1)

V@xj

Teorem o srednjoj vrijednosti volumenskog integrala:

[rav=Fv=~sv. (4.2)
Vv

Teorem o srednjoj vrijednosti povrSinskog integrala:
[rda=Faa~faa. (4.3)
AA

U drugom poglavlju je pokazano da sve jednadzbe usvojenog matematickog modela
imaju isti oblik — oblik op¢e jednadzbe prijenosa, te ¢e se u nastavku prvo opisati
metoda kona¢nih volumena za rjeSavanje te jednadzbe, nakon cega ¢e se dati specifi¢ni
detalji za rjesavanje cijelog sustava.

4.2 DISKRETIZACIJA OPCE KONVEKCIJSKO-DIFUZIJSKE
JEDNADZBE

Numeri¢ka metoda konacnih volumena prikazat ¢e se na primjeru opée konvekcijsko-
difuzijske jednadzbe:

0 0

6t( D)+ o (pv,@) ; {r ] S. (4.4)
Diferencijalna opéa konvekcijsko-difuzijska jednadzba se diskretizira pomocu
konacnog broja vrijednosti varijabli u ¢vorovima, koji su rasporedeni po odgovarajucoj
mrezi unutar podru¢ja proratuna. To je u osnovi zamjena derivacija konacnim
razlikama, Sto rezultira sustavom obi¢nih algebarskih jednadzbi koji se moze efikasno
rijesiti uz pomo¢ racunala.
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U postupku diskretizacije opce diferencijalne konvekcijsko-difuzijske jednadzbe ona se
prvo integrira po kona¢nom volumenu V', prema slici 4.1:

Ia(p@)dVJFJ[M_i{ra_@]]dV=_[SdV. (4.5)
y Of v Ox; o, ox; v

J

Uz primjenu Gaussovog teorema na drugi ¢lan na lijevoj strani jednadzbe (uzimajuéi u
obzir da se ukupna povrsina kona¢nog volumena sastoji od m ravnih povr$ina) i teorema
o srednjoj vrijednosti volumenskog integrala na prvi ¢lan na lijevoj i drugi na desnoj
strani jednadzbe dobije se:

e

Ovom integracijom se oc€iti red najviSe derivacije u jednadzbi smanjio za jedan, a
svakom ¢lanu se moze dati fizikalno tumacenje. Prvi ¢lan lijeve strane oznacava lokalnu
promjenu sadrzaja @ unutar V, a sumom povrsinskih integrala su oznaceni protoci
fizikalnog svojstva @ kroz rub volumena V, pri ¢emu se razlikuje konvekcijski i
difuzijski protok. Desna strana predstavlja utjecaj izvorskog ¢lana na promjenu sadrzaja
@ unutar V.

k
¢ 00
V—i—Z[I(pvj@—Fg}vjdA} =SV . (4.6)
k=1 a1 J

c

Slika 4.1 Dio diskretiziranog podrucja proracuna

Izraz iza znaka sumiranja predstavlja protok varijable @ kroz stranicu konacnog
volumena AA4 koji se oznacava s J i on se moze napisati, uz primjenu teorema o
srednjoj vrijednosti povrsinskog integrala, kao:
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J= pv.cb—ra—qj dA= pv.@—Fa—d) n | Ad=
I J axj J J axj J
" , 4.7)
oo
= ,O(V_,-n_,-)n AdQ, _FA‘{E”/}
odnosno kracée zapisano:
J=pvnAAch—FAAa—¢ n, (4.8)
Ox, )
U izrazu (4.8) se koriste sljedece oznake:
vn=(vn) s (4.9)
F=pvAAi (4.10)
D= 1“M , (4.11)
s

gdje je v, projekcija vektora brzine u tocki n na povrsini A4 u smjeru vanjske normale

n;, I maseni protok (jacina konvekcije) kroz stranicu kona¢nog volumena A4, a D
difuzijska vodljivost.

Pecletov broj se definira kao odnos masenog protoka i difuzijske vodljivosti:

_E_pvns

Pe 4.12
5= T (4.12)
Prema tome protok J se moze krace zapisati u obliku:
J=F(Dn—Da—(p ns. (4.13)
ox, )

U gornjoj jednadzbi sve velicine se racunaju u tocki n koja se nalazi na stranici
konacnog volumena AA izmedu ¢vorova C i N. Za slucaj da tocka n nije u tezistu
povrsine AA uvodi se korekcija koja se temelji na gradijentima varijable @ i
udaljenosti toc¢ke n od tezista povrSine A4.

Uvrstavanjem izraza za protok varijable @ u jednadzbu (4.6), dobije se:

k2

k
> njs} =S.V. (4.14)

V+) | Fa, -p%?
k=1 6xj
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4.2.1 EDS i EDSI sheme diferencije

Zadatak sheme diferencije je da vrijednosti varijable @, 1 njene derivacije 6(3_@ u tocki
n

n
n na stranici kona¢nog volumena u smjeru vanjske normale na povrSinu prikaze preko
vrijednosti varijable @ u glavnim ¢vorovima mreze. Buduéi da je mreza koja se koristi
u ovom radu lokalno ortogonalna, trazene vrijednosti se prikazuju preko vrijednosti
varijabli u ¢vorovima C i N koji pripadaju kona¢nim volumenima izmedu kojih se
povrsina nalazi.

U ovom radu su koriStene sljedece sheme diferencije: uzvodna shema diferencije —
UDS, shema centralne diferencije — CDS, kombinacija uzvodne i sheme centralne
diferencije, eksponencijalna shema — EDS 1 vlastita varijanta unaprijedene
eksponencijalne shema diferencije — EDSI. Prve dvije sheme ugradene su i u program
CAFFA s ¢ijim rezultatima se vrSi usporedba, te ¢e te dvije sheme biti opisane u
poglavlju 4.8 gdje se govori o posebnostima numericke metode na kojima se temelji
program CAFFA. U nastavku se daje kratak prikaz EDS i EDSI shema, pri ¢emu je
EDSI shema detaljnije opisana i testirana u Dzijan [19]. Ove dvije sheme se temelje na
analitickom rjeSenju opce konvekcijsko-difuzijske jednadzbe u jednodimenzijskom
stacionarnom sluc¢aju. Ova jednadzba u smjeru koordinate n, za podruje izmedu
¢vorova C i N prema slici 4.1, se moze napisati kao:

S _s<n<0
i(pvncp_rd_@j:{ ac A S<” (4.15)

dn dn Spn za 0<n<s’

pricemuse p, v,, I, S,c 1S,y smatraju konstantama. Odgovarajuci rubni uvjeti su:

do do
D(-s)=d., (5= 4.16
( S) C» d}’l( S) dnc’ ( )
do do
o(s)=d, i L(5)=2 4.17
(S) N 1 dn(S) an’ ( )

. : . . . ... do :
uz uvjete neprekidnosti profila varijable @ i njene derivacije dn utocki n=0.
n

C . . . 0D o .
Na temelju rjeSenja ove jednadzbe izrazi za @, 1 —| u tocki n se mogu napisati preko

on |,
(DC,(DN,Z—QS iz—(p u obliku:
nic BN
od 2 0D
D =y . +(1-y)O +y"— s—(1—y) — si 4.18
n7c(7)N76nc(y)anN (4.18)
oo &, ,-D oD ob
0B _ o= 0P 00 (4.19)
on|, s on |¢ on |y
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Parametar y je funkcija Pecletovog broja:

B Pe+e ™ =1

2 50 (4.20)

7 =7 (Pe)

Radi usStede u vremenu rada racunala ovu funkciju se moZe dovoljno tocno
aproksimirati s dvije jednostavnije funkcije, Virag i Trincas [101]:

L pe PP |Pe| < 6.38
~J) 2 1L1 1758 ‘ 4.21)
max[Pe,O]—l
— = za |Pe|>6.38
Pe

UvrStavanjem izraza (4.18) 1 (4.19) u jednadzbu (4.13) dobiva se izraz za protok
varijable @ kroz povrSinu A4 konac¢nog volumena:

J=F®.+[D-(1-y)F|(P. - Py )+

+[y2F+yD]‘2—fcs—[(1—y)2F—(1—y)DE_fN ’ (4.22)
koji se moze napisati u kra¢em obliku:
J=F@. +a, (D - )+ A -Ay. (4.23)
Ovdje su uvedene oznake:
ay=D-(1-y)F (4.24)
i
A =[y*F+yD] Zf C ns A= [(1—7)2 F —(1—7)DJ gjj N ns, (4.25)

gdje a, oznacCava koeficijent diskretizirane jednadZbe uz nepoznatu vrijednost varijable

u susjednom ¢voru N, a AJ. 1 AJ dodatke protoku ovisne o derivacijama varijable @.

Opc¢a konvekcijsko-difuzijska jednadzba nakon uvrStavanja prethodnih izraza poprima
sljedec¢i oblik:

k=1

EDS shema, Spalding [89], se moze dobiti iz EDSI sheme diferencije ako se dodaci
protoku AJ. 1 AJ ujednadzbi (4.23) izjednace s nulom. Izraz (4.24) za koeficijent ay
ostaje isti s jedinom razlikom da je Pecletov broj u tim izrazima dvostruko veci.
Poseban slucaj EDS sheme je Power-low shema koja je dobivena aproksimacijom
eksponencijalnih ¢lanova polinomom petog stupnja. Ovdje je takoder izvrSena
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aproksimacija eksponencijalnih ¢lanova, ali je zadrzano ime sheme jer ta aproksimacija
daje prakticki iste vrijednosti koeficijenata kao da su raCunati s izvornim
eksponencijalnim ¢lanovima, DZijan [19].

4.2.2 Vremenska integracija

Kod nestacionarnih problema se, uz prostorne koordinate, pojavljuje i vremenska
koordinata. Vremenska podjela se kod metode konacnih volumena moze promatrati kao
podjela na ,,vremenske volumene”. Osnovna razlika izmedu vremenske i prostornih
koordinata lezi u smjeru utjecaja: dok promjena varijable @ u bilo kojoj tocki prostora
(u elipticnim problemima) utjeCe na strujanje u cijelom podrucju proracuna, dotle
promjena u nekom vremenskom trenutku utjeCe na strujanje samo u buduénosti (ne
postoji utjecaj unatrag u vremenu). Nestacionarno strujanje je, dakle, parabolicno u
vremenu. To dalje zna¢i da se uvjeti (osim na rubovima) mogu zadavati samo u
pocCetnom trenutku, a to ima veliki utjecaj na izbor strategije rjeSavanja problema
nestacionarnog strujanja. Zbog prirode vremenske koordinate, sve metode napreduju u
vremenu korak po korak.

Opcenito, sheme vremenske diskretizacije se dijele na eksplicitne i implicitne.
Diskretizirana jednadzba je dana u eksplicitnom obliku kada se trazena varijabla u

v . . 1 v . s .
centralnom ¢voru na kraju vremenskog intervala @ rafuna isklju¢ivo pomocu

poznatih vrijednosti varijable u centralnom i u susjednim C¢vorovima na pocetku
vremenskog intervala. Eksplicitna shema je jednostavna, lagana za primjenu i zahtijeva
mali broj aritmetickih operacija za rjeSavanje diskretiziranih jednadzbi. Glavni
nedostatak eksplicitne sheme je ogranicenost vremenskog koraka integracije. Da bi
rjeSenje konvergiralo, mora se zadovoljiti kriterij stabilnosti. To moze dovesti do
velikog broja vremenskih koraka potrebnih za dobivanje stacionarnog rjesenja.

Implicitna shema vremenske diskretizacije podrazumijeva da se za raCunanje traZzene
varijable u centralnom ¢voru na kraju vremenskog intervala @' koriste i vrijednosti
varijable u susjednim ¢vorovima na kraju vremenskog intervala, koje su takoder
nepoznate. Budu¢i da se za svaki kona¢ni volumen postavlja diskretizirana jednadzba,
za cijelo podrucje proracuna se dobije sustav jednadzbi s nepoznatim vrijednostima
varijable u ¢vorovima unutar podrucja proracuna. Implicitna shema je bezuvjetno
stabilna, te se naj¢es¢e primjenjuje u rjeSavanju stacionarnih problema.

Opc¢a konvekcijsko-difuzijska jednadzba (4.26) se integrira po vremenu unutar
vremenskog intervala Az

i

t

t+At gy t+At
vit+ [ Y [J]de= [ Sy (4.27)

k=1

C

Ako se vremenski integrali u izrazu (4.27) aproksimiraju konstantnom vrijedno$éu
podintegralnih funkcija iz odredenog vremenskog trenutka izmedu ¢ i #+Az pomnozenom
s vremenskim intervalom A¢, dobije se:

p(@L —@L)V + i[J]kAt =SV At (4.28)
k=1
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Taj vremenski trenutak ovisi o shemi vremenske diskretizacije. Buduci da podintegralne
funkcije u izrazu (4.27) ovise o vrijednostima trazene varijable u ¢vorovima mreZze,
onda se ove vrijednosti takoder racunaju u tom odredenom vremenskom trenutku.
Koriste¢i faktor vremenske interpolacije w moguce je vrijednosti varijable @ u
razli¢itim vremenskim trenucima unutar vremenskog intervala prikazati istim izrazom:

. = oW +(1-0)@" (4.29)

iz kojeg slijedi izraz za vrijednost varijable @ na kraju vremenskog intervala A¢:

! :l(cpc —@ )+, (4.30)
@
gdje je @, vrijednost varijable @ u ¢voru C u vremenskom trenutku racunanja koji se

nalazi unutar vremenskog intervala A¢ odredenog faktorom vremenske interpolacije .

Vrijednost @ = 0 odgovara eksplicitnoj shemi, @ =1 potpuno implicitnoj shemi, a
w=0,5 Cranck-Nicholsonovoj shemi (koja je takoder implicitna). Eksplicitna i
potpuno implicitna shema su prvog reda tocnosti, a Cranck-Nicholsonova shema je
drugog reda toc¢nosti u odnosu na razvoj u Taylorov red. Za eksplicitne sheme postoji
kriterij stabilnosti, koji propisuje maksimalno moguéi vremenski korak integracije, dok
je potpuno implicitna shema bezuvjetno stabilna. Stoga se u ovom radu za rjeSavanje
nestacionarnih problema, gdje je tocnost vremenske integracije bitna, koristi Cranck-
Nicholsonova shema, a za proracun stacionarnih problema potpuno implicitna shema
koja je bezuvjetno stabilna.

Izgled opce konvekcijsko-difuzijske jednadzbe (4.28) nakon uvrStavanja izraza (4.30)
je:

p(CDC _Q)C”) L ko
— V+kZ=;[J] =SV, (4.31)

gdje se sve veli¢ine osim @; raCunaju u vremenskom trenutku racunanja preko

vrijednosti varijabli u tom istom trenutku. RjeSavanjem sustava jednadzbi se dobiju
vrijednosti varijable @ u trenutku racunanja, a onda se uz pomo¢ izraza (4.30) dobiju
vrijednosti na kraju vremenskog intervala, odnosno u trenutku #+At.

4.2.3 Linearizacija izvorskih ¢lanova
Nelinearni izvorski ¢lanovi u jednadZbama se lineariziraju u obliku:

S.=S,&.+8S, (4.32)

vode¢i racuna da koeficijent S, povecava dijagonalnu dominantnost matrice sustava.
Izvorski ¢lan jednadZbe kineticke energije turbulencije glasi:

S, =G, - pe., (4.33)
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a u metodi se prikazuje u obliku

-1

S, =G —pkf—(il?c, (4.34)

n-l1
C

gdje oznaka n—1 oznaCava da se varijabla uzima iz prethodne iteracije. Izvorski ¢lan
jednadZbe disipacije kineti¢ke energije turbulencije je:

=2

3 g
S€=C,p?GC—C2p7, (4.35)

a linearizira se u obliku

n-1 n-1

&, &
S, = CIP#GC -Cp—éc- (4.36)
C

U gornjim izrazima generacija kineticke energije turbulencije se racuna preko
gradijenata brzine u centralnom ¢voru:

2
J { ou
+ PR
c y

a gradijenti brzine u centralnom ¢voru se racunaju pomocu formule Gauss-Ostrogradski:

ou

2
Ge = pic 2(— } oo & &
ox e oy

Oox

X

J : (4.37)

C

G

8xj c

1 & k
) n‘idA:;kZ:;[viL nA] (4.38)

1
2k

gdje se brzina v,.| racuna po izrazu:
n

n-1 n-1

1| ov,

1 ov.
n:E(vi|C+vi|N)+§ a v,

&

v

i

Ax, (4.39)

C N

a Ax;; je vektor udaljenosti izmedu teziSta stranice konacnog volumena i presjecista

spojnice susjednih ¢vorova CN sa stranicom.

4.2.4 Konacni oblik diskretizirane jednadzbe

Konacni oblik diskretizirane jednadzbe nastale diskretizacijom opce konvekcijsko-
difuzijske jednadzbe (4.31) je:

a.D. - i[aNcDN | =b. (4.40)
k=1
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Koeficijenti ove jednadzbe uz primjenu EDSI sheme diferencije i uz linearizaciju
izvorskog ¢lana prema izrazu (4.32) su:

ae =3 [ay] + PV —SPV+max(O,i[F]k] (4.41)
k=1 @-At k=1
i
b :P_‘V@g +SUV—i[AJC -] —min(O,i[F]kjd)C, (4.42)
(4] 'At k=1 k=1

gdje a, oznacava koeficijent uz nepoznatu vrijednost varijable u susjednom ¢voru N

prema izrazu (4.24), a. koeficijent uz nepoznatu vrijednost varijable u centralnom

m

v . .. . v k .

¢voru C, b desnu stranu diskretizirane jednadzbe, a Z[F ] sumu masenih protoka po
k=1

svim stranicama kona¢nog volumena.

Postavljanjem diskretiziranih jednadzbi za svaki konacni volumen unutar kontrolnog
volumena dobije se sustav linearnih algebarskih jednadzbi s nepoznatim vrijednostima
varijable @ u ¢vorovima konac¢nih volumena. Broj jednadZzbi odgovara broju kona¢nih
volumena, §to znaci da se vrijednosti u rubnim ¢vorovima moraju definirati rubnim
uvjetima. Ovaj sustav se moze prikazati u obliku matri¢ne jednadzbe:

Ax=b, (4.43)
gdje su:
A matrica koeficijenata sustava,
X vektor nepoznatih vrijednosti varijable @ u ¢vorovima,
b vektor desne strane sustava.

4.2.5 Detalji diskretizacije jednadzbi koli¢ine gibanja i jednadZbe
kontinuiteta

Prethodno je definiran postupak za diskretizaciju opce konvekcijsko-difuzijske
jednadzbe, koji se moZe primijeniti na svaku jednadzbu matematickog modela
turbulentnog strujanja fluida.

Diskretizirani oblik jednadzbe koli¢ine gibanja ima ¢lan s kvadratom brzine nastao od
konvektivnog ¢lana, §to predstavlja nelinearnost u sustavu algebarskih jednadzbi. Ovdje
se taj problem rjeSava linearizacijom na nacin da se koeficijenti u jednadzbi koli¢ine
gibanja racunaju s vrijednostima brzine iz prethodne iteracije, slicno rjeSavanju
nelinearnosti izvorskog ¢lanau ki ¢ jednadzbi.

Jednadzba kontinuiteta u diskretiziranom obliku glasi:
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M[F] =0, (4.44)

gdje je F = pv, A4 maseni protok kroz stranicu kona¢nog volumena.

Za povezivanje polja brzine i polja tlaka ovdje se primjenjuju algoritmi SIMPLE i
SIMPLER.

Pri primjeni nepomaknute mreze moze se pojaviti osciliraju¢e polje tlaka, Patankar
1980 [67], Sto se objasnjava ¢injenicom da se pri primjeni sheme centralne diferencije
za racunanje gradijenata tlaka npr. u ¢voru C, vrijednost tlaka u tom ¢voru ne pojavljuje
u izrazu za gradijent tlaka. Jedan od nacina kojim se sprjecava pojava oscilirajué¢eg polja
tlaka temelji se na interpolaciji brzine na rubove konacnih volumena prema izrazu, Rhie
i Chow 1983 [78]:

va—[ﬂj[a—p _(8_p H (4.45)
a, )| on|, \oOn|,

gdje horizontalna crta iznad veli¢ine oznaCava linearnu interpolaciju. U uvjetima
postupne promjene polja tlaka dodana razlika stvarne i interpolirane usmjerene
derivacije tlaka ¢e biti mala, pa to nece narusiti tocnost interpolacije, a sprijecit ¢e
pojavu oscilirajuceg polja tlaka. Ove interpolirane veli¢ine se mogu izracunati na

sljede¢i nacin:
ijT + v,
N dy

gdje v, oznafava komponente brzine u smjeru normale, a Ax;. 1 Ay, udaljenost teZista

oA

cld ]AyT} , (4.46)
YV In

n

v_=l(v +v )+l ,
n 2 n.C n.N 2 ax

c Ox c

stranice od tocke n,

[ﬂj _1 & + Vs , (4.47)
an 2 m x m k
Sd] (S
k=1 c k=1 N

ol 1| o] ) a9

on|,) 2\ on|. Onl|y
a usmjerena derivacija tlaka se diskretizira prema izrazu:

9P| _Pn=Pc (4.49)

on|, 2s
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Racunanje gradijenta tlaka

U jednadzbama koli¢ine gibanja na desnoj strani se pojavljuje ¢lan s gradijentom tlaka
koji se, na temelju teorema o srednjoj vrijednosti volumenskog integrala, moze prikazati
na sljedeci nacin:

V. (4.50)

C

J'a_pd[/ e
ox, ox,

v

Taj ¢lan se, na temelju Gaussovog teorema, moze napisati u obliku povrsinskog
integrala, a zatim, na temelju teorema o srednjoj vrijednosti povrSinskog integrala u
sljedec¢em obliku:

k
I@_PdV = j pn.dA =Z{ j pnidA} = [pnad] . (4.51)
Vv axj A k=1| A4 k=1

Dakle, iz jednadzbi (4.50) i (4.51) se moze vidjeti da se derivacija tlaka u smjeru x; u
¢voru C racuna preko vrijednosti tlaka na povrSinama kona¢nog volumena p, :

op 1 & k
e il AA| . 4.52
o)V ;[Pnn, ] (4.52)

Vrijednost tlaka u tocki n, kad se ona nalazi na stranici izmedu dva kona¢na volumena,
moze se dobiti linearnom interpolacijom vrijednosti tlaka u ¢vorovima C i N:

1
P =5(pN +pc). (4.53)

Kada kona¢ni volumen nema stranica na rubu podrucja, derivacija tlaka u
odgovaraju¢em ¢voru se izracuna direktno iz vrijednosti tlaka u okolnim ¢vorovima
prema izrazu koji se dobije uvrstavanjem jednadzbe (4.53) u jednadzbu (4.52):

op 1 & k

—_— =— nAAd| . 4.54

i

C

Ako se tocka n nalazi na rubu podruc¢ja gdje tlak najéeSée nije poznat vrsi se njegova
linearna ekstrapolacija na rub iz ¢vora koji pripada konacnom volumenu uz rub. Ta dva
¢vora se nalaze na okomici na rub, pa se ova ekstrapolacija moZe napisati u sljedecem
obliku:

0
pn:pB:pC+ p
ox

J

ns. (4.55)

C

Uvrstavanjem jednadzbe (4.53) za stranice unutar podruéja i jednadzbe (4.55) za jednu
ili dvije stranice na rubu podrucja u jednadzbe (4.52) (za i = 1, 2) dobije se sustav dviju
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linearnih jednadzbi Cije su rjeSenje dvije nepoznate derivacije tlaka u ¢voru uz rub 6_p
Xlc

| P , koje su potrebne u odgovaraju¢im jednadzbama koli¢ine gibanja.

C

4.3 RUBNI UVJETI

4.3.1 Ulaz

Na ulaznom rubu podrucja proracuna poznate su sve veliCine, pa se svi konvekcijski
protoci mogu lako izracunati. Difuzijski protoci su obi¢no nepoznati, ali se mogu
aproksimirati koriste¢i poznate vrijednosti varijabli i jednostrane aproksimacije za
usmjerene derivacije:

o0

s On

B s on |¢

K 2

- (4.56)

D, -, _1{6(13

] .. 0D
i —
c on

4.3.2 1zlaz

Na izlaznom rubu uzvodni utjecaj treba biti minimalan, §to znaci da treba osigurati
parabolicne uvjete. Strujanje treba biti usmjereno izvan podrucja prorac¢una na cijelom
izlaznom rubu i, ako je moguce, treba biti paralelno. U strujanjima s velikim
vrijednostima Reynoldsova broja, uzvodni utjecaj stanja na izlaznom rubu je zanemariv,
pa vrijednosti varijabli na tom rubu nisu ni bitne. Obi¢no se vrsi ekstrapolacija varijabli
duz mreze prema rubu podru¢ja (ili jo§ bolje duz strujnica). Ta najjednostavnija
aproksimacija je u stvari primjena nulte derivacije duz mreze. Za konvekcijski protok to
prakticki znaci da se koristi uzvodna shema prvog reda.

4.3.3 Cvrsta nepropusna stijenka

Na ¢vrstoj nepropusnoj stijenci (zidu) se za komponente brzine primjenjuje sljedeci
uvjet:

Ug=u,, 1 Vy=V_. 4.57)
B zid B zid

Taj uvjet slijedi iz cCinjenice da se viskozni fluid lijepi uz Cvrstu stijenku (uvjet
lijepljenja).
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Budu¢i da nema strujanja kroz zid, konvekcijski protoci svih veli¢ina su jednaki nuli.

Difuzijski protoci zahtijevaju posebnu paznju. Za skalarne veli¢ine kao Sto je unutarnja
energija, oni mogu biti jednaki nuli (adijabatski zid), mogu biti zadani (zadan protok
topline) ili mogu biti zadane vrijednosti varijabli (zid konstantne temperature). Ako je
poznat protok, to se treba ugraditi u odgovarajucu jednadzbu odrzanja za konacni
volumen uz zid. Ako je zadana vrijednost varijable @ na zidu, potrebno je aproksimirati
normalni gradijent varijable @ koriste¢i diferenciranje s jedne strane. Pomocu takve
aproksimacije moZe se takoder izracunati vrijednost varijable @ na zidu kada je zadan
protok.

U jednadzbi koli¢ine gibanja u smjeru x difuzijski protok kroz dio povrSine kona¢nog
volumena oznacava projekciju ukupne viskozne povrsinske sile u smjeru x i, uzimajuéi
u obzir da normalno viskozno naprezanje djeluje u smjeru normale 7, a tangencijalno u
smjeru tangente ¢z, moze se izraziti na sljedeci nacin:

JD

Zid:(r n +7,t A, (4.58)

nn""x nt”x

gdje se viskozna naprezanja raCunaju prema izrazima:

T, =2U, A (4.59)
on
ov, ov
r = hdAha/ 2 4.60
nt ﬂe ( a]’l at j ( )

Na cvrstom nepropusnom zidu brzina fluida je jednaka brzini zida i nema derivacije
brzine u smjeru zida (tangente), pa se moZze pisati:

ov

n

ot

B ov,
zid at

0. (4.61)

zid

1z (4.61) i jednadZbe kontinuiteta za fluid u neposrednoj blizini zida dobije se:

-0, (4.62)

zid

on

Uzimajuéi ovo u obzir dobije se:
=0, 7,=u—, (4.63)
odnosno:

u

o
JP| =t Ad=pu LA, (4.64)
zid -’ an !

Sliéno se za jednadzbu kolic¢ine gibanja u smjeru osi y dobije:



4 Metoda kona¢nih volumena 48

nt”y

| =t = Lot ad (4.65)
zid an Y

Derivacija tangencijalne komponente brzine u smjeru normale u prvom ¢voru uz zid
moze se aproksimirati kao:

ov, _ Vs ~Vic _ (uth +vBty)—(uCtx +chy) (466)
on | ;4 s s ’ )
Sto daje difuzijske protoke u obliku:
p| _ MAA u,AA )
J“ zid T s uctxtx + g [uletx - (VB - vC)txty] 1 (467)
A4 A4
J‘? zid - lueS vctyty + ’u"'s |:vBtyty _(uB —Uc )txty:| . (468)

Prvi Clanovi ovih izraza se mogu tretirati implicitno, $to znaci da se mogu prebaciti na
lijevu stranu diskretizirane jednadzbe koliCine gibanja i dodati centralnom koeficijentu
a.. U tom slu€aju bi se centralni koeficijent razlikovao za jednadzbe koli¢ine gibanja u

smjeru osi x i y, a budu¢i da je taj koeficijent potreban za jednadzbu korekcije tlaka
moraju se pamtiti obje njegove vrijednosti. Kako bi se to izbjeglo, koeficijentu a. se

dodaje samo dio koji je jednak za obje jednadzbe 1,A4/s, tako da se difuzijski protoci

zapisu na sljedec¢i nacin:

J? == A4 u- + 1A [(1—txtx)uc +ugtt —(vy —vc)txtv] i (4.69)
zi s s )
AA AA
J‘]’) Al lues Ve lues |:(1 _tyty )VC + VB[yty - (uB —Uc )txty ] : (4.70)

U ovoj ,.deffered correction” strategiji koeficijent a. je jednak za obje jednadZbe
koli¢ine gibanja, a konvergencija ostaje gotova ista kao kada se koeficijentu a. dodaju
potpuni prvi ¢lanovi, Ferzinger i Peri¢ [21].

4.3.4 Ravnina simetrije

U mnogim strujanjima postoji ravnina simetrije. Kada je strujanje stacionarno postoji
rjeSenje koje je simetricno u odnosu na tu ravninu. Simetricno rjeSenje se moze dobiti
rjeSavanjem problema u dijelu podrucja proracuna koriste¢i samo uvjete simetrije.

Na ravnini simetrije su, sli¢no kao i na zidu, konvektivni protoci svih varijabli jednaki
nuli. Takoder, na ravnini simetrije su derivacije tangencijalne komponente brzine i svih
skalarnih veli¢ina u smjeru normale jednake nuli. Normalna komponenta brzine je
jednaka nuli, ali njena derivacija u smjeru normale nije. Zbog toga ni normalno
naprezanje 7,, nije jednako nuli. Tako na ravnini simetrije imamo:
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S L/ B @.71)
a”l sim.
ov, ov
T =M, = == =0 4.72
" lue ( an sim. at simj ( )
Difuzijski protok se moze napisati kao:
D ov
J,| =, nA=2u—"nA. (4.73)
sim. ) 611
Sliéno se za jednadZbu kolic¢ine gibanja u smjeru osi y dobije:
D ov
J)| =t,nAA=2pu, 5 “n,AA . (4.74)
sim. < n

Derivacija normalne komponente brzine u smjeru normale u prvom ¢voru uz ravninu

simetrije moze se aproksimirati kao:

av,,| Vo “Vac _ Vac _ Ul VN,

b

N N N

21 A4 21 A4
JP| = C—unn ————v.nn i
U |sim. s C"x""x s C™"x"y
2u,AA
D e e
J, = S Veh i, — S Ucnn,.

J?| = 2404 U 244 [(l—nxnx)uC —vcnxnv} 1
stm. S S :
JVD = Z'U;AA Ve 2”;AA [(1 -nn, )vc —ucnxny] .

4.3.5 Rubni uvjeti za k i ¢ jednadzbe

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

Rubni uvjeti za ki ¢ jednadZbe su opcenito slicni uvjetima koji se primjenjuju na bilo
koji skalar. Medutim, na ¢vrstom nepropusnom zidu rubni uvjeti se znac¢ajno razlikuju.
Usvojeni k- & model vrijedi za visoke vrijednosti turbulentnog Reynoldsovog broja koji

se moze napisati u obliku:
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R

Re .
14 H

t

(4.80)

Vidi se da Re, predstavlja odnos koeficijenata turbulentne i molekularne viskoznosti.
Budu¢i da u blizini zida & teZi k nuli, a & ka konacnoj vrijednosti, Re, se smanjuje, te
se dolazi u podrucje gdje nisu ispunjeni uvjeti za primjenu ovog modela. Ovaj problem
se rjesava ili formulacijom specijalnog modela turbulencije koji vrijedi za granicni sloj
uz zid ili prilagodavanjem rjeSenja u podrucju uz zid na poznatu razdiobu varijabli uz
zid (definiranjem ,,unutarnjih” rubnih uvjeta). Pregled nekih modifikacija turbulentnog
modela u blizini zida se moze vidjeti u Patel et al. (1985) i Wilcox (1993). Ovdje se
primjenjuje pristup u kojem se podrucje u kojem ne vrijedi usvojeni k —¢& model
turbulencije premos¢uje zidnim funkcijama.

Zidne funkcije

U ovom radu ¢e se iskoristiti drugi pristup i primijeniti zidne funkcije koje se temelje na
eksperimentalno potvrdenom postojanju podrucja u grani¢nom sloju s logaritmickim
profilom brzine. Ovaj logaritmicki profil brzine se moze opisati na sljede¢i nacin:

+ _l +
v —Kln(En ). (4.81)

uz usvojene oznake:

yh=2e (4.82)
vl’
y o= |2 g (4.83)
o)
n =240 (4.84)
Y7,

gdje je v bezdimenzijska brzina paralelna sa zidom, v, osrednjena brzina paralelna sa
zidom, v, smicna brzina, 7, smino naprezanje na zidu, x je von Karmanova

konstanta, E je integracijska konstanta ovisna o hrapavosti stijenke i debljini viskoznog
podslojai n* je bezdimenzijska udaljenost od zida.

Uz pretpostavku da je strujanje u lokalnoj ravnotezi, odnosno da su generiranje i
disipacija turbulentne kineticke energije priblizno jednaki moze se pokazati da je:

v, =Ck . (4.85)

Iz jednadzbe (4.85) i jednadzbi logaritmickog profila se moze izvesti izraz za smi¢no
naprezanje na zidu:
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7, = pv’ = pClifle — . (4.86)
ln(En )

Da bi se mogao koristiti isti izraz za smi¢no naprezanje na stranici kona¢nog volumena
koja pripada cvrstoj nepropusnoj stijenci u laminarnom i turbulentnom strujanju,
jednadZzba (4.86) se zapisuje u obliku:

T, = M, = (4.87)

gdje je za turbulentno strujanje:

+

/uw = /u za né S ntrans ’ (488)

u, = pCH* \/Eln(KTSn) za ni>n'_, (4.89)
C

an

trans

=11.63 odreduje udaljenost od zida na kojoj su brzine ra¢unate po izrazima za
viskozni podsloj i inercijski podsloj jednake.

Jednadzba (4.87) odgovara izrazu (4.63) kada se u njega uvrsti izraz (4.66), te se
ugradnja rubnog uvjeta vrsi na isti na¢in kao i u laminarnom slucaju.

Kada se koriste zidne funkcije difuzijski protok k& kroz zid se uzima da je jednak nuli,
dovodeéi do rubnog uvjeta da je normalna derivacija k jednaka nuli.

Generacija turbulentne kineticke energije u podrucju zida se racuna iz:

G, = fwa—’ ; (4.90)
n|c

Sto predstavlja aproksimaciju dominantnog c¢lana ukupne generacije turbulentne
kineticke energije koja vazi u blizini zida, jer je smi¢no naprezanje u tom podrucju
priblizno konstantno. Za potrebe odredivanja disipacije, odnosno generacije, u sredini
kona¢nog volumena najblizeg zidu, derivacija brzine se moze izvesti iz logaritmickog
profila brzine:

Cl/4 k
v, :#—\/7_ 4.91)

on|. KS
To znaci da se generacija u jednadzbi kineticke energije turbulencije izraunata ranije
zamjenjuje s generacijom izracunatom prema jednadzbi (4.90).

Ako se koriste zidne funkcije ne rjesava se jednadzba za ¢ za konacni volumen uz zid.
Umjesto rjeSavanja jednadzbe, ¢ u centru konacnog volumena uz stijenku se izjednaci
s:

3/47.3/2
G ke

KS

& (4.92)
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Treba istaci da gornji rubni uvjeti vaze kada je prvi ¢vor unutar logaritmickog podrucja,
tj. kada je n. >30. Problemi se povec¢avaju u strujanju s odvajanjem jer unutar podrucja
recirkulacije, a narocito u podru¢jima odvajanja i ponovnog nalijeganja struje gornji
izrazi ne zadovoljavaju. Obi¢no se Cinjenica da zidne funkcije ne vrijede u tim
podruéjima ignorira i one se primjenjuju svugdje. Medutim, ako se gornji uvjeti kr§e na
velikom dijelu zida to uzrokuje ozbiljnu pogresku u rezultatu.

Ulaz

Na ulazu vrijednosti k1 ¢ Cesto nisu poznate. Tada se obi¢no uzima da & ima neku malu

vrijednost, recimo 107V . Vrijednost & treba se pretpostaviti tako da je karakteristi¢na
mjera duljine jednaka priblizno jednoj desetini debljine grani¢nog sloja ili veli¢ine
podrugja.

44 PODRELAKSACIJA

Podrelaksacija se primjenjuje kod stacionarnih strujanja kako bi se ogranic¢ila promjena
varijable izmedu dvije vanjske iteracije. Promjena neke varijable mijenja koeficijente u
drugim jednadzbama, Sto moze dovesti do usporavanja ili cak izostanka konvergencije.

Neka je jednadzba u diskretiziranom obliku za jedan kona¢ni volumen dana u sljede¢em
obliku:

a.D. —i[aNCDN | =b, (4.93)
k=1

gdje je @. vrijednost trazene varijable u centralnom ¢voru C u n-toj iteraciji.

Podrelaksacija znaCi da se vrijednost traZene wvarijable u n-toj iteraciji dobije
dodavanjem samo dijela promjene u jednoj iteraciji umjesto kompletne promjene. Ako
je a faktor podrelaksacije, takav da je 0 <a <1, onda se podrelaksirana vrijednost
varijable u n-toj iteraciji moze prikazati kao:

Q=@ +a(d-@). (4.94)

MnoZenjem izraza (4.94) s a./a dobije se:

Lq —a+2(1-a)d". (4.95)
(24 o

Kada iterativni postupak konvergira do stacionarnog rjeSenja, promjena vrijednosti
varijable izmedu dvije iteracije je zanemariva, pa se zbog toga gubi utjecaj faktora
podrelaksacije na konac¢no rjeSenje. Zamjenom prvog ¢lana na desnoj strani jednadzbe
(4.94) iz jednadZzbe (4.93) dobije se:

e g Y [ay@] =b+ 2 (1-a) @ (4.96)
(04 k=1 a

Podrelaksirana jednadzba u diskretiziranom obliku je:
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a .- [ay®] =5, (4.97)

a, =2 (4.98)
(04
b=b+2(1-a)@", (4.99)
(04

gdje je a. podrelaksirani centralni koeficijent i b podrelaksirani slobodni ¢&lan
diskretizirane jednadzbe.

Centralni koeficijent se poderaksacijom povecava dok izvandijagonalni koeficijenti
ostaju nepromijenjeni ¢ime se povecava dijagonalna dominantnost matrice koeficijenata
sustava. Faktor podrelaksacije utjece na brzinu konvergencije, ali se njegova optimalna
vrijednost ne moze propisati unaprijed, nego se odreduje iskustveno.

4.5 RJESAVANJE SUSTAVA LINEARNIH ALGEBARSKIH
JEDNADZBI

Sustav linearnih algebarskih jednadzbi se rjeSava nekom od metoda koje pripadaju
dvjema osnovnim kategorijama: direktne ili iterativne metode. Direktne metode daju
rjesenje sustava nakon konac¢nog broja aritmetickih operacija. Iterativne metode krecu s
nekom pocetnom pretpostavkom rjesenja koju kontinuirano poboljSavaju sve dok se ne
dostigne neki kriterij konvergencije, odnosno dok se trenutna aproksimacija rjeSenja ne
priblizi dovoljno pravom rjeSenju sustava. Kako se sustavi koji se dobiju
diskretizacijom parcijalnih diferencijalnih jednadzbi u metodi konacnih volumena
sastoje od velikog broja algebarskih jednadzbi, a u svakoj od njih se pojavljuje mali broj
nepoznatih varijabli za njihovo rjeSavanje su pogodnije iterativne metode.

Neke od najefektnijih iterativnih metoda za rjeSavanje velikih nesimetri¢nih rijetkih
linearnih sustava su temeljene na metodi Krylovljevog podprostora. U ovom radu se
primjenjuje  generalizirana metoda minimalnog reziduala (Generalized Minimal
Residual Method — GMRES), Saad i Schultz 1986 [84], u kojoj se koristi modificirani
Gram-Schmidtov postupak kako bi se formirala ortonormirana baza za niz Krylovljevih

potprostora span {rO,ArO,...,A"rO} (Arnoldijev algoritam).

GMRES metoda pronalazi rjeSenje linearnog sustava Ax =b u obliku x =x,+z gdje je

A matrica koeficijenata sustava, x vektor trazenih vrijednosti, b vektor desne strane
sustava, X, pocetna pretpostavka, a z je vektor koji minimizira euklidsku normu

reziduala r=b-A(x,+z) preko Krylovljevog potprostora
K =span {ro, Ar,,A’r,,..., Ak"ro} dimenzije k, s pocetnim rezidualom r, definiranim

kao r, =b—Ax,. ViSe o GMRES metodi i njenim modifikacijama i primjeni moZe se
naci u Qin [75], Zitko [112], Simoncini [88].
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Ako se za k izabere veli¢ina originalnog vektorskog prostora onda GMRES metoda daje
tocno rjeSenje gornjeg linearnog sustava. Medutim, to zahtijeva veliki broj operacija i
veliku koli¢inu racunalne memorije zbog Cega se u prakti¢noj primjeni koristi ponovno
zapocCinjanje metode svakih k koraka, pri cemu se rjeSenje iz posljednje iteracije jednog
ciklusa koristi kao pocetna pretpostavka za sljedeéi ciklus. Ovaj proces se ponavlja sve
dok se ne dobije rjesenje unaprijed zadane to¢nosti. Ovakav oblik metode se oznacava s
GMRES(k) 1 njegovom primjenom se znacajno smanjuje potreba za memorijom
raCunala 1 brojem operacija. Koli¢ina ra¢unalne memorije koja je potrebna za
GMRES(k) metodu je linearna funkcija od k. Za razliku od drugih iterativnih rjesavaca
sustava linearnih jednadzbi, GMRES(kK) metoda u svom izvornom obliku uvijek
smanjuje euklidsku normu reziduala u svakoj iteraciji, §to metodi daje monotonu
konvergenciju i robusnost, Qin [75].

Izbor vrijednosti za k je kljuan za uspjeSnu primjenu ove metode. Nazalost, nema
odredenih pravila za njegov izbor nego je za to potrebno iskustvo. Premala vrijednost
moze rezultirati sporom konvergencijom ili izostankom konvergencije, dok prevelika
vrijednost dovodi do pretjeranih zahtjeva za memorijom racunala. Preporucena pocetna
vrijednost za & je u intervalu od 3 do 6. Ako rjeSenje ne konvergira, vrijednost treba
povecati.

Kao i kod mnogih drugih iterativnih metoda rjeSavanja linearnih sustava i GMRES(k)
metoda se moze primjenjivati na prekondicioniranom (engl. preconditioning) sustavu,
koji je ekvivalentan pocetnom, tj. ima isto rjeSenje, ali se lakSe rjeSava jer ima
povoljnije spektralne osobine matrice koeficijenata. Matrica M kojom se sustav
prekondicionira treba aproksimirati matricu koeficijenata A, tako da se
prekondicionirani sustav lakse rjeSava, a da vrijeme potrebno za formiranje matrice M i
njenu primjenu ne bude veliko, tj. da se smanji ukupno vrijeme rjeSavanja. Postoje tri
nacina primjene prekondicioniranja: lijevo, desno i dvostrano prekondicioniranje. U
ovom radu se primjenjuje dvostrano prekondicioniranje matricom M =LU koja se
dobije nepotpunom faktorizacijom matrice koeficijenata A . Nepotpuna faktorizacija
predstavlja faktorizaciju matrice A u donju i gornju trokutastu matricu L. i U, tako da
su zadovoljeni sljedeéi uvjeti:

e Matrice L i U imaju istu strukturu elemenata razli¢itih od nule kao i matrica
A

b

o Elementi razli¢iti od nule u matrici A su jednaki odgovaraju¢im elementima
matrice produkta LU,

paslijedi AxLU=M i M"'=U"'L".

Faktorizacija je nekompletna zato §to produkt LU ima elemente razlic¢ite od nule i na
mjestima gdje matrica A ima nule, tj. produkt LU nije potpuno identiCan matrici A
kao sto je slucaj u potpunoj faktorizaciji. Nekompletna faktorizacija daje dobre matrice
za prekondicioniranje sustava, narocito ako je broj dodatnih elemenata razlicitih od nule
u produktu LU relativno mali.

Dakle, GMRES(k) metoda se primjenjuje na dvostrano prekondicioniranon sustavu
L'AU'u=L"dD uz x=U"u. Kao pocetni rezidual se uzima neprekondicionirani
podetni rezidual pomnoZen s L', a na kraju se aproksimacija x, dobije mnoZe¢i vektor

Q,y s U™'. Rezidual u k-tom koraku je L' (b—Ax, ).
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4.6 KRITERIJ ZAVRSETKA ITERATIVNOG POSTUPKA

Rjesavanje nelinearnih problema i/ili primjena ,,deffered correction” strategije zahtijeva
iterativni numeri¢ki postupak. U takvim situacijama je potrebno ustanoviti Kriterij
zavrsetka tog iterativnog postupka.

Rezidual za opéu konvekcijsko-difuzijsku jednadzbu se definira kao sljede¢a suma po
svim kona¢nim volumenima kojih ima N, :

N, m !
RﬁZ{Gc@c—Z[GN@N]k—b} ; (4.100)
1=1 k=1

pri ¢emu se koriste koeficijenti iz tekuce iteracije i vrijednosti varijable @ iz prethodne
iteracije.

Normirani rezidual je:

} . (4.101)

Za obje jednadzbe koli¢ine gibanja je suma u nazivniku jednaka:
Nulaz /
[ Fy\Jui +v;

I=1

} . (4.102)
Rezidual za jednadzbu kontinuiteta je:

' } : (4.103)

Ponekad je korisno pratiti koliko se rezidual relativno smanjuje tijekom ra¢unanja. Tada
se rezidual normalizira njegovim dijeljenjem maksimalnom vrijednos¢u reziduala u
prvih M iteracija. Ovakva normalizacija osigurava da su pocetni reziduali svih jednadzbi
reda veli¢ine jedan §to je ponekad korisno za procjenu ukupne konvergencije.

Iterativni postupak se zaustavlja kada se normirani reziduali za sve jednadzbe modela
strujanja smanje za Sest redova veli¢ine, tj. R < 10,
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4.7 RJESAVANJE SUSTAVA JEDNADZBI MATEMATICKOG
MODELA TURBULENTNOG STRUJANJA

Kada bi se sve jednadzbe matematickog modela turbulentnog strujanja, komponente
jednadzbe koli¢ine gibanja u smjerovima x i y, jednadzba kontinuiteta, jednadzba
kineticke energije turbulencije i jednadZzba disipacije kineticke energije turbulencije, u
diskretiziranom obliku slozile u jedan sustav algebarskih jednadzbi, on bi imao sljedeci
izgled:

A 0 B, 0 0 |u] [b
0 A” B, 0 0|v| |p
c, C, [o] o ofp|=|0] (4.104)
0 0 0 A o ||[k| |b
0 0 o0 o A°|le] [b°

gdje su matrice A", B,, B,, C,, C,, A" i A’ sukvadratne matrice dimenzije N, x N,
(N, je broj unutarnjih ¢vorova), dok su u, v, p, k i € vektori nepoznanica, a b*, b”,

b* i b® vektori desnih strana u pripadaju¢im jednadzbama. Matrice 0 je kvadratna
matrica dimenzije N, x N, u kojoj su svi koeficijenti jednaki nuli. Matrice B, i B, se

odnose na koeficijente proizaSle iz diskretizacije derivacija tlaka, a matrice C, 1 C,

sadrze koeficijente uz vrijednosti polja brzine u jednadzbi kontinuiteta u diskretiziranom
obliku. Jedna od metoda rjeSavanja opisanog sustava je direktna metoda, u kojoj se sve
jednadZbe rjesavaju simultano. Nedostatak ove metode je u velikoj matrici sustava i
¢injenici da je na dijagonali (koeficijenti uz polje tlaka) nula-matrica, Sto iskljucuje
koriStenje iterativnih postupaka koji zahtijevaju dijagonalnu dominantnost matrice
sustava. Danas se ¢eSce koriste algoritmi u kojima se jednadzbe rjeSavaju sekvencijalno,
jedna za drugom. U ovom pristupu je problem da se tlak treba odrediti iz jednadzbe
kontinuiteta, a on se ne pojavljuje eksplicitno u toj jednadzbi. Zbog toga se
kombinacijom jednadzbe kontinuiteta i komponenti jednadzbe koli¢ine gibanja izvodi
jednadZzba za tlak oblika:

A’p=b’, (4.105)

gdje je matrica A” dijagonalno dominantna, kao i za slucaj ostalih jednadzbi. 1z
skupine ovih algoritama, kao §to je reCeno u uvodu, najpovoljniji je algoritam SIMPLE i
njegove modifikacije SIMPLER i SIMPLEC, koji su izvorno definirani na pomaknutoj
mreZzi. Interpolacijom brzine (4.45) omogucena je primjena algoritama SIMPLE (koji se
temelji na rjeSavanju jednadzbe za korekciju tlaka) i na nepomaknutoj mrezi pri kojoj se
ne pojavljuje osciliraju¢i tlak, a ovdje ¢e se implementirati algoritam SIMPLER (koji se
temelji na rjeSavanju jednadzbi za tlak i korekciju tlaka), a koji se do sada, prema
spoznajama autora, nije primjenjivao na nestrukturiranoj nepomaknutoj mrezi. U
nastavku slijedi opis primjene ovih algoritama.
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4.7.1 Algoritam SIMPLE

U algoritmu SIMPLE se rjeSava jednadZzba korekcije tlaka, te se na temelju dobivenog
rjeSenja korigiraju tlak, brzina na stranici konacnog volumena, odnosno maseni protok
kroz stranicu kona¢nog volumena i komponente brzine u glavnom ¢voru. Jednadzba
korekcije tlaka se izvodi iz jednadzbe kontinuiteta u diskretiziranom obliku:

m

> (pv,A4) =0. (4.106)

k=1

i komponenti jednadzbe koli¢ine gibanja u diskretiziranom obliku u smjeru osi x:

m

ac —Z[aNuN ]k =b" (4.107)

k=1

iu smjeru osi y:

acve —i[avaN]/C =b". (4.108)

k=1

Formalno se jednadzba koli¢ine gibanja moze diskretizirati i u tocki n u polovistu
spojnice glavnih ¢vorova C i N na stranici konacnog volumena, prema slici 4.1, u
smjeru normale #, :

a,v, - i[an,an,N I =5, —2—p V. (4.109)
k=1 n

n

gdje je l;n slobodni ¢lan bez utjecaja tlaka.

Kod pomaknute mreze gdje su Cvorovi za brzinu pomaknuti na stranice konacnih
volumena, jednadzba (4.109) bi stvarno bila diskretizirana u ¢voru n, a ovdje ¢e se ta
jednadzba na odredeni nacin interpolirati iz diskretiziranih jednadzbi u ¢voru C i N oko
kojih se stvarno vrsi diskretizacija.

Neka su u” i v' komponente polja brzine koje zadovoljava jednadzbu koli¢ine gibanja
uz polje tlaka p", a ne zadovoljati jednadZbu kontinuiteta. Za te veli¢ine vrijedi
jednadZzba (4.109) koja se moZe zapisati u obliku:

® e ® k =~ ap*

ayv, — a. v, =b —| V.. 4.110
n’'n kZI:I: n.N n,N:' n an ) n ( )
Traze se korekcije tlaka p' koje Ce izazvati korekcije brzine u' i V' takve da ¢e

korigirana polja istovremeno zadovoljavaju jednadzbu kontinuiteta i jednadzbu koli¢ine
gibanja. Za korigirana polja vrijedi:

p=p +p', u=u+u'" i v=v 4+ 4.111)

Uvrstavanjem gornjih izraza u jednadzbu (4.109) i oduzimanjem od jednadzbe (4.110)
dobije se veza izmedu korekcija brzine i korekcija tlaka:
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a,v, —i[an‘Nv;.N i =—g£ V.. (4.112)
k=1 n

n

m,
Zanemarivanjem sume Z[an_Nv;‘N] dobije se pojednostavljena veza izmedu korekcije
k=1

brzine na stranicama konac¢nih volumena i korekcije tlaka u glavnim ¢vorovima:

Vo= Voo
a,)on

Usmjerena derivacija korekcije tlaka u tocki n u smjeru vanjske normale diskretizira se
u obliku:

(4.113)

n

P>

=P Pe (4.114)
on

2s

n

te je veza izmedu korekcije brzine na stranicama konacnih volumena i korekcije tlaka:

v, =—{EJ—pN_p‘3, 4.115)
a 2s

n

odnosno, korigirana brzina na stranicama konac¢nih volumena je:

v :V:_[ﬂjM’ (4.116)
2s

n

gdje se [L] interpolira prema izrazu (4.47).
a

n

Uvrstavanjem korigiranih brzina prema izrazu (4.116) u jednadzbu kontinuiteta (4.106)
dobije se:

- k
D p[v:—(ﬂjMJAA =0, (4.117)
= a 2s

n

odnosno drukc¢ije zapisano:

i[f’@%}?& —i[p@%p;}k = [pviad] . 4.118)

k=1 a, k=1 n k=1

Iz izraza (4.118) slijedi jednadzba korekcije tlaka u diskretiziranom obliku:

agpg—i[agp;]k =" (4.119)

k=1
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gdje su uvedene sljedece oznake

F'=pv'Ad, (4.120)
b’ = —kml [FT. (4.121)
al = paj:j% i 4.122)
a=3[a], (4.123)

. * . . v . . *
gdje je F' maseni protok kroz stranicu kona¢nog volumena definiran preko brzine v_,

n

b” je slobodni ¢lan u jednadzbi korekcije tlaka, a” i a’ su koeficijenti u jednadzbi
korekcije tlaka koji su vezani uz korekcije tlaka u centralnom i susjednim ¢vorovima.

Zbog zanemarivanja drugog Clana na lijevoj strani jednadzbe (4.112) dolazi do
precjenjivanja promjene tlaka, pa se zbog toga samo dio izracunate korekcije dodaje
tlaku u odgovarajuc¢em cvoru:

Pe=De+a,pe, (4.124)
gdje je «, faktor podrelaksacije tlaka.

Uz korekciju tlaka, vrs$i se i korekcija brzina na stranicama konac¢nog volumena u
smjeru normale, prema izrazu (4.116), odnosno masenih protoka kroz stranice:

a 2s

szvnAAzp(v:—[ﬂ)M]MzF*—a{j(p;,—pé). (4.125)
Izraz za korekciju brzine u glavnim ¢vorovima se dobije krenuvsi od jednadzbe kolic¢ine
gibanja u smjeru osi x i y u diskretiziranom obliku Ovdje ¢e se pokazati postupak
dobivanja izraza za korekciju komponente brzine u. u smjeru osi x. Jednadzba koliCine

gibanja u smjeru osi x u diskretiziranom obliku je:

V. (4.126)

C

m ~u a
aci. —kzz;[aNuN]k =b —é

Uz pretpostavljeno polje tlaka p*, jednadZzba koli¢ine gibanja u smjeru osi x daje brzinu
u" tako da vazi:

V. (4.127)
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Uvrstavanjem izraza (4.111) u jednadzbu (4.126) i oduzimanjem od jednadzbe (4.127)
dobije se izraz:

m

’ ! a '
aclc — Z[aNuN ]k -2

vV, (4.128)
e Oox

C

m
. . . -y k .. .. . v
iz kojeg se uz zanemarivanje ¢lana E [aNu{\I] dobije korekcija brzine u ¢voru C:
k=1

=L P (4.129)
a. Ox |¢
pa se korigirana brzina u smjeru osi x u ¢voru C izraCunava prema izrazu:
. Vop
e =up ——2| . (4.130)
a. Ox |¢

Sli¢an izraz se dobije i za brzinu u smjeru osi y u ¢voru C. Ovdje se gradijent korekcije
tlaka racuna po istim izrazima kao i gradijent tlaka.

Rubni uvjeti za jednadzbu korekcije tlaka

Jednadzba korekcije tlaka se izvodi iz diskretiziranih jednadzbi kontinuiteta i koli¢ine
gibanja. Kada je zadan maseni protok na ulazu, korekcija masenog protoka u jednadzbi
za korekciju tlaka je jednaka nuli na tom rubu.

Rjesavanjem jednadzbi koli¢ine gibanja dobiju se brzine u unutarnjim ¢vorovima. Kada
je izlazni rub daleko od promatranog podrucja i kada je Reynoldsov broj velik moze se
izvrsiti ekstrapolacija brzina na izlaz pri ¢emu je derivacija u smjeru normale jednak
nuli. Ekstrapolirane brzine se tada korigiraju kako bi se zadovoljila jednadzba
kontinuiteta za globalni kontrolni volumen, tako da ukupni izlazni maseni protok bude
jednak ulaznom, Sto se ne moze garantirati niti jednom ekstrapolacijom. Korigirane
brzine sada predstavljaju pocetnu pretpostavku za sljedecu vanjsku iteraciju, a korekcija
masenog protoka na izlazu se izjednaCava s nulom u jednadzbi kontinuiteta.

Maseni protoci kroz ¢vrstu nepropusnu stijenku i kroz ravninu simetrije su jednaki nuli,
pa je i na tim rubovima korekcija masenog protoka u jednadzbi za korekciju tlaka
jednaka nuli.

Ovo dovodi do jednadZbe korekcije tlaka s Neumannovim uvjetima na svim rubovima,
Sto znaci da je derivacija korekcije tlaka u smjeru normale na rub jednaka nuli, te je ona
u tom slucaju singularna. Ovi uvjeti bi se trebali direktno ugraditi u jednadzbu
kontinuiteta kada se izvodi jednadzba za korekciju tlaka. Kako bi se dobilo jedinstveno
rjesenje, obi¢no se fiksira vrijednost tlaka u jednoj tocki, tako da se korekcija tlaka
izraCunata u toj tocki oduzme od svih korekcija tlaka. Druga mogu¢nost je da se srednja
vrijednost tlaka izjednaci s nekom konstantnom vrijednosti, npr. s nulom.
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Definiranjem jednadzbe korekcije tlaka moguée je sustav jednadzbi usvojenog
matematickog modela rjeSavati sekvencijalno jednadzbu po jednadzbu, prema algoritmu
SIMPLE, Patankar i Spalding 1972 [66], koji se sastoji od sljedecih koraka:

1. Na podetku se pretpostavljaju vrijednosti polja tlaka p° i svih varijabli
potrebnih za raCunanje koeficijenata za jednadzbu koli¢ine gibanja u
diskretiziranom obliku (masenih protoka i difuzijskih vodljivosti). Kod
nestacionarnog problema je potrebno zadati pocetne uvjete, tj. vrijednosti svih
varijabli u svim ¢vorovima u pocetnom vremenskom trenutku, a u svakom
sljede¢em vremenskom trenutku, kao pocetna pretpostavka se koristi rjesenje iz
prethodnog vremenskog trenutka.

2. lIzracunaju se koeficijenti za komponente jednadzbe koli¢ine gibanja u smjeru
osi x 1 y, te se rjeSavanjem nastalih sustava linearnih algebarskih jednadzbi

. v . . * . *
izracunaju komponente brzine u 1 v .

3. IzraCunaju se koeficijenti jednadzbe korekcije tlaka, te se nakon dobivanja p’,

korigiraju tlak p, komponente brzine u# i v i maseni protoci F tako da
zadovoljavaju jednadzbu kontinuiteta. Medutim, nove vrijednosti brzine vise ne
zadovoljavaju jednadzbu koli¢ine gibanja.

4. Ako strujanje nije izotermno, izracunaju se koeficijenti temperaturne jednadzbe
u diskretiziranom obliku, te se njenim rjeSavanjem dobije novo polje
temperature 7.

5. Ako je strujanje turbulentno, izraCunaju se koeficijenti i rjeSavaju jednadzbe
kineticke energije turbulencije & i njene disipacije ¢ .

6. IzraCuna se turbulentna dinamicka viskoznost g, .
7. lzraCunaju se reziduali svih jednadzbi i usporeduju s kriterijem konvergencije.

Ako bilo koji rezidual ne zadovoljava kriterij konvergencije zapoCinje nova
vanjska iterativna petlja od koraka 2. Inace iterativni postupak zavrSava.

4.7.2 Algoritam SIMPLER

Polaze¢i od izraza (4.45) za brzinu na stranici kona¢nog volumena, moze se napisati
izraz za maseni protok koji glasi:
js , (4.131)
C

gdje je af; koeficijent u jednadzbi korekcije tlaka kao Sto je definirano u izrazu (4.123).

— op| 9
F = pv,Ad —ay {pN—pC—[ﬁ +§
N

Gornji izraz se moze napisati i u obliku:
F=F-al(py-pc)s (4.132)

gdje je:
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~ — 16} 0
F=pvAd+al| L2l + 22 |s. (4.133)
on|y On|c
. . op| . Op s . -
Usmjerene derivacije tlaka —| 1 2 mogu se formalno izraziti iz jednadzbe koliCine
nic N

gibanja projicirane u smjeru normale, npr. za ¢vor C:

m

Z [aN"n.N ]k + l;n —AacV,c
e . . (4.134)
C C

(94
on

U stvarnosti bi se u ¢vorovima C i N izracunale komponente gradijenta tlaka u

. . .. e . . .. 0Op|l .90
smjerovima x 1 y iz kojih bi se izraCunale usmjerene derivacije AN

nl. On

. U svakom
N

sluCaju se moze tvrditi da F ne ovisi o polju tlaka. UvrStavanjem jednadzbe (4.132) u
jednadzbu kontinuiteta u diskretiziranom obliku (4.106) slijedi jednadzba tlaka koja je
istog oblika kao i jednadzba korekcije tlaka:

ac pe —i[aﬁpN]k =b", (4.135)

k=1

gdje je b” definiran preko protoka F:

b = _kﬁ[ﬂk . (4.136)

Rubni uvjeti za jednadZzbu tlaka

Kod rubnih uvjeta tipa ulazni rub, ravnina simetrije i ¢vrsta nepropusna stijenka protok
F kroz rub je unaprijed zadan. Na izlaznom rubu se prije rjeSavanja jednadzbe tlaka
maseni protoci korigiraju s ciljem zadovoljavanja jednadzbe kontinuiteta za globalni
kontrolni volumen, kao $to je reCeno u opisu rubnih uvjeta za jednadzbu korekcije tlaka.
Dakle, ako se pri rjeSavanju jednadzbe tlaka uzmu tako korigirani protoci, oni se
takoder mogu smatrati poznatima. Ako je maseni protok poznat onda se u jednadzbi

(4.132) moZe uzeti da je F=F™™ j ayx =0, te su na taj nacin svi koeficijenti

jednadzbe tlaka prema ¢vorovima na rubu jednaki nuli, §to znaci da vrijednosti tlaka na
rubu ne utjecu na rjesenje polja tlaka. Za potreba izracunavanja sile tlaka po rubu vrsi se
ekstrapolacija tlaka iz vrijednosti u unutarnjim ¢vorovima.

Algoritam SIMPLER, Patankar 1981 [68], sastoji se od sljedecih koraka:

1. Pretpostave se komponente brzine u i v.
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2. IzraCunaju se koeficijenti za komponente jednadzbe koli¢ine gibanja u

smjeru osi x i y iz kojih se izracunaju komponente gradijenta tlaka z—p i 0 ,
X

na temelju kojih se izraCunaju maseni protoci F .

3. Rijesi se jednadzba tlaka, te se izraCunaju novi maseni protoci
F,=F,—a}(py—pc) kroz sve stranice konatnih volumena unutar

podrucja strujanja.

4. lIzraCunaju se komponente gradijenta polja tlaka iz vrijednosti tlaka u
glavnim ¢vorovima, te se rijeSe komponente jednadzbe koliine gibanja u
smjeru osi x i y.

5. Rijesi se jednadzba korekcije tlaka, te se na temelju korekcije tlaka
korigiraju maseni protoci F i komponente brzine u ¢voru. Vazno je
napomenuti da se polje tlaka ne korigira.

6. Ako strujanje nije izotermno, izracunaju se koeficijenti temperaturne
jednadzbe u diskretiziranom obliku, te se njenim rjeSavanjem dobije novo
polje temperature 7.

7. Ako je strujanje turbulentno, izracunaju se koeficijenti i rjeSavaju jednadzbe
kineticke energije turbulencije & i njene disipacije &.

8. IzraCuna se turbulentna dinamicka viskoznost y, .

9. IzraCunaju se reziduali svih jednadzbi 1 usporeduju s kriterijem
konvergencije. Ako bilo koji rezidual ne zadovoljava kriterij konvergencije
zapoc¢inje nova vanjska iterativna petlja od koraka 2. Inace iterativni
postupak zavrsava.

U algoritmu SIMPLER rjesava se jedna jednadzba vise nego u algoritmu SIMPLE
(jednadzba tlaka), ali se sukladno iskustvima s ovim algoritmom na pomaknutoj mrezi
oc¢ekuje manji broj iteracija, ¢ime to dodatno rjeSavanje postaje isplativo. Algoritam
SIMPLER na nepomaknutoj mrezi je moguce definirati zbog ortogonalnosti mreze, jer
bi se kod neortogonalne mreze pri racunanju normalne derivacije tlaka pojavile i
vrijednosti tlaka u drugim okolnih ¢vorovima, $to bi vodilo neefikasnom algoritmu.

4.8 POSEBNOSTI METODE KONACNIH VOLUMENA U
PROGRAMU CAFFA

Racunalni program CAFFA autora M. Peri¢a koji sluzi za usporedbu s vlastito
razvijenim programom dostupan je na Internet adresi ftp.springer.de. Ovaj program je
izabran jer je dana otvorena verzija programa, te se tocno mogu vidjeti svi detalji
programa, §to je osnovna pretpostavka za znanstvenu usporedbu rezultata, a s druge
strane je poznat u znanstvenim krugovima i uziva odredenu popularnost. S obzirom da
je numericki postupak koriSten u programu CAFFA detaljno opisan u knjizi, Ferziger i
Peri¢ [21], ovdje ¢e se dati samo njegov kratki opis. U metodi se koristi strukturirana
opc¢a neortogonalna geometrijska mreza pri ¢emu se komponente brzine i sve skalarne
veli¢ine racunaju u istim ¢vorovima (collocated grid). Za povezivanje polja brzine i
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tlaka koriSten je algoritam SIMPLE, Patankar 1980 [67]. Za diskretizaciju
konvekcijskih protoka koriStena je kombinacija uzvodne sheme diferencije i sheme
centralne diferencije.

4.8.1 Osnovni podaci o geometrijskoj mrezi

Kao §to je receno, u radu se koristi strukturirana geometrijska mreza s Cetverostranim
elementima. Podrucje prorauna se dijeli na odredeni broj nepreklapajuc¢ih konacnih
volumena tako da u svakom zamiSljenom retku ili stupcu ima isti broj volumena.
Cvorovi u kojima se radunaju vrijednosti fizikalnih veli¢ina smjeSteni su u geometrijska
srediSta (presjecisSta spojnica polovista nasuprotnih stranica konacnog volumena) i u
polovista stranica kona¢nih volumena koje se poklapaju s rubom podrucja proracuna.
Na taj nacin je broj ¢vorova u smjeru pojedine osi za dva veci od broja konacnih

volumena. Polozaj svakog ¢vora odreden je parom koordinata (x, y) =(x,,x,) odnosno

parom indeksa (i, /).

Slika 4.2 prikazuje tipicni kona¢ni volumen s lokalnim oznakama cvorova, gdje se
centralni ¢vor promatranog volumena oznacava sa P, a ¢vorovi susjednih konac¢nih
volumena u skladu s kompasnom notacijom s E, N, W i S. Polovista stranica konacnog
volumena oznacena su pripadaju¢im malim slovima, a vrhovi kona¢nog volumena
kombinacijom slova onih stranica koje se u promatranom vrhu sijeku. Sve geometrijske
karakteristike kona¢nog volumena racunaju se iz koordinata vrhova. Tako bi na primjer
veli¢ina povrSine A4, bila jednaka:

A4, = (5 =5 ) + (-2 ) (4.137)
UmnoZak vektora vanjske normale n; povr§inom A4, ima komponentu u smjeru osi x:

Adn = (Vo= 0.c) (4.138)
iu smjeru osi y:

Adn, =—(x,.—x,). (4.139)

Obujam konacnog volumena racuna se za slucaj ravninskog strujanja prema izrazu

1
V,=—[(x, - -
s 2[(xsc Yoo ) (Ve 22 )+ (s =2 ) # 00) , (4.140)

+(xnw _'xsw)(ynw +ysw)+(xne_xnw)(yne+ynw):|

gdje su kombinacijama malih slova se, ne, nw i sw oznacCena Cetiri vrha kona¢nog
volumena poredana u smjeru kazaljke na satu.
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Slika 4.2 Tipicni konacni volumen geometrijske mreze za program CAFFA

4.8.2 Diskretizacija jednadZbi matematickog modela

Prvi korak u metodi kona¢nih volumena je integracija konzervativnih oblika jednadzbi

matematickog modela po konacnom volumenu s centralnim ¢vorom P, ¢iji je polozaj
odreden indeksima (i, j ) Principi te integracije su potpuno istovjetni onima

primijenjenim u poglavlju 4.2 gdje je opisana diskretizacija opcée konvekcijsko
difuzijske jednadzbe po kona¢nom volumenu nestrukturirane mreze. Nakon integracije
preostale derivacije, odnosno vrijednosti nepoznanica na stranicama konacnog
volumena definiraju se uz pomo¢ sheme diferencije, te se dobije algebarska jednadzba u
kojoj se svi nelinearni ¢lanovi lineariziraju. Postupajuci tako za sve konacne volumene
unutar podrucja prorac¢una dobije se sustav linearnih algebarskih jednadzbi u koje je jos
potrebno ugraditi rubne uvjete. Sustav linearnih algebarskih jednadzbi u ovom slucaju
ima pravilnu (petdijagonalnu) matricu sustava, a rjeSava se pomocu SIP metode, Stone
[91].

U nastavku su dani samo detalji vezani uz shemu diferencije, buduci da se u opcem
sluc¢aju ovdje radi o neortogonalnoj mrezi, pa postoje razlike u odnosu na prije opisani
slucaj lokalno ortogonalne nestrukturirane mreze, dok su postupci diskretizacije
lokalnih ¢lanova, linearizacije izvorskih ¢lanova i metoda podrelaksacije ostali potpuno
isti. Za povezivanje polja brzine i tlaka koristi se algoritam SIMPLE koji je istovjetan
ve¢ opisanom algoritmu na nestrukturiranoj ortogonalnoj mrezi. Postoje samo male
razlike u izvodu jednadZbe za tlak, koje ¢e ovdje biti opisane.
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4.8.3 Uzvodna shema i shema centralne diferencije

Integracijom opcée konvekcijsko difuzijske jednadzbe slijedi izraz za protok fizikalnog
svojstva @, koji je za stranicu izmedu ¢vorova P i E oblika:

J, =Fe@e—Fea—(D AA
on

€

(4.141)

(o

gdje prvi ¢lan desne strane oznacava konvekcijski dio protoka, a drugi difuzijski dio. U
programu CAFFA koriste se uzvodna shema diferencije (Upwind Differencing Sheme —
UDS, Bier i Ris [7]) 1 shema centralne diferencije (Central Differencing Sheme — CDS,
Bier i Ris [7]), odnosno njihova kombinacija (definirana faktorom mijesanja tih dviju
shema). Konvekcijski dio protoka u uzvodnoj shemi diferencije definiran je, npr. za
stranicu izmedu ¢vorova P 1 E, izrazom:

Fo, za F >0
(Fo)™ =1 " T (4.142)
F®, za F <0
Prema shemi centralne diferencije, taj bi protok bio:
(F@,)” =F[ f.®, +(1- £.) @, ] (4.143)

gdje je f, = % faktor linearne interpolacije izmedu ¢vorova P i E.

Konvekeijski protok je u programu CAFFA opcenito definiran kombinacijom ovih
dviju shema:

F@,=y,(Fo,)"” +(1-7,)(F®,)", (4.144)
gdje je y, faktor mijeSanja shema diferencije. Ocito da se za y,=1 dobiva shema

centralne diferencije, a za y, =0 uzvodna shema. Kod same primjene gornjeg izraza

koristi se ,,deffered correction” pristup po kojem se kroz koeficijente diskretizirane
jednadzbe uvijek uzima puna vrijednost konvekcijskog protoka prema uzvodnoj shemi,
a ostatak se obracunava kroz slobodni ¢lan b desne strane diskretizirane jednadzbe s
vrijednostima varijabli u ¢vorovima iz prethodne iteracije.

Difuzijski dio protoka je u obje sheme definiran izrazom:

@] {2 } @.145)
on ), \o¢ ),

gdje je £ smjer koji se poklapa sa spojnicom ¢vorova PE prema slici 4.2 i u opéem

L)
on

A4, =144 22
¢

€ e

+ A4, [

slucaju je razli¢it od smjera normale. Prvi ¢lan desne strane gornjeg izraza se direktno
diskretizira, a c¢lanovi u uglatoj zagradi se dobiju linearnom interpolacijom iz
gradijenata @ u glavnim ¢vorovima. Ti se gradijenti racunaju pomocu Gaussovog
teorema. Razlika ¢lanova u uglatoj zagradi se racuna s vrijednostima gradijenata iz
prethodne iteracije, S§to usporava konvergenciju numerickog postupka. Za slucaj
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ortogonalne mreZe ta je razlika jednaka nuli, pa je to jedan od razloga zasto se pri
prijedlogu vlastite metode zahtijevala ortogonalnost stranice konacnog volumena i
spojnice odgovarajucih susjednih ¢vorova.

4.8.4 Algoritam SIMPLE u programu CAFFA

U programu CAFFA se za povezivanje polja brzine i tlaka koristi algoritam SIMPLE u
kojemu se rjeSava jednadzba za korekciju tlaka. Prema interpolaciji, Rhie i Chow 1983
[78], normalna komponenta brzine na stranici izmedu ¢vorova P i E je analogno izrazu
(4.45):

vm=ﬁ—[£] Ka_p] _(a_pj } (4.146)
‘ ' ap )|\ on), \on),

gdje se velicine s horizontalnom crtom iznad oznake dobivaju linearnom interpolacijom
iz vrijednosti u glavnim ¢vorovima. Za sluCaj ortogonalne mreze smjer normale se

. e . y 1%} . . ..
poklapa sa smjerom spojnice ¢vorova P i E, te se ¢lan (—pj jednostavno diskretizira.

on
Za sluCaj neortogonalne mreze ta dva smjera se ne poklapaju te se za diskretizaciju
y 0 . e i y . C e
¢lana (—pj moraju koristiti i gradijenti tlaka u ¢vorovima P 1 E i to iz prethodne
n [
iteracije, kao i u izrazu za difuzijski protok. Kad se radi o izrazu za korekciju brzina,

S . . N ' op' :
¢lanovi koji definiraju razliku derivacija [aij —[ij se zanemaruju, te se moze

n o0&
ocekivati da ¢e zbog toga numericki postupak sporije konvergirati. To je drugi razlog
zaSto se u vlastitoj metodi zahtijevala ortogonalnost mreze.

Svi ostali aspekti numericke metode ugradene u program CAFFA, pocevsi od
linearizacije izvorskih c¢lanova u k& 1 & jednadzbi do ugradnje rubnih uvjeta,
podrelaksacije i sl. su isti kao u vlastitom programu.
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5 REZULTATI I DISKUSIJA

5.1 UVOD

Racunalni program razvijen u okviru ovog rada, s predlozenim varijantama metode
kona¢nih volumena na lokalno ortogonalnoj nestrukturiranoj mrezi uz primjenu
algoritama SIMPLE i SIMPLER usporeduje se s javno objavljenim programom
CAFFA, autora M. Peri¢a u smislu brzine konvergencije i tocnosti rezultata.

Program CAFFA se temelji na metodi konac¢nih volumena na strukturiranoj
neortogonalnoj mrezi uz primjenu algoritma SIMPLE, a u njemu su ugradene uzvodna
shema diferencije, koja je prvog reda tocnosti, i shema centralne diferencije koja je
drugog reda toc¢nosti. Za sluc¢aj dominantnog konvektivnog transporta shema centralne
diferencije uzrokuje nestabilnost i divergenciju numerickog postupka, pa se u tom
slu¢aju kombiniraju uzvodna i shema centralne diferencije, pri ¢emu se koristi ,,deffered
correction” strategija. Difuzijski ¢lanovi koji potjecu od neortogonalnosti mreze tretiraju
se eksplicitno kroz izvorski ¢lan (koriStenjem vrijednosti nepoznanica u ¢vorovima iz
prethodne iteracije), a u jednadzbi za korekciju tlaka su takvi clanovi zanemareni.

U vlastitom programu su takoder ugradene uzvodna shema i shema centralne diferencije
koje se mogu kombinirati na isti nac¢in kao i u programu CAFFA, te eksponencijalna
shema 1 unaprijedena eksponencijalna shema, koja je drugog reda tocCnosti. U
varijantama metode konacnih volumena na lokalno ortogonalnoj nestrukturiranoj mrezi
nema clanova zbog neortogonalnosti mreze, pa se ocekuje da ¢e numericki postupak
brze konvergirati nego numericki postupak u programu CAFFA koji se primjenjuje na
neortogonalnoj mrezi. Zbog neortogonalnosti mreze nema potrebe za modeliranjem
dodatnih ¢lanova, a pored toga stranica kona¢nog volumena uvijek dijeli spojnicu njoj
susjednih ¢vorova na dva jednaka dijela, Sto osigurava vecu tocnost diskretizacije
jednadzbi, pa se moze ocekivati da ¢e i rezultati vlastite metode uz primjenu
geometrijske mreze iste gustoée i iste sheme diferencije biti toCniji od rezultata
programa CAFFA.

Na brzinu konvergencije numerickog postupka osim faktora podrelaksacije utjece jos i:
e fizikalni model strujanja (potencijalno, laminarno ili turbulentno strujanje),

e gusto¢a geometrijske mreze odnosno broj kona¢nih volumena, strukturiranost
mreZe, neortogonalnost mreze, neravnomjernost mreze,

e vrsta rubnih uvjeta: Cauchyevi, Neumanovi ili mjeSoviti rubni uvjeti i

e shema diferencije.
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Tocnost rjesenja je uglavnom funkcija gustoce geometrijske mreze i primijenjene sheme
diferencije. Za usvojeni matematicki model, toCnost rezultata raste s povecanjem
gusto¢e mreZe i u pravilu s povec¢anjem reda to¢nosti sheme diferencije.

U nastavku se sustavno testira osnovna hipoteza rada, da ¢e brzina konvergencije
algoritma SIMPLE na nestrukturiranoj lokalno ortogonalnoj mrezi biti veca nego na
strukturiranoj neortogonalnoj mrezi, te da ¢e na takvoj mrezi, uz primjenu iste sheme
diferencije rezultati biti to¢niji. Usporeduje se brzina konvergencije algoritama SIMPLE
i SIMPLER na nestrukturiranoj ortogonalnoj mrezi (vlastiti program) s brzinom
konvergencije algoritma SIMPLE na strukturiranoj mrezi (program CAFFA). Pri tome
se primjenjuje uzvodna shema diferencije radi izbjegavanja utjecaja ,deffered
correction” strategije koja se pojavljuje kod shema diferencije viSeg reda. Istrazuje se
ovisnost brzine konvergencije o faktorima podrelaksacije. Pri rjeSavanju jednadzbi
koli¢ine gibanja u algoritmu SIMPLE postoje faktori podrelaksacije za brzinu i tlak, a u
algoritmu SIMPLER samo za brzinu. Za svaku se metodu odreduje optimalna
kombinacija vrijednosti faktora podrelaksacije pri kojoj je konvergencija numerickog
postupka najveéa, mijenjajuci faktor podrelaksacije brzine s korakom 0,05, a faktor
podrelaksacije tlaka s korakom 0,1. Na kraju se usporeduju brzine konvergencije triju
metoda pri tako odredenim optimalnim kombinacijama vrijednosti faktora
podrelaksacije. Takoder se istrazuje utjecaj neortogonalnosti mreze, gustoe mreze i
sheme diferencije na brzinu konvergencije, a izabrani testovi su iz kategorije
potencijalnog, laminarnog i turbulentnog strujanja. Pri rjeSavanju turbulentnog strujanja
osim nelinearnosti jednadzbe koli¢ine gibanja postoji i nelinearnost jednadzbi modela
turbulencije, pa se u tom slucaju analizirira brzina konvergencije jednadzbi modela
turbulencije u odnosu na brzinu konvergencije sustava jednadzbi koli¢ine gibanja i
jednadZbe kontinuiteta.

U svim testovima koji slijede fizikalne veli¢ine kojima nije navedena mjerna jedinica su
bezdimenzijske, pri cemu nije bitno na koji nac¢in su svedene na bezdimenzijski oblik.
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Test 1 — Provodenje topline u geometrijski sloZenom podrucju

Utjecaj neortogonalnosti mreze moze se dobro pokazati na primjeru provodenja topline
u miruju¢em kontinuumu konstantne gustoc¢e i specificnog toplinskog kapaciteta. Uz
pretpostavku konstantne toplinske vodljivosti i za slucaj bez toplinskih izvora, ovo
provodenje topline je opisano linearnom parcijalnom jednadzbom. Ta se jednadzba
diskretizacijom prevodi u sustav linearnih algebarskih jednadzbi, Cije se numericko
rjeSenje, bez podrelaksacije, dobije jednim rjeSavanjem, a tocnost rjesenja je odredena
tocnoscu rjeSavanja samog sustava. Naravno, ovo vrijedi kada se diskretizacija vr$i na
ortogonalnoj mrezi, kod koje se toplinski tok, odnosno normalna derivacija temperature
na stranici kona¢nog volumena racuna samo iz vrijednosti temperatura u dva susjedna
¢vora koja leze na okomici na tu stranicu. Za slucaj neortogonalne mreze za
diskretizaciju toplinskog toka kroz stranicu kona¢nog volumena potrebno je poznavati i
derivaciju temperature u smjeru okomito na spojnicu dvaju ¢vorova. Budu¢i da je ova
derivacija nepoznata, sustav se rjeSava iterativno pri ¢emu se u tekucoj iteraciji koristi
vrijednost derivacije izracunate preko vrijednosti temperature iz prethodne iteracije.

Analiza provodenja topline u mirujuéem kontinuumu se vr$i u podrucju oblika
zakrivljene trake s jednim zavojem od 180° i jednim od 90°, kao $to je prikazano na
slici 5.1. Ocito je da se pri diskretizaciji podru¢ja proracuna takvog oblika
strukturiranom mrezom ne moze ostvariti ortogonalnost mreze u svim dijelovima
podruéja. Slika 5.1 prikazuje mrezu linija koje povezuju ¢vorove u kojima se racuna
temperatura, pripremljenu za program CAFFA, a slika 5.2 oblike kona¢nih volumena i
poziciju centralnih ¢vorova za vlastiti program. Prva mreza sadrzi 1080, a druga 1059
konacnih volumena (KV). Gornji horizontalni rub tog podrucja se odrzava na niskoj
temperaturi (izotermicni rub s T = 0), a desni vertikalni rub je na visokoj temperaturi
(izotermi¢ni rub s T = 400), dok je na ostalim stranicama kontinuum izoliran prema
okoliSu (ostali rubovi su adijabatski).
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Slika 5.2 Test 1 — geometrijska mreza za viastiti program

Problem je rijeSen programom CAFFA uz primjenu CDS sheme diferencije i uz faktor
podrelaksacije temperature «, =0,99 (numeric¢ki postupak je divergirao za slucaj

a, =1). Zbog eksplicitnog tretiranja ¢lanova koji su posljedica neortogonalnosti mreze

rjeSenje se nuzno dobiva iterativnim postupkom. Slika 5.3 prikazuje promjenu reziduala
temperaturne jednadzbe s brojem iteracija (brzinu konvergencije). 1z slike je jasno da je
za smanjivanje nenormiranih reziduala za tri reda veli¢ine potrebno 85 iteracija.
Vlastitim programom se, bez podrelaksacije, prema ocekivanju rjeSenje dobije u jednoj
iteraciji. Slika 5.4 prikazuje izraCunate izoterme primjenom vlastitog programa koje
odgovaraju izotermama izracunatim programom CAFFA.
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10 0 25 50 75 100
Broj iteracija
Slika 5.3 Test 1 — brzina konvergencije Slika 5.4 Test 1 — izracunate izoterme

temperaturne jednadzbe
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5.2 POTENCIJALNO STRUJANJE FLUIDA

Cilj testiranja u uvjetima potencijalnog strujanja je ocjena utjecaja neortogonalnosti
geometrijske mreze pri rjeSavanju sustava: jednadzbe kontinuiteta i jednadzbe kolic¢ine
gibanja u uvjetima s poznatim rubnim uvjetima po svim rubovima i bez difuzije. Utjecaj
neortogonalnosti mreze se pojavljuje samo u jednadzbi za korekciju tlaka. Naravno,
problem potencijalnog strujanja se rjeSava bez pretpostavke o bezvrtloznom strujanju
(rjeSavaju se Eulerove jednadzbe).

Test 2 — Potencijalno strujanje u pravom kutu

Analizira se potencijalno ravninsko strujanje fluida gustote p=1 u pravom kutu.

Analiticko rjeSenje ovog strujanja za slucaj da se ishodiSte koordinatnog sustava
poklapa s vrhom pravog kuta je definirano sljede¢im izrazima: polje brzine u=Cx i

. 1 . . . .
v=-Cy, a polje tlaka p = p, —E,o(u2 +v2), gdje su C'1 p, proizvoljne konstante. U
ovom testu je uzeto C=10.

U cilju ocjene utjecaja neortogonalnosti mreze problem se rjeSava jednom u podrucju
oblika romboida kojemu je Siljasti kut 45° (gdje za program CAFFA nije moguce dobiti
ortogonalnu mrezu), a drugi puta u podrucju oblika kvadrata (slu¢aj ortogonalne mreze).
Buduéi je poznato analiticko rjeSenje ovog problema, po svim ¢e se rubovima podrucja
proracuna specificirati to¢ne vrijednosti polja brzine, tako da je utjecaj ugradnje rubnih
uvjeta (misli se prvenstveno na izlazni rub) isklju¢en. Ovaj ¢e se test ujedno iskoristiti
za ocjenu utjecaja gustoe mreze na brzinu konvergencije numerickih postupaka. Za
svaku ¢e se mrezu pronaci optimalne kombinacije vrijednosti faktora podrelaksacije
(kod kojih svaka pojedina metoda najbrZe konvergira) mijenjajuci faktor podrelaksacije
brzine s korakom 0,05, a faktor podrelaksacije tlaka s korakom 0,1.

Na slici 5.5 je prikazano podrucje prora¢una oblika romboida (horizontalna stranica i
visina romboida su duljine 16) s geometrijskom mrezom za program CAFFA, a na slici
5.6 isto podru¢je s konacnim volumenima i ¢vorovima za vlastiti program. Gornji
horizontalni rub i donji lijevi vrh podrucja proratuna se nalaze na stranicama pravog
kuta unutar kojeg se odvija potencijalno strujanje. Strukturirana mreza na slici 5.5 ima
16x16 KV, a nestrukturirana mreza na slici 5.6 ima 264 KV (u nastavku ¢e se za te
mreze koristiti oznaka M1). Za potrebe ocjene utjecaja gustoe mreze na brzinu
konvergencije definirane su jo§ dvije mreze: strukturirana mreza s 40x40 KV i
ekvivalentna nestrukturirana s 1648 KV (oznaka M2), te strukturirana s 80x80 KV i
ekvivalentna nestrukturirana s 6185 KV (oznaka M3). U cilju ocjene utjecaja
neortogonalnosti izvrSen je proracun na mrezi kvadratnog oblika (duljine stranice
kvadrata 16) s 40x40 KV (oznaka M2-0O) koja je ista za sve metode.
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Slika 5.6 Test 2 — podrucje proracuna i geometrijska mreza za vlastiti program

Slike 5.7 do 5.10 prikazuju brzinu konvergencije algoritma SIMPLE u vlastitom
racunalnom programu na mrezi M2. Brzina konvergencije se promatra kroz promjenu
nenormiranog masenog reziduala s brojem iteracija. Kao kriterij je odabran maseni
rezidual jer se pokazalo da se ovaj rezidual u pravilu najsporije smanjuje. Brzina
konvergencije je prikazana u funkciji faktora podrelaksacije brzine «,, (parametarske
krivulje) pri ¢emu se svaki dijagram odnosi na konstantni faktor podrelaksacije tlaka
a, 1 to redom a,=0,1, 04, 0,5 i 0,6. Iz dijagrama na slici 5.7 koji se odnosi na
a,=0,1 je ocito da se povecanjem faktora «, povecava brzina konvergencije. Pri

ostalim faktorima podrelaksacije tlaka se povecanjem faktora ¢, povecava brzina

konvergencije, ali samo do odredene vrijednosti nakon koje se brzina konvergencije
smanjuje ili ¢ak dolazi do divergencije numerickog postupka. Na slici 5.9 se moze
uotiti da ée maseni rezidual pasti na vrijednost ispod 10 (unaprijed zadana to¢nost) u
najmanjem broju iteracija (ovdje 59) za kombinaciju vrijednosti faktora «,, =0,80 1

a,=0,5 Sto ¢e se za ovu metodu smatrati optimalnom kombinacijom vrijednosti
faktora podrelaksacije. 1z slika 5.8 do 5.10 se takoder moZe uociti da za «,, =0,75 1za

a,=0,4 do 0,6 broj iteracija za postizanje zadane toCnosti ne prelazi 70. Takoder je
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Jasno da se s povecanjem faktora «, smanjuje vrijednost «,, kod koje numericki
postupak pocinje divergirati.

Slike 5.11 do 5.13 prikazuju brzinu konvergencije algoritma SIMPLE u programu
CAFFA na mrezi M2 pri faktorima podrelaksacije tlaka a,=0,05, 0,1 102 Iz
navedenih slika je vidljivo da je ovisnost brzine konvergencije o faktoru «,, sli¢na kao
u prethodnom slucaju s tim da je za konvergenciju numerickog postupka potrebno drzati
nize vrijednosti faktora «,. Budu¢i da se radi o istom algoritmu, ovu potrebu za
smanjivanjem faktora «, se moZe objasniti neortogonalno§¢u mreze. Sa slike 5.12 se
moze ocitati optimalna kombinacija vrijednosti faktora podrelaksacije «,, =0,35 i
a, =0,1. Pri toj kombinaciji, potreban broj iteracija za postizanje zadane to¢nosti iznosi

309, §to je puno vece nego u prethodnom slucaju. Ovo povecanje se moze jedino
objasniti neortogonalno$¢u mreze.

Slika 5.14 prikazuje brzinu konvergencije algoritma SIMPLER u vlastitom racunalnom
programu na mrezi M2. U ovoj metodi je faktor «, suviSan, pa su svi rezultati

prikazani u jednom dijagramu. Ponovo se povecanjem faktora «, povecava brzina
konvergencije i najveca je za «,, = 0,95 (pri vrijednosti ¢, =1 metoda je divergirala, a
vrijednosti izmedu 0,95 i 1 nisu ispitivane). Zadana to¢nost postignuta je u 29 iteracija.

Na slikama 5.15 1 5.16 su prikazane brzine konvergencije algoritma SIMPLE u
vlastitom programu uz optimalni faktor podrelaksacije tlaka o, =0,5 1 algoritma

SIMPLE u programu CAFFA uz, takoder optimalni faktor podrelaksacije tlaka «, = 0,1

na mrezi M3. Vidi se da i na ovoj mrezi algoritam SIMPLE konvergira brze i pri ve¢im
faktorima podrelaksacije brzine, kao i na manjim mrezama.

Na slici 5.17 je dana usporedba brzine konvergencije triju metoda pri proracunu ovog
problema na dva podrucja, jedno oblika romboida (mreza M2) i drugo kvadratnog na
mrezi 40x40 KV (mreza M2-0O). Ova slika jasno pokazuje utjecaj neortogonalnosti
mreze na brzinu konvergencije jer je ocito da ¢e algoritam SIMPLE u programu
CAFFA, uz ortogonalnu mrezu, konvergirati slicnom brzinom kao i algoritam SIMPLE
u vlastitom programu.

Slike 5.18 do 5.20 pokazuju utjecaj gustoce mreze na brzinu konvergencije redom
algoritama SIMPLER, SIMPLE u vlastitom programu i programu CAFFA. Proracun je
izvrSen na mrezama M1, M2 i M3 uz optimalno odredenu kombinaciju vrijednosti
faktora podrelaksacije na mrezi M2. Kod svih algoritama se s povecanjem gustoce
mreze povecava potrebni broj iteracija za postizanje zadane to¢nosti. Kod svih metoda
se broj potrebnih iteracija za postizanje zadane to¢nosti na mrezi M3 dvostruko povecao
u odnosu na broj iteracija na mrezi M1.

Tablica 5.1 prikazuje optimalne kombinacije vrijednosti faktora podrelaksacije triju
metoda na svim mrezama. OCcito je da je faktor podrelaksacije brzine za algoritam
SIMPLER gotovo neosjetljiv na promjenu gusto¢e mreze (vrijednost ¢, =0,9 daje
neznatno vecu brzinu konvergencije u odnosu na vrijednost «,, =0,95). Sli¢no vrijedi i

za faktore podrelaksacije u algoritmu SIMPLE, dok se optimalne kombinacije
vrijednosti faktora podrelaksacije u programu CAFFA znacajnije mijenjaju.
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Slika 5.20 Test 2 — utjecaj gustoce mreze

na brzinu konvergencije,
program CAFFA

Tablica 5.1 Test 2 — optimalne kombinacije vrijednosti faktora podrelaksacije za

razlicite mreze

Mreza Metoda/Program | «,, a,
M1 SIMPLER 0,95 -
16x16 SIMPLE 0,75 0,7
romboid CAFFA 0,30 0,2
M2 SIMPLER 0,95 -
40x40 SIMPLE 0,80 0,5
romboid CAFFA 0,35 0,1
M3 SIMPLER 0,90 -
80x80 SIMPLE 0,80 0,5
romboid CAFFA 0,50 0,1
M2-0O SIMPLER 0,95 -
40x40 SIMPLE 0,80 0,5
kvadrat CAFFA 0,80 04
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5.3 LAMINARNO STRUJANJE FLUIDA

U slucaju laminarnog strujanja se, za razliku od potencijalnog, pojavljuje i viskoznost
fluida, Sto ¢e imati utjecaja na brzinu konvergencije numerickog postupka jer se u
¢lanovima s viskoznoS¢u pojavljuje druga derivacija brzina $to tim jednadzbama daje
elipticki karakter. Elipticnost problema rezultira jaCom ovisno$¢u izmedu vrijednosti
varijabli u ¢vorovima (vrijednost u promatranom c¢voru utjece na vrijednosti u svim
okolnim ¢vorovima, a i ovisi o tim vrijednostima), pa se moze ocekivati i sporija
konvergencija.

Test 3 — Laminarno strujanje u kosokutnoj supljini s jednim pomicnim
rubom

U ovom testu se racuna ravninsko laminarno strujanje fluida u zatvorenoj posudi oblika
romba Cija se gornja ravna stijenka giba u tangencijalnom smjeru brzinom v, =1.

Duljina stijenke romba je a =1, a ostri kut je B =45°. Karakteristika ovog testa je da

su svi rubovi ¢vrste nepropusne stijenke $to znaci da nema ni ulaznih ni izlaznih rubova
1 da su komponente brzine zadane po svim rubovima podrucja. S obzirom da je u ovom
testu fluid viskozan, odnosno da postoji difuzijski protok, slika strujanja ovisi o
Reynoldsovom broju. Za izabranu visoku vrijednost Reynoldsovog broja u slici
strujanja se pojavljuju tri vrtloga. S obzirom da za ovaj problem ne postoji analiticko
rjesSenje, za ocjenu tocnosti rezultata dobivenih vlastitim programom i programom
CAFFA koristit ¢e se rezultati dobiveni komercijalnim racunalnim paketom FLUENT
na vrlo finoj mrezi (160x160 konacnih volumena). Slika 5.21 prikazuje strujnice
opisanog strujanja kao rjeSenje dobiveno programom FLUENT.

Problem se rjesava numericki na dvije razli¢ite mreze: strukturirana mreza s 40x40 KV
(za program CAFFA) i njoj ekvivalentna nestrukturirana mreza s 1636 KV za vlastiti
program (oznaka MI), te strukturirana mreza s 80x80 KV, odnosno ekvivalentna
nestrukturirana mreza s 6403 KV (oznaka M2).
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Slika 5.21 Test 3 — slika strujnica dobivena programom FLUENT na mrezi 160x160 KV

Slike 5.22 do 5.25 prikazuju brzinu konvergencije algoritma SIMPLE u vlastitom
ra¢unalnom programu na mrezi M1 uz primjenu uzvodne sheme diferencije u funkciji
faktora podrelaksacije brzine ¢, (parametarske krivulje), pri ¢emu se svaki dijagram

odnosi na konstantni faktor podrelaksacije tlaka «, ito redom «,=0,05,0,1,0,210,5.

Kao i u prethodnom slucaju (Test 2), za zadani faktor podrelaksacije tlaka se
povecanjem faktora podrelaksacije brzine povecava brzina konvergencije, ali samo do
odredene vrijednosti nakon koje se brzina konvergencije smanjuje ili ¢ak dolazi do
divergencije numeri¢kog postupka. Sto je «, manji, to ¢e vrijednost faktora «,, kod

koje dolazi do divergencije numeri¢kog postupka biti ve¢a. Za promatrani slucaj se sa
slike 5.23 moze ocitati optimalna kombinacija vrijednosti faktora podrelaksacije
2, =095 1 a,=0,1. Slika 5.26 prikazuje utjecaj faktora podrelaksacije tlaka pri
zadanoj vrijednosti faktora podrelaksacije brzine «,, = 0,8. Ocito je da je utjecaj faktora
podrelaksacije tlaka relativno slab u situacijama u kojima je faktor ¢,, dovoljno mali da
postupak konvergira.

Za program CAFFA optimalna kombinacija vrijednosti faktora podrelaksacije na mrezi
Mlje ¢, =0,7 1 ,=0,1 prikojoj se zadana tocnost postigne u 379 iteracija.

Slika 5.27 prikazuje brzinu konvergencije algoritma SIMPLER u vlastitom racunalnom
programu na mrezi M1 uz primjenu UDS sheme diferencije. Optimalna vrijednost
faktora podrelaksacije brzine je «,, =0,95 kod koje se postiZze zadana to¢nost u 122

iteracije (pri ¢,, = 0,98 se zadana toCnost postigne u 98 iteracija).

Slika 5.28 prikazuje usporedbu brzine konvergencije triju metoda pri Cemu se rezultati
odnose na odgovaraju¢u optimalnu kombinaciju vrijednosti faktora podrelaksacije.
Algoritam SIMPLER i u ovom testu najbrze konvergira.

Na slici 5.29 je prikazan utjecaj gusto¢e mreze na brzinu konvergencije. Pri primjeni
algoritma SIMPLER numericki postupak nije konvergirao na mrezi 80x80 KV (mreza
M2) s optimalnom vrijednoS¢u faktora «, =0,95 odredenoj na mrezi M1, pa se
prikazani rezultati na mrezi M2 odnose na faktor «,, =0,9. Algoritam SIMPLE je na

mrezi M2 konvergirao uz istu kombinaciju faktora podrelaksacije kao i na mrezi M1, te
se pokazao za ovaj slucaj manje osjetljivim na povecanje mreze.
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Na slici 5.30 je prikazana brzina konvergencije algoritama SIMPLER i SIMPLE uz
primjenu Cetiriju ugradenih shema diferencije, pri cemu su sheme CDS i EDSI drugog
reda to€nosti i temelje se na ,,deffered correction” pristupu. Svi proracuni su izvrSeni na
mrezi M1 uz primjenu faktora podrelaksacije brzine za algoritam SIMPLER ¢,, =0,98,

a za algoritam SIMPLE «,, =0,95 1 «, =0,1 koji predstavljaju optimalnu kombinaciju

odredenu primjenom UDS sheme diferencije. Iz dobivenih rezultata se moze zakljuciti
da je u ovoj situaciji algoritam SIMPLER manje osjetljiv na promjenu sheme
diferencije.

Prema pretpostavci iznesenoj u uvodu ovog poglavlja ocekuje se da ¢e rezultati
dobiveni vlastitim programom biti vece toCnosti od rezultata dobivenih programom
CAFFA sto se temelji na Cinjenici da u vlastitoj metodi nema potrebe za modeliranjem
neortogonalnih ¢lanova koji se pojavljuju u metodi ugradenoj u program CAFFA.
Usporeduju se odstupanja rjeSenja na mrezi M1 dobivena primjenom iste CDS sheme
diferencije u odnosu na numeric¢ko rjeSenje dobiveno programom FLUENT na mrezi
160x160 KV uz primjenu uzvodne sheme drugog reda to¢nosti i algoritma SIMPLE koji
se takoder temelji na interpolaciji Rhie i Chow 1983 [78]. Slike 5.31 i 5.32 prikazuju
prostornu raspodjelu pogreske u komponente brzine definirane izrazom:

ez”FLUENT_”.loo%, 5.1

Vi

gdje je ug ey komponenta brzine u izraCunata programom FLUENT, u brzina
izracunata na mrezi M1 vlastitim programom ili programom CAFFA, a v, konstantna

brzina pomicanja gornjeg horizontalnog ruba. Pogreska u komponente brzine u rjesenju
dobivenom vlastitim programom je izmedu -4 % do 4 %, dok je pogreska u rjeSenju
dobivenom programom CAFFA izmedu -9 % do 9 %. Usporedbom ovih dviju slika
vidljivo je da je podrucje u kojem je pogreska iznad 2% puno veée u rjeSenju koje je
dobiveno primjenom programa CAFFA. Slike 5.33 1 5.34 prikazuju prostornu
raspodjelu pogreske v komponente brzine definirane analogno izrazu (5.1). Ponovo je
oCito da je pogreska u rjesenju dobivenom programom CAFFA koja je izmedu -8 % do
8 % puno veca od pogreske u rjeSenju dobivenom vlastitim programom koja je izmedu -
4 % do 4 %. Slika 5.35 prikazuje usporedbu profila komponente brzine u u presjeku
x=0,853 =konst. i profila komponente brzine v u presjeku y =0,353 =konst. na
mrezi M1 uz primjenu CDS sheme diferencije. 1z prikazanih profila v komponente
brzine vidljivo je dobro slaganje rezultata dobivenih vlastitim programom u odnosu na
rezultate dobivene programom FLUENT. Slika 5.36 prikazuje usporedbu profila
komponente brzine u u presjeku x =0,853 =konst. i profila komponente brzine v u
presjeku y =0,353 = konst. izracunate vlastitim programom na mrezi M2 uz primjenu
EDSI sheme u vlastitom programu i CDS sheme u programu CAFFA. Rezultati
dobiveni vlastitim programom to¢niji su od rezultata dobivenih programom CAFFA.
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Test 4 — Laminarno strujanje u naglom proSirenju

Ovo je jedan od standardnih testova koji se Cesto pojavljuje u literaturi. Strujanje u
naglom proS$irenju karakterizirano je pojavom zone recirkulacijskog strujanja, a dobar
pokazatelj to¢nosti rjeSenja je udaljenost tocke od ulaza u naglo proSirenje u kojoj
strujanje ponovo nalijeze na stijenku (duljina zone recirkulacije). U ovoj situaciji ¢e se u
oba programa koristiti pravilna ortogonalna mreza.

Svrha ovog testa je usporedba brzina konvergencije algoritma SIMPLE u vlastitom
programu i programu CAFFA gdje se ocekuje da ¢e zbog ortogonalnosti mreze te brzine
biti priblizno jednake. S druge strane ¢e se usporediti tocnost rezultata dobivenih
primjenom uzvodne sheme koja je prvog reda toCnosti i EDSI sheme koja je drugog
reda tocnosti.

Slika 5.37 shematski prikazuje podruCJe proracuna i geometrijsku mrezu. Rubovi AB i

CDE su nepropusne stijenke, rub AE je ulazni rub, a rub BC izlazni rub. Visina

stepenice ED iznosi h=1, a $irina kanala BC je 3. Na ulaznom rubu je propisan
parabolicni profil u komponente brzine koji odgovara razvijenom laminarnom strujanju
u prostoru izmedu beskonacnih paralelnih plo¢a zadan izrazom u odnosu na koordinatni
sustav na slici 5.37:

uz—uv(y—l)(3—y), (5.2)

gdje je srednja brzina na ulazu u, =1. Gustoc¢a fluida je p =229, a viskoznost fluida
pu,h
U

4 =1, tako da je Reynoldsov broj na bazi visine stepenice jednak Re = =229.Za

y . e . y 2.
potrebe proracuna, polje brzine je inicijalizirano s vrijednos¢éu u = gu iv=0.

sr

Slika 5.37 Test 4 — shematski prikaz problema i geometrijska mreza
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Geometrijska mreza sadrzi 42x42, odnosno 1764 KV. U cilju odredivanja optimalne
kombinacije vrijednosti faktora podrelaksacije, proracun je vrSen mijenjaju¢i «,, u

podrucju od 0,55 do 0,951 &, u podrucju od 0,05 do 0,5.

Slike 5.38 do 5.41 prikazuju brzinu konvergencije algoritma SIMPLE u vlastitom
racunalnom programu. Brzina konvergencije se promatra kroz promjenu normiranog
masenog reziduala s ulaznim masenim protokom u funkciji broja iteracija. Brzina
konvergencije je prikazana u funkciji faktora podrelaksacije brzine «,, (parametarske

krivulje) pri ¢emu se svaki dijagram odnosi na konstantni faktor podrelaksacije tlaka
a, ito redom «,=0,05, 0,1, 0,21 0,3. U svim slucajevima u kojima je postupak

konvergirao s povecavanjem faktora «, poveavala se 1 brzina konvergencije, a
optimalna kombinacija je «,=0,95 1 «,=0,1. Ove vrijednosti su dobivene

mijenjanjem faktora podrelaksacije brzine s korakom 0,05 i faktora podrelaksacije tlaka
s korakom 0,1 (s manjim koracima dobila bi se vjerojatno nesto drukcija optimalna
kombinacija vrijednosti tih faktora). Slike 5.42 do 5.45 prikazuju brzinu konvergencije
algoritma SIMPLE u programu CAFFA za iste kombinacije faktora podrelaksacije kao
na slikama 5.38 do 5.41. Usporedbom odgovarajuc¢ih slika moze se primijetiti da su
brzine konvergencije gotovo identi¢ne, $to se moglo i ocekivati buduéi da je proracun
vrsen na ortogonalnoj mrezi, te prakticki nema razlika u dvjema metodama. Ova
¢injenica je ujedno i jedna vrsta potvrde ispravnosti vlastitog racunalnog programa.

Slika 5.46 prikazuje utjecaj faktora «, (parametarske krivulje) uz konstantni faktor
@, =0,85. Na slici nema krivulja za «,>0,3 jer je ve¢ za «,=0,4 metoda
divergirala. OcCito je da brzina konvergencije ne ovisi znacajno o faktoru o, za slucaj
da metoda konvergira. Utjecaj faktora &, ocituje se u mogucnosti povecanja faktora

o, pri kojem metoda obi¢no brze konvergira. U navedenom primjeru bi dakle bilo

uv

bolje drzati faktor , na nizoj vrijednosti kako bi faktor &, mogao biti Sto veci.

Slika 5.47 prikazuje brzinu konvergencije algoritma SIMPLER u vlastitom racunalnom
programu iz koje je ponovo vidljivo da se povecanjem faktora ¢, povecava brzina

konvergencije i najveca je za «,, = 0,95 (pri vrijednosti ¢, =1 metoda je divergirala, a
vrijednosti izmedu 0,95 i 1 nisu ispitivane jer je metoda pocela pokazivati zastoje u
brzini konvergencije ve¢ kod o, =0,95).

Slika 5.48 prikazuje usporedbu brzine konvergencije triju metoda iz koje je jasno da
algoritmi SIMPLE u dva programa konvergiraju prakticki istom brzinom i to kod istih
optimalnih kombinacija vrijednosti faktora podrelaksacije. Algoritam SIMPLER je ¢ak
nesto 1o8iji od algoritma SIMPLE jer pokazuje periodic¢ke zastoje u brzini konvergencije
Sto se moze obrazloziti ¢injenicom da se vrijednost «,, = 0,95 nalazi vrlo blizu granice

kod koje metoda pocinje divergirati.
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algoritam SIMPLE za «, = 0,1
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Slika 5.41 Test 4 — brzina konvergencije,
algoritam SIMPLE za «, = 0,3
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Slika 5.43 Test 4 — brzina konvergencije,
program CAFFA za a,=0,1

Slika 5.45 Test 4 — brzina konvergencije,
program CAFFA za o, =0,3
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Slika 5.47 Test 4 — brzina konvergencije, Slika 5.48 Test 4 — usporedba brzina
algoritam SIMPLER konvergencije triju metoda

U ovoj test situaciji uobicajeno je testirati tocnost metode, odnosno sheme diferencije,
jednostavno kroz duljinu zone recirkulacije, odnosno udaljenost tocke od ulaza u naglo
prosirenje u kojoj glavna struja fluida nalijeze na donju stijenku. Poznato je da sheme
nizeg reda to¢nosti daju manju vrijednost te udaljenosti. Slike 5.49 1 5.50 prikazuju slike
strujnica i izobara dobivene kao rezultat proracuna vlastitim programom i to primjenom
uzvodne, odnosno EDSI sheme diferencije. 1z slika je oc¢ito da EDSI shema diferencije
daje dulju zonu recirkulacije jer je to shema viSeg reda to¢nosti, a manju razliku tlaka
(na obje slike ista boja oznacuje isto podrucje tlaka). Udaljenost tocke u kojoj glavna
struja fluida nalijeze na donju stijenku najto¢nije se odreduje iz promjene smi¢nog
naprezanja na donjoj stijenci, naime poznato je da je u tofki nalijeganja smicno
naprezanje jednako nuli. Slike 5.51 i 5.52 prikazuju raspodjelu bezdimenzijskog
smi¢nog naprezanja 7 =27, / pu’. (gdje je 7, smi¢no naprezanje na zidu). Iz promjene
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smic¢nog naprezanja moze se ocitati da je duljina zone recirkulacije kod primjene
uzvodne sheme X,/h=10,94, a kod primjene EDSI sheme X,/h=12,74. Ti su

rezultati ucrtani u dijagram na slici 5.53 preuzet iz ¢lanka Hackman [28] koji prikazuje
njegove rezultate u funkciji broja konac¢nih volumena za dvije vrste mreze i za dvije
primijenjene sheme diferencije. KoriStene su SHUDS shema (Skew Hybrid Upstream
Differencing Scheme) koja je drugog reda to¢nosti i UWDS shema (Upstream Weighted
Differencing Scheme) koja je vrlo slicna EDS shemi diferencije 1 pri visokim
vrijednostima Pecletovog broja je prvog reda to¢nosti. Od mreza su koriStene pravilna
kartezijska mreza i1 krivocrtna mreza. Hackmanovi rezultati proracuna su to¢niji kod
primjene sheme viSeg reda i pravilne kartezijske mreze. 1z slike 5.53 je ocCito da se
duljina zone recirkulacije dobivena primjenom EDSI sheme vrlo dobro slaze s
Hackmanovim rezultatima na kartezijskoj mrezi i primjeni SHUDS sheme diferencije, a
rezultati dobiveni primjenom uzvodne sheme s Hackmanovim rezultatima na
kartezijskoj mrezi i primjeni UWDS sheme diferencije.

0 ' 12 14 16 18 20

Slika 5.49 Test 4 — slika strujnica i izobara, viastiti program, UDS shema diferencije
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Slika 5.50 Test 4 — slika strujnica i izobara, viastiti program, EDSI shema diferencije
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5.4 TURBULENTNO STRUJANJE FLUIDA

U problemima turbulentnog strujanja fluida u matematicki model koji se rjesava
ukljucene su i jednadzbe k—& modela turbulencije koje imaju izrazito nelinearne
izvorske Clanove. Moze se ocekivati da ¢e ta nelinearnost u geometrijski i fizikalno
slozenijim situacijama, takoder utjecati na brzinu konvergencije. Budu¢i da se ta
nelinearnost tretira jednako u svim algoritmima, moZe se dogoditi da slika o brzini
konvergencije bude iskrivljena upravo zbog utjecaja nelinearnosti u jednadzbama
modela turbulencije. S druge strane, u strujanjima tipa razvoja strujanja u kanalu, gdje je
turbulentna viskoznost velika samo uz stijenku, moze se dogoditi da numericki
postupak brze konvergira za slucaj turbulentnog strujanja nego za slucaj laminarnog, jer
je profil brzine jednolikiji po presjeku za slucaj turbulentnog strujanja pa se do
razvijenog profila dolazi u manjem broju iteracija. U laminarnom strujanju se pokazalo
da sva tri algoritma pri optimalnim kombinacijama vrijednosti faktora podrelaksacije
imaju slicnu brzinu konvergencije, pa ¢e se za slucaj turbulentnog strujanja ponovo
krenuti od strujanja u naglom prosirenju koje ¢e se racunati na pravilnoj kartezijskoj
mrezi. Drugi test ¢e biti turbulentno strujanje u zakrivljenom kanalu na djelomi¢no
neortogonalnoj mrezi (misli se na program CAFFA), a u trecoj test situaciji ¢e se
usporediti algoritmi SIMPLE i SIMPLER u jednoj geometrijski i fizikalno slozenijoj
situaciji.

Test 5 — Turbulentno strujanje u naglom proSirenju

Ovo je takoder vrlo Cesti test u literaturi, jer postoje rezultati mjerenja profila brzine i
kineti¢ke energije u nekoliko popre¢nih presjeka, te profila tlaka duz donje stijenke u
zoni recirkulacije. Svrha ovog testa je ocijeniti brzine konvergencije razli¢itih metoda
na pravilnoj ortogonalnoj mrezi u uvjetima rjeSavanja jednadzbe za kineticku energiju
turbulencije i jednadZzbe za disipaciju kineticke energije turbulencije. S druge strane ¢e
se usporediti izracunati profili brzine, kineticke energije, te raspodjele tlaka po donjoj
stijenci s rezultatima mjerenja i rezultatima proracuna drugim metodama objavljenim u
literaturi.

Shematski prikaz problema dan je na slici 5.37 iz prethodnog primjera. Ovdje je
podrucje strujanja pravokutnog oblika visine 3/ i duljine L =204 gdje je £ =0,0381m.
Fluid gustoée p=1,83698kg/m’ i koeficijenta  dinamicke viskoznosti
1=1,83698-10"° kg/ms ulazi srednjom brzinom U =17,8m/s kroz gornji dio
zapadnog ruba Sirine H =2h 1 nastavlja strujanje u proSirenom kanalu Sirine 34. Za

dovoljno visoke vrijednosti Reynoldsovog broja dolazi do odvajanja strujanja u
pocetnom dijelu proSirenog kanala u kojem se stvara vrtlog. Glavna struja ponovo
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doti¢e donju stijenku na udaljenosti X, od ulaznog ruba. Profili brzina, kineticke

energije turbulencije 1 disipacije te energije na ulazu (rub AE ) su dobiveni proratunom
strujanja u kanalu Sirine H dovoljne duljine da se sve veliCine u strujanju ustale. Rub
BC se tretira kao izlazni, a na ostalim rubovima se primjenjuju standardne zidne
funkcije kao rubni uvjeti uz ¢vrste nepropusne stijenke.

Za potrebu proracuna podru¢je strujanja se dijeli na 42x42 konaCna volumena,
ravnomjerno u poprecnom smjeru. Slika 5.54 prikazuje brzinu konvergencije triju
metoda pri optimalnoj kombinaciji vrijednosti faktora podrelaksacije (za algoritam
SIMPLER optimalna vrijednost je bila ¢, =0,9, a za algoritme SIMPLE u oba

programa ¢, =0,9 1 «,=0,2). U svim su proratunima faktori podrelaksacije
kineti¢ke energije turbulencije i njene disipacije bili o, =a, =a,, =0,9. 1z slike je
oCito da je brzina konvergencije svih triju metoda priblizno jednaka kao i za slucaj

proracuna laminarnog strujanja u naglom proSirenju. Slika 5.55 prikazuje promjenu
brzine konvergencije algoritma SIMPLER s promjenom faktora ¢, , a slika 5.56

prikazuje potreban broj iteracija za postizanje to¢nosti rjeSenja (smanjivanje reziduala
na vrijednost ispod 10°) u funkciji faktora a, 1 a,.lz te slike je vidljivo da se s

uv

povecanjem faktora «, vrlo brzo smanjuje maksimalna vrijednost faktora ,, kod koje

algoritam SIMPLE konvergira.

Slika 5.57 prikazuje sliku strujnica i izobara dobivene prorac¢unom pomocu vlastitog
programa uz primjenu EDSI sheme diferencije. Slika 5.58 prikazuje raspodjelu

bezdimenzijskog smi¢nog naprezanja 7 =27, / pUz (gdje je 7, smic¢no naprezanje na
donjoj horizontalnoj stijenci) u funkeiji udaljenosti X/% iz kojeg se moze o¢itati duljina
zone recirkulacije X,/h=6,12. Na slici 5.59 je kriziem ucrtana ta vrijednost u

dijagram preuzet iz Hackman [28] koji prikazuje promjenu duljine zone recirkulacije s
povecanjem broja KV. Treba naglasiti da eksperimentalna vrijednost duljine zone
recirkulacije u podruéju X,/h=7%0,5. Naravno da rezultat simulacije turbulentnog

strujanja sadrzi numericku pogresku, ali i pogreSsku modeliranja turbulencije. Ovdje
koriSteni standardni k—& model turbulencije daje dobre rezultate u strujanjima tipa
granicnog sloja, bez odvajanja strujanja, a takoder je i upitna primjena zidnih funkcija u
uvjetima pojave odvajanja strujanja. U tom smislu je dobiveno odstupanje duljine zone
recirkulacije u ocekivanim granicama.

Slika 5.60 prikazuje usporedbu profila brzine u nekoliko vertikalnih presjeka dobivenih
vlastitim programom s eksperimentalnim rezultatima i rezultatima simulacije iz
Hackman [28]. Uocava se relativno dobro slaganje tih profila pri ¢emu numericki
rezultati pokazuju sli¢ne trendove (odstupanja od mjerenja na istim mjestima, unutar
zone recirkulacije, §to se moZe pripisati neto¢nosti modela turbulencije).

Slika 5.61 prikazuje profile bezdimenzijske kineticke energije turbulencije u nekoliko
vertikalnih presjeka unutar i izvan zone recirkulacije. Ponovo se uocava velika sli¢nost
rezultata proracuna i relativno dobro slaganje s eksperimentom.

Slika 5.62 prikazuje raspodjelu koeficijenta tlaka na donjoj stijenci. Uocljivo je
relativno veliko odstupanje dobivenih rezultata vlastitim proratunom u odnosu na
eksperiment, ali vrlo dobro slaganje s numerickim proracunom Hackmana [28] na mrezi
sli¢ne gustoce.
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Test 6 — Turbulentno strujanje u zakrivljenom kanalu

Shematski prikaz problema dan je na slici 5.63, na kojoj je ujedno prikazana i
geometrijska mreza koristena u programu CAFFA. Iz slike je jasno da je geometrijska
mreza u nekim dijelovima ortogonalna, ali da postoje i podrucja u kojima je izrazito
neortogonalna. Rub AB duljine H =2 oznacuje ulaz na kojem je zadan jednoliki profil
normalne komponente brzine v, , =1, te jednolika raspodjela kineticke energije

n.ulaz
=2,5-10".

Rub CD duljine H je izlazni i na njemu se primjenjuju standardne pretpostavke o
parabolic¢nosti strujanja. Ostali rubovi su nepropusne stijenke. Gustoca fluidaje p=1,a

=4-10" i disipacije kineticke energije turbulencije ¢,

ulaz

turbulencije £

ulaz

viskoznost fluida #=1-10", tako da je Reynoldsov broj Re = Pt =2-10". Polje
U

brzine je inicijalizirano vrijednostima # =1 1 v=—1, dok su polja ki ¢ inicijalizirana
njihovim vrijednostima na ulazu.

Ovaj test se izvorno daje uz program CAFFA, a sluzi za pokazivanje stabilnosti
numerickog postupka u uvjetima velike promjene smjera strujanja, a ovdje ¢e dobro
posluziti za usporedbu algoritma SIMPLE u vlastitom programu (dakle na lokalno
ortogonalnoj mrezi) i algoritma SIMPLE u programu CAFFA (dakle na djelomic¢no
neortogonalnoj mreZzi).
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Slika 5.63 Test 6 — shematski prikaz problema i geometrijska mreza za program
CAFFA
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Slike 5.64 do 5.67 prikazuju brzinu konvergencije algoritma SIMPLE u vlastitom
racunalnom programu. Brzina konvergencije se promatra kroz promjenu normiranog
masenog reziduala (normiranje je izvrSeno s ulaznim masenim protokom) u funkciji
broja iteracija. Na prikazanim dijagramima parametar je faktor podrelaksacije brzine
a,, pri ¢emu se svaki dijagram odnosi na konstantni faktor podrelaksacije tlaka «, i to

redom 2,=0,2,03, 04 1 0,5. Za odabrane korake promjene faktora podrelaksacije
optimalna kombinacija vrijednosti faktora podrelaksacije je «,, =0,8 i a, =0,4 (slika
5.66). Utjecaj faktora ¢, je slican kao i u prethodnim primjerima, tj. s povecanjem
faktora ¢, u pravilu se povecava i brzina konvergencije, sve dok se ne pribliZi
vrijednosti kod koje numericki postupak pocinje divergirati. Tako na primjer, na slici
5.66 algoritam SIMPLE sporije konvergira uz «,, =0,85 nego uz «,, =0,8, dok je pri
vrijednosti «,, = 0,9 postupak divergirao. Slika 5.68 prikazuje potreban broj iteracija za
postizanje zadane to¢nosti (ovdje 10°) u funkciji faktora podrelaksacije a, 1 a, lz
slike je jasno da postoji Sire podrucje ravnine «,, —«, u kojem metoda relativno brzo
konvergira. Problem je u cinjenici da se podrucje optimalnih vrijednosti faktora
podrelaksacije nalazi vrlo blizu podrucju unutar kojeg metoda divergira.

Slike 5.69 1 5.70 prikazuju brzinu konvergencije algoritma SIMPLE u programu
CAFFA pri faktorima podrelaksacije tlaka «,=0,2 i 0,3. Optimalna kombinacija

vrijednosti faktora podrelaksacije je «,, =0,7 i a, =0,2. Iz slike 5.70 je vidljivo da je

a, =0,3 algoritam ne konvergira ve¢ kod faktora ¢, =0,75. Pokazuje se isti trend kao

i u testovima laminarnog strujanja na neortogonalnoj mrezi, tj. optimalni faktor
podrelaksacije tlaka je upola manji nego kod algoritma SIMPLE u vlastitom programu,
a optimalni faktori podrelaksacije brzine su takoder manji, $to konacno rezultira
manjom brzinom konvergencije.

Slika 5.71 prikazuje brzinu konvergencije algoritma SIMPLER u vlastitom racunalnom
programu. Ponovo se povecanjem faktora ¢, povecava brzina konvergencije i najveca

jeza a, =0,95.
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Slika 5.65 Test 6 — brzina konvergencije,
algoritam SIMPLE za «, = 0,3

10"
xs 102

10°

S

10°

)

10°

£

10°

7

ALFA,, =055
ALFA,, =0.60
ALFA,, =0.65
ALFA,,=0.70
ALFA,,=0.75
ALFA,,=0.80

\
\

N
AN

LA\

o

50

Broj iteracija

100 150

Slika 5.67 Test 6 — brzina konvergencije,
algoritam SIMPLE za &, = 0,5



5 Rezultati i diskusija 101

2 = ALFA,, =0.55

08 F Broj iteracija 10 ———— ALFA,,=0.60

B 300 ——— ALFA,, =065

07k 150 10 ALFA,, =0.70

F 110 F —————— ALFA,, =0.75

I 95 3 ———- ALFA,,=0.80

06k 80 E ———— ALFA,, =085

“F F ———- ALFA,=0.90
- 05
<€ = n
w B 3
24 [ E
< 04 F
0.3 b
0.2

6 i L
0t 0.6 0.7 0.8 0.9 10 0 50 . . 100 150
ALFA,, Broj iteracija
Slika 5.68 Test 6 — broj iteracija za Slika 5.69 Test 6 — brzina konvergencije,
postizanje zadane tocnosti program CAFFA za a,=0,2

rjesenja za algoritam SIMPLE
u funkciji faktora a,, i a,

107 ——— ALFA,, =055 107 ——— ALFA,, =055
———— ALFA,, =0.60 ———— ALFA,, =0.60
= ALFA,, =0.65 = ALFA,, =0.65

10t ALFA:t =0.70 10t ALFA:t =0.70
———— ALFA,,=0.75 ———— ALFA,,=0.75
———— ALFA,=0.80 oF ———— ALFA,=0.80

10°E ———— ALFA,=0.85

k) :9""" 3 — === ALFA_, =0.90

ot 100k ALFA,, =0.95
gs 1072

%
~

LI\
50 100 150
Broj iteracija Broj iteracija

i
= =
S o
S o
=] LAY B B HHHW

Slika 5.70 Test 6 — brzina konvergencije,  Slika 5.71 Test 6 — brzina konvergencije,
program CAFFA za a,=0,3 algoritam SIMPLER



5 Rezultati i diskusija

102

10°

10

10°

10"

— — — = SIMPLER
------ SIMPLE
CAFFA

Na slici 5.72 je dana usporedba brzine
konvergencije triju metoda pri proracunu
ovog problema. Za slucaj djelomic¢no
neortogonalne mreZze algoritam SIMPLE u
vlastitom programu se ponovo pokazao
boljim od algoritma SIMPLE u programu

CAFFA, dok se algoritam SIMPLER
pokazao boljim od algoritma SIMPLE.
Naravno, ova usporedba vrijedi pri
optimalnim kombinacijama vrijednosti
faktora podrelaksacije za svaku pojedinu
metodu.

E \\ M \
F v

10k ha \'\

10°F R
i \o \

. \

107k h—
i SN

10° TR N G | L

100
Broj iteracija

Iz slike 5.75 bi se dalo zakljuciti da je
..... na
promjenu faktora ¢, , dok bi algoritam

SIMPLE u programu CAFFA bio
najmanje  osjetljiv. To se moze
jednostavno obrazloziti Cinjenicom da
algoritam SIMPLE u programu CAFFA
zahtijeva veliki broj iteracija za konvergenciju polja brzine i tlaka, pa konvergencija
jednadzbi modela turbulencije nije presudna za globalnu brzinu konvergenciju
numerickog postupka. To se moze lijepo vidjeti iz usporedbe brzina konvergencije
algoritma SIMPLE u programu CAFFA (slika 5.74) i algoritma SIMPLER (slika 5.75)
za sluc¢aj ¢, =0,55, u kojem su brzine konvergencije prakticki jednake. Iz toga se da

150

Slika 5.72 Test 6 — usporedba brzina
konvergencije triju metoda

zaklju¢iti da na globalnu brzinu konvergencije presudan utjecaj ima brzina

konvergencije jednadzbi modela turbulencije.

Iz slike 5.76 moZze se analizirati utjecaj jednadzbi modela turbulencije na brzinu
konvergencije jednadzbi koli¢ine gibanja i jednadzbe kontinuiteta. Na toj slici punim
crtama prikazane su promjene masenog reziduala, te reziduala za ki & jednadZzbu pri
primjeni algoritma SIMPLER uz faktore «,, =0,95 i «,, =0,9. Isprekidanom crvenom

crtom prikazana je promjena masenog reziduala za slucaj proracuna laminarnog
strujanja (dakle bez jednadZbi modela turbulencije, uz sto puta veéu molekularnu
viskoznost i nepromijenjene ostale uvjete). Vidljivo je da algoritam SIMPLER u
uvjetima rjeSavanja jednadzbi koli¢ine gibanja i1 jednadzbe kontinuiteta konvergira
jednako brzo kao i za slucaj turbulentnog strujanja. Reziduali za k£ i & jednadzbu
prikazani isprekidanim crtama odnose se na proracun samo jednadzbi modela
turbulencije na nac¢in da su polje brzine i tlaka ostali nepromijenjeni i jednaki
vrijednostima dobivenim proracunom prethodno definiranog laminarnog strujanja. U
ovom proracunu faktor ¢,, je bio ¢,, =0,9. Budu¢i da je u ovom slucaju brzina
konvergencije ovih jednadzbi (srednji nagib krivulja koje prikazuju promjenu reziduala
u funkciji broja iteracija) slicna brzini konvergencije jednadzbe kontinuiteta (maseni
rezidual koji zaostaje za rezidualima komponenti jednadzbe koli¢ine gibanja) ocito je da
konvergencija jednadzbi modela turbulencije ne¢e naruSiti globalnu brzinu
konvergencije, Sto bi se dogodilo uz nize vrijednosti ¢, kao Sto prikazuje slika 5.75.
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Test 7 — Turbulentno strujanje u sloZenijoj geometriji

Shematski prikaz problema dan je na slici 5.77, na kojoj je prikazana i geometrijska
mreza koriStena u vlastitom programu. Rubovi AB i1 EF su duljine H =1 i oznacuju
ulaz na kojem je zadan jednoliki profil normalne komponente brzine v, ,_=1. Rub 1J

n.ulaz
duljine H je izlazni i na njemu se primjenjuju standardne pretpostavke o paraboli¢nosti
strujanja. Ostali rubovi su nepropusne stijenke. Koordinate pojedinih tocaka vidljive su
na slici 5.77 s tim da nije prikazano cijelo podru¢je proracuna jer je kanal prema
izlaznom rubu konstantne Sirine. Polozaj to¢aka I i J definiran je iz podatka da je duljina

KJ=17. Gustoéa fluida je p=1, a viskoznost fluida #=2,5-10", tako da je

Reynoldsov broj na temelju Sirine ulaznih kanala Re = Ploae™l _ g.10%, Polje brzine je
Y2

inicijalizirano vrijednostima u#=1 1 v=-1, dok su polja £ i & Iinicijalizirana

vrijednostima k,,_=4-10" i ¢,_=6-10"° §to su i vrijednosti na ulaznim rubovima.

ulaz laz

Ovaj primjer nije bilo moguée racunati programom CAFFA jer se nije moglo definirati
geometrijsku mrezu na kojoj bi program konvergirao, $to je vezano uz primjenu
strukturirane mreze i raspolozivog generatora mreze za tu metodu. Zbog toga ¢e ovaj
test posluziti samo za usporedbu dvaju algoritama u vlastitom programu.
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Slika 5.77 Test 7 — shematski prikaz problema i geometrijska mreza

Slike 5.78 do 5.80 prikazuju brzinu konvergencije algoritma SIMPLE. Brzina
konvergencije se promatra kroz promjenu normiranog masenog reziduala (normiranje je
izvrSeno zbrojem ulaznih masenih protoka) u funkciji broja iteracija. Na prikazanim
dijagramima parametar je faktor podrelaksacije brzine ¢, pri ¢emu se svaki dijagram

odnosi na konstantni faktor podrelaksacije tlaka «, i to redom «,=0,1, 0,21 0,3. Za

odabrane korake promjene faktora podrelaksacije optimalna kombinacija vrijednost
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faktora podrelaksacije je «, =0,75 i «,=0,2. Slika 5.81 prikazuje potreban broj
iteracija za postizanje zadane to&nosti (ovdje 10®) u funkciji faktora podrelaksacije a,
1 a,. Iz slike je jasno da je dovoljno dobar izbor faktora podrelaksacije u podrucju
0,7<e,, <0,8510,15<, <0,25

Slika 5.82 prikazuje brzinu konvergencije algoritma SIMPLER. Ponovo se povecanjem
faktora ¢, povecava brzina konvergencije i najveca je za «,, =0,9.

Na slici 5.83 je dana usporedba brzine konvergencije algoritma SIMPLE i SIMPLER
pri proracunu ovog problema uz optimalne kombinacije vrijednosti faktore
podrelaksacije. U tim uvjetima algoritam SIMPLER nesto brze konvergira od algoritma
SIMPLE. Iz slike je vidljivo da je prednost algoritma SIMPLER u pocetku iterativnog
postupka gdje su se reziduali brze smanjivali. Nakon dvadesetak iteracija ova dva
algoritma konvergiraju prakticki jednakom brzinom (nagibi krivulja su jednaki). Sudeci
prema prethodnim testovima za to je presudna brzina konvergencije jednadzbi ki &
modela turbulencije, te ¢e se u nastavku izvrSiti analiza njihova utjecaja.

Slike 5.84 1 5.85 pokazuju utjecaj faktora podrelaksacije u jednadZzbama modela
turbulencije na brzinu konvergencije numeri¢kog postupka. Slika 5.84 se odnosi na
algoritam SIMPLE, a slika 5.85 na SIMPLER. Navedeni dijagrami dobiveni su s

optimalnim kombinacijama vrijednosti faktora podrelaksacije «,, i «,, a mijenjani su
faktori ¢,,. Ponovo je uocljiv znacajan utjecaj faktora ¢, na brzinu konvergencije
postupaka. Pri malim vrijednostima faktora ¢, brzine konvergencije dvaju postupaka
su prakticki jednake.

Iz slike 5.86 moZe se analizirati utjecaj jednadzbi modela turbulencije na brzinu
konvergencije jednadzbi koli¢ine gibanja i jednadzbe kontinuiteta. Na toj slici punim
crtama prikazane su promjene masenog reziduala, te reziduala za ki ¢ jednadzbu pri
primjeni algoritma SIMPLER uz faktore ¢,, =0,9 i «,, =0,9. Isprekidanom crvenom

crtom prikazana je promjena masenog reziduala za slucaj proracuna laminarnog
strujanja (dakle bez jednadzbi modela turbulencije, uz pedeset puta ve¢u molekularnu
viskoznost i nepromijenjene ostale uvjete). Vidljivo je da algoritam SIMPLER u
uvjetima rjeSavanja jednadzbi koli¢ine gibanja i jednadzbe kontinuiteta konvergira
gotovo dvostruko brze nego za slu¢aj turbulentnog strujanja. Slike 5.87 1 5.88 pokazuju
sliku strujnica i izobara dobivene proracunom, i to prva za slucaj turbulentnog strujanja,
a druga za slucaj laminarnog strujanja. OCito je da su slike strujanja kvalitativno sli¢ne,
u laminarnom strujanju se ¢ak pojavljuje znacajnija tre¢a zona recirkulacije, pa bi se sa
stajaliSta rjeSavanja samih jednadzbi koli¢ine gibanja mogla ocekivati ¢ak i1 brza
konvergencija numeri¢kog postupka za slu¢aj turbulentnog strujanja. S obzirom da to
nije tako, smanjenje brzine konvergencije za slucaj turbulentnog strujanja moze se
pripisati utjecaju linearizacije u k i & jednadzbama. Reziduali za k i & jednadzbu
prikazani isprekidanim crtama odnose se na proracun samo jednadzbi modela
turbulencije na nacin da su polje brzine i tlaka ostali nepromijenjeni i jednaki
vrijednostima dobivenim proracunom prethodno definiranog laminarnog strujanja. U
ovom proracunu faktor ¢,, je bio ¢,, =0,9. Ponovo se pokazuje, kao i u prethodnom
testu, da je nagib krivulja koje ozna€uju brzinu konvergencije ki ¢ jednadzbi prakticki
jednak nagibu krivulje koja oznacuje brzinu konvergencije masenog reziduala iz ¢ega se
moze zakljuciti da je ta brzina uvjetovana brzinom konvergencije k i & jednadzbi.
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5.5 SAZETAK DISKUSIJE

U testu Provodenje topline u geometrijski sloZzenom podrucju je pokazano kako Clanovi
koji su posljedica neortogonalnosti mreze, koja se primjenjuje u programu CAFFA,
utjecu na brzinu konvergencije numerickog postupka. Izabrani test je dakako ekstremna
situacija, jer se rjeSavala linearna jednadzba, pa je postupak na ortogonalnoj mrezi
davao rjesenje u jednoj iteraciji, dok je postupak na neortogonalnoj mrezi zahtijevao
relativno veliki broj iteracija. Naravno da ¢e utjecaj tih ¢lanova biti manji pri rjesavanju
nelinearnih jednadzbi, jer ¢e numericki postupak imati iterativni karakter zbog same
nelinearnosti tih jednadzbi.

U testu Potencijalno strujanje u pravom kutu je pokazan utjecaj neortogonalnosti mreze
kroz jednadzbu za korekciju tlaka (Clanovi zbog neortogonalnosti se pojavljuju samo u
toj jednadzbi). Ponovo se pokazalo da algoritmi na nestrukturiranoj lokalno
ortogonalnoj mrezi u vlastitom programu puno brze konvergiraju nego algoritam
SIMPLE u programu CAFFA na neortogonalnoj mrezi. Algoritam SIMPLER se
pokazao boljim od algoritma SIMPLE. Brzina konvergencije algoritma SIMPLE u
programu CAFFA pri primjeni ortogonalne mreze slina je brzini konvergencije
algoritma SIMPLE u vlastitom programu. Pri povecanju gusto¢e mreze potreban broj
iteracija za postizanje zadane to¢nosti je rastao priblizno istim faktorom. Optimalni
faktori ¢, u algoritmu SIMPLE u programu CAFFA su za slu¢aj neortogonalne mreze

puno manji od odgovarajucih vrijednosti za isti algoritam u vlastitom programu. Na
ortogonalnoj mrezi su optimalne kombinacije vrijednosti faktora podrelaksacije u dva
programa priblizno iste.

U testu Laminarno strujanje u kosokutnoj Supljini s jednim pomicnim rubom je ispitan
utjecaj neortogonalnosti mreze u uvjetima viskoznog strujanja, te se ponovo pokazalo
da algoritmi SIMPLER i SIMPLE u vlastitom programu znatno brze konvergiraju od
algoritma SIMPLE u programu CAFFA kad je neortogonalnost mreze velika. Takoder
je pokazano da svi algoritmi sporije konvergiraju za slu¢aj povecanja mreze ili primjene
sheme diferencije visSeg reda tocnosti jer se u takvim shemama pojavljuju ¢lanovi koji se
tretiraju kroz izvorski ¢lan primjenom vrijednosti varijabli iz prethodne iteracije.
Potvrdeno je ocekivanje da ¢e rezultati proracuna na lokalno ortogonalnoj mrezi u
vlastitom programu biti tocniji nego na neortogonalnoj u programu CAFFA uz primjenu
iste sheme diferencije na mrezi priblizno iste gusto¢e. U tom se primjeru algoritam
SIMPLER pokazao manje osjetljiv na primjenu sheme viseg reda toc¢nosti, sa stajalista
brzine konvergencije. EDSI shema diferencije se pokazala tocnijom od sheme centralne
diferencije.

U testu Laminarno strujanje u naglom prosirenju je u pravokutnoj geometriji pokazano
da algoritmi SIMPLE u oba programa prakticki jednako brzo konvergiraju. Pokazano je
da red tocnosti sheme diferencije znatno utjeCe na tocnost rezultata proraCuna.
Algoritam SIMPLER se nije pokazao brzim od algoritma SIMPLE.

U testu Turbulentno strujanje u naglom proSirenju su u odnosu na prethodni test u
sustav jednadzbi koji se rjeSava ukljucene jednadzbe modela turbulencije. Buduéi je
mreza ortogonalna, ponovo su brzine konvergencije algoritma SIMPLE u dva programa
bile jednake, a algoritam SIMPLER se nije pokazao boljim. Rezultati proracuna su
usporedeni s rezultatima mjerenja i zakljuceno je da su dobiveni rezultati u granicama
ocekivanja.
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U testu Turbulentno strujanje u zakrivljenom kanalu ponovo su usporedena tri
algoritma, pri ¢emu je mreza za program CAFFA bila neortogonalna. Pokazalo se da je
zbog neortogonalnosti mreze algoritam SIMPLE u programu CAFFA najsporije
konvergirao, a algoritam SIMPLER je pokazao prednost u smislu brzine konvergencije
nad algoritmom SIMPLE u vlastitom programu. Uoceno je da brzina konvergencije
numerickog postupka ovisi i 0 nacinu rjeSavanja jednadzbi koli¢ine gibanja i o nacinu
linearizacije i podrelaksacije jednadzbi modela turbulencije. U ovom primjeru nacin
rjeSavanja jednadzbi modela turbulencije nije smanjivao ukupnu brzinu konvergencije
numeri¢kog postupka.

U testu Turbulentno strujanje u sloZenijoj geometriji je usporedena brzina
konvergencije algoritama SIMPLER i SIMPLE. Pokazalo se da se algoritmom
SIMPLER dolazi do rjeSenja u nes$to manje iteracija i to zahvaljujuéi ve¢oj pocetnoj
brzini konvergencije. Zakljueno je da u ovoj situaciji presudan utjecaj na brzinu
konvergencije imaju jednadzbe modela turbulencije.

U ovom radu je ispitana brzina konvergencije algoritama SIMPLE i SIMPLER, ali nije
usporedena njihova efikasnost. Naime, u algoritmu SIMPLER se u svakom iterativnom
koraku rjesava jedna jednadzba viSe i to jednadzba za tlak koju uvijek treba malo tocnije
rijesiti, te je njeno rjeSavanje, kao i rjeSavanje jednadzbe za korekciju tlaka, skuplje (sa
stajaliSta raCunalnog vremena) od rjeSavanja ostalih jednadzbi. U uvjetima ravninskog
laminarnog strujanja (gdje se u algoritmu SIMPLE rjeSavaju dvije komponente
jednadzbe kolicine gibanja i jednadzba za korekciju tlaka) ovo povecavanje iznosi
najmanje 25% u smislu trajanja jedne iteracije. Prema tome, algoritam SIMPLER C¢e biti
efikasniji ako je uSteda u broju iteracija u odnosi na algoritam SIMPLE najmanje 20%.
U uvjetima turbulentnog strujanja broj jednadzbi u algoritmu SIMPLE je pet, a u
algoritmu SIMPLER S$est, dakle grubo re¢eno povecanje od 20%, te se za zadrzavanje
jednake efikasnosti trazi usteda u broju iteracija od oko 17%. U provedenim testovima
bi se dakle moglo zakljuciti da bi u nekim situacijama algoritam SIMPLER bio
efikasniji, a u nekima ne. Za slucaj turbulentnog strujanja kada brzinu konvergencije
odreduje brzina konvergencije jednadzbi modela turbulencije, prednosti algoritma
SIMPLER u smislu efikasnosti nisu izraZzene u velikoj mjeri.

Treba naglasiti da su se u provedenim testovima usporedivale brzine konvergencije za
sluc¢aj optimalnih kombinacija vrijednosti faktora podrelaksacije koje se od sluc¢aja do
sluc¢aja mijenjaju i1 nisu unaprijed poznate, te bi u ocjeni efikasnosti i to trebalo uzeti u
obzir. Naime, za procjenu efikasnosti promatranih algoritama vrlo je bitna osjetljivost
njihove konvergencije na odstupanje faktora podrelaksacije od optimalnih vrijednosti. U
tom smislu je, kad se govori o rjeSavanju laminarnog strujanja, algoritam SIMPLER u
prednosti jer je potrebno zadavati samo faktor podrelaksacije brzine ¢, . Pokazalo se da

ga je potrebno drzati §to veéim, a u provedenim testovima ta vrijednost je bila izmedu
0,910,95. S te tocke gledista algoritam SIMPLE je nepovoljniji jer prvo treba zadavati
dva faktora podrelaksacije i drugo, njihove optimalne kombinacije su se mijenjale u
Sirokom rasponu (¢, 0d 0,75 do 0,951 &, od 0,1 do 0,5), kao $to je vidljivo u tablici

5.2. Tako bi se na temelju rezultata provedenog testiranja moglo pretpostaviti podrucje u
kojem se nalaze optimalne kombinacije vrijednosti faktora podrelaksacije u nekoj novoj
situaciji, 1 dalje bi bilo tesko pouzdano pretpostaviti njihovu kombinaciju koja bi bila
blizu optimalne. Postoji relacija izmedu faktora «,, 1 «, oblika:

uv

a +a =1, (5.3)

uy Y4
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pri kojoj bi algoritam SIMPLE trebao najbrze konvergirati, Peri¢ 1985 [70]. Iz tablice
5.2 je oCito da se zbroj vrijednosti faktora «,, +a, za optimalne kombinacije krece

izmedu 0,95 1 1,3 (uz ogradu da su pri traZzenju optimalne kombinacije, vrijednosti
faktora podrelaksacije mijenjane s odredenim korakom), pa se moze zakljuciti da je
izraz (5.3) samo preporuka, koja moze pomo¢i u izboru vrijednosti faktora
podrelaksacije. 1z provedenog testiranja je takoder jasno da algoritam SIMPLE u
programu CAFFA zahtijeva to niZe faktore &, §to je neortogonalnost mreze veca.

Tablica 5.2 Optimalne kombinacije vrijednosti faktora podrelaksacije za sve testove

Test Metoda/Program | «,, @,
SIMPLER 0,95 -
Test 2 SIMPLE 0,80 0,5
CAFFA 0,35 0,1
SIMPLER 0,95 -
Test 3 SIMPLE 0,95 0,1
CAFFA 0,70 0,1
SIMPLER 0,95 -
Test 4 SIMPLE 0,95 0,1
CAFFA 0,95 0,1
SIMPLER 0,90 -
Test 5 SIMPLE 0,90 0,2
CAFFA 0,90 0,2
SIMPLER 0,95 -
Test 6 SIMPLE 0,80 0,4
CAFFA 0,70 0,2
SIMPLER 0,90 -
Test7 SIMPLE 075 | 02
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6 ZAKLJUCAK

U radu je razvijen racunalni program za analizu dvodimenzijskog turbulentnog strujanja
fluida koji se temelji na vlastitoj metodi generiranja lokalno ortogonalne nestrukturirane
geometrijske mreze i varijanti metode konacnih volumena (MKV) na nepomaknutoj
mreZi. Za povezivanje polja brzine i tlaka u MKV su implementirani algoritam SIMPLE
(uobicajeno koriSten na nepomaknutoj mrezi) i algoritam SIMPLER (koji do sada nije
bio koristen na nestrukturiranoj nepomaknutoj mrezi). Od shema diferencije koriStene
su uzvodna shema diferencije, shema centralne diferencije, kombinacija uzvodne i
sheme centralne diferencije, eksponencijalna shema i vlastita varijanta unaprijedene
eksponencijalne shema diferencije.

Brzina konvergencije vlastitih varijanti MKV je usporedena s brzinom konvergencije
objavljenog ra¢unalnog programa CAFFA autora M. Peric¢a, koji se temelji na algoritmu
SIMPLE na strukturiranoj opc¢oj neortogonalnoj mrezi. Toc¢nost rezultata vlastite
metode usporedena je s analitickim rezultatima, eksperimentalnim rezultatima,
rezultatima drugih autora ili rezultatima dobivenim komercijalnim paketom FLUENT
na gustoj geometrijskoj mrezi.

Iz provedenih istrazivanja se moze zakljuciti sljedece:

e Pri primjeni algoritma SIMPLE za odredivanje polja brzine i tlaka
neortogonalnost mreze znacajno povecava potrebni broj iteracija za postizanje
zadane to¢nosti rjeSenja i suzava podrucje vrijednosti faktora podrelaksacije pri
kojima algoritam uopc¢e konvergira.

e Lokalna ortogonalnost mreze rezultira veCom to¢nosc¢u rezultata na zadanoj
gusto¢i geometrijske mreZe uz primjenu zadane sheme diferencije i omogucuje
jednostavniju primjenu shema diferencije viSeg reda. Lokalna ortogonalnost
mreze omogucuje i formulaciju algoritma SIMPLER.

e U primjerima sa zadanim brzinama po svim rubovima podrucja proracuna
algoritam SIMPLER znacajno brze konvergira od algoritma SIMPLE. U tim je
slu¢ajevima algoritam SIMPLER manje osjetljiv na povecanje reda to¢nosti
sheme diferencije.

e Za slucaj turbulentnog strujanja prednost algoritma SIMPLER u smislu brzine
konvergencije se gubi jer za brzinu konvergencije postaje znacajna brzina
konvergencije jednadzbi modela turbulencije. U tom se slucaju prednosti
algoritma SIMPLER mogu ocitovati kroz ¢injenicu da je potrebno zadavati
jedan faktor podrelaksacije manje i kroz povecanu stabilnost numerickog
postupka pri visokim vrijednostima faktora podrelaksacije brzine.
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Ovaj rad predstavlja originalni znanstveni doprinos u podru¢ju racunalne dinamike
fluida, koji se ogleda u sljede¢em:

Razvijena je vlastita metoda 1 izraden racunalni program za analizu
dvodimenzijskog turbulentnog strujanja fluida na lokalno ortogonalnoj
nepomaknutoj nestrukturiranoj mrezi,

Potvrdena je hipoteza da ¢e numericki postupak brze konvergirati na lokalno
ortogonalnoj nego na neortogonalnoj mrezi. Takoder je potvrdena veca to¢nost
rezultata uz primjenu predloZene nestrukturirane geometrijske mreze u odnosu
na strukturiranu neortogonalnu mrezu,

Po prvi puta je primijenjen algoritam SIMPLER na nepomaknutoj lokalno
ortogonalnoj nestrukturiranoj mrezi koji je u vecini primjera brze konvergirao
od algoritma SIMPLE.

U nastavku istrazivanja potrebno je:

Istraziti moguénosti dodatnog poboljsanja algoritma SIMPLER u uvjetima
strujanja s izlaznim rubom, kroz modifikacije u jednadzbi za tlak.

Prona¢i efikasniji algoritam za razrjeSavanje nelinearnosti u jednadzbama
modela turbulencije, koji ne bi usporavao konvergenciju ukupnog numerickog
postupka.

Usporediti brzinu konvergencije algoritama SIMPLE i SIMPLER uz primjenu
visSemreznih (multigrid) metoda.
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