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PREDGOVOR

Posljednje desetljee donijelo je znatne promjene na trziStu prijevoza roba
kontejnerima. Uslijed visokih stopa rasta medunarodne trgovine, potaknutih napreduju¢om
globalizacijom, kao i spektakularnim uzletom kineskog gospodarstva (Sto treba posebno
istaknuti), nastavlja se stalni rast potraznje za takvom vrstom transporta.

Odluka najvecih svjetskih brodarskih kompanija o pokusaju unapredenja vlastite
konkurentnosti uvodenjem sve vec¢ih brodova koji su ekonomicni svojom veli¢inom, okoncala
je desetogodisnju stagnaciju maksimalne veli¢ine kontejnerskih brodova. Napustanje
ograniCenja dimenzija, nametnutih moguénoséu prolaska kroz Panamski kanal, dovelo je do
svojevrsne utrke medu najveéim prevoznicima — sve veéi brodovi u sluzbi vise nisu posljedica
isklju¢ivo ekonomskih promisljanja i tesko se oteti dojmu kako to pomalo nije i pitanje
prestiza. Ne samo da se od sredine 1990-ih neprestano pomicu granice nosivosti, ve¢ se
znatno povecava i broj veoma velikih kontejnerskih brodova koji plove svjetskim morima.

Budu¢i da tako veliki brodovi iskacu van opsega iskustvene baze na kojoj se temelje
pravila klasifikacijskih druStava, njihovom je projektiranju nuzno posvetiti odgovarajuéu
pozornost, tako da se u pravilu zahtijeva i provjera zadovoljavanja projektnih kriterija
(granice teCenja, izvijanja 1 zamornog oSteéenja kritiénih konstrukcijskih detalja)
provodenjem direktnih proracuna valnog opterecenja i1 Cvrstoée. Osim toga, prirodne
frekvencije tako elasti¢nih brodova (5to nije posljedica isklju¢ivo povecanja njihove duljine,
ve¢ 1 optimiziranja konstrukcija i primjene novih materijala), koji plove relativno visokim
brzinama (priblizno 25 ¢vorova), priblizavaju se frekvencijama na kojima morski valovi veé
posjeduju energiju dostatnu za pobudivanje vibracija.

Stoga takve brodove viSe nije moguce analizirati klasi¢nim pristupom po kojem se
najprije, primjenom neke od teorija pomorstvenosti, odreduje odziv broda (kao krutog tijela)
na nemirnom moru, da bi se potom, prenoSenjem tlakova i ubrzanja na (elasti¢ni) strukturni
model, provjeravala c¢vrstoa konstrukcije. Buduc¢i da se vise ne moZe zanemariti
medudjelovanje fluida i konstrukcije, nuzno je provodenje hidroelasti¢ne analize.

Problem odziva broda u vertikalnoj ravnini uspjeSno je rijeSen i od sredine
sedamdesetih godina, kad su Bishop i Price udarili temelje teoriji hidroelasti¢nosti, veliki je
broj hidroelasticnih modela, dobivenih sprezanjem razli¢itih strukturnih i hidrodinamickih

Situacija s brodovima kod kojih, zbog Sirokih otvora na palubi, najnizi prirodni oblici
pripadaju spregnutim horizontalnim i torzijskim vibracijama, nije tako dobra. Ova je

disertacija jedan od prvih pokusaja davanja doprinosa na tom podrucju.



SAZETAK

Znatan porast broja sve vecih kontejnerskih brodova u sluzbi Sirom svijeta skrenuo je
pozornost strucne javnosti na potrebu za pouzdanim alatom za odredivanje hidroelasticnog
odziva takvih brodova.

U prvom se poglavlju opisuje politicko-ekonomska pozadina koja je do toga dovela, a
govori se i 0 povijesnom razvoju kontejnerskih brodova. Slijedi kraci pregled literature iz
podru¢ja hidroelasti¢nosti iz kojeg je vidljiv golemi nesrazmjer — dok je odziv broda u
vertikalnoj ravnini jako dobro obraden, rijetki su radovi koji se, na relevantnom svjetskom
jeziku (budué¢i da se poznavanje kineskog jezika jo§ nije uvrijezilo), bave spregnutim
horizontalnim savijanjem i uvijanjem kontejerskih brodova na valovima.

Drugo poglavlje donosi teorijske osnove izrade (dijela) racunalnog programa DY ANA
za proracun suhih prirodnih oblika spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija. Za dijelove
trupa otvorenog presjeka koriste se gredni kona¢ni elementi s osam stupnjeva slobode koji
obuhvacaju savijanje, smicanje, uvijanje i vitoperenje poprecnog presjeka. Jednostavniji
elementi sa Sest stupnjeva slobode, namijenjeni su dijelovima broda zatvorenog poprec¢nog
presjeka sa zanemarenim vitoperenjem. Posebna se paznja posvecuje prelaznim elementima
koji u globalnom modelu povezuju razlicite vrste elemenata.

Hidrodinamicki dio problema rjesava inacica Bureau Veritasovog HYDROSTAR-a. U
trecem poglavlju opisuje se linearna teorija potencijalnog strujanja, kao i 3D metoda
integralnih jednadzbi koju taj softver koristi za rjeSavanje radijacijsko-difrakcijskog problema
rubnih vrijednosti. [zdvaja se u¢inak brzine napredovanja koji dodatno komplicira problem te
se ukratko opisuje metoda susretne frekvencije na kojoj se temelji HYDROSTAR.

Sprezanje 1D strukturnog i 3D hidrodinamickog modela obraduje se u Cetvrtom
poglavlju, zajedno s metodom superponiranja prirodnih oblika vibriranja koja to omogucuje.

U petom se poglavlju izlaze metodologija hidroelasti¢ne analize, s naglaskom na
planove i smjernice za prakti¢nu primjenu.

Valjanost razvijene metode potvrdena je numerickim primjerima u Sestom poglavlju.
Suhi prirodni oblici prizmaticCnog modela usporedeni su s analitickim rjeSenjem
diferencijalnih jednadzbi spregnutih vibracija, dok je odziv elasticne barze na pravilnim
valovima provjeren na rezultatima objavljenih modelskih ispitivanja.

Na kraju je istaknut znanstveni doprinos provedenog istrazivanja, a dane su i

smjernice za daljnja istrazivanja u okviru odobrenog znanstvenog projekta.

il



SUMMARY

Hydroelastic model of container ships dynamic response in waves

Significant growth of ever bigger container ships number in service worldwide have
drawn experts' attention to the need for reliable hydrodynamic response analysis tool of such
ships.

In the first chapter, political-economic background which had led to such a process is
described, and historical development of container ships is presented. After that, a short
literature survey on hidroelasticity is given. A huge disproportion is clearly visible — while
ship response in vertical plane is investigated quite well, one can rarely stumble upon an
article, in relevant language (since knowledge of Chinese language(s) haven’t become
common, yet), that deals with coupled horizontal bending and torsion of container ships in
waves.

Second chapter brings theorethical background for writing (part) of computer
program, DYANA, for dry natural modes of coupled horizontal and torsional vibration
calculation. Eight-degrees-of-freedom beam finite elements, that account for bending, shear,
torsion and cross-section warping, are used for open cross-section hull structure modeling.
Simpler, six-degrees-of-freedom elements are chosen for closed cross-section parts with
neglected warping. Transitional elements that connect those two types of finite elements in a
global model, are given special attention.

A version of Bureau Veritas' HYDROSTAR solves hydrodynamic part of the problem.
In chapter three, linear potential flow theory, as well as 3D boundary integral equation
method, used by the program to solve radiation-diffraction boundary value problem, are
presented. Effect of forward speed, that further complicates the problem, is pointed out.
Encounter frequency method, used in HYDROSTAR, is shortly described.

Coupling of 1D structural and 3D hydrodynamic models, together with modal
superposition method on which it is based, are dealt with in chapter four.

In fifth chapter, methodology of hydroelastic analysis is given and plans for practical
use are presented.

Reliability of the developed method is validated by numerical examples in chapter six.
Prismatic model dry natural modes are compared to analytical solution of coupled vibration
differential equations. Elastic barge response in harmonic waves is checked versus model
experiments results taken from literature.

At the end, scientific contribution of the conducted investigation is pointed out, and
guidelines for future work are given.

il
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POPIS OZNAKA

A - povr§ina popre¢nog presjeka, m

Ajj - element matrice koeficijenata dodatne mase
Bj - element matrice koeficijenata prigusenja

c - brzina napredovanja vala, m/s

Cj - element matrice koeficijenata povratne sile

d - dubina mora, m
D; - element vektora pomaka u ¢vorovima globalnog modela konacnih elemenata
E - Youngov modul elasti¢nosti, N/m?
E.:  -ukupna energija kona¢nog elementa, J
- hidrostaticka sila na tijelo
- hidrodinamicka sila na tijelo

- element vektora sila u ¢vorovima globalnog modela konac¢nih elemenata

- faktor krutosti popre¢nog presjeka na smicanje, m*
- modul smika, N/m?

- ubrzanje Zemljine sile teze, m/s”

Fhd

Fis

F;

fi - element vektora ¢vornih sila
Fi

G

g

H - vektor pomaka tocke

h’ - kompleksna amplituda j-tog prirodnog oblika vibriranja

h - visina vala, m

I - faktor krutosti popre¢nog presjeka na uvijanje, m*

Lox - faktor krutosti popre¢nog presjeka na vitoperenje, m®

I, - moment tromosti popre¢nog presjeka, m*

Ibx - moment tromosti mase broda (po jedinici duljine), kgm*/m

Jux - polarni moment tromosti mase (po jedinici duljine) s obzirom na teziste, kgm*/m

Jux - polarni moment tromosti mase (po jedinici duljine) s obzirom na centar torzije,
kgm?/m

k - valni broj, 1/m

K[j* - element generalizirane matrice krutosti globalnog modela kona¢nih elemenata

kij - element modalne matrice krutosti

M - moment savijanja, Nm

mj; - element modalne matrice masa

M, - moment uvijanja, Nm

M - moment &istog uvijanja, Nm
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- moment uvijanja uslijed ograni¢enosti vitoperenja poprecnog presjeka, Nm
- distribuirana masa, kg/m

- broj elasti¢nih prirodnih oblika vibriranja

- vektor normale na oplakanu povrsinu

- tlak, N/m’

- atmosferski tlak, N/m?

- hidrodinamicki tlak, N/m’

- element modalne matrice (strukturnog i viskoznog) prigusenja
- hidrostati¢ki tlak, N/m”

- smicna sila, N

- element vektora vanjskog ¢vornog opterecenja

- ukupno distribuirano opterecenje popre¢nom silom, N/m

- vanjsko distribuirano opterecenje poprecnom silom, N/m

- vektor polozaja tocke oplakane povr§ine u mirovanju
- vektor polozaja tocke oplakane povr§ine
- oplakana povrsina trupa, m’

- bimoment, Nm?

- vrijeme, s

- vektor brzine broda

- ukupna energija unutarnjih sila, J

- uzduzni pomak, m

- ¢vorni pomak savijanja

- volumen fluida, m’

- ¢vorni pomak uvijanja

- progib smicanja, m

- vektor brzine Cestice fluida

- rad vanjskog opterecenja, J

- progib savijanja, m

- vektor brzine Cestice fluida zbog stacionarnog napredovanja broda
- apscisa

- ordinata

- aplikata

- ukupni progib, m

- ukupni progib horizontalnog savijanja, m
- ukupni progib vertikalnog savijanja, m

vii



Zp - vertikalni poloZaj centra torzije kona¢nog elementa, m

bofe - vertikalni poloZzaj tezista sustava, m

ZNL - vertikalni poloZaj neutralne linije vertikalnog savijanja, m

Zy - udaljenost srediSta masa od centra uvijanja, m

S - susretni kut, rad

O; - element vektora ¢vornih pomaka

€ - nagib vala

¢ - izdizanje morske povrSine, m

9 - prirast kuta uvijanja, rad/m

A - duljina vala, m

L - ukupno distribuirano optere¢enje momentom uvijanja, Nm/m
e - vanjsko distribuirano opterec¢enje momentom uvijanja, Nm/m
Uy - ukupno distribuirano optere¢enje momentom savijanja, Nm/m
L - vanjsko distribuirano optere¢enje momentom savijanja, Nm/m
Il - ukupna energija mehanickog sustava, J

p - gustoca fluida, kg/m’

b - potencijal brzine strujanja fluida

®p - potencijala brzine difrakcijskog vala

D, - potencijala brzine nailaznog vala

Dp - potencijala brzine radijacijskog vala

) - kut zakreta popre¢nog presjeka trupa, rad

o' - kut zakreta popre¢nog presjeka trupa kod horizontalnog savijanja, rad
0 - kut zakreta popre¢nog presjeka trupa kod vertikalnog savijanja, rad
W - kut uvijanja, rad

5 ; - kompleksna amplituda j-tog prirodnog oblika vibriranja

@ - vektor vrtloZenja

0] - kruzna frekvencija vala, rad/s

W, - susretna frekvencija, rad/s
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1. UvVOD

1.1. Razvoj kontejnerskih brodova

Vjerojatno najistaknutije obiljezje CovjeCanstva njegov je neprekinuti, prvenstveno
tehnoloski, razvoj. Unato¢ brojnim svjetskim kriznim ZariStima, moZe se re¢i da, nakon
izuzetno turbulentnog (veceg dijela) dvadesetog stoljeca, u posljednjih petnaestak godina (od
prestanka hladnog rata i blokovske podjele svijeta) svjedoCimo i relativno povoljnom
politickom razdoblju koje je srusilo (neke) prepreke slobodnijem protoku informacija,
kapitala, roba i ljudi.

Kombinacija povoljnog trenutka u svjetskoj politici koji je doveo do liberalizacije
ekonomskih odnosa i (postupnog) otvaranja (gotovo) svih svjetskih gospodarstava; i
tehnoloskog napretka (prvenstveno se to odnosi na informacijske, komunikacijske 1
transportne tehnologije), iz temelja je izmijenila svjetsku ekonomiju 1 rezultirala
nezaustavljivim (ali i kontroverznim) procesom globalizacije — prostornim rasprsivanjem
proizvodnje i potrosnje ekonomskih roba [1].

Mogucénost primjene just-in-time proizvodne filozofije na globalnoj razini nije
promakla najve¢im svjetskim kompanijama koje su shvatile da se povecanje zarade moze
ostvariti racionalizacijom proizvodnje i selidbom (dijelova) proizvodnih pogona u zemlje

jeftinije radne snage.

1990 1994 1996 1998 2000
Godina

Slika 1.1 Udjel proizvoda prevozenih brodom u sklopu just-in-time proizvodnje [2]

Slika 1.1 odli¢no ilustrira razmjer takvih procesa, kao i klju¢nu ulogu koju industrija
transporta robe kontejnerima (ili, opéenitije, industrija pomorskog transporta) ima u

osiguravanju pouzdanih i pravovremenih tokova sirovina, poluproizvoda i gotovih proizvoda.

1



Osim toga, prijevoz kontejnerima pospjeSio je proces globalizacije i smanjenjem
troskova transporta, s 5-10% na 1-1.5% ukupne cijene koju pla¢a krajnji korisnik [3]. Tako je,
na primjer, prijevoz 15500 boca Skotskog viskija iz Velike Britanije do Japana 1991. godine
stajao 1560, a 2001. godine samo 675 americkih dolara [4]. To su osobito dobro iskoristila
gospodarstva zemalja jugoistocne Azije — uzlet azijskih tigrova podudara se s procvatom

kontejnerizacije, slika 1.2.
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Slika 1.2 Rast BDP-a Singapura podudara se s porastom kontejnerskog prometa u
singapurskoj luci [5]

U takvim okolnostima, medunarodna trgovina, koja ionako stalno raste zbog porasta
broja i prosjecnog zivotnog standarda svjetskog stanovnistva, dobiva poticaj za jo§ snaznijim,
gotovo spektakularnim, rastom, slika 1.3.

Taj je rast naroCito impresivan na glavnim svjetskim pomorskim trgovackim putovima
— onom koji povezuje Evropu s istoénom Azijom, transpacifickom izmedu istoéne Azije i
zapadne obale SAD-a te transatlantskom koji isto¢nu obalu SAD-a spaja s Evropom.

Kako bi zadovoljila povecanu potraznju za transportom, jednako snazno raste i
svjetska trgovacka flota, a osobito je dramatiCan porast kako broja, tako i veliine
kontejnerskih brodova. U samo Sest godina krajem proslog desetljeca, udjel kontejnerskih
brodova u ukupnoj tonazi svjetske flote povecao se s 5% na 11% [6].

2
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Slika 1.3 Medunarodna trgovina a) 1998. godine; b) 2003. godine [2]

Razlog tome moze se potraziti u viSestrukim izvorima rasta volumena kontejnerskog
prometa. Ne samo da potraznja za takvim nacinom transporta raste zbog porasta svjetskog
gospodarstva (i to po dvostrukoj stopi, po kojoj raste medunarodna trgovina), vec se i sve vise
opceg tereta kontejnerizira, slika 1.4, zbog brojnih prednosti (jednostavnost, brzina, sigurnost,
ekonomicnost, uskladenost s drugim oblicima transporta kopnom) u odnosu na klasi¢an nacin

prijevoza op¢ih tereta morem.
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Slika 1.4 Omjer kontejneriziranog i ostalog opceg tereta [2]



Kontejnerski brodovi, gusto razdijeljeni nepropusnim popre¢nim pregradama, izuzetno
su sigurni i vrlo je malo, iskljucujuéi sudare, njihovih teskih nesrec¢a. Dva najteza stradavanja
uslijed loSeg vremena odnose se na CV MSC Carla koja se 1998. godine prepolovila (pri
¢emu su obje polovice ostale plutati) i CV APL China koja je teSko oStecena 1999. godine
[7.8].

Uz ve¢ navedene razloge za porastom potraznje, uvodenjem sve vecih kontejnerskih
brodova koji, iz ekonomskih razloga, smanjuju broj uplovljavanja u luke, raste i potreba za
razvozenjem tereta manjim kontejnerskim brodovima od najvecih svjetskih kontejnerskih
terminala do konacnih odredista.

Od pocetka 1970-ih godina traje rast potraznje za kontejnerskim transportom po
stopama od skoro 10% godisnje, slika 1.5, tako da danas svijetom putuje 16 milijuna

kontejnera [9], prenoseci sve — od mikro¢ipova, do starog papira.

trgovina kontejnerima

ukupna pomorska trgovina
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|
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|
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Slika 1.5 Indeks rasta trgovine morem i prijevoza kontejnerima [10]

Kontejnerizacija zapocCinje ne tako davne 1956. godine. Amerikanac Malcolm Mc
Lean, vlasnik prevoznicke tvrtke Sea-Land, koncept kontejnera osmislio je jo§ 1937. godine
[9], ali tek uvodenjem standardiziranog (za prijevoz brodom, Zeljeznicom i kamionom)
kontejnera dimenzija 20 x 8 x 8.5 stopa (kapaciteta 1 TEU, engl. twenty feet equivalent unit;
§to je priblizno 39 m’) po¢inje njihova $ira primjena. Utjecaj njegove revolucionarne
inovacije na svjetsko gospodarstvo ponekad se usporeduje s onim mikroc¢ipa [6] — Lloydov
popis na kraju 1999. godine proglasio je izumitelja kontejnera jednim od trojice najvaznijih

ljudi dvadesetog stoljeca.



Kontejnere su u pocetku prevozili za to prenamijenjeni tankeri i brodovi za prijevoz
rasutih tereta. Na prvu plovidbu, 26. travnja 1956. godine, iz Newarka prema Houstonu
krenuo je Ideal X, konvertirani T2 tanker iz drugog svjetskog rata, natovaren s 58 kontejnera
[8, 11, 12]. Do prve plovidbe preko Atlantika proslo je jos deset godina — 1966. godine iz
SAD-a u Evropu zaplovio je brod Fairland, kapaciteta 266 TEU.

Negdje u to vrijeme, 1964. godine, naruceni su i prvi pravi kontejnerski brodovi s
velikim grotlenim otvorima za olakSani pretovar kontejnera smjestenih u skladista [8, 13].
Prva faza kontejnerizacije rezultat je tehnoloske inovativnosti, a obiljezio ju je, u pravilnim
koracima, snazan rast (prosjecne) veli¢ine brodova. Obicno se, za tu fazu, navode Cetiri
generacije kontejnerskih brodova koje su obuhvacale vazne razvojne cikluse na trzistu, slika

1.6.
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Slika 1.6 Maksimalna veli¢ina i generacije kontejnerskih brodova [11]

Prva generacija odlikovala se nosivoséu do 1000 TEU, dok su brodovi druge
generacije, koji su se pojavili 1967. godine, podigli nosivost do 1600 TEU [8, 13]. Poc¢etkom
sedamdesetih godina proslog stolje¢a dimenzije (trece generacije) kontejnerskih brodova
narasle su do ograni¢enja uvjetovanih moguénoscu prolaska kroz Panamski kanal (Sirina od
32.3 m, gaz od 12 m), §to je rezultiralo nosivoscu od 3000 TEU.

Zahtjev za daljnjim povecanjem nosivosti, uz zadrzavanje panamax dimenzija (Sirine i
gaza), brodogradevni su inzenjeri rijesili neproporcionalnim poveéavanjem duljine broda.
Kontejnerske brodove Cetvrte generacije, uz maksimalnu nosivost (dostignutu 1984. godine
porastom duljine do, za Panamski kanal, grani¢nih 290 m) od 4500 TEU [13], karakteriziralo
je 1 nesto slabije ponasanje u sluzbi (zbog losijih hidrodinamickih znacajki neproporcionalnih

brodova).



Sredinom 80-ih godina dvadesetog stoljec¢a nastupila je druga faza kontejnerizacije, u
kojoj je naglasak s tehnoloskog napretka prebacen na reorganizaciju prevoznickih kompanija
[13]. Prosiruje se dotadasnji koncept prijevoza robe od luke do Iuke i uvodi usluga dostave od
posiljatelja do primatelja (engl. door-to-door). Za to se vrijeme nije mijenjala maksimalna
nosivost kontejnerskih brodova, iako se, rastom udjela vec¢ih brodova, postupno povecavala

njihova prosje¢na veli¢ina, slika 1.7.
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Slika 1.7 Udjel brodova razli¢ite veli¢ine u ukupnom kapacitetu svjetske flote [13]

Sirenje prakse globalnog poslovanja po just-in-time filozofiji medusobno se poticalo
[4, 13] s paralelnom pojavom raznonacinskih lanaca distribucije roba (engl. intermodal

distribution chains, intermodalism).

U istom se razdoblju dogodio i novi znacajni korak u razvoju kontejnerskih brodova.
Revolucionarna ideja odbacivanja panamax grani¢nih dimenzija rezultirala je pojavom post-
panamax brodova. Prve takve brodove (C10 klase), njemacko je brodogradiliste HDW, u klasi
ABS-a, izgradilo 1988. godine za ameri¢kog prevoznika APL (4American President Lines)
[12, 14]. Bilo je potrebno nekoliko godina da industrija pomorskog prijevoza prihvati
novotariju — prvi sljedeéi post-panamax brod, Nedlloydova Normandie, zaplovila je tek 1991.

godine.



1995. godine dolazi do novog zaokreta, nakon kojeg tehnoloski napredak ponovno
pocinje diktirati razvoj industrije kontejnerskog transporta (Sto ¢e vjerojatno biti prepoznato
trecom fazom kontejnerizacije). Poklapanje vise preduvjeta dovelo je do pojave sve vecih
post-panamax brodova pete generacije. Planiraju¢i obnavljanje flote, najveée svjetske
brodarske kompanije povjerovale su optimisticnim ocekivanjima daljnjeg znacajnog rasta
medunarodne trgovine (a time i potraznje za prijevozom robe kontejnerima) i donijele
strateSku odluku o povecanju vlastite konkurentnosti prelaskom na brodove koji ¢e, zbog
manjih jedini¢nih troskova po prevezenom TEU, biti ekonomi¢ni svojom veli¢inom (engl.

economies of scale).

Slika 1.8 Ekonomicnost veli¢inom [15]

Uslijedio je novi zamah, kako u maksimalnoj veli¢ini brodova, tako i u povecanju

udjela post-panamax brodova u svjetskoj kontejnerskoj floti, slika 1.9.
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Slika 1.9 Velicina izgradenih post-panamax brodova [13]
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Pocetkom 1995. godine plovio je tek jedan post-panamax brod nosivosti iznad 4500
TEU, da bi ih krajem 2000. godine bilo vise od 140 [13], a danas takvi brodovi veé
sacinjavaju 32% flote [9].

Uvodenje tako velikih VLCC (Very Large Container Carrier) brodova zahtijevalo je
znacajna financijska sredstva (na kraju 1999. godine, cijena novogradnje kapaciteta 6500
TEU iznosila je priblizno 80 milijuna dolara [13]). Najveéi svjetski prevoznici odlucili su taj
poslovni rizik medusobno podijeliti, tako da je u posljednjih desetak godina doslo ne samo do
okrupnjavanja tvrtki (preuzimanjima ili spajanjima), ve¢ je formirano i nekoliko globalnih
saveza medu velikim igracima. Tako je krajem 1996. godine doslo do spajanja australskog
P&O Containers s nizozemskim Nedlloyd Lines [17], dok je singapurski Neptune Orient Line
(NOL) kupio americ¢ki American President Lines (APL) 1997. godine [1]. Spajanje danskog
Mcerska 1 americkog Sea-Landa 1999. godine, stvorilo je mega-kompaniju koja je u to
vrijeme kontrolirala 9.2% ukupne kontejnerske flote [1], a novonastali je prevoznik 2005.
godine kupio Royal P&O Nedlloyd i jo§ povecao svoju snagu. Proces okrupnjavanja najbolje
ilustrira podatak o povecanju udjela 20 najvecih brodarskih kompanija u ukupnom kapacitetu
s 26% 1980. godine na 85% 2004. godine, slika 1.10. To pokazuje da su velike tvrtke uspjele
u namjeri ovladavanja glavnim medunarodnim trgovackim putovima (u smjeru istok-zapad) i

istiskivanja manjih kompanija na sporedna trzista.
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Slika 1.10 Udjel 20 najvecih brodarskih kompanija u floti kontejnerskih brodova [10]



Rast veli¢ine kontejnerskih brodova pratio je 1 razvoj potrebne infrastrukture u
najve¢im svjetskim lukama za prihvat kontejnera — kako nabava portalnih dizalica veceg
raspona (potrebnih za opsluzivanje brodova vece §irine), tako i jaruZanje gatova i prilaznih
kanala zbog povecanja dubine mora koje bi omogucilo prihvat brodova sve veceg gaza.
Nizozemska je vlada, na primjer, platila jaruZanje prilaznog kanala luci Rotterdam [4], kako
bi osigurala nastavak njezine konkurentnosti.

Ne samo da se luke moraju prilagodavati stalnom rastu veli¢ine kontejnerskih
brodova, ve¢ je ugovoreno i proSirivanje (tocnije receno, probijanje trece linije [18])
Panamskog kanala (do 2015. godine? [9]), kako bi se omogucio prolaz takvim brodovima, a
najavljeno je i daljnje proSirivanje Sueskog kanala [18].

Budu¢i da ekonomicnost veli¢inom takvi brodovi postizu samo na moru, potrebno je
skratiti vrijeme njihovog boravka u lukama. S jedne je strane potrebno osigurati ucinkovit
pretovar, a s druge smanjiti broj uplovljavanja. To je dovelo do stvaranja [3, 4] radijalnih
mreza (engl. hub-and-spoke network) — velikih tranzitnih terminala u koje pristaju najveci
kontejnerski brodovi, nakon ¢ega niz manjih brodova razvozi (u svim smjerovima) kontejnere
na njihova stvarna odrediSta. Stoga ne cudi §to ne raste samo potraznja za velikim post-
pamanax brodovima, ve¢ i ona za manjim kontejnerskim brodovima, tzv. hranilicama (engl.

feeders), slika 1.11.

Slika 1.11 Rast potraZnje za kontejnerskim brodovima [15]



Glavni zama$njak ovakvom razvoju kontejnerskih brodova spektakularni je
gospodarski rast Kine (kojeg prati i odgovarajuce povecanje izvoza) posljednjih godina, slika

1.12.
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Slika 1.12 Rast kineskog izvoza [2]

Kineski izvoz najveci je pokreta¢ stalne dvoznamenkaste godiSnje stope rasta trgovine
na dvije najvece svjetske pomorske trgovacke rute. I dok na tre¢em velikom trgovackom putu,
onom transatlantskom izmedu istoéne obale SAD-a 1 Evrope, optimalna veli¢ina
kontejnerskog broda jos uvijek odgovara najve¢im panamax brodovima (4500 TEU), sve veéi
kontejnerski brodovi isplativi su [1] na ruti izmedu isto¢ne Azije i Evrope (2004. godine
porast prometa iznosio je 17.5% u jednom, a 5.5% u drugom smjeru), kao i na onoj izmedu
isto¢ne Azije i zapadne obale SAD-a (15%, odnosno 5% porasta prometa).

Buduc¢i da se sljedecih godina ocekuje [17] potpisivanje ugovora o slobodnoj trgovini
izmedu Kine 1 zemalja ¢lanica ASEAN-a (4ssociation of Southeast Asian Nations), nitko ne
sumnja u nastavak kineskog gospodarskog ¢uda. Rezultat toga pune su knjige narudzbi koje
su trenutno jednake polovici kapaciteta danasnje flote [9]. Druga je posljedica daljnji nastavak
rasta veli¢ine — prosle je godine u sluzbu usla ULCC (Ultra Large Container Carrier) Emma
Mcersk, nosivosti veée od 11000 TEU [9, 12] (14500 TEU? [14]), duljine 397.7 m, Sirine 56.4
m i gaza 16 m, s dosad najveéim (prvim) Cetrnaestocilindricnim brodskim motorom snage

80000 kW [19].

10



lako se godinama sumnja kako trziSte prijevoza robe kontejnerima mora veé jednom
dosegnuti zrelost, nakon ¢ega bi uslijedilo usporavanje njegovog rasta, to se jos nije dogodilo.
Optimizam brodarskih kompanija, vidljiv u knjigama narudzbi, sugerira da niti nece vrlo
uskoro.

Stoga ¢e daljnji rast maksimalne veli¢ine kontejnerskih brodova vjerojatnije zaustaviti
ogranicenja, kako infrastrukture (i dovoljno brzog opsluzivanja takvih brodova) u lukama [9],
koja se ulaganjima ipak neprestano prosiruju [12], tako i ona prirodna, poput Sueskog kanala,
ili prolaza Malacca u jugoisto¢noj Aziji. Dok je suezmax (ogranicenje prolasku kroz Sueski
kanal ne predstavljaju pojedinacne dimenzije broda, ve¢ umnozak Sirine i gaza, odnosno
povrsina uronjenog dijela poprecnog presjeka) veli¢ina kontejnerskih brodova (10000 —
12000 TEU, [18]) ve¢ dosegnuta, ostaje vidjeti hoce li i opéepoznati projekt profesora

Wijnolsta, malaccamax kontejnerski brod nosivosti 18000 TEU, uskoro ugledati svjetlo dana.

1.2. Opis problema

Danas se uobicajeni postupak proracuna odziva brodske konstrukcije na valno
opterecenje sastoji iz dva dijela. Najprije se, nekim od raspolozivih 2D ili 3D, linearnih ili
nelinearnih modela, provodi hidrodinamicka analiza konstrukcije kao krutog tijela, a potom
se, prenoSenjem tako dobivenih tlakova i ubrzanja na model konstrukcije, (najcesce
kvazistatickom) strukturnom analizom (u frekvencijskom podrucju) dolazi do odziva (na
primjer, momenata savijanja, smi¢nih sila, momenata uvijanja, odnosno naprezanja).

Ovakav je pristup u osnovi priblizan, budu¢i da brodovi na moru istovremeno
dozivljavaju i gibanja i deformacije. Ve¢ina konvencionalnih brodova dostatno je kruta pa su
te deformacije relativno male, a prirodne su frekvencije elasticnih oblika znatno vise od
frekvencija valnog optereéenja, tako da standardni pristup odvojenog provodenja
hidrodinamicke i strukturne analize daje dovoljno dobre rezultate.

Medutim, u posljednje se vrijeme prirodne frekvencije suvremenih brodova sve vise
preklapaju s onima valne uzbude. S jedne strane optimiziranje brodskih konstrukcija,
primjena novih materijala (Celik povisene ¢vrstoée, aluminij) te sve veéa duljina suvremenih
brodova za posljedicu imaju smanjenje njihove krutosti, dok, istovremeno, s druge strane,
zbog povecavanja brzine (na valovima u pramac broda) rastu susretne frekvencije.

Kod takvih su brodova elasticne deformacije vrlo velike, a prirodne frekvencije
konstrukcije toliko su niske da morski valovi na njih prenose energiju dostatnu za
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pobudivanje vibracija. Rezonantne vibracije (gotovo iskljuc¢ivo prvog oblika) do kojih dolazi
zbog djelovanja neprekinute valne uzbude nazivaju se pruzenjem broda (engl. springing). U
ovim slu¢ajevima viSe nije moguce pouzdano odredivati odziv prenoSenjem tlaka dobivenog
klasicnim pomorstvenim analizama krutog tijela na model kontrukcije, ve¢ je nuzno
primijeniti teoriju hidroelati¢nosti koja obuhva¢a medudjelovanje hidrodinamicke okoline i
deformabilne konstrukcije.

Osim toga, potpuno sprezanje hidrodinami¢kog modela s modelom konstrukcije nuzno
je primijeniti i u sluajevima kada djelovanje impulsnog opterecenja, poput udaranja dna ili
izboja pramca o valove (engl. slamming), pobuduje prolazne vibracije trupa, $to se naziva
podrhtavanjem broda (engl. whipping). Za razliku od pruzenja do kojeg dolazi kod umjerenih
stanja mora i koje pogada samo brodove sniZzene krutosti, podrhtavanje je vezano uz ostra
stanja mora i relevantno je za sve vrste brodova. Znacaj podrhtavanja osobito je velik kod
linijskih kontejnerskih brodova, budu¢i da oni najceS¢e plove pod veoma striktnim
vremenskim ogranienjima pa kapetani, u slucaju loSeg vremena i oStrog mora, imaju

smanjenu mogucnost usporavanja broda i promjene smjera plovidbe.

1.3. Hipoteza rada

U posljednje se vrijeme gradi sve viSe post-panamax kontejnerskih brodova duljine
veée od 300 metara i oni postaju sve znacajnijim dijelom svjetske flote. Nova generacija
ULCC (Ultra Large Container Carrier) brodova izlazi van iskustvenih baza klasifikacijskih
drustava. Ne samo da se povecava duljina i optimizira konstrukcija, ve¢ se mijenja i klasi¢ni
projekt kontejnerskih brodova — odbacuju se nosaci palube, smanjuje se Sirina bocne
konstrukcije, razdvajaju se strojarnica i nadgrade [20], a zbog podizanja nosivosti povecava se
povrsina palube, Sto dovodi do znadajnog izboja pramca [12]. Iz tog razloga brodogradevni
inzenjeri, uz primjenu tradicionalnih poluempirijskih pravila klasifikacijskih drustava, moraju
primijeniti racionalan pristup pri projektiranju, provodenjem dodatnih, izravnih prorac¢una
opterecenja i ¢vrstoée (engl. direct load and strength analysis) takvih brodova [12, 21, 22].

Prednost teorije hidroelasti¢nosti u odnosu na klasi¢nu analizu fizikalno je tocnija
idealizacija medudjelovanja fluida i konstrukcije koja rezultira pouzdanijim dinamickim
odzivom broda na valovima. Prirodne frekvencije elasti¢nih oblika danasnjih brodova sve se
viSe priblizavaju frekvencijama na kojima morski valovi ve¢ posjeduju znacajan iznos

energije, tako da prestaju vrijediti pretpostavke (klasinog pristupa pomorstvenosti) o
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medusobnoj nezavisnosti gibanja i deformacija broda, koje su omogucavale odredivanje
odziva brodske konstrukcije provodenjem odvojene hidrodinamicke i strukturne analize.

Hidroelasti¢na analiza omogucuje to¢niju provjeru zadovoljavanja projektnih kriterija,
kako onog grani¢ne cvrstoCe konstrukcije (podrhtavanje trupa uslijed udaranja pramca o
valove stvara dodatne momente savijanja koji mogu ugroziti primarnu ¢vrstoéu trupa), tako i
onog zamora materijala konstrukcijskih detalja (zanemarivanjem utjecaja pruzenja broda
moze se znatno podcijeniti akumulirano osteéenje).

Postoje ucinkoviti numeri¢ki modeli za analizu globalnog hidroelasticnog odziva
brodskih konstrukcija u vertikalnoj ravnini, relevantnog za veéinu uobicajenih brodova. Zbog
ograni¢ene primjene, nije doslo do jednakog razvoja sli¢nih metoda koje bi se mogle koristiti
kod kontejnerskih brodova koje karakteriziraju veliki palubni otvori, a kod kojih su relevantne
prirodne frekvencije spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija (koje su nize od onih
vertikalnih vibracija).

Stoga postoji snazna potreba za izradom pouzdanog spregnutog modela za proracun
hidroelasticnog odziva velikih kontejnerskih brodova. Kombiniranjem jednodimenzionalnog
strukturnog modela s trodimenzionalnim hidrodinami¢kim modelom Bureau Veritasa, dobit
¢e se alat koji ¢e se moci koristiti za provjeru ¢vrsto¢e kontejnerskih brodova u ranoj fazi
osnivanja.

Koristenje trodimenzionalnog strukturnog modela konacnih elemenata, §to se
namjerava provesti u Bureau Veritasu, trebalo bi rezultirati jo§ to¢nijim spregnutim modelom

koji bi se mogao koristiti u daljnjim fazama projektiranja i gradnje broda.

1.4. Pregled osnovne literature

Jedan od prvih ¢lanaka o problemu pruzenja broda objavio je M.A. Gelgova 1962.
godine [23]. Nakon toga, ponudeno je nekoliko jednostavnih metoda proracuna, medu kojima
i ona Goodmanova [24] iz 1971. godine koja je, uz njihanje krutog tijela, uzimala u obzir i
prvi elasticni oblik vertikalnog savijanja brodskog trupa (u obliku sustava s jednim stupnjem
slobode).

U praksi su se problemi s elasticnim vibriranjem trupa uslijed valne uzbude najprije,
zbog njihove sniZene krutosti, uoc€ili na brodovima za prijevoz rasutih tereta koji su plovili

Velikim jezerima [25], a nakon toga i na velikim prekooceanskim trgovackim brodovima.
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Krajem sedamdesetih godina proslog stolje¢a, Bishop i Price [26] udarili su
racionalnije temelje teoriji hidroelasticnosti, postavivsi principe za savitljive vitke brodove
izvrgnute stalnim ili prolaznim valnim optere¢enjima. Njihova jedinstvena teorija grednih
odsjeCaka (engl. unified strip-beam theory) sastoji se u kombiniranju TimoSenkove grede kao
pojednostavljenog, jednodimenzionalnog strukturnog modela, s dvodimenzionalnom
hidrodinamickom metodom odsjecaka, bez sprezanja jednadzbi. Time su uspjesno simulirali
simetri¢no, antisimetricno i nesimetricno ponasanje razli¢itih trgovackih i ratnih brodova na
valovima. Usporedbe s rezultatima eksperimenata i mjerenja u naravnoj velicini [27] potvrdile
su valjanost takvog pristupa za tadasnje brodove.

Nekoliko godina kasnije, Bishop i Price [28] su, u suradnji s Wuom koji je na tu temu
napisao disertaciju [23], zamjenom metode odsjeCaka trodimenzionalnom teorijom
potencijalnog strujanja, proSirili linearnu teoriju na treCu dimenziju, Sto je omogucilo
primjenu na plovila opéeg (negredolikog) oblika.

Otad su nastale mnoge metode koje sprezu razli¢ite modele konstrukcije (gredne ili
cjelovite trodimenzionalne modele konacnih elemenata) s razli¢itim hidrodinamickim
teorijama (sve vise se koriste trodimenzionalne metode). Osim toga, u obzir se uzimaju i
razli¢iti nelinerani ucinci, bilo njihovim lineariziranjem i analizom u frekvencijskom
podrugju, bilo prelaskom u vremensko podrucje.
konstrukcije i upotrebe Celika povisene ¢vrstoce) i brodova sve vecih brzina, hidroelasti¢ne
teorije posljednjih godina dobivaju na vaznosti.

Provode se usporedbe numerickih proracuna s rezultatima pokusa na modelima
(obicno segmentiranim, a vrlo rijetko potpuno elasticnim) i mjerenja u punoj veli¢ini. Ne
razmatraju se samo konvencionalni trgovacki brodovi [na primjer, 29], ve¢ i ratni brodovi,
brodovi velikih brzina [30], viSetrupci [31, 32], SWATH (Small-Waterplane-Area Twin-Hull
ships) brodovi pa ¢ak i veoma velike plutajuce konstrukcije (na primjer, plutajuce zracne luke
duljine i do 5 kilometara) [33].

Gotovo u pravilu proucava se odziv brodskih konstrukcija u vertikalnoj ravnini,
budué¢i da je on i najvazniji kod najveceg broja razlic¢itih vrsta brodova. Danas postoje
ucinkoviti numericki modeli za analizu globalnog hidroelasticnog odziva brodskih
konstrukcija u vertikalnoj ravnini, nastali, na primjer, kombiniranjem jednodimenzionalnog
modela nejednolike TimoSenkove grede s klasicnom hidrodinamickom trodimenzionalnom

tehnikom rubnih integralnih jednadzbi (engl. 3D boundary integral equation technique) [34].
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Medutim, situacija je dosta loSija kad je rijeC o antisimetricnim odzivima (to jest,
spregnutom horizontanom savijanju i uvijanju) brodova s velikim otvorima na palubi — razvoj
metoda hidroelasti¢ne analize takvih brodova znatno je slabiji.

Sredinom devedesetih godina, zbornik Petnaestog medunarodnog kongresa o
brodovima i pomorskim konstrukcijama (ISSC) [35] navodi potencijalno zanimljiv rad na
kineskom jeziku — Yen i drugi primijenili su trodimenzionalnu potencijalnu teoriju i teoriju
tankostjenih nosaca (koja uzima u obzir smicanje, vitoperenje i zakretanje popre¢nih presjeka)
za analizu spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija kontejnerskih brodova.

Pokusaj [36, 37] primjene identi¢nog strukturnog modela onom koriStenom u analizi
odziva u vertikalnoj ravnini, TimoSenkove grede, samo je potvrdio da se realni odzivi
horizontalnog savijanja i uvijanja trupa mogu dobiti iskljuivo primjenom sloZenijeg
jednodimenzionalnog strukturnog modela koji uzima u obzir i vitoperenje i polozaj centra
uvijanja poprecnog presjeka [38, 39].

Iako je, po saznanjima autora, napravljen odredeni (nedovoljno dobro dokumentiran)
korak u pravom smjeru (iako na primjeru FPSO broda) [40], moze se re¢i da ne postoji
pouzdan numericki model za proracun hidroelasticnog odziva velikih kontejnerskih brodova.

Sveoubuhvatan pregled dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih, linearnih i
nelinearnih teorija hidroelasti¢nosti, s naglaskom na primjenu na VLES (Very Large Floating

Structures) konstrukcije, donosi [41].
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2. STRUKTURNI MODEL

2.1. Uvod

U dinamickoj strukturnoj analizi uobicajilo se prisilne vibracije racunati na temelju
progibne linije pretpostavljene u obliku reda (ortogonalnih) prirodnih oblika vibriranja. Takav
pristup nije moguce primijeniti na hidroelasti¢ne probleme kod kojih se prirodni oblici ne
mogu unaprijed odrediti, buduéi da na njih utjee polje hidrodinamickog tlaka. U tom se
sluéaju progib konstrukcije moze pretpostaviti u obliku reda bilo kakvih jednostavnijih
matematickih oblika, dovoljno opcenitih da bi mogli predstaviti fizikalno gibanje. Iako
postoje i manje slozene mogucnosti (na primjer, ortogonalni oblici jednolike grede, [42]),
uvrijezeno je odabrati suhe prirodne oblike iste konstrukcije [26], odredene proracunom
slobodnih vibracija na zraku, tj. uz zanemarivanje dodatne mase okolne tekucine.

Brodski je trup, poput svakog drugog elasti¢nog tijela, podlozan vibriranju. Na
globalnoj razini razlikuju se uzduzne, vertikalne, horizontalne i torzijske vibracije. U
stvarnosti one, zbog nepodudaranja sredi$td masa na poprecnim presjecima trupa s centrima
deformiranja presjekd, ne nastupaju samostalno, ve¢ su uzduzne vibracije spregnute s

vertikalnim, a horizontalne s torzijskim.
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Slika 2.1 Spregnutost uzduznih vibracija s vertikalnim [43]
U slucaju uzduznih vibracija, slika 2.1 a), spreg prirasta uzduzne sile koji djeluje u

teziStu presjeka T i inercijske sile u srediStu masa S rezultira momentom savijanja koji

pobuduje vertikalne vibracije. Kod vertikalnih vibracija, slika 2.1 b), zakretanjem poprecnog
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presjeka trupa oko tezista T, u srediStu masa S, osim inercijske sile koja uravnotezuje prirast

poprecne sile, nastaje i uzduzna sila inercije koja dovodi do uzduznih vibracija.
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Slika 2.2 Sprega horizontalnih i torzijskih vibracija [43]

Poprecnim vibriranjem brodskog trupa, slika 2.2 a), spreg sile inercije u srediStu masa
S 1 prirasta poprecne sile u centru torzije C stvara moment uvijanja koji uvjetuje pojavu
torzijskih vibracija. Kod torzijskih vibracija, slika 2.2 b), uslijed zakretanja poprecnog
presjeka oko centra torzije C, u srediStu masa S, osim momenta uslijed inercije mase koji
uravnotezuje prirast momenta uvijanja, nastaje i poprecna inercijska sila koja uzrokuje
horizontalne vibracije trupa.

Vibracije u vertikalnoj ravnini u pravilu se razmatraju odvojeno, budué¢i da je
udaljenost srediSta masa od neutralne linije vertikalnog savijanja obi¢no zanemarivo mala.
Prilikom analize konvencionalnih brodova takoder se rasprezu i horizontalne i torzijske
vibracije. Medutim, kod brodova sa Sirokim palubnim otvorima (smanjene krutosti na
uvijanje), udaljenost izmedu sredista masa i centra torzije (koji se moze nalaziti ¢ak i izvan
poprecnog presjeka trupa) vise se ne moze zanemariti, tako da je nuzno analizirati spregnute
horizontalne i torzijske vibracije brodskog trupa.

U svrhu proracuna nekoliko prvih prirodnih oblika, kod kojih udaljenost medu
¢vorovima ne prelazi dimenzije poprecnog presjeka broda, brodska se konstrukcija moze
predstaviti matemati¢kim modelom u obliku slobodnog nosaca promjenljivih (geometrijskih i

inercijskih) znacajki popre¢nog presjeka.
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2.2. Poprecne vibracije nosaca

2.2.1. Euler — Bernoullijeva greda

Euler — Bernoullijeva greda najjednostavniji je matematicki model za analizu

popreénih vibracija. Elasti¢na je linija savijanja nosaca prostorno-vremenska funkcija:

w=w(x,z). 2.1)
'S dx
0 X e
Qu
W M
i (J
‘\._ Ho-&—ﬁdx
\\\' @ dx
mxafx )
Aw 2w
ot at Q a’_a_gdx
“ ax

Yy

Slika 2.3 Euler — Bernoullijeva greda [43]

Razmatranjem ravnoteze diferencijalnog elementa nosaca, slika 2.3, dobivaju se

sljedece jednadzbe:
D F, =0 : —Q+qu-dx+Q+2—Q-dx:0 (2.2)
: X
D M. =0 : —M—aaﬂ.dx—qu-dx-%+M+Q-dx=0, (2.3)
X

iz kojih, uz zanemarivanje infinitezimalnih veli¢ina niZzeg reda, slijedi:

9, (x,z)=—aQa(x’t) 2.4)
X
O(x,1) = aMa(x’t ) 2.5)
X

Ukupno optereéenje sastoji se od inercijskog i uzbudnog dijela:

18



o’ w(x,1)
or?

gdje je m, masa broda po jedinici duljine. UvrStavanjem izraza (2.4), a potom i onog (2.5) u

q,(x.t)=-m, +q,(x.1), (2.6)

gornju jednadzbu dobiva se:

a o0(x,1) m o’ w(x,1)

= 2.7

ox ot qx(x,t) @7
0*M(x,t o> w(x, ¢

- ax(zx )+mx gt(f )=61x(xaf)- (2.8)

Uz dobro poznatu ovisnost momenta savijanja o progibu:

0’ wlx,t)
oo’

gdje je E Youngov modul elasti¢nosti, a /., moment tromosti poprecnog presjeka trupa s

M(x,t)=—-EI , (2.9)

obzirom na os y ili os z (vertikalne ili horizontalne vibracije), iz izraza (2.8) dolazi se do

diferencijalne jednadZzbe poprecnih vibracija Euler — Bernoullijeve grede:

0’ 0 w(x,t 0’ w(x,t
axz(Elx a;fz )J—l-mx 8t(2 ):qx(x,t). (2.10)

2.2.2. TimoSenkova greda

TimoSenkova greda predstavlja sloZeniji strukturni model koji se obicno koristi u
hidroelasti¢nim analizama odziva konvencionalnih brodova (u vertikalnoj ravnini), a kod
kojega se u obzir uzimaju i smicne sile i zakretanje masa oko vertikalne osi. Ukupni se progib

sastoji od progiba savijanja w i progiba smicanja v:

y(x,2) = wlx, )+ v(x, ). (2.11)
Razmatranjem ravnoteze diferencijalnog elementa nosaca, slika 2.4, dobivaju se
sljedec¢e jednadzbe:
o0
D F, =0 : —Q+qu-dx+Q+6—-dx=0 (2.12)
X
dM. =0 : —M—%ﬂ-dx—qu ~dx-%+M+Q~dx+,uu dx =0, (2.13)
X

iz kojih, uz zanemarivanje infinitezimalnih veli¢ina nizeg reda, slijedi:

q,(x,t)= —6%(;”) (2.14)
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u,(v.r) =M ) O(x.1). (2.15)
ox
. X dx
0 X
y

2w
at

Y

Slika 2.4 TimoSenkova greda [43]

Ukupno opterecenje sastoji se od inercijskog i uzbudnog dijela:

2
,t
g,(x1)=—m, ;t(x )+qx(x,r) (2.16)
0% p(x,t
)=, Ty (), 217)

gdje je Jp, moment tromosti mase broda (po jedinici duljine) s obzirom na os y ili os z
(vertikalne ili horizontalne vibracije). UvrStavanjem izraza (2.14) i (2.15) u jednadzbe (2.16) i

(2.17) dobiva se:

~00(x,1) 0’ y(x.1) _
x T o =q,(x.1) (2.18)
M) _ o g, T ) (2.19)
Ox ot

Uz dobro poznatu ovisnost momenta savijanja o progibu savijanja:
o’ w(x,¢)
oo’

smicne sile o progibu smicanja:

M(x,t)=—EI , (2.20)
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Q(x,t) _ GFV Gv(x,t)
Ox

gdje je G modul smika, a F faktor krutosti poprecnog presjeka trupa na smicanje s obzirom

, 2.21)

na os z ili os y (vertikalne ili horizontalne vibracije); te kuta zakreta poprecnog presjeka o

progibu savijanja:

o(x,1)= 6W;;"Z), (2.22)

jednadzbe (2.18) 1 (2.19) prelaze u:

0 ov(x,¢) 3 y(x,1)
-—| GF = 2.23
Gx( oox J+m_¥ o’ 4:061) @23)
0 o’ w(x,1) ov(x,1) *w(x,1)
-—| EI -GF J = . 2.24
Gx[ o ] T I o ) 229
1z (2.24) slijedi:
2 3
ov(x,1) _ 1 a(EIY 0 w(;c,t)j+ J,, 0 w(x;t)_ ,ux(x,t)’ (2.25)
Ox GF_ ox ox GF, Oxot GF.
aiz (2.23):
y(xe) 10 ( Gv(x,t)] 1
= - “|GF — ,t), 2.26
o’ m_ox\_ " ox ’ m, .061) (2.26)

Sto, uz (2.25), daje:

82y(xnt)=1x{_52(ﬂx 52W(xaf)J+ 0 [be a3w(x’t)J_a’u)‘(x’t)+qx(x,t)}. (2.27)

o’ m_| ox’ o’ ox oxot’ Ox

1z (2.25), uzimajuéi u obzir (2.11), proizlazi:

2 3
8y(x,t)= aw(x,t)_ 1 0 8 0 w(zc,t) N J,, O w(x;t)_,ux(x,t)‘ (2.28)
ox ox GF. ox Ox GF. oxot GF,

Nakon deriviranja izraza (2.27) jednom po x:

yx,t) o1 & wlx,t))| o 1 o *w(x,1)
T = | oo EL 2 t | I 2 -
OxOt Ox| m, Ox Ox Ox| m, Ox OxOt

0o ( s aux(x,r)J+ 6% (qx(x,r)J (2.29)

ox m,  Ox m

X

i jednadzbe (2.28) dvaput po vremenu t:
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83y(x,t)= 6w3(x,t)_ 1 © (E]x 64w(x,t)]+ Jy Ow(x,t) 1 o u, (x,1) (2.30)

oo’ oxor®  GF. ox oo ) GF. oxor*  GF. or

x

te izjednacavanja posljednja dva izraza:

2 2 3
o1 0 (g ], 21 o, Pun)]
Ox| m, Ox ox Ox| m, Ox Oxot

)

x x

3 4 5 2
0 w(x;t)_ig I8 0 M;(x,zt) N J,. 0 w(x;t)_ 1 0 ,ux(zx,t), 2.31)
OxOt GF_ ox Ox~0Ot GF. o0xot GF ot

X

dobiva se diferencijalna jednadzba poprecnih vibracija TimoSenkove grede:

2 2 3 4
ﬁiiz Elvaw(f,z) o1 0 thaw(x;t) 18 Elxavz(x,zz) .\
Ox| m, Ox TooOx Ox|m, Ox\ — OxOt GF, ox Ox“0t

wlx,t)  J,. 0°w(x,1)
+ +
oxort’ GF. oxot*

:6[%(%1)]_ G [ 1 fwx(xat)} Gl 0%, (x.1) (2.32)

ox\ m, mix ox F, ot

ox

2.3. Torzijske vibracije nosaca

Elasti¢na linija uvijanja nosaca:

v =uln). .33)

Iz razmatranja ravnoteze diferencijalnog elementa nosaca, slika 2.5, slijedi:

M
Y M, =0 : —M,+ym-dx+M,+aa’~dx:O, (2.34)
X

iz Cega proizlazi:

oM ,(x,t
ﬂm(x,t)=—ﬂ- (2.35)
Ox
Ukupno opterecenje sastoji se od inercijskog i uzbudnog dijela:
0w (x,t
t (6, 8)= =T ‘gt(z) + g1, (x,1), (2.36)
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gdje je J,,x polarni moment tromosti mase (po jedinici duljine) s obzirom na srediste mase.

Slika 2.5 Gredni model zatvorenog poprecnog presjeka [43]

Uvrstavanjem izraza (2.35) u gornju jednadzbu dobiva se:

B oM, (x,1) O’y (x,t)
O +Jrer atz —,le(x,t)- (237)

2.3.1. Gredni model trupa zatvorenog poprecnog presjeka

Budu¢i da poprecni presjeci brodova s normalnim palubnim otvorima posjeduju
dostatnu krutost na uvijanje, moze se pretpostaviti da do vitoperenja niti ne dolazi pa se ono
moze zanemariti. UvrStavanjem dobro poznate ovisnosti momenta uvijanja o kutu uvijanja:

M,(xat)=G1,ana(;c’t), (2.38)
gdje je I, faktor krutosti popre¢nog presjeka trupa na oko uzduzne osi, u jednadzbu (2.37),
dolazi se do diferencijalne jednadzbe torzijskih vibracija grednog modela trupa zatvorenog

presjeka:

2
—6[G1tx Oy (.t )J +J d ‘gt(f’t) = 41, (x,1). (2.39)

2.3.2. Gredni model trupa otvorenog poprecnog presjeka

Kod brodova sa Sirokim grotlenim otvorima krutost na uvijanje je mala pa se
vitoperenje ne moze zanemariti. Uvr§tavanjem momenta uvijanja, sastavljenog od momenta

¢istog uvijanja i momenta uslijed ogranicenosti vitoperenja poprecnog presjeka:
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3
M, (x,t)=M"(x,t)+ M, (x,t)=GI, a"’a(x”) —EI, a"a’(f’t) , (2.40)
X X

gdje je I, faktor krutosti poprecnog presjeka trupa na vitoperenje s obzirom na uzduznu os; u
jednadzbu (2.37), dobiva se diferencijalna jednadzba torzijskih vibracija grednog modela

trupa otvorenog presjeka:

3 2
—a[Glu 5V/(X,l)j+a(E]wx WJJFJW 61//7(56,t) - ﬂtx(xat)- (2.41)
Oox ox Oox Oox ot

2.4. Spregnute horizontalne i torzijske vibracije nosac¢a

Ukupni se progib sastoji od progiba savijanja w i progiba smicanja v:

y(x, t) = w(x, t) + v(x, t), (2.42)

dok je elasti¢na linija uvijanja nosaca:

) 43)

Slika 2.6 Gredni model trupa otvorenog presjeka [44]

Razmatranjem ravnoteze diferencijalnog elementa nosaca, slika 2.6, dobivaju se

sljedece jednadzbe:

D F, =0 : —Q+qu~dx+Q+aa—Q-dx=0 (2.44)
X
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D> M. =0 : —M—aaﬂ-dx—qu -dx-%+M+Q-dx+ﬂu dx=0 (2.45)
X
oM
M, =0 : —-M,+u, dctq,(x,t)z, dc+M, + - L.dx=0, (2.46)
X
iz kojih, uz zanemarivanje infinitezimalnih veli¢ina niZzeg reda, slijedi:
q,(x,1)= _201) (2.47)
ox
w0 (x,1)= Lwa (e.1) 0(x,1) (2.48)
X
() +q,(x,0) z, =— aMé(x’t) . (2.49)
X

gdje je z, udaljenost srediSta mase od centra uvijanja. Ukupno optereéenje sastoji se od

inercijskog 1 uzbudnog dijela:

qu0=—m{a%§”hﬂ;yZ§JQ+qJnﬁ (2.50)

()=, T () @.51)

ﬂm(nt%=—Jmfyi:f”)+;a(xJ) (2.52)
Uvritavanjem izraza (2.50) u jednadzbu (2.47) dobiva se:

SOy [ Ehet) F) (), 5y

izraza (2.51) u jednadzbu (2.48):

2
W) (1)1, T

a izraza (2.50) 1 (2.52) u jednadzbu (2.49):

~—

= 1, (x.1), (2.54)

2 2 2
_aj\/[éix’t)-}_‘]mx ° Va/ff’t)+mx(a ;ff’t)—i_zx . l/a/t(‘zx’t)JZx :lunx(x’t)—i_q«‘((x’t).zx
2 2
_WUW* 8 ;gt(jc,z)+mxzx 0 gff’t)=ﬂu(x,f)wx(xﬁ)‘zw (2.55)
gdje je:
JW* _J +mex2 (2.56)
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polarni moment tromosti mase (po jedinici duljine) s obzirom na centar torzije.

Uz dobro poznatu ovisnost momenta savijanja o progibu uslijed savijanja:

M(x,t)=—-EI, , (2.57)

smicne sile o progibu uslijed smicanja:

ov(x,z)
ox

te kuta zaokreta popre¢nog presjeka o progibu savijanja:

O(x,t) = GF, : (2.58)

olx,1)= o) (2.59)
Ox
jednadzbe (2.53) 1 (2.54) prelaze u:
0 ovix,t O y(x,t RN
0 0’ w(x,1) ov(x,z) *w(x,t)
——| EI -GF, J = . 2.61
ﬁx( oo’ j toox I oot (1) @60
Iz (2.61) slijedi:
ov(x,1) _ _1a(EIY azw(;c,t)J+ I a3w(x;t)_ ,ux(x,t)’ (2.62)
Ox GF_ ox ox GF, Oxot GF.
aiz (2.60):
2 2
0" ylx.) :15(GF¥ GV(XJ)] Lo Svln) 2.63)
ot m,_ Ox Ox m, ot

Fyes) 1 |:—62(E[x azw(x,t)j+ B (be 8SW(x,t)J_6#x(x,t)}+

x> ox oxor> ox

2
AN 2 ‘/’(f’t ). (2.64)
m ot

1z (2.62), uzimajuci u obzir (2.42), proizlazi:

2 3
8y(x,t) _ 8w(x,t) _ 1 G(EIX 0 w(;c,t)JJr J,, 0 w(x;t) B ,ux(x,t). (2.65)
Ox ox GF, ox Ox GF, oxot GF,
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Nakon deriviranja izraza (2.64) jednom po X:

o)) 0 {1 o (E,x fﬁw(x,r)ﬂ+ 2 U 2 [J 63:(x»r)ﬂ_

oxor® x| m, ox’ ox” ox oxor’
2
_o(Lombe)), g o)) of Syix) (2.66)
ox\m,6 Ox ox\ m, Ox ot

i jednadzbe (2.65) dvaput po vremenu t:

3 3 4 5 2
0 y(x;t): 0 w(x;t)_ 1 o 8 0 M;(x,;) N J, 0 w(x;t)_ 1 0 ,ux(zx,t) (2.67)
OxOt OxOt GF_ ox Ox~0Ot GF. Oxot GF, ot

te izjednacavanja posljednja dva izraza dobiva se:

2 2 3
o[y Pvtn)], 21 0, Pnbun]
Ox| m, Ox SO Ox|m, ox\ — Oxot

6[1 6;@()6#)}a(qx(x,f)J_ﬁ(zx WJ:

Cox m,  Ox ox\ m Ox

X

oxot’>  GF, ox

2 2 3 4
EL‘LZ EIYaw(;c,t) ol 10 Jhﬁw(x;t) 18 Elxavz(x,zt) .
ox| m, Ox S Ox Ox|m, Ox\ — OxOt GF, ox Ox "0t

+ 83w(x,z)+ I 65w(x,t)+a(zx azy/(x,l)j=

o) 1 a[EIA#w(x,t)jJr Sy OWlxt) 1 0p,(x1) (2.68)

"o’ ) GF. oxot'  GF, o

oxot>  GF, oxot*  ox o’
2
:5(%(’”)}_5[1 aﬂx(x”)J+ 1 9 ”-r(zx’t), (2.69)
ox\ m, ox\m, Ox GF. ot
1z jednadZzbe (2.55) slijedi:
2 a2
d y(;c,t): 1 oM, (x,1) J, @ V/(fat)Jrﬂtx(x’f)ﬂx(x’f)_ (2.70)
ot mz,  —~ 0Ox mz Ot m.z, m,

Izjednacavanjem posljednjeg izraza s onim (2.64) dobiva se:

1{_@2(% azw(x,z)]+ 2 (be a3w(x,t)]_6ux(xyt)}+ q.(.1) __ oylxr)

m,| ox’ ox’ ox oxor’ ox m, o
a2
— 1 aMt (x,l)_ me a l//('2x7t)+ lutx(x’z)_i_ qx(x’t). (271)
mz.  ~— Ox mz Ot m.z, m,
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MnozZenje obje strane gornje jednadzbe s m,z, daje:

R PEEY TP R R DL S

e o’ ox owor’ ox PYe

X

2
:M_JW*L(faf)wk(x,,)wr(x,,).zw (2.72)
Ox ot ) ) )

odakle, uz primjenu (2.56), proizlazi:

_8M,(x,t)+J ﬁzy/(x,t)_z i £l d*w(x,1) s 0 J &*w(x,t) _
ox "ot Toxt| Y ax? “ox "™ oxor?

=u, (x,1)+z, a“xaix’t). (2.73)

Jednadzbe (2.69) 1 (2.73) tvore sustav diferencijalnih jednadzbi spregnutih
horizontalnih i torzijskih vibracija. UvrStavanjem izraza (2.38) posljednja jednadzba sustava

prelazi u oblik koji vrijedi za brodove s normalnim otvorima na palubi:

2 2 2 3
_a(Gltx 6'//(x,t)]+J Oylxr) 0 [EIX 8w(x,t)J+Zra[be aW(x”)J:

ox ox Ve *ox? o’ * ox oot
= i (v, t)+ 2, S0l Xa(x’t), (2.74)
X

dok, uz primjenu izraza (2.40), ista jednadzba dobiva oblik valjan za brodove sa Sirokim

grotlenim otvorima:

3 ) 5 s
a(ﬂm aw(r)J ° (a1, aw(x,t)j”mx ylt) a(E,x aw<r)j

ox o’ ox ox or " o ox’
0 *w(x,1) o, (x,1)
—| J = N — 7 2.75
T 8x[ " oxot? ] Ho (x )+ Z Ox @75)

2.5. Harmonijske vibracije

Periodicka se uzbuda, perioda Tg, moze predstaviti Fourierovim redom harmonijskih

funkcija:

F(z)zc;—OJri(an cosnawyt +b, sinnw,t), (2.76)
n=l1
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gdje je:

2

- (2.77)

Dp

frekvencija uzbude, dok su a, i b, Fourierovi koeficijenti funkcije F(?) koji se odreduju iz

Eulerovih formula:

Ty
o =2 [F(t)cosnaytdt, n=012,.. (2.78)
E 0
278 .
b, === [F(t)sinno.tdt, n=12,. (2.79)
TE 0

Prosirivanjem ovog koncepta:

T, > 0,0, > dQno, —>Q, (2.80)

opca se (neperiodicka) uzbuda moze prikazati Fourierovim integralom:

F(r)= T(A(Q)cos Qt + B(Q)sin Qe pQ, (2.81)
gdje su:
AQ)= lTF(z)cos Qtdt (2.82)
4 0
B(Q)= lTF(r)sin Qtdt . (2.83)
Vs

0

Temeljni teorem u teoriji (parcijalnih) diferencijalnih jednadzbi, princip linearnosti ili
superponiranja [45], navodi da, u slucaju kada su u; 1 u bilo koja rjeSenja linearne homogene
(parcijalne) diferencijalne jednadzbe, i linearna kombinacija tih tjeSenja, wu=cu;+cou,,
takoder predstavlja rjeSenje iste jednadzbe. Na primjer, ukoliko su w;() i wy(?) rjeSenja

diferencijalne jednadZbe prisilnih vibracija sustava s jednim stupnjem slobode:

miv+mv+cw = F(t), (2.84)
za odgovarajuc¢e uzbude F;(z) i F»(2), tada je i cywi(t)+cowa(?) rjesenje iste jednadzbe za

uzbudu c;F(t)+ coF»(1):
m(clv’{/l +c,W, )+ n(clv'vl +c,W, )+ c(clwl +c,w, ) =c (mw1 +nw, +cw, )+

+cz(mv'{/2 +nw, +cw2)=c]Fl(t)+ cze(t) (2.85)
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Stoga je, za slucaj periodicke (i opée, neperiodicke) uzbude, dostatno poznavati odziv
na op¢i sinusni ili kosinusni ¢lan Fourierovog reda (integrala), odnosno na ¢istu harmonijsku
uzbudu. Na taj se nacin, eliminiranjem vremenskog dijela funkcije odziva metodom
separiranja varijabli, problem rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi gibanja svodi na

rjeSavanje jednostavnijih, obi¢nih diferencijalnih jednadzbi istog oblika.

2.5.1. Poprecne vibracije nosaca

Harmonijski ¢lan Fourierovog reda koji opisuje periodi¢ko poprecno optereéenje glasi:
q.(x,t)=q, sint. (2.86)
Elasti¢na linija savijanja nosac¢a mijenja se po istom zakonu:
w(x,t)=w, sin At. (2.87)

Uvrstavanjem gornjih izraza u parcijalnu diferencijalnu jednadzbu poprecnih vibracija

Euler — Bernoullijeve grede (2.10):

2 2 2
a(Elx 0 w(x,t)]er’ 0 W(x’t)qu(x,t),

ox? ox? ot

dobiva se obic¢na diferencijalna jednadzba za amplitudu vibracija:

2 2
;;[EJX ddxff ] ~Pmw, =q.. (2.88)
Analogno tome, uz:

u,(x,t)= u, sin it (2.89)

iz jednadzbe poprecnih vibracija Timosenkove grede (2.32):

2 2 3 4
ﬁiiz Elxaw(f’t) o1 0 Jhéw(x;t) 108 Elxavz(x,zt) .
Ox| m, Ox ox Ox|m, Ox\ — OxOt GF_ ox Ox~0t

*wlx,t)  J,. 0°w(x,1)
+ +
oxot’ GF. oxot*

0 (qx(x,t)]_ 0 [ 1 c’wx(xat)} Gl 0’ p, (x.1)

Tl m, £ o

ox

m, Ox

B

proizlazi:
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2 2 2
Af L d gy A pd | LA, Gdw ), o L dfg dw ],
dx| m, dx dx de|m, dx\' = dx GF, dx dx

_/12 dwx +/14 be dwx :i q. _i Ldﬂx _12 1 ﬂx' (290)
dx GF dx dx\m, ) dx\m_  dx GF,

2.5.2. Torzijske vibracije nosaca

Ukoliko je nosac izloZzen harmonijskom torzijskom optere¢enju:

u, (x,t) =, sin iz, (2.91)
elasti¢na linija uvijanja nosaca slijedi isti zakon:

w(x,t)=w, sinAr. (2.92)

Uvrstavanjem gornjih jednadzbi, iz izraza (2.39) za torzijske vibracije grednog modela

trupa zatvorenog presjeka:

0 Gy/(x,t)j o’y (x,z)
-—|GI J =
ax( x ax + mx atz :uLx (X,t),
slijedi:
d dy 2
-—| Gl = |-AJ =U,; 2.93
dx( x dx j mxv/x lthx ( )

dok se iz jednadzbe (2.41) za nosac trupa otvorenog presjeka:

3 2
0 (GI,X a"’(x’t)J + a(EIWX Tvin) "’(x”)] v, S ),

ox ox ox ox’ ot
dobiva:
d dy d d’y 5
-—| GI ~|\+—| EI ) = . 2.94
dx ( x dx j dx [ wx dx3 mxl//x /’l x ( )

2.5.3. Spregnute horizontalne i torzijske vibracije nosaca

U slucaju spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija, popre¢na sila, moment

savijanja i moment uvijanja koji djeluju na nosa¢ harmonijskog su karaktera:

q.(x,t)=q, sin At
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u,(x,t)= u, sin At (2.95)

M (x, t) =u, sinit,
jednako kao i elasti¢ne linije savijanja i uvijanja grede:

w(x,t)=w, sin At
(2.96)

w(x,t)=w, sinAt.
Uvrstavanjem gornjih izraza u sustav diferencijalnih jednadzbi spregnutih vibracija

(2.69) 1 (2.74) za brodove s normalnim otvorima na palubi dobiva se:

dx dx

2 2 2
AL g dw || pdi Ldf, dv il p Ldlig dw )| pdv
dx| m_ dx’ dx’ dx| m, dx dx GF, dx dx? dx
oa D e )2 dp ) AL LA L o)
GF_ dx dx de\m,) dx\m_  dx GF, "~
2 2
- i G]TY dl//x - lZJmYWX - ZX diz EIY div‘;x - 2,22)‘_ i Jb‘f % =
} : dx T odx dx\ — dx

(2.98)

du
=u_ +z <
/’lm RY dx

dok se, koriStenjem izraza (2.75) kao druge jednadzbe sustava kod brodova sa Sirokim

grotlima dolazi do:

d’y d dy R d’ d’w
= GI = =AJ -z —| El, —= |-
J ( © ) mxl//x Zy dx2 x dx2

- 5 dx

i E[ wx
dx ( dx’

(2.99)

d dw, du.
-1z [be ]:ﬂa +z, .

*dx dx dx

2.6. RjeSenje problema spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija brodskog trupa

metodom konacnih elemenata

2.6.1. Uvod

Dobivene obi¢ne diferencijalne jednadzbe harmonijskih (spregnutih horizontalnih i

torzijskih) vibracija brodskog trupa prilicno su sloZzene i, osim u slucaju znacajnijih
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pojednostavljenja (konstantne geometrijske i inercijske znacajke trupa, pojednostavljena
prostorna raspodjela optereéenja), nije moguée doé¢i do njihovog egzaktnog analitickog
rjeSenja. Stoga preostaje okrenuti se pribliznim numerickim metodama za rjeSavanje ovog
problema rubnih vrijednosti (engl. boundary value problem), pomocu kojih se on moze svesti
na rjeSavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi.

Historijski starija grupa numerickih metoda (u koju, na primjer, spadaju rjeSavanje
diferencijalne jednadzbe metodom konacnih diferencija, ili metoda minimuma totalne
energije, kao inacica Rayleigh — Ritz varijacijske metode koja se koristi u strukturnoj analizi)
razmatra kontinuum (u ovom slucaju nosa¢ promjenljivih karakteristika) u njegovom
izvornom obliku, zbog Cega je ogranicena na jednostavnije geometrijske konfiguracije, rubne

uvjete i opterecenja.

Naglim razvojem elektroni¢kih racunala na vaznosti dobivaju matrine numericke
metode kod kojih se prostor (fizikalno) diskretizira u odredeni broj sastavnih dijelova. Medu
njima istice se metoda konacnih elemenata koja se, od prve Courantove primjene u analizi
problema uvijanja 1943. godine [46, 47], toliko proSirila da se danas, bez ikakve sumnje,
moze smatrati dominantnom numeri¢kom tehnikom (ne samo) u strukturnoj analizi.

Ovdje ¢e se koristiti jedna od njene dvije podvrste — metoda pomaka (druga je metoda
sila), utemeljena na postavljanju ovisnosti ¢vornih sila o ¢vornim pomacima (preko matrice
krutosti). Ispunjavanjem uvjeta ravnoteZe sila na spojevima elemenata dobiva se sustav
algebarskih jednadzbi iz kojeg se odreduju (nepoznati) pomaci u ¢vorovima. Za gredne
elemente potrebne je izraze mogucée dobiti i na osnovi rjeSenja diferencijalne jednadzbe [48],
ali je uobicajeno u tu svrhu iskoristiti jedan od varijacijskih principa — bilo princip virtualnog

rada, bilo onaj minimuma ukupne (potencijalne i kineticke) energije.

2.6.2. Utemeljenost metode konacnih elemenata na varijacijskom principu o

stacionarnosti ukupne energije

Varijacijske (energetske) metode rjeSavanja problema rubnih vrijednosti sastoje se u
traZzenju staconarnosti funkcionala, s obzirom na (nepoznate) parametre pretpostavljene

(pokusne) funkcije rjesenja [46]. Funkcional je definiran integralnim oblikom:
H=JF(u,au,...JdQ+JE[u,au,...jd\‘, (2.100)
o Ox v Ox
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gdje je u nepoznata funkcija, F' i E poznati operatori, £ podrucje problema, a /" granica tog
podrucja. Rjesenje problema kontinuuma funkcija je u koja ¢ini funkcional /7 stacionarnim s

obzirom na male promjene Ju:

S=0. (2.101)

Uvrstavanjem funkcije rjeSenja pretpostavljene u obliku reda:
u~i=y Na,= Na, (2.102)

gdje su N; neprekinute funkcije koje zadovoljavaju barem rubne uvjete i koje su sposobne
predstavljati ocekivani oblik funkcije rjeSenja, a a; nepoznati parametri, u jednadzbu

funkcionala, slijedi [46]:

m=6—n5al+a—nﬁa2+...+a—n5an=0. (2.103)
a, a, Oa

n

Budu¢i da posljednji izraz mora vrijediti za svaku promjenu da, dobiva se sljedeci

skup jednadzbi:
o
Oa,
ar_) oy, (2.104)
oa | oIl
oa,

iz kojih se mogu odrediti nepoznati parametri pokusne funkcije a;.

Zbog svojstva odredenih integrala:

j(...)dg = i j(...)dQ, (2.105)

o e=1 ;e
ukupni se funkcional mozZe izracunati sumiranjem njegovih dijelova za pojedina potpodrucja
problema, tako da se gore izloZeni principi mogu primijeniti na svako od njih. Bas na takvom
odredivanju nepoznatih parametara pretpostavljene funkcije rjeSenja iz uvjeta stacionarnosti
funkcionala na svakom pojedinom diskretiziranom dijelu podru¢ja i temelji se metoda
kona¢nih elemenata.

Cesto se fizikalni aspekti problema mogu izravno izraziti u obliku prirodnog
varijacijskog principa, §to omogucuje jednostavno izvodenje jednadzbi konacnih elemenata iz
uvjeta (2.104). Upravo je to slucaj s totalnom energijom mehanickog sustava (ukupnim radom

svih sila u sustavu prilikom njegovog prelaza iz opterecene u neoptereéenu konfiguraciju):

n=v-w, (2.1006)
gdje je U ukupna energija unutarnjih sila (akumulirana u napregnutoj konstrukciji), a W rad

vanjskog opterecenja, ¢iji je predznak negativan zbog toga §to vanjske sile (nepromijenjene
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veli¢ine i smjera) obavljaju negativan rad pri povratku sustava iz napregnutog u nenapregnuto
stanje.

Izraz (2.101) u ovom slucaju izrazava princip o stacionarnoj vrijednosti ukupne
energije mehanickog sustava koji kaze da je, izmedu svih geometrijski mogucih konfiguracija
elasticne konstrukcije, ravnotezna ona koja ¢e rezultirati upravo tom stacionarnom
vrijednoscu.

Ukoliko se stabilno uravnotezen sustav (na primjer, kuglica na konkavnoj podlozi) iz
tog polozaja pomakne, dolazi do porasta njegove potencijalne energije (energije koju sustav
posjeduje zahvaljujuéi svom polozaju). 1z toga slijedi da stanju stabilne ravnoteze odgovara
minimalna vrijednost te energije, tako da se govori o principu minimuma ukupne energije.

Primjenom metode konacnih elemenata ograniCava se (inace beskonacni) broj
stupnjeva slobode sustava (broj potpodrucja na desnoj strani jednakosti (2.105)), tako da se,
umjesto stvarnog, apsolutnog minimuma totalne energije, dobiva veca vrijednost. Razlika
medu njima bit ¢e, uz ispunjavanje odredenih uvjeta (potpunost funkcionala, [46]), tim manja,

Sto je mreza konacnih elemenata finija, a time i broj stupnjeva slobode sustava veci.

2.6.3. Diferencijalne jednadzbe harmonijskih spregnutih horizontalnih i torzijskih

vibracija za konacni element

Iznimnu popularnost metoda konacnih elemenata moze, izmedu ostalog, zahvaliti i
svojoj svestranosti, budu¢i da ograniCenja geometrije (konstrukcije), rubnih uvjeta i
opterecenja sada vrijede samo na razini svakog pojedinoga konacnog elementa, tako da se i
sloZene, realisticne konfiguracije mogu dobiti sklapanjem konac¢nih elemenata relativno
jednostavnih oblika.

Usvajanjem pretpostavke da su promjenljive inercijske i geometrijske znacajke

brodskog trupa konstantne unutar svakog od elemenata:

I =1 z, =2z
F =F m,=m
) (2.107)
Itx :It be :Jb
IW'X = IW JWIJC = Jm

dolazi se do jednostavnijih diferencijalnih jednadzbi harmonijskih spregnutih horizonzalnih i
torzijskih vibracija koje vrijede na podrucju pojedinaénoga kona¢nog elementa. Ukoliko se

jednadzba (2.97) jednom integrira po x dobiva se:
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2 2 2
p1d wl Welpp L d L +/122LV:~*—;LZWX+;L4£WX—;LZZ%=
m dx dx m dx dx GF dx GF

=L TR [y, (2.108)

odnosno, nakon sredivanja:

4 2
B4 +/‘tz(mE]+ijd s 22 |, - Zmzy, =
GF dx GF

du , m
=g, -2 " [ pdx. 2.109
0 PG [n. (2.109)

Iz jednadZbe (2.98) slijedi:

d’y d*w d’w du
-GI -2J,y, —zEl — Xz —— =,z 2.110
t m x dx dx2 lutx dx ( )
1z jednadZzbe (2.109) moze se izraziti:
4
Eld vzx :—ﬂz[mEI+ijd VZ -2 Zz mw, + Vmzy |+
dx GF dx GF
T By p™ @.111)
) dx GF. 7"
i uvrstiti u jednadzbu (2.110), Sto, nakon sredivanja, daje:
d’ . d’ J
6L Y gy ty v 2me 2 e 2l 2 e, =
dx GF dx GF
=g+, +A ey [ pa,x. (2.112)

Jednadzbe (2.109) i (2.112) tvore sustav diferencijalnih jednadzbi harmonijskih
spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija nosaca za konacni element trupa zatvorenog
popre¢nog presjeka. U sluaju kona¢nog elementa trupa otvorenog presjeka, umjesto

jednadzbe (2.112) koristi se sljedeci izraz:

2
Elwd VoGl e 220,y 4 o £ e 2 -
e dx ’ GF dx GF '

:qxz+y,x+/12(’;”—;jyxdx. (2.113)
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2.6.4. Ukupna energija konacnog elementa

Ukupna energija svakog mehani¢kog sustava jednaka je razlici radova unutarnjih i

vanjskih sila. Rad unutarnjih sila sastoji se od deformacijskih energija momenta savijanja:
1 0 w(x,1) ’
—jEIX =2 dx, (2.114)
29 ox

poprecne sile:

/ 2
1 JGFX[GV(X’I)] i 2.115)
29 Oox

¢istog momenta uvijanja:

; 2
lel,x(a‘/’(x’t)] dx 2.116)
29 ox

1 uzduznih naprezanja uslijed vitoperenja:

! 2 2
lelwx(a‘/’(f’t)j dx; (2.117)
2y ox

te kinetickih energija lateralne inercijske sile:

1 I m, G ES t)a;le//(x’ ) (v(x, 1)+ z w(x,0))ix, (2.118)

horizontalnog momenta tromosti mase presjeka:

! 3
lijx 0 w(x;t) ow(x,1)
OxOt ox

dx (2.119)

1 momenta uvijanja mase:

1o, 0*wl(x.1)
E!JW TV/(x,t)dx. (2.120)

Rad vanjskih sila sastoji se od rada distribuiranog popre¢nog opterecenja:
]
[a. (e, t)y(x,t)ax, (2.121)
0

distribuiranog momenta savijanja:

1
[ (x,t)de , (2.122)
0 ox
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distribuiranog momenta uvijanja:

[ 10, G, (o, ) (2.123)

te rada rubnih popre¢nih sila, momenata savijanja, momenata uvijanja i bimomenta:
!
[Qy—MaW+M,y/+TaWj . (2.124)
Ox ox ),

Sumiranjem svih ovih ¢lanova, u sluc¢aju harmonijskih spregnutih horizontalnih i

torzijskih vibracija, ukupna energija kona¢nog elementa iznosi:

I 2.\? ! 2 I 2 I 2. \2
E,0,=1E1j l dx+lGFj Y e Lor ([ avLer ([T g+
27 2 \d 2 2

2
0 X o\ dx

2m b, ! 2T, awY 2T
- yidx-Am dx ———2 dx — ="y dx -
2 17 Z!”’ 2 {(dxj 2 !W
f ¢ dy f ow oy !
—J‘qudx—juxdx—juml//dx—(Qy—M+Mtg//+TJ . (2.125)
0 o dx 0 Ox ox J,

2.6.5. Matri¢na jednadZzba konacnog elementa

2.6.5.1. Konacni element za dijelove brodskog trupa otvorenog presjeka

Za dijelove brodskog trupa sa Sirokim palubnim otvorima, razvijen je [49] gredni
konacni element s osam stupnjeva slobode (slika 2.7). Na elementu su definirani sljedeéi
¢vorni pomaci:

y = horizontalni (ukupni) progib,

@ = kut zakreta poprecnog presjeka uslijed savijanja,

w = kut uvijanja i

9= prirast kuta uvijanja (faktor uzduznih pomaka);
kao i ¢vorne sile:

Q = poprecna sila,

M = moment savijanja,
M,; = moment uvijanja i

T = bimoment.
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Slika 2.7 Gredni konaéni element s osam stupnjeva slobode [49]

Budu¢i da ¢e se za odredivanje matri¢ne jednadzbe konacnog elementa (koja donosi
ovisnost rubnih sila o rubnim pomacima) koristiti pristup minimuma totalne energije,
potrebno je pomake unutar elementa izraziti pomocu pomaka u ¢vorovima. Stoga se elasti¢na

linija vibriranja pretpostavlja u obliku reda funkcija:

y={)U.} (2.126)
9 =(p)U.} (2.127)
v =y )V} (2.128)
8=} (2.129)

gdje su <yl.>, <gol.>, <g//l.> i <19,.> minimiziraju¢e funkcije (oblika), dok su nepoznati
koeficijenti redova (koji ¢e se odrediti iz uvjeta minimuma ukupne energije):

(0

1

»:(0)
)

S

{Ui} =

1 (2.130)

/

=

i
(

b,

)
)
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W= 4,(; 2.131)

vektori ¢vornih pomaka savijanja i uvijanja.
Zbog medusobne povezanosti pomaka, progib savijanja w i kut uvijanja w odabiru se

kao osnovne funkcije, dok se ostali pomaci izrazavaju pomocu njih:

¢=% (2.132)
J EI d*w dw
v=—/12G—;w—E 5 =(a-1)w-p 5 (2.133)
J EI d*w d*w
y=w+v=(l—/12 G;]W_GF o =aw—f3' o (2.134)
3:‘;—‘/’, (2.135)
X
gdje je:
a:l—zzé—; (2.136)
ﬂ'=%, (2.137)

dok je v progib uslijed smicanja.
Budu¢i da i savijanje i uvijanje konacnog elementa trupa sa Sirokim palubnim
otvorima opisuju po Cetiri ¢vorna pomaka, funkcije oblika (utjecajne linije jedini¢nih rubnih

pomaka) progiba savijanja i kuta uvijanja pretpostavljaju se u obliku polinoma tre¢eg stupnja:

2 3

w =a,+a, §+ aiz();] + ai{);j =(a, )"} k=0123 (2.138)
2 3

v =d,+d, §+ dn[);j +d, ()ch =(d,)E ] k=023, (2.139)

gdje su <a,.k> i <dik> nepoznati koeficijenti polinoma koji se odreduju ispunjavanjem rubnih

uvjeta za funkcije oblika, dok je £ bezdimenzionalna koordinata. Ostale funkcije oblika mogu

se izraziti kao:

2
L 1(% 20,430, %) J: (a,")ie"} (2.140)




dx;

Savijanje:

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

Ukoliko se pomaci savijanja (ukupni progib y i kut zakreta ¢) na krajevima konacnog

elementa iskaZu izvedenim izrazima za pomake unutar kona¢nog elementa (2.140) i (2.142),

dobiva se:
)
x=0:y,(0)=0aa, - B l—zai2
1
?; (0) = ;ail

x=1: yi(l): a(aio ta, +a;, +ai3)_ﬂ'l%(ai2 +3ai3)

1
?; (l) = ;(ail +2a;, + 3ai3)’
odnosno, uz:

1
B

2
P=

u matri¢nom obliku:

{Ui } = [Bsav ]{aik } ’
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gdje je:

(a0 0 -p 0 |
0 % 0 0

B.1=], . 0B a-3p (2.155)
LR

matrica faktora uz koeficijente ay, a:

aiO

{a, }= Z: (2.156)
a;

Slika 2.8 Funkcije oblika grednoga kona¢nog elementa trupa [48]

Nepoznati koeficijenti svakog od polinoma (funkcija oblika) mogu se odrediti
naizmjeni¢nim izjednacavanjem jednog od rubnih pomaka s jedini¢nom i ostalih s nultom

vrijednoséu, slika 2.8:

{U1}=

1
0
of = [Bu i) (2.157)
0
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0
1

Wa=1, = [Bu o) (2.158)
0
0
0

Usj=1, =[Bu e} (2.159)
0
0
0

Uat=1,( = [Buaus- (2.160)
1

Rjesavanjem svakog od ova cetiri sustava Cetiri jednadzbe s Cetiri nepoznanice,

dobivaju se koeficijenti a;; — a4 Sva se Cetiri sustava mogu spojiti u jedan vecéi:

1 000 Ao Ay A3 Ay
01 00
_[BW] ay Ay 4y dy , 2.161)
0010 2 9n dyp 4y
0 0 0 1 A, Ay Ay Ay

odnosno, u skra¢enom obliku:

[11=[8,.]a,T". (2.162)
gdje je [I ] jedini€na matrica, a [aik] kvadratna matrica s nepoznatim koeficijentima. Iz
posljednje se jednadzbe dolazi do izraza za matricu nepoznatih koeficijenata funkcija oblika:

[a,] =[B..]". (2.163)

¢ijim se rjeSavanjem dobiva [50]:

1+6 0 -3 2
e, = 1| -4p(+3p) (1+128) -20+38) I _
“STnpl e 0 3 2 (2.164)

—2p8(1-6p) 0 —(1-6p) 1
Uvijanje:

Analogno postupku kod savijanja, pomaci uvijanja (kut uvijanja y i prirast kuta
uvijanja ¢) na krajevima elementa mogu se prikazati izrazima (2.139) i (2.147) za pomake

unutar kona¢nog elementa:
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x=1: '//i(l):dio +d,+d, +d;

‘9'(1): %(dn +2d,, +3d[3),

i

§to u matri¢cnom obliku glasi:

i=18,ld}.

gdje je:
[1 0 0 0
0 % 0 0
Bo )=l 11
o 1 23
111

matrica faktora uz koeficijente dy, a:

U

i0

{dik } ="

i2

L

QU X

i3

(2.165)

(2.166)

(2.167)

(2.168)

(2.169)

(2.170)

(2.171)

vektor koeficijenata za i-tu funkciju oblika. Postavljanjem matricne jednadzbe ekvivalentne

onoj (2.162) kod savijanja dobiva se:

[11=18,14,]".

odakle slijedi izraz za matricu nepoznatih koeficijenata funkcija oblika uvijanja:

4, ] =[8,,1".

(2.172)

(2.173)

Usporedba matrica (2.155) i (2.170) pokazuje da su one identi¢ne u slucaju kada je

o=1 i f=0, tako da se matrica [d, | moze lako odrediti iz ve¢ poznate matrice (2.164):

1 0 -3 2
o [ -2 I
[dik]= .
o0 3 -2
00 -/ /
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Minimiziranje ukupne energije:

Matricna jednadzba konacnog elementa dobiva se iz uvjeta minimuma ukupne
energije. UvrStavanjem pomaka unutar elemenata izrazenih preko ¢vornih pomaka, (2.126) —

(2.129), u izraz za totalnu energiju konacnog elementa (2.125), slijedi:

E, = EIJ|:<d s >{ i}de+iGFﬂ<2};>{Ui}Td Lor j{<d"”> Vi}de+

Lo, K &4 >{V }} L | (o e | O A )

ox

_ [Q<yl_>{Ui }—M<a(;: >{U,. b+ M W)+ T<a‘” >{V }]; . (2.175)

Iz uvjeta minimuma totalne energije po pojedinom nepoznatom ¢vornom pomaku

savijanja dobivaju se Cetiri linearne jednadzbe sljedeceg oblika:
v,
U ax-(—L) -

%:0: 2-;Eli<d >{U }dx< > +2 2GFJ<

J

2 B )2 [ e e b -
- Iqx@j >dx+1yx<ag; >dx+(Q<yj>—M<d;;j >I) j=lod, (2.176)

L aw. dPw, Ly dv, !
e [ e (A

0 X

Yy j<dw “, >{U e e, = jﬂ<

d
Vi >dx +
dx
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dw, (I dw,(0)Y
oy, 00720000 0040 ™|t @iy
X dx ),
Sustav gornjih jednadzbi glasi:
’dx ﬂfmj‘yy dx — b, v, x (U, -
dx® dx / dx '

—lmzj‘t//,y dx{y, J‘qydx+‘[ytdjdx+

dw (1 daw,(0)Y
[t -0~ otob 01 w022 21
x dx ),
odnosno, u matri¢nom obliku:
(k1= 2T, Do = 2 Y} = () s + (2.179)
gdje je:
Ld*w, d’w v dv,
=| EI F 2.1
[, ] { j ?d+G j -~ dxd} (2.180)
savojno-smic¢na matrica krutosti,
1 1 dwl. dw.
[mbs]=|:m.([yiyjdx+Jb.(I; " T;dx} (2.181)
savojno-smicna matrica masa,
]
[mst ] = {mzjl//iyjdx} (2.182)
0

smic¢no-torzijska matrica masa,

o) J-| [0 |1

dx

jedini¢na matrica,

-0(0)
M(0)
o)

-M()

{S}l =

(2.183)

vektor ¢vornih sila, a:
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{a} =jq dejﬂ P g (2.184)
1 : x/j : X dx :

vektor vanjskog opterecenja.

Analogno tome, iz uvjeta minimuma totalne energije po pojedinom nepoznatom

dl//i % l l dzl//i dzl//j
dx >{Vl}dx < dx >+2 ZEIW'([ dx? Ve dx?

2 e [y ey, om0 e ) =

2 0

¢vornom pomaku uvijanja dobivaju se Cetiri linearne jednadzbe oblika:

1
%:0; 2-1GI,J.
v, 21

J

1 d !
:ju,x<y/j>dx+[ <1//j>+T<;;>J =14, (2.185)

odnosno, nakon sredivanja:

(ldv. v, ([ div, v, y
GI'_([< P dxj>{Vt}dX+EIw.(‘;< dxy; 2] {Vi}dx_ﬂ“z‘/m '(').<l//;l//j>{V:}dx_

dx dx

]

- /12sz <yl.l//j >{Ul. dx = jytx <l//j >dx +

vy oy, (0)-1(0) 22

X dx

+(Mt i @)+ )"

1
J =14,  (2.186)
0

Sustav gornjih jednadzbi:

1 d d2 . *1 !
[Gltjdw’ x’d +EI Id Vi d;ij dx—21J, J‘t//it//jde{Vi}—izmz_[yit//jdx{Ui}:
0 0 0

[, dx+( () ()dvjf(l)—M,(O)y/j(O)—T(O)de(O)JZ, 2.18)

dx dx

moze se prikazati i u matricnom obliku:

(= 22lm, D 1= 2m YU, b= |(v,) st + (2.188)
gdje je:
ld(// dy/ Idzl// dzl,//
[k, )=| 61, [ == —dx+ EI, [ =5 —Ldx (2.189)
m o odx dx teodx? dx?

matrica krutosti torzija-vitperenje,
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1
[m,,]= {J 2% ,dx} (2.190)
0

matrica masa torzija-vitperenje,

[m,]= {ijy,«t//_,»dX} =[m, ] (2.191)

torzijsko-smi¢na matrica masa,

o - o 9222 0220 |1

dx dx

jedini¢na matrica,

-M,(0)
s}, = ;WTE?)) (2.192)

uy

vektor ¢vornih sila, a:

1
4}, = [y ax (2.193)
0

vektor vanjskog opterecenja.
Sprezanjem sustava (2.179) i (2.188) u jedan veéi, dobiva se jednadzba konacnog

elementa za spregnute horizontalne i torzijske vibracije:

{1=lklst-1at, (2.194)
gdje je:

{f}={{5}2}= w1.(0) (2.195)

vektor ¢vornih sila,

kbs 0 mbs mxt
[k]=[ . }—/1{ } (2.196)

k m, m

wm ts w

generalizirana matrica krutosti,
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=5 =
R

(2.197)

—_—
—~ O

——

>,

——

Il

——
—~—
2=
H_J

Il

© < o
_
o T~

© <

—
~

vektor ¢vornih pomaka, a:

la}= {5}}:} (2.198)

vektor ¢vornog opterecenja.
Iz jednadzbe (2.196) vidljivo je da se sprega izmedu horizontalnog savijanja i uvijanja
ostvaruje samo preko matrice masa. Detaljan oblik podmatrica generalizirane matrice krutosti

i vektora ¢vornog optere¢enja konacnog elementa donosi prilog 1.

2.6.5.2. Konacni element za dijelove brodskog trupa zatvorenog presjeka

Dijelovi trupa zatvorenog poprecnog presjeka posjeduju veliku krutost na uvijanje pa
se vitoperenje stoga moZze zanemariti odabiranjem konacnog elementa sa Sest stupnjeva

slobode (slika 2.9):

Slika 2.9 Gredni konacni element sa Sest stupnjeva slobode [49]
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Uvijanje:

Budu¢i da je dio koji se odnosi na savijanje analogan onom izvedenom u prethodnom
odjeljku, u nastavku ¢e se razmatrati samo uvijanje. S obzirom na to da vektor ¢vornih

pomaka uvijanja:

v,

Wi= {%}i (2.199)

ima samo dva Clana, za opisivanje elasti¢ne linije uvijanja (2.128):

V= <V/i >{Vz }’
umjesto izraza (2.139), dostatno je koristiti funkcije oblika kuta uvijanja u obliku polinoma

prvog stupnja:

v, =e,+e, ; = (e, e} k=01 (2.200)

Kut uvijanja na krajevima elementa:
x=0:y,(00)=¢, (2.201)
x=1:y,(l)=e, +e, (2.202)

odnosno, u matri¢cnom obliku:

.1=[B, le.} (2.203)
gdje je:
B, 1= F 0} (2.204)
11

matrica faktora uz koeficijente e;. Primjenom izraza ekvivalentnog onom (2.173) dobiva se
izraz za matricu nepoznatih koeficijenata funkcija oblika uvijanja:

le.] =[B,.]". (2.205)
odakle proizlazi:

-
[e. ]= {o | } (2.206)

Analogno postupku kod kona¢nog elementa trupa otvorenog poprecnog presjeka, iz
uvjeta minimuma ukupne potencijalne energije elementa, dolazi se do identi¢nog dijela

matri¢ne jednadZzbe elementa koji se odnosi na uvijanje (2.188):

(k1= 22l W3 =2 YU 3= [(v,), s + fa
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gdje je vektor ¢vornih pomaka sada zadan izrazom (2.199), dok vektor ¢vornih sila ima samo

dva elementa:

5%3{Mm?- (2.207)

2.6.6. Matri¢na jednadZzba brodskog trupa

2.6.6.1. Transformacija konac¢nih elemenata

Prije sastavljanja pojedinacnih konacnih elemenata u globalni model, potrebno je
izvrsiti odredene transformacije. Iz jednadzbi konacnog elementa vidljivo je da su matrice i
vektori posloZeni tako da nakon elemenata koji se odnose na horizontalno savijanje dolaze oni
povezani s uvijanjem. Daljnji postupak jednostavniji je u slu¢aju izmjene tog poretka na nacin
da ¢lanove koji se odnose na prvi ¢vor grednoga konac¢nog elementa slijede oni koji se odnose
na njegov drugi ¢vor.

Kod konacnog elementa trupa otvorenog presjeka potrebno je zamijeniti elemente

vektora {f'}, {6} i {g} prema sljedecoj shemi:

0 N B~ W AN NN~

dok je u matricama zamjenu potrebno izvrsiti po recima i stupcima na nacin:

[11 12 15 16 13 14 17 18]
21 22 25 26 23 24 27 28
51 52 55 56 53 54 57 58
61 62 65 66 63 64 67 68
31 32 35 36 33 34 37 38
41 42 45 46 43 44 47 48
71 72 75 76 73 74 77 78
81 82 85 86 83 84 87 88

tako da se, na primjer, dobiva:
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»(0) -0(0)
9(0) M(0)
w(0) -M,(0)
- 19(0) ~ -7(0)
5= 00 {7l= o) | (2.208)
oll) -M(l)
y(l) M, (1)
() ()

Sli¢no tome, u slucaju elementa trupa zatvorenog presjeka, vektori se preslaguju u

sljede¢i oblik:

AN A W L N =

a zamjena odgovarajuéih redaka i stupaca rezultira matricama oblika:

(11 12 15 13 14 16]
21 22 25 23 24 26
51 52 55 53 54 56
31 32 35 33 34 36|
41 42 45 43 44 46
61 62 65 63 64 66

Rezultantni vektori ¢vornih pomaka i sila glase:

"I
ol0 M(0
) o) 7] ~M,(0)

= . (2.209)

(1) o)
oll) - M)
w(l) M, (1)

Uobicajeno je karakteristike svakog pojedinoga konac¢nog elementa zadavati s
obzirom na njegov lokalni koordinatni sustav. Stoga je, prije sklapanja u cjelinu, potrebno
matri¢nu jednadzbu elementa prilagoditi globalnom koordinatnom sustavu.

Budu¢i da se neki pomaci kona¢nog elementa izraZzavaju s obzirom na centar torzije
zp, Ciji se vertikalni polozaj mijenja duz trupa, potrebno ih je zadati u odnosu na neku

zajednicku razinu — vertikalni polozaj teziSta sustava zg, na primjer. Kut zakreta presjeka, kut
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uvijanja i njegov prirast ne ovise o zp, tako da je potrebno izmijeniti samo ukupni progib

horiziontalnog savijanja (iz y u y):

y=y+(zp—z5 7. (2.210)

Izvorni vektor pomaka u ¢vorovima:

b1l @.a11)

gdje je:
1 0 z,—-z;, O
[T]{[[g] [[2]]} [T]:g (1) (1) g (2.212)
00 0 1

matrica transformacije.

Uvrstavanjem izraza (2.211) u jednadzbu (2.194):

i7)=[kfe}-1a},

proizlazi:

i7)= [?IT]{E}— {7}. 2.213)

Nakon mnozenja s [IN" ]T slijeva dobiva se:

FT{7)= T kI - T 4@ (2214)

| {7}: q3=a 2.215)
=T {7} 2.216)
k|- [T T7] 2.217)
@l=[rl @) (2.218)

2.6.6.2. Sklapanje matri¢ne jednadZzbe trupa

Prilikom spajanja elemenata u globalni model potrebno je zadovoljiti rubne uvjete na

krajevima brodskog trupa, modeliranog slobodnim nosacem promjenljivih znacajki:
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-0'(0)=0 0"(1)=0

x=0: M'(0)=0 x=L: —-M"(I)=0, (2.219)
_Mtl(()):() Mtn(l):()
jednako kao i uvjete ravnoteZze sila i kompatibilnosti pomaka na spojevima elemenata:
Qi—l (Z): Qi O) yl—l (1): yl(o): yl*ll
11\ _ asi i1\ _ i il
M,-,l(l)_M,-(O), ¢>H(1)—¢i(0)—¢ (2220)
M7 ()=m;0)  y()=y'(0)=y
(r'()=700)  (97'(1)=(0)=9"")

Sprezanjem (transformiranih) matri¢nih jednadzbi (2.215) svih konaénih elemenata

dobiva se:

2{7} =Z([’?l{5} @) (2.221)

§to, nakon sredivanja, daje matri¢nu jednadzbu sustava:

{Fy=|x"}p}-{o}. (2.222)
gdje je:
yO,l
q)o,l
l//(),l

yn,n+i

n,n+i

4
n,n+i

l// .
()

vektor pomaka u ¢vorovima globalnog modela, a:
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0,1
0,2

0,3

0,4)
05 4 pu
064 f12
07 4 g
(fo,s +f1,4)

B

frbs gl
ey g
Ty s
(fn—l,S +fn,4)
£
£
7
(r*)

vektor ¢vornih opterec¢enja, dok je [K *] generalizirana matrica krutosti koja se dobiva

slaganjem matrica krutosti pojedinih elemenata, slika 2.11.

Q;.\(O)
Q(O)t ML) My t Malll
. J
ol S S e
| e vauljen) L “ y (Uanu.
¥,.0) Qiyiar Y(0din

Slika 2.10 Uvjeti ravnoteze sila i kompatibilnosti pomaka na spojevima [48]

:'_*;11,-1.1‘ ey
| 'I_I
- K, 4
K= =2
[l e
”".gn-‘lj -
LA -
_“TKnT”“‘
Tt

Slika 2.11 Generalizirana matrica krutosti globalnog modela [48]

55



Globalni model kontejnerskog broda ukljuc¢uje kona¢ne elemente trupa i otvorenog i
zatvorenog presjeka, tako da je posebnu paznju potrebno posvetiti mjestima na kojima se

spajaju elementi razlicite vrste.

Prelaz s kona¢nog elementa trupa zatvorenog presjeka na element otvorenog presjeka:

Zbog zanemarenog vitoperenja u prvom ¢voru, ovaj ¢e konaéni element imati sedam

stupnjeva slobode:

»(0) -0(0)
¢(0) M(0)
w(0) =M, (0)
Bl=1501. 71=1 o0 }. (2.223)
oll) - M(1)
w(l) M, (1)
) 7(7)

Uvjeti ravnoteze sila i kompatibilnosti pomaka na mjestu spoja:

Q"‘lgl;—Qi(?))=0 v (l)—(y;(0)+(z;u"(0)=0

M) -M'(0)=0 “()-9'(0)=0

M (1) =M (0)+20'(0)=0’ Z"*(l)—q;"(O)= 0 =29
7(0)=0 9'(0)=0

. '%
' 7 Qi
'yi(o) ; C:,c

My )

Slika 2.12 Prelaz s kona¢nog elementa zatvorenog na element otvorenog presjeka [51]

Usporedba uvjeta kompatibilnosti ukupnog progiba savijanja:

y()=y"(0)-zy'(0)
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s izrazom (2.210):

y =y+(ZD _ZG)[?’
pokazuje da se opet mogu koristiti isti izrazi za transformaciju koordinata jednadzbe

kona¢nog elementa, uz:

[T] [0 1 0 —z
[f]{ q [r]=[0 1 o0 |, (2.225)
o] 1/ -
gdje je:
z=|zp -z, (2.226)

udaljenost centra torzije otvorenog i zatvorenog presjeka.

Potrebno je napomenuti i da, prilikom transformacije jednadzbe konacnog elementa
prije sklapanja globalnog modela trupa, treba voditi racuna o tome da je progib horizontalnog
savijanja prvog ¢vora izraZzen s obzirom na centar deformiranja zatvorenog poprec¢nog

presjeka, tako da u jednadzbi (2.210):

y:j""(zD _ZG)[/7’

treba uzeti da je:

Zp =2p, (2.227)

dok za drugi ¢vor vrijedi:

z,=20. (2.228)
Prelaz s kona¢nog elementa trupa otvorenog presjeka na element zatvorenog presjeka:

Vitoperenje je zanemareno u drugom ¢voru, tako da i ovaj konacni element ima sedam

stupnjeva slobode:

»(0) -0(0)
9(0) M(0)
w(0) -M,(0)
El={s0).,  {Fl={-10)}. (2.229)
(1) o(!)
oll) -M(1)
w(0) M, (1)
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Slika 2.13 Prelaz s kona¢nog elementa otvorenog na element zatvorenog presjeka [51]

Uvjeti ravnoteze sila i kompatibilnosti pomaka:

0-00=0 sy )
j)wM;)M( )f (Q)M?) 0)-¢’ l(0)=0 _ (2.230)
77(0)=0 $/(0)=0

B

M/ (l
1z uvjeta kompatibilnosti ukupnog progiba horizontalnog savijanja:

y(0)=y""(0)-zy""(0)
vidljivo je da se ponovno mogu Koristiti iste jednadzbe za transformaciju koordinata kona¢nih

elemenata, uz:

11 o] !
P 1) rl=po

Prilikom transformacije ovoga konacnog elementa izrazom (2.210), za prvi ¢vor

—Z
0. (2.231)
1

S = O

koristi se izraz (2.228), a za drugi ¢vor (2.227).

2.6.7. Rjesenje problema slobodnih vibracija

Ukoliko se u matri¢noj jednadzbi brodskog trupa (2.222) zanemari optereéenje, dobiva

se homogeni sustav linearnih algebarskih jednadzbi:

" [ip}={o}. (2.232)
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Netrivijalno rjeSenje ovog problema svojstvenih vrijednosti (engl. eigenvalue

problem), za koje je:

{D}# {0}, (2.233)

zahtijeva da:

det|K " ()] =0. (2.234)
Razvoj determinante globalizirane matrice krutosti sustava rezultira frekventnom
jednadzbom (karakteristicnim polinomom stupnja jednakog kvadratu broja stupnjeva slobode
sustava), ¢ijim se rjeSavanjem dobivaju prirodne frekvencije (i pripadajuéi prirodni oblici)
globalnog modela.

Budu¢i da je egzaktno rjeSavanje takve jednadzbe nemoguce za veliki broj stupnjeva
slobode, pribjegava se numeri¢kim metodama. Ovdje je koriStena iterativna metoda traZenja
determinante linearnim interpoliranjem, kombinirana s odredivanjem determinante
generalizirane matrice krutosti (u svakom koraku iteracije) Gauss — Jordanovim postupkom

(rjeSsavanja homogenog sustava linearnih jednadzbi) s parcijalnim pivotiranjem [44, 45].
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3. HIDRODINAMICKI MODEL

3.1. Osnovni problem rubnih vrijednosti

Prvi korak u razvijanju izraza za strujanje fluida definiranje je vektora brzine

¥(x=x,,y=x,,z=1x,;t), s komponentama u = u,,v = u,,w = u, , kao brzine &estice fluida u

tocki X =(x,,x,,x;), u inercijskom desnokretnom kartezijskom koordinatnom sustavu

0XX5X3, u trenutku ¢.

Osim toga, definiranjem (simetriénog) tenzora naprezanja drugog reda na

elementarnom volumenu, slika 3.1:

T Ty Ty Ty Ty T3
Ty = 0 Ty Ty =3%a Tn 7o
sz sz z-zz T31 T32 T33

3.1)

te jedini¢nog vektora normale na proizvoljno orijentiranu povisinu, # = (n,,n,,n,), moguce

je naprezanje na takvoj povrSini rastaviti na tri ortogonalne komponente:

Diryn,, i=123.

3
J=1

&

Taz

. . — — — — ——

N
&

<
o™~

Slika 3.1 Tenzor naprezanja na elementarnom volumenu

(3.2)

U slucaju da se promatra uvijek ista grupa cestica fluida (odnosno, da se razmatrani

volumen fluida V() mijenja u vremenu), opravdano je primijeniti fizikalne zakone ocuvanja

mase 1 koli¢ine gibanja. Prvi od njih zahtijeva da unutar materijalnog volumena nema

promjene mase s vremenom [52]:
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d
Ewpdlf =0. (3.3)

Sliéno tome, zakon o oCuvanju koli¢ine gibanja propisuje da suma svih sila koje
djeluju na volumen fluida mora biti jednaka brzini promjene njegove koli¢ine gibanja

(odnosno, da sve sile koje djeluju na tijelo trebaju biti u ravnotezi) [52]:

d 3 '
EﬂjmidV - J;.[ ;TU”de+_[l_[EdVa i=123, (3.4)

gdje su F; komponente vanjske masene sile na tijelo.

Na osnovi Gaussovog teorema divergencije [45]:
mdivﬁdr/ = j j F -iidS, (3.52)
Vv N

kada za svaku komponentu vanjske sile vrijedi:

mgf v = [[Fnds, i=123, (3.5b)
Vv i S

1

slijedi da je:

T emas =]

S

or,
av, i=1273, (3.5¢)
8xj

tako da se jednadzba (3.4) moze prikazati u prikladnijem obliku:

(- (12

or;
d +F,.JdV, i=123. (3.6)
= Ox

J

Primjenom transportnog teorema [52]:

d F 3 5 o,
dflgfdl/ i maﬁ v Isj 2, fumds :m [a{ " ;gci)jd‘/ (3.7

na zakon o ouvanju mase, izraz (3.3), dobiva se:

d 0 3, 0 pu,
Zf!fpdlf = jlj (af+;(a/zl)jdl/ 0. (3.8)
Budu¢i da promatrani volumen moze biti sastavljen od proizvoljne grupe Cestica
fluida, podintegralni izraz mora biti jednak nuli kroz ¢itav fluid. Na taj se na¢in volumenski
integrali iz gornje jednadZbe mogu zamijeniti parcijalnom diferencijalnom jednadzbom koja
se naziva jednadzbom kontinuiteta:

op  olpw) _op ,
“F il _ZFLy. =0, 3.9
at+; o o (o) 39)
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gdje je V Hamiltonov operator:

Uz pretpostavku nestlacivosti tekuéine, odnosno njene konstantne gustoce, jednadzba

kontinuiteta prelazi u jednostavniji oblik:

V.5=0. (3.10)

Transportni teorem (3.7) moze se primijeniti i na zakon o ocuvanju koli¢ine gibanja,

izraz (3.6):

m{a(gﬁhi 9(/;:“‘; )}dV _ m[izxquinv, i=123. (3.11)

Jj=1

Ponovno se razmatra proizvoljni volumen fluida, tako da se gornji izraz moze

zamijeniti parcijalnim diferencijalnim jednadzbama koje se nazivaju Eulerovim jednadZbama:

4 3 olouu. 3 07,
8(/314,)+Z (PU,U/)=Z 7 +Fla i=123, (3128.)
ot a ox =1 Ox,
odnosno:
6r
F | i=123. 3.12b
Zl _ ( o, Y+ IJ i ( )

Lijeva strana gornje jednadzbe predstavlja ubrzanje materijalne Cestice fluida (brzina

Cestice u tocki ne mijenja se samo s vremenom, ve¢ i s promjenom polozaja tocke):

3
U= (3.13)
J= J
dje je 2 totalna derivacija:
gdje Dr ja.
D 0 0 < 0
—=—+V-V=—1+ U, — 3.14
Dt ot ot Z 6 ( )

Jj=1

tako da Eulerove jednadZzbe prelaze u sljedeci oblik:

3 07,
Do =Yy p ] iz12s. (3.120)
Dt p\ 73 ox,;

Usvajanje pretpostavke neviskoznog strujanja, kod kojeg se fluid pomice kao kruto
tijelo bez deformiranja, tako da nema viskoznih smic¢nih sila, dovodi do jednostavnijeg oblika

tenzora naprezanja:
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-p 0 0

;=90 -p 0 =-p5,, (3.15)
0 0 -p
gdje je p ukupni tlak, a:
lzai=j
= T (3.15a)
0zai#j

Kroeneckerova delta funkcija.

Navier-Stokesove jednadzbe za neviskozni fluid dobivaju se uvrStavanjem izraza

(3.15) u Eulerove jednadzbe (3.12¢) [52]:
D, :_1(517_15} =123, (3.16)
Dt p\ Ox,
Ukoliko se pretpostavi da se polje vanjskih sila F sastoji samo od gravitacijske sile

pg koja djeluje u negativnom smjeru osi x3, dobiva se:

D 1 0
u =———I(p+pgex,), i=123. 3.17
ol pax,.(p pgx; ) (3.17)

Sustav tri nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe (3.17), zajedno s jednadzbom
kontinuiteta (3.10) i odgovaraju¢im rubnim uvjetima, opisuje gibanje neviskoznog fluida i

moguce ga je rijeSiti samo za najjednostavnije konfiguracije kod kojih se moze zanemariti

3
nelinerani ¢lan ubrzanja (Z u; Zi u jednadzbi (3.12b)).
j=1 X

Stoga je potrebno uvesti i dodatna pojednostavljenja. Pretpostavi li se nevrtlozno

strujanje fluida [53], sve komponente vektora vrtloZenja:

@ =rotv =V xy (3.18)

moraju biti jednake nuli kroz ¢itavo podrucje fluida:

Ou, Ou,
1:7—7:0
Ox, Ox,
_ow _Ouy (3.19)
oy, ox
o oM O
’ ox, 0Ox,

U tom se slucaju vektor brzine v moze predstaviti skalarnom funkcijom potencijala

@ (koja nema fizikalno znacenje, ali olakSava rjeSavanje matematickog problema), takvom
daje [52, 53, 54, 55]:
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v:vqazai)h@]ﬁi)l?, (3.20a)
Oox,  0Ox, ox,

odnosno

u, = Zj (3.20Db)

Usvajanjem pretpostavke nevrtloznog strujanja, moguce je integrirati Eulerove
jednadzbe i dobiti izraz za tlak, poznat pod nazivom Bernoullijevog integrala, odnosno,
Bernoullijeve jednadzbe [52]. Ukoliko se u Navier-Stokesove jednadzbe (3.17) uvrste

komponente brzine izrazene preko potencijala brzine (3.20b), dobiva se:

Ou, < Ou, 1 0
Y u,—=———(p+pox,) i=123
at ; J axj P axi (p P8 3)
3
Q00 ¢ D00 10 oy .
ot Ox; = Ox; Ox; OX, p Ox,
Uz:
o 0 0 10 000w 5
Ox; Ox; Ox; 20x; Ox; Ox,
slijedi:

0 624_1 S 0D 0D 1 0
or 295 0x; ox;

— =———(p+pgx,) i=123. (3.21b)
Oox, P Ox,
Integriranje gornjeg izraza s obzirom na prostorne koordinate x; daje:

o0 130000 1
— =) ——=——(p+ pax, )+ flt), 3.23a
o 24 ox, ox, p(p pg5, )+ 11) G2

gdje je f(t) proizvoljna funkcija vremena, neovisna o prostornim koordinatama, koja se moze

ukljuciti u funkciju nekog novog potencijala brzine ¢ jednostavnom transformacijom [52,

56]:
oD oD,
= ) =", 3.24
5 /== (3.24a)
tako da je:
O, =D- j F(t)dr . (3.24b)

0
Oba ova potencijala jednako su prikladna kao prostorni gradijenti vektora brzine, tako

da se f(¢) moze anulirati, ili postaviti na neku Zeljenu vrijednost tlaka. Ako se odabere:
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£(e)=22, (3.240)
P

gdje je po atmosferski tlak, Bernoullijeva jednadzba (3.23a) glasi:

oo 1 00 0D
pP——+p+pgx, += psz—po =0, (3.23b)
ot T Ox, Ox
odnosno:
o0 1 (o) (e0) (o0
—+ p+pgx, +— +|— | +|—| |-p,=0. 3.23c
P, TP PEY /{(axlj (zeJ (axJ] Po (3.23¢)
Uz pretpostavku stacionarnog strujanja, dobiva se jo$ jednostavniji izraz:
1 (o0 (ow) (o0
p+pgx, +— p +— | +|=—| |—p,=0. (3.234d)
8x1 Oox, Ox,4

Tlak se mozZe rastaviti na hidrostati¢ki i1 hidrodinamicki dio:

P=Dp.+Dss (3.23¢)
gdje su:
Py =Py — Lg% (3.231)
o0 1 |(od) (o0) (od)
- p N e 3.23
Pa =7k, pl[axlj (8x2J (GxJ] G.23¢)

UvrStavanjem izraza za potencijal brzine (3.20a) u jednadzbu kontinuiteta (3.10)
dobiva se dobro poznata Laplaceova jednadzba [52, 53, 54, 55]:
o’ o'®d  0'D

Vy=V-VO=VO=AD="—+—+—=0, (3.25)
ox,” Ox,” Ox,

osnovna diferencijalna jednadzba problema rubnih vrijednosti (engl. boundary value problem)
za nevrtlozno (potencijalno) strujanje nestlacive tekuéine. Uz nju, potencijal brzine mora
zadovoljiti i relevantne kinematicke (koji opisuju brzinu) i dinamicke (koji opisuju sile) rubne
uvjete na granicama fluida. Za one granice ¢iji se polozaj i brzina ne mijenjaju u vremenu,
dostatno je propisati kinematicki rubni uvjet, dok je za ostale potrebno zadati i onaj dinamicki
[52].

Uvjet nepromocivosti dna oceana oblikuje rubni uvjet po kojem je, uz pretpostavku

horizontalnog dna oceana, vertikalna komponenta brzine na dnu jednaka nuli [52, 54, 55, 57]:
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53:0 na x;=-—d. (3.26)
0x,

Kinematicki rubni uvjet na slobodnoj povrsini, x; =¢ (xl,xz;t), gdje je ¢ funkcija

izdizanja vala, navodi da ¢e Cestica koja je u nekom trenutku lezala na slobodnoj povrsini na
S . . . ... D . " e
njoj i ostati; tako da je totalna derivacija D1 razlike polozaja (takve) Cestice i trenutnog
t

izdizanja povrSine vala jednaka nuli [54, 57]:

D 0
o, =¢)=2(n =¢)+ Ve Vix, -¢)=0, (3.27a)
odnosno:

o _o¢ ovo 0w o

_ _c. 3.27b
o, ot ow ow ow,ox, MO ONTC (3.270)

Kako izdizanje povrSine vala nije unaprijed poznato, nuzan je i dinamicki rubni uvjet
koji propisuje da je tlak na slobodnoj povrSini jednak atmosferskom. Uz p=py, iz

Bernoullijeve jednadzbe (3.23¢):

2 2 2
oD 1 |(o® oD oD
—+ p, + +— — | +|—| +|— -p,=0. 3.28a
Py TPt PR 2pl[8xlj [6)62] (axJ] Do ( )

slijedi:
oo 1|(o0) (o0) (o0
- | — +| — +|— + gx, =0 na Xy :é/, (328b)
ot 2|\ ox, Oox, Ox,4

Osnovni problem rubnih vrijednosti za nevrtlozno strujanje nestlac¢ive idealne tekuéine
¢ine Laplaceova jednadzba (3.25), rubni uvjet na dnu oceana (3.26) te dva rubna uvjeta na
slobodnoj povrsini (3.27b) i (3.28b). Buduci da su posljednje dvije jednadzbe nelinearne te da
ih je potrebno zadovoljiti na slobodnoj povrsini koja se neprestano mijenja, niti ovaj, osnovni

problem nije moguce rijesiti bez dodatnih pojednostavljenja.

3.2. Teorija linearnih (Airyjevih, harmonijskih) valova

Najuobicajenije priblizno rjesenje, koje daje prihvatljive rezultate za Siroki spektar
problema, temelji se na razvoju funkcija potencijala brzine te izdizanja vala u Taylorove

redove potencija malog parametra [54, 55]:
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D(x,,x,,X,51) = e(D(l)(xl,xz,x3;t)+ 52®(2)(x1,x2,x3;t)+... (3.29)
{(xl,xz,x3;t)= 54“(1)(x1,x2,x3;t)+ 524(2)(x1,x2,x3;t)+..., (3.30)
gdje je ¢ bezdimenzionalni nagib vala:

- 331
£== (3.31)

pri ¢emu je 4 visina, a A duljina vala. Izrazi (3.29) i (3.30) vrijede samo u slucaju kada je

brzina napredovanja broda jednaka nuli.

Usvajanje pretpostavke o maloj valnoj visini u usporedbi s valnom duljinom i
dubinom vode, omogucuje lineariziranje rubnih uvjeta na slobodnoj povrsini (odbacivanjem
svih ¢lanova reda viSeg od 0(5)), kao i1 zadovoljavanje tih rubnih uvjeta na srednjoj razini
vode, x; =0, umjesto na osciliraju¢oj slobodnoj povrsini. U kinematickom rubnom uvjetu na

slobodnoj povrsini, izraz (3.27b), mogu se zanemariti posljednja dva ¢lana koja predstavljaju

male veli¢ine drugog reda [54, 57]:

oW aé’(l)
ox, ot

=0 na x,=0. (3.32)

S obzirom na to da je brzina fluida mala veli¢ina prvog reda, zanemarivanjem njenog
kvadrata u jednadzbi (3.28b), dobiva se linearizirani dinamicki rubni uvjet na slobodnoj
povrsini:

a(b(l)
ot

Uklanjanjem nepoznanice ¢, ova se dva rubna uvjeta mogu spregnuti u jedan. Iz

+gV=0 na x,=0. (3.33a)

posljednje jednadzbe slijedi:

)
0o 190 (3.33b)
g ot

odnosno:

aé*(l) 1 orpW
ot g or*

(3.33¢)

Uvrstavanjem izraza (3.33¢) u jednadzbu (3.32) dobiva se jedinstveni rubni uvjet na

slobodnoj povrsini [54, 57]:

a(b(l) 62(1)(1)
+
£ ox, o’

=0 na x,=0. (3.34)
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Linearizirani osnovni problem rubnih vrijednosti tvore Laplaceova jednadzba (3.25),
uvjet nepromocivosti na dnu oceana (3.26) i jedinstveni rubni uvjet na slobodnoj povrsini
(3.34). Najjednostavnije rjeSenje takvog problema predstavlja Airyjev harmonijski val -
dvodimenzionalni dugobregoviti progresivni povrSinski val (duljine 4, visine 4, perioda T),

slika 3.2, koji napreduje, u smjeru osi X;, faznom brzinom:

o A
C=— =—’ 335
T (3.35)
gdje je:
2z
=— 3.36
T (3.36)

kruzna frekvencija vala, a:

27
k=— (3.37)
A
valni broj. Periodi¢nost takvog vala dana je izrazom:
a=x—ct. (3.38)
X3 Xz
& amplituda vala {elevacija vala £ elevacija vala
/blj_iﬁ\ £ amplituda vala/br‘iiigL
dol h \-isjnu \-aIaT X H:;'/ 5 T ;
valna duljina nap:cr:;-il.‘le\:—anja valni period vrijeme
d dubina vode vela d dubina vode

a) snimak vala u trenutku ¢ b) snimak vala u toki x

Slika 3.2 Harmonijski progresivni val [57]

Laplaceova jednadzba (3.25) u slucaju takvog vala poprima sljedeéi oblik:

=0. (3.39)

Linearizirani se problem rjeSava uobiCajenom tehnikom razdvajanja (separiranja)
varijabli, pri ¢emu se potencijal brzine predstavlja u obliku umnoska dviju funkcija, od kojih

svaka ovisi samo o jednoj nezavisnoj varijabli [54]:
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oY = x,(x,) X, (). (3.40a)

Uz:

2.4 (1) 2 2

aq)z :X3dAX2'I:X3i Xmdi :XSd[Xmjda:X3d‘X;I’ (341)

ox, dx, dx, \ da dx, da\ da )dx, da
jednadzba (3.39) prelazi u:

2 2
X
X 4 X, +d X =0, (3.42a)

3
do’ dx32

§to, nakon prebacivanja funkcija razlicitih varijabli na suprotne strane jednadzbe, daje:

1w, 1d,

X, dv; X, da®

(3.42b)

Posljednja jednakost vrijedi samo u slucaju kada niti njena lijeva, niti desna strana ne
ovise o pripadnim varijablama, ve¢ su obje jednake bilo nuli, bilo nekoj konstanti. Kako se u

prvom slucaju dobiva trivijalno rjeSenje, usvaja se:

1 d'X, Ld2X1:k2‘

=— 3.42¢

X, dx32 X, da 2 ( )
Razdvajanjem gornjeg izraza dobivaju se dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe:

a’x,

=—k"X;=0 (3.43)

dx,

a’x, .,

T +k*X=0. (3.44)
Uvrstavanjem pretpostavljenih oblika rjeSenja:

X, =Be™ (3.45a)

X, =Ce™ (3.46a)
u jednadzbu (3.43), odnosno (3.44), slijedi:

B’Be’™ —k’Be™ =0 = p*-k’=0 (3.47a)

yCe™ +k°Ce’™ =0 = y*+k’ =0, (3.48a)
odnosno:

B, =%k (3.47Db)

Y, =ik . (3.48Db)

Rjesenja jednadzbi glase:
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X, =Be" +Be™™ (3.45b)

X, =Ce" +Ce ™. (3.46b)
Uz:
™ = cosh kx, + sinh kx,
—kxy _ o
e.k cosh kx, .smh kex, (3.49)
e" =coska +isinka
e =coska —isinka
slijedi:
X, = B,(cosh kx, +sinh kx, )+ B, (cosh kx, —sinh kx, ) =
= (B, + B, )cosh kx, + (B, — B, )sinh kx, (3.45¢)
X, = C,(coska +isinka)+ C,(cosh ke —sinh ke ) =
=(C, +C,)coska +i(C,~C,)sinka . (3.46¢)

S obzirom na to da, prema principu superponiranja, svaka linearna kombinacija
rjeSenja homogene diferencijalne jednadzbe i sama predstavlja rjeSenje te iste jednadzbe,

moze se pisati:
X, = B, coshkx; + B, sinh kx; (3.45d)

X, = C,coska + C,sinka = C, cosk(x, —ct)+ C,sink(x, —ct). (3.46d)

Uvrstavanjem gornjih rjeSenja u jednadzbu (3.40a), izraz za linearni potencijal
poprima sljede¢i oblik:
o = (B, cosh kx, + B, sinh kx, |[C; cosk(x, — ct)+ C, sin k(x, —cr)]. (3.40b)

Nepoznate konstante odreduju se iz rubnih uvjeta. Onaj na dnu, (3.26):

oW
Ox,4

= k(B, sinh kx, + B, cosh kx, | C, cosk(x, —ct)+ C, sink(x, —ct)] =0, (3.50a)

vrijedi za svaku udaljenost od ishodista x; i svaki trenutak vremena ¢, tako da jena x, = —d :

B, sinh(~kd )+ B, cosh(~kd)=0 (3.50b)
— B, sinhkd + B, coshkd =0 (3.50¢)
B, = B, tanh kd . (3.50d)
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Iz dinamickog rubnog uvjeta na slobodnoj povrsini, x, =0, slijedi izraz za izdizanje

povrsine vala (3.33b):

oD
o _ _17@: E(BS cosh 0+ B, sinh O)[— C, sink(x, —ct)+ C, cosk(x, — ct)] .(3.51a)
g g

Uz pretpostavku da se u pocetnom trenutku, =0, u ishodistu, x, =0, nalazi valni

brijeg, ¢V =§, slijedi:

B
£ =B e, ~Cysin0) =1 (3:51b)
pa je:
h
B,C, =—§w. (3.51¢)

Buduéi da se pokazalo da bilo koja vrijednost konstante C; zadovoljava propisane

rubne uvjete, odabire se:

C,=0. (3.51d)
Uvrstavanje nepoznatih konstanti (3.50d), (3.51¢) i (3.51d) u izraz za potencijal brzine

(3.40Db) daje:

gh

ol = B, (cosh kx; + tanh kd sinh kx, ) sin k(x1 - ct) =
2kcB,
_ gh cosh kx, cosh kd + sinh kd sinh kx, sin k(xl 3 ct) _
2kc cosh kd
hk d
_ gh coshk(x, +d) . k(x, —ct). (3.52a)
2kc  coshkd
Uz izraz za kruznu frekvenciju vala:
w=ke, (3.53)
konacni oblik potencijala brzine prvog reda glasi:
hk
)  h coshklx, +d) (k, — ). (3.52b)

20w  coshkd
Iz jednadzbe (3.51a) moze se, na temelju istih konstanti, dobiti izraz za izdizanje

(povrsine) vala:

¢V = Z:B3C4 cosk(x, —ct)= lzzg]icos(/cxl —ot)= %cos(kx1 —ot). (3.54)
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1z kombiniranog uvjeta, (3.34), na slobodnoj povrsini, x, =0, proizlazi:

gg—hsin (lcxl 3 t) sinhkd ,  gh coshkd .

o sin (kx, — ot )o® =0, (3.55a)
20 cosh kd 2w cosh kd

§to, nakon sredivanja:

% cos; P sin (kx1 - a)t)(gk sinh kd — @? cosh kd) =0, (3.55b)

daje jednadZbu rasipanja:

®® = gktanhkd . (3.56)

Deriviranjem izraza za potencijal po prostornim koordinatama jednostavno je dobiti

komponente brzine Cestica tekuéine:

W hk(x, +d
“1(1) _ 00 _ ghk cos (x, + )cos(kxl — o) (3.57a)
ox, 2w  coshkd

W inh k(x, +d
ugl) _0®7 _ ghk sin (x, + )sin (e, — ). (3.57b)
Ox,4 20  coshkd

Nadalje, deriviranje gornjih izraza po vremenu daje komponente ubrzanja Cestice:

®
al(l) _ 614, _ ghk cosh k(x3 + d)Sil’l (kx1 _ C()Z) (3583)
ot 2 cosh kd

oul) inh k d
ol =25 _ ghk sinh k{x, + )cos(loc1 —ot). (3.58b)
ot 2 cosh kd

Integriranjem jednadzbi brzina Cestica tekucine po vremenu, dobivaju se putanje

Cestica, slika 3.3:

0 ghk coshkx +d) _
g (xl ,x3, ,[ I cosh l3cd oos (]OCI - a)t)dt -
- Zghli cosh k(}f;“; d)sin (kxl - a)t)+ C (3.592)
W cos
hk s1nhk x,+d) .
7"(x,,x3) J Jg cosh jcd ) esin(ky, — o pit =
_ ghk smhk(x3 +d) os(/cxl —a)t)+C, (3.59b)

" 20°  coshkd

§to, uz primjenu disperzivne jednadzbe (3.56):
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coshkd = M ,
10}

konacno daje:

) ) =_ﬁcoshk(x3+a?) . 3
EW(x,,xy31) > smhid sin (kx, — ot (3.60a)

Oy xg) < i ks +d) o
7" (x,,x,5¢) > snhid cos (kx, — ot). (3.60b)

i
'f krune putanje i i
| A=B | razina mirmne vode
| )
., P
| - T
i ] i S Tm=—d {
elipticne
L — ] putanje -

. \ A®B
dno 110 :r::'__‘_“-‘l dno 339

us 0 ] ue O
TTTTTTTTTTITTT 7777777 7777777777777 7777 7T 77777777

Uy f=—u,

T7777 777777 77777777777 77777 7787877877777 777777777
z ” d 1
(@) duboka voda %)% (b) plitka voda —x< o0

Slika 3.3 Putanje Cestica vala [54]

DULJINA VALA ;

[
1

<~

DINAMICKI I /\
TLAK \—/
. T /-\
BRZINE \—/
X:-KOMPONENTA T_\ /
BRZINE \_/
X,-KOMPONENTA T\ /
UBRZANJA v

X:-KOMPONENTA T/_\
UBRZANJA \/

Slika 3.4 Profili vala i kinematicko-dinamicke znac¢ajke dobivene linearnom teorijom [53]
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Dinamicki tlak moze se odrediti ukoliko se u jednadzbi (3.23g) zanemare male

veli¢ine drugog reda:

o 0®"  poh coshk(x, +d)

=— coslkx, —wt). 3.61
Pa ot 2 coshkd (ko — t) (3-61)

Profili vala i1 kinemati¢ko-dinamic¢ke znacajke dobiveni linearnom teorijom prikazani
su na slici 3.4.

Ovisno o odnosu dubine vode i duljine vala, izvedeni izrazi mogu se prikazati i u
jednostavnijem obliku. Za duboku vodu, za koju vrijedi da je %> % , prikladno je koristiti

pribliZne izraze iz tablice 3.1.

voda konaéne dubine voda beskona&ne dubine
. . _gb.coshk(z +h) _B&
Potencijal brzine = e cothkh cos(t — kx) P = T cos(t = kx)
2 H
Tzraz rasprivanja Y e ktanh bk @k
£ g

Veza izmedu duljine i perioda vala A=Z7anh 2z h a=Lop

P A 2
Profil vala & = &, sin(wt = kx) ¢ = &, sinfwr — kx)

cosh k(z + h) . ..
Dinamicki tlak po=rpgt. W sin(wt — kx) i = pet.e" sin(w — kx)
: h k(z +h
x,-komponenta brzine = wC.ch,(z—)sin(m - kx) u,= wl,c* sin(wr - kx)
sinh kh
2 inhk(z+h
x;-komponenta brzine u,= wt,&—(-z—-——)cm{wr = kx) 1, = wk.e® cos(wr — kx)
2 sinh kh ’
kz+h
x,-komponenta ubrzanja a, = w't, Sﬁ:—;-lﬁ;—)cos(w! = kx) a, = '™ cos(wt - kx)
E nia ubrzani 2, Sinhk(z+h) . N .

X;-komponenta ubrzanja ay=—w C,m—sm(wx = kx) ay==w'E.e" sin(wt = kx)

Tablica 3.1 Izrazi linearne teorije valova [53]

3.3. Brod na valovima

U slucaju plovidbe broda morem, postoji medudjelovanje izmedu broda i valova.
Valovi, predajuci svoju energiju, pobuduju gibanje (i deformiranje) broda, uslijed ¢ega se i
sami mijenjaju. Osim toga, odasiljanjem energije uslijed njihanja broda, nastaju i radijacijski
valovi koji se od tijela Sire radijalno u svim smjerovima. Kako bi se dobio potpun
matematicki model koji opisuje ponasanje broda na valovima, potrebno je osnovni problem
rubnih vrijednosti, opisan u potpoglavlju 3.1, prosiriti dodatnim jednadzbama.
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Prvu od njih ¢ini rubni uvjet na povrsini tijela (u dodiru s teku¢inom) koji izraZzava

nepromocivost trupa:

V-i=U-ii naS,, (3.62a)

gdje je U vektor brzine broda, Ss (trenutna) oplakana povrina, a 7 vektor normale na
oplakanu povrsinu, dok v uklju¢uje i komponentu brzine koja je posljedica stacionarnog
strujanja oko oplakane povrsine, izraz 3.145a. Izrazavanjem vektora brzine cCestice fluida

preko funkcije potencijala, (3.20a), slijedi:

oe 1 @ , ai)nfﬁ-ﬁ nas, . (3.62b)
Ox, ox, Ox,4
Lijeva strana gornje jednadzbe predstavlja derivaciju potencijala brzine u smjeru

jedini¢ne normale na povrsinu [45]:

O _ radd i, (3.63)
on

tako da se konac¢no dobiva:

‘2%’:0-;7 nas,. (3.62¢)

Klasi¢an pristup u teoriji pomorstvenosti temelji se na pretpostavci dostatne krutosti
broda, tako da se, zanemarivanjem deformacija, moze smatrati da brod na valovima oscilira

kao kruto tijelo sa Sest stupnjeva slobode, slika 3.5.

X4

Slika 3.5 Njihanje krutog tijela na valovima [53]
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Zalijetanje (engl. surge), zanosSenje (engl. sway) i poniranje (engl. heave) translacijska
su gibanja, a ljuljanje (engl. roll), posrtanje (engl. pitch) i zaoSijanje (engl. yaw) rotacijska.
Samo tri od njih — poniranje, ljuljanje i posrtanje, Cista su oscilatorna gibanja kod kojih
djeluje povratna sila (ili moment) koji, nakon poremecaja, nastoje vratiti brod u ravnotezni
polozaj. Posljednje jednadzbe matematickog modela €ini Sest jednadzbi njihanja krutog tijela
na valovima:

6
> myH (t)=F () j=1..6, (3.64a)
k=1

gdje su my komponente matrice masa (koja ukljuuje i momente tromosti mase), H ‘ (t)

ubrzanja k-te komponente njihanja, a F; j-te komponente ukupnih sila i momenata na tijelo.
Ovakav je pristup davao zadovoljavajuée rezultate kod analize konvencionalnih
brodova. Medutim, suvremeni kontejnerski brodovi velikih duzina (ne nazire se kraj porastu
njihovih dimenzija) puno su elasti¢niji, §to, uz njihovu (relativno) visoku brzinu, dovodi do
preklapanja prirodnih frekvencija broda s onima valne uzbude koje viSe nije moguce
zanemariti. Jedan od nadina da se to uzme u obzir pro§irivanje je gore opisanog modela

dodatnim jednadzbama “gibanja”, za odredeni broj suhih prirodnih oblika vibriranja broda:

6+N
om H, (t)=F,) j=1..6+N, (3.64b)
k=1

gdje je N broj prirodnih oblika vibriranja trupa na zraku.

Problem njihanja deformabilnog broda na valovima, uz ve¢ navedene nepoznanice

potencijala brzine @ i izdizanja vala ¢, ima i dodatnu varijablu — vektor brzine broda U . Osim
toga, nelinearnost viSe ne proizlazi samo iz rubnih uvjeta na slobodnoj povrsini, vec i iz
¢injenice da oplakana povrSina i normala na nju ovise o trenutnom polozaju broda. Stoga je
ovaj problem jos slozeniji od (ve¢ razmatranog) osnovnog problema rubnih vrijednosti, tako
da je ponovno nuzno uvodenje odredenih pretpostavki i pojednostavljenja kako bi se
formulirao rjesiv problem.

Dodatnu prepreku predstavlja iznimna slozenost (stvarne) morske povrsine. Primjena
linearne teorije, razvijene u prethodnom potpoglavlju, ne samo da pojednostavljuje
matemati¢ki problem koji treba rijeSiti, ve¢ omogucuje 1 usvajanje hipoteze o primjeni
principa superponiranja St. Denisa i Piersona, prema kojoj je odziv broda na nemirnom moru
jednak sumi odziva na harmonijske komponentne valove svih frekvencija, amplituda i
smjerova. Na taj se nadin problem odredivanja odziva broda na nemirnom moru moze
podijeliti na dva jednostavnija zadatka — predvidanje njihanja (elastiénog) broda na

harmonijskim valovima te predvidanje statistickih znacajki odziva broda na nemirnom moru.
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3.3.1. Susretna frekvencija

Valovi su dosad razmatrani s obzirom na inercijski desnokretni koordinatni sustav
0X;X,X3 vezan za Zemlju, slika 3.6.

Zakretanjem toga koordinatnog sustava za kut y pod kojim brod plovi u odnosu na os
OX, dobiva se inercijski koordinatni sustav 0X; X, X3’, slika 3.6. Vrijede sljedece

transformacije koordinata:

X, =X, cosy+x,siny
X, =—x;siny+x,cosy, (3.65a)

Xy = X3

odnosno, u drugom smjeru:

X, =X, COSy —Xx, siny

X, = x1' siny+x2' cosy . (3.65b)
Xy =X,
X —
? valovi koji
X2 napreduju
brzinom ¢
X
x2
Xy
X{
% y
0 X

Slika 3.6 Koordinatni sustavi [58]

Koordinatni sustav broda GXI* Xz* X3* ima ishodiSte u razini mirne povrSine oceana
na vertikali teziSta broda i uvijek je paralelan koordinantom sustavu OXl’ ng X3’. U

pocetnom trenutku ishodista O i G preklapaju se, tako da su koordinate tocke na brodu u

trenutku ¢
xl' =Ut+ xl*
x, =x, (3.66a)
x; = x;
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odnosno, u koordinatnom sustavu OX;X,X3:
x, =Utcosy +x, cosy—x, siny
X, =Utsin}/+x1*sin}/+x2*c0sy. (3.66b)

s

X3 = X5

Ukoliko val napreduje pod kutom y u odnosu na os OXj, slika 3.6, uz:

X, =X, €08y +Xx,siny, (3.67a)
$to, primjenom transformacije koordinata (3.66b) daje:

5

x1” = (Ut cosy + xl* cosy —x, sin y)cos ¥+ (Ut siny + xl* siny + x; cos y)sin 7, (3.67b)

izdizanje njegove povrsine, prema izrazu (3.54), glasi:
W _h " h .
4 :ECOS kx, — ot :Ecos(kx1 cos y + kx, sin y — at) = (3.68a)

5

= %cos[k cos ;((Ut cosy + xl* cosy —x, sin 7/)+

+ ksin ;((Ut sin y + xl* siny + xz* oS 7/)— a)tJ =

= %cos [k(xl* + UtXcos x cosy +sin ysin 7)+ kx;(— COs y sin y +sin y cos 7/)— a)t].

cos(;(—j/)zcos;(cos;/+sin;(sin7 (3.69a)
sin(y — ) =sin ycosy —cos ysiny, (3.69b)
slijedi:

£ =2 sl cos(z )+ s 1)~ (o - kU o~k

- gcos(kxl* cos i+ kv, sin B - ), (3.68b)

gdje je S = y—y susretni kut, tj. kut izmedu smjera napredovanja vala i smjera plovidbe

broda koji se, prema preporuci SNAME [57], mjeri od smjera napredovanja vala u smjeru

kazaljke na satu, slika 3.7.

Susretna frekvencija:

o, =w—kUcosf, (3.70a)
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jednaka je frekvenciji vala uve¢anoj za Dopplerov pomak frekvencije. Primjenom jednadzbe

rasipanja za duboku vodu:

k=",
g
dobiva se:
o’ 1)
0w, =0——Ucosff=w|1-—Ucosf|. (3.70b)
g g

Vidljivo je da susretna frekvencija ovisi o frekvenciji vala, brzini broda i susretnom

kutu. Kod valova u pramac broda, £ =180°

o, =0+U—, (3.70¢)

brod ¢e, s obzirom na to da je period obrnuto srazmjeran frekvenciji, brze susretati uzastopne

valove. Sli¢no tome, na valovima u krmu broda, f=0°:

0)2

0,=0-U—, (3.70d)
g
period susretanja valova bit ¢e duzi. Moguca negativna vrijednost susretne frekvencije znaci

da je brzina napredovanja broda vec¢a od brzine valova.

valni brijeg valni brijeg valni brijeg
Ll
c Smjer c Ac
napredovanja
vala U
B =90°
B=180" B=0° C
O U
U
valovi valovi valovi
u pramac u krmu u bok
broda broda broda

Slika 3.7 Definicija susretnih kutova [59]
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3.4. Njihanje elasticnog broda na harmonijskim valovima

Linearna teorija harmonijskih valova proizlazi iz pretpostavke malog omjera visine i
duljine vala, na osnovi koje se lineariziraju kinematicki i dinamicki rubni uvjet na (srednjoj)
slobodnoj povrsini. Stoga je ta teorija valjana samo za valove malih amplituda, na kojima ¢e i,
njima srazmjerne, amplitude oscilacijskog gibanja takoder biti male. Osim toga, potrebno je
linearizirati i uvjet nepromocivosti na povrsini tijela, (3.62c), koji se, u okviru linearne teorije,
moze zadovoljiti na srednjoj oplakanoj povrsini. Potrebno je naglasiti kako ¢e se, zbog
jednostavnosti, u nastavku ovog potpoglavlja izvoditi izrazi za slucaj plutajuce konstrukcije
(kada je susretna frekvencija jednaka frekvenciji vala); dok ¢e se ucinak brzine napredovanja
broda na pojedine od tih izraza obuhvatiti u sljede¢em potpoglavlju.

Odredivanje odziva kod njihanja elasti¢nog tijela na harmonijskim valovima uvijek se,
u okviru modalne analize, provodi u nekoliko karakteristicnih koraka:

- odredivanje potencijala brzine strujanja rjeSavanjem odgovarajuceg broja problema
rubnih vrijednosti,

- odredivanje komponenti ukupne sile na tijelo integriranjem komponenti ukupnog
tlaka po oplakanoj povrsini,

- rjeSavanje jednadZbe njihanja po nepoznatim (kompleksnim) amplitudama
komponentnih pomaka,

- odredivanje trazenog odziva na temelju komponenti odziva i amplituda
komponentnih pomaka.

Trenutni polozaj proizvoljne tocke na brodu u inercijskom desnokretnom kartezijskom

koordinatnom sustavu definiran je vektorom:

F(6)=x0 +x,] +x,k , (3.71)
dok je vektor polozaja iste te tocke u mirovanju:

R=Xi+X,j+Xk. (3.72)
Vektor pomaka te to¢ke tada se moze definirati kao:

H(t)=7()-R. (3.73)

Uslijed periodicke izmjene energije izmedu progresivnih harmonijskih valova i

uronjenog tijela, dolazi do oscilatornog njihanja (elasti¢nog) tijela na valovima. Pomaci broda

na takvim valovima i sami su, zbog linearnosti, harmonijskog oblika (po susretnoj

frekvenciji):

H(t)= Re{ﬁe*“v’ } (3.74a)
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Rastavljanjem kompleksne amplitude vektora pomaka na realnu i imaginarnu

komponentu:
H=H"+iH™,
te primjenom Eulerove formule:

e =cosw,t—isinm,t,

dobiva se:
H(t)= Re{(ﬁ R L iH"™ Jcos ,t —isin a)et)}=
= Re{lflRe cosw,t+ H™ sinw,t + i(f]lm cosw,t — H™ sin a)et)}z
= H" cosw,t + H™sinw,t = ‘I:I‘ cos(m,t+¢),
gdje je:
T
apsolutna vrijednost (kompleksne) amplitude pomaka, a:

Hlm
& = arctan (— I:.[Re ]

fazni pomak odziva u odnosu na nailazni val.

(3.75)

(3.76)

(3.74b)

(3.77)

(3.78)

Parcijalnim deriviranjem jednadzbe (3.74a) po vremenu dobiva se izraz za brzinu

tocke na brodu (u koordinatnom sustavu broda GXl* Xz* X3*)Z

Ijl(t) = Re{a I:I(Z)} = Re% ia)el-;le"i"’f’ }z Re{— io, (1’?]RC +iH™ Xcos @®,t —isin a)et)}z

ot

= Re{a)g (Fllm cosw,t — H™ sin a)et)— io, (HRe cosw,t + H'™ sin a)et)}=

=0, (ﬁ"" cosw,t — H™ sin a)et) =0, ‘ﬁ‘ sin (@, + &) =

= weﬁcos(wet+e—”].
2

(3.79)

Deriviranje iste jednadZbe dvaput po vremenu rezultira izrazom za ubrzanje tocke na

brodu:

e _ 82 — _ 2~ —iwyt 5 2(rrRe .77Im . _
H(t)=Re H(t)} =Relo,’ He —Re{— w, (H +iH Xcosa)et—zsma)gt)}—

o

= Re{— o’ (ﬁRe cosw,t + H"™ sin a)et)— i’ (FI"“ cosw,t — H™ sin a)et)}z
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2 ry r 7 . 2
=-w, (HRe cosw,t+ H'"™ sin a)gz): -,

If]‘ cos(w,t+¢)=

_ 2
= a)e

e

2Ef‘cos(a)ethe—ﬂ). (3.80)

ﬁ‘cos(ﬁ—wet—g)z 10
Vidljivo je da je, u odnosu na pomak, brzina pomaknuta u fazi za > a ubrzanje za .
Primjena linearne teorije omogucuje odredivanje ukupnih hidrostatickih i

hidrodinamickih sila na tijelo superponiranjem pojedinih njihovih komponenti. Stoga se

(pre)slozeni problem njihanja (elasticnog) tijela na progresivnim harmonijskim valovima

moze razdvojiti na dva jednostavnija potproblema, slika 3.8.

uzbudne sile hidrodinamicka reakcija
(Froude-Krylovljeva (dodatna masa
difrakcijska) koeficijenti prigusenja

koeficijenti povratne sile)

Slika 3.8 Komponente hidrodinamickih sila na tijelo [53]

U prvom se slucaju, primjenom teorije difrakcije, razmatra strujanje oko nepomicne
konstrukcije. Budu¢i da dimenzije broda nisu male u odnosu na (relevantne) duljine vala, ne
moze se zanemariti promjena valnog polja u blizini broda, do koje dolazi odbijanjem
nailaznog vala od povrSine trupa i nastankom difrakcijskog vala.

Drugi, radijacijski problem proucava nastanak radijacijskog vala zbog oscilacijskog

njihanja elasti¢nog tijela na ina¢e mirnom moru.

Budu¢i da je kod svakog od ovih potproblema najprije potrebno rijesiti odgovarajuci
problem rubnih vrijednosti, prikladno je i glavnu nepoznanicu ukupnog problema, potencijal
brzine, rastaviti na odgovarajuce dijelove:

CD(xl,xz,x3;t)= @1(x1,x2,x3;t)+ CDP(xl,xz,x3;t), (3.81a)
gdje je @, potencijal brzine nailaznog vala, a @p potencijal brzine strujanja nastalog zbog

prisutnosti tijela koji se moze dalje rastaviti na:
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D, (%, x5, %538) = D (3,0, 550)+ DL (x,, x,,532), (3.81b)

potencijal brzine difrakcijskog vala @ 1 potencijal brzine radijacijskog vala @p.

Problem difrakcije

Matematicki model nepomicnog tijela na valu, slika 3.9, sastavljen je od Laplaceove
jednadzbe (3.25), rubnog uvjeta na dnu (3.26), jedinstvenog lineariziranog rubnog uvjeta na
slobodnoj povrsini (3.34) i uvjeta nepromocivosti na oplakanoj povrsini (3.62¢) koji, u ovom

slucaju, prelazi u:

L naS,. (3.82a)
n

Slika 3.9 Linearna teorija difrakcije [54]

Potrebno je odrediti nepoznati potencijal brzine @ sastavljen od potencijala brzine

nailaznog i difrakcijskog vala:
Od=D,+D,, (3.83)
UvrStavanjem gornjeg izraza u rubni uvjet (3.82a), dobiva se:

0

(@, +®,)=0 naS$,, (3.82b)
n

odakle slijedi:
o, __0P, nas,. (3.82¢)
on on
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Budu¢i da je normala na (nepomic¢nu) oplakanu povrsSinu trupa neovisna o vremenu,
isti odnos vrijedi i za kompleksne amplitude potencijala brzine nailaznog i difrakcijskog vala:
b __ 90,

= S.. 3.82d
on on nes ( )

Potencijal brzine nailaznog vala jednak je rjeSenju osnovnog problema rubnih
vrijednosti, jednadzba (3.52b), uzimajuéi u obzir da val napreduje pod kutom y u odnosu na

os 0X, jednadzba (3.67a):

_gihcoshk(x3 +d) .

(D,(l)(xl,xz,x3;t)—2a) “ouh i s1n(kx,"—a)t)zRe{q?,(xl,xz,x3)e'”“'}, (3.84a)

gdje je:

(0] lgh cos ('{3 a ) ik(x; cos y+x, sin )
¢ X3 Xy Xy )J=————— € ! 2 3.84b
! ( P 3) 20 COSh kd ( )

kompleksna amplituda potencijala brzine nailaznog vala.

Potencijal difrakcijske komponente mora zadovoljiti i dodatni radijacijski uvjet u
beskonacnosti, po kojem se svi valovi nastali zbog prisutnosti broda, moraju radijalno $iriti
oko njega i iS¢eznuti na velikoj udaljenosti. Za plutajuca tijela (U=0) vrijedi [54, 57]:

—ikR

1le1§310®D :}elil;loﬁ:o, (3853)
odnosno:

lim VR -2 —ik Jo, =0 (3.85b)

R—w aR b ’ ’
gdje je:

R=yx"+x, (3.86)

radijalna udaljenost od tezista broda.

Problem radijacije

I linearni model njihanja elasticnog tijela u mirnoj tekuéini sacinjavaju Laplaceova
jednadzba (3.25), uvjet nepromocivosti na dnu (3.26), jedinstveni linearizirani rubni uvjet na
slobodnoj povrsini (3.34) te radijacijski uvjet u beskonacnosti i rubni uvjet na povrsini tijela.
Sli¢no difrakcijskom valu, i radijacijska sastavnica treba iS¢eznuti na velikoj udaljenosti od

tijela [54]:
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lim \/ﬁ(a—ikchR =0. (3.87)
R—w aR

Uvjet nepromocivosti na oplakanoj povrsini (3.62¢) propisuje da u svakoj tocki te
povrsine, komponenta brzine ¢estice fluida u smjeru normale na povrSinu u toj to¢ki mora biti

jednaka komponenti brzine te tocke na oplakanoj povrsini, izraz (3.79), u smjeru te iste

normale:
D ~ -
P _.5 =H(t)-7i na$, (3.88a)
on
O Reffre = Re i(ﬁe*"%’) i = Re%ia}ef]e”’“’“’ }ﬁ nas,. (3.88b)
on dt

odakle proizlazi:

TR -~
% =—iw,H-n naSy. (3.88¢c)

Vektor pomaka tocke moze se, primjenom metode superponiranja prirodnih oblika

vibriranja (engl. modal superposition method), prikazati kao:

= 0+N

H=Z§jh/’ (3.89)
=1

gdje je g? ; kompleksna amplituda, a h' vektor pomaka tocke uslijed j-tog stupnja slobode

koji ukljucuje pomake krutog tijela (j=1,...,6) i prirodne oblike vibriranja (j=7,...,6+N).
Potencijal brzine radijacijskog vala prikladno je rastaviti na linearnu kombinaciju

potencijala brzine komponenti radijacijskog vala uslijed pojedina¢nih pomaka:
~r 6+N ~n
Pr =—iw, Y 4", (3.90)
J=1
gdje je ngR kompleksna amplituda potencijala zbog j-te komponente pomaka toCke na
oplakanoj povrsini. Uvodenjem dvije posljednje sume, izraz (3.88c) prelazi u:

6 6+N 6+N )
= —iw, Y E S |=—iw, Y E 7 i naS,, (3.88d)
n F=a =l

tako da za svaku komponentu ukupnog pomaka vrijedi:

o9/
on

=h’-ii=) h/-n, naS, j=1..,6+N. (3.88¢)
i=1
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U slucaju njihanja krutog tijela na valovima, postoji samo Sest komponenti pomaka,

pri emu je R? vektor poloZaja referentne tocke (za njihanje krutog tijela) u mirovanju:

h' =i =(1,0,0)

h* =7 =(0,1,0)

h* =k =(0,0,) (3.91)
it =i x(R-R2)=—{(x, - x.2)j +(x, - x,2 ) = (0.~{x, - x.2 ) (x, - x,2))
i =i x(R-R)=(x, - x,° )i —(x, - x,2 ) =((x, - x,2)o~(x, - x,2))

o=k x(R-R%)=(x, - x,2)j - (x, - x,°)F = - (x, - x,2 ) (x, - x,2)o)

>0 1R }‘1’1 - 3 hl
= n = . n.=n
; a}’li ; i i 1
\ O%R P 2 2
=h"-n=) h -n.=n

iZ:I: ani IZ:I: i i 2

3 0% . 3

Za¢3 =h’-ii=)"h}-n,=ny naS,

N affR N . (3.92a)
LA I ) N T
=1 On,; i=1

3 0% . 3

> a¢5 =h’ii=Y h’n, =(X3 —)(39);11 —(X1 —XIQ)n3
-1 On,; i=1

3 0% - 3

Z&:W =) hm, :_(Xz _ng)nl +(X1 —XIQ)nz
i on, i=1

Ti se rubni uvjeti mogu prikazati i u skracenom obliku:

gk
—’=ni naS; j=1..6. (3.92b)
on ‘

3.4.1. Sile kod njihanja elasti¢nog tijela na harmonijskim valovima

Nakon odredivanja svih komponenti potencijala brzine, ukupna se sila na tijelo moze

odrediti integriranjem tlaka po oplakanoj povrsini:
F =—[[ piids,, (3.93a)
S

pri ¢emu se tlak u pojedinim tockama oplakane povrSine racuna na temelju Bernoullijeve
jednadzbe (3.23b), u kojoj se, u slucaju primjene linearne teorije, moze zanemariti kvadrat

brzine fluida u tim to¢kama:
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oD
P = —pP8gx; _pg, (394)

Uvrstavanje posljednjeg izraza u jednadzbu (3.93a) omogucuje podjelu ukupne sile na

hidrostaticku 1 hidrodinami¢ku komponentu:

j [ ( pgx; — jndS F' + F" (3.93b)
gdje su
F = —pg”x3ﬁds (3.95a)
Sp
. oD
F" = _p[[Z=iids . 3.96a
pjj i (3.962)

KoriStenjem metode superpozicije prirodnih oblika vibriranja (vidi potpoglavlje 4.1)

dolazi se do radova tlaka na pomacima pojedinih oblika koje nazivamo modalnim silama:

. oD .. .
F = {jh (— g, —patjndS =F" +F", (3.93¢)

sastavljenima od hidrostatickog i hidrodinamic¢kog dijela:

F,ihx — —ng-J-xJ?ﬁdS (395b)
S

F' = —pjj—h“ds (3.96b)
Hidrostaticki dio

U dinamickoj analizi, vibracije konstrukcije razmatraju se s obzirom na staticki
polozaj ravnoteze. Modalna povratna sila stoga obuhvaca samo promjenu modalne
hidrostaticke 1 gravitacijske sile, odnosno razliku izmedu njihovih trenutnih i pocetnih
vrijednosti.

Za tako definiranu hidrostaticku sastavnicu modalne povratne sile i-tog oblika

vibriranja vrijedi:
SF" = —pgjjxﬁ ‘idS +pg j j X,h'iids, (3.97a)
Sy Sp

A

pri ¢emu oznacava trenutne vrijednosti. Budu¢i da je promjena oplakane povrSine

neznatna, S, = S, slijedi:
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i

5" = —pg[[(X, + X, Vi + k' i + 5 )dS +pg [ X, h'iids =
Sy Sy
= —pg [0 i + 8 i+ X0+ X &~ X RS +
+ g [[ X 0 & + 8 ' 6 + X 6 i + X ' 3 JAS (3.97b)
S

Zanemarivanjem posljednjeg ¢lana koji sadrzi male veli¢ine viSeg reda, dobiva se:

i

5" = —pg[[ (0 ki + X 005 + X K G S = 6F) + F, + 6F (3.97¢)
S

gdje su:

OF"" = —pg[[oX,h'iidS
Sy

SF"" = —pg j j X, h'7idS (3.98)
Sy

OF" = —pg [ X;h'sidS
Sy

doprinosi promjeni modalne hidrostaticke povratne sile i-tog oblika vibriranja uslijed
promjene (redom) statickog tlaka, vektora oblika i vektora normale. Dakle, izraz (3.97)

ukljucuje utjecaj velikih deformacija.

Promjena koordinate X; jednaka je odgovarajuc¢oj komponenti vektora pomaka:

6+N

&(3=x3—X3=H3=Z§jh3j, (3.99)
Jj=1
tako da je:
6+N . 6+N . 6+N
S =g S 6 s == S g [ dds =S cive, 3100)
Sy J=1 J=1 Sy J=1
gdje je:
Cr = pg[[ny (i -i)as = pg[[ s’ (hin, + hin, + hin, Jas . (3.101)
Sy Sp

koeficijent hidrostatickog dijela modalne povratne sile i-tog oblika (uslijed promjene

statiCkog tlaka) zbog jedini¢nog pomaka j-tog oblika vibriranja.

Promjena vektora oblika jednaka je derivaciji vektora pomaka u smjeru tog jedini¢nog

vektora oblika:
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git =(vit) i =S g (Vi i (3.102)

j=1
pa je odgovarajuéi doprinos modalnoj povratnoj sili:

6+N

" = e[ X 3.8, (Vi Jitias =
Sy J=1

6+N

= —;Pglf X, (Vi it ids ¢, = —G:ZTCZ,-””@- : (3.103)

gdje je:

i = pg[[ x, (Vi s = pg”X3(vﬁf)ih;nkds -
Sy Sy k=1
e ”X K o, on o oh! J (h’ oh! " oh o oh! +an}d3+
x1 6x2 0Ox, ox, Ox, 0ox,4

+pgij3K Zh hfah hfah Jm}d& (3.104)
Sp

ox, 0,4

Budu¢i da nije poznat eksplicitni oblik vektora normale, do njegove promjene, i,
moze se do¢i 1 na sljede¢i naCin. Polozaj tocke na oplakanoj povrsini u stanju mirovanja,
(3.72), moze se zadati i u parametarskom obliku:

E=Xl(u,v)f+X2(u,v)f+X3(u,v)l€, (3.105)
gdje su u 1 v zakrivljene (Gaussove) koordinate, slika 3.10.

Vektorski produkt lukova diferencijalne povrSine:

- - X, —
a5 =R g, —[a)(li+aX2j+a 3deu (3.106a)

“ ou Ou ou ou

R - X
dEV:a—Rdv: %i+%] 2 Sk ldv (3.106b)
ov ov ov ov
daje normalu na povrsinu, duljine jednake diferencijalnoj povrsini:
ds = ds, xds, (OR oR Jd dv = Ndudv, (3.107)
u  ov
gdje je:
N = aR oR (3.108)
614 o’
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vektor normale na povrsinu koji ima sljedec¢e komponente:

_0X, 0X, _8X3 0X,
ou Oov ou Ov

N,

X X
(SO oX, oX, oX, (3.109)
ou Ov ou Ov

v, X 00X, X,
 ou ov ou Ov

Slika 3.10 Varijacija vektora normale [60]

Jedini¢ni vektor normale na povrSinu glasi:
&5
ds’

Prilikom vibriranja, deformira se oplakana povrsina i amplitudni polozaj iste tocke na

ﬁ:

(3.110)

njoj definiran je vektorom:
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F=R+h'.

Ponovno se, preko lukova deformirane diferencijalne povrsine:

ds =ar"du= a—RJrah du
ou Ou

ds :8;3 v=[aR+6h ]dv,

ov  Ov

moze do¢i do normale na tu povrsinu:

dS f X f HaR + oh’ ]x (6R oh’ Hdudv = Ndudv

ou Ou ov Ov

odakle slijedi da je:

> OR ©OR aR oh' oh' OR Oh' 6h’
N=—x—+— + X —+
ou Ov 8u ov Ou Ov 614 ov

(3.111)

(3.112a)

(3.112b)

(3.113)

(3.114)

Uz zanemarivanje posljednjeg ¢lana gornjeg izraza koji predstavlja malu veli¢inu

drugog reda, moze se odrediti promjena normale:

SN — N V- 8R oh' +8h X@fR}
8u ov ou Ov

s komponentama:

ON, = — 4
ou Ov ou Ov Ou Ov ou Ov
gy, O OhL_0X, 3 Oh{ aX, _an o,
> Ou Ov ou Oov Ou Ov  oOu Ov
gy, XL 33X, O3k oX, _Oh, X,
3

Bududi da je:

Ei :hli(Xl’X2’X3);+h;(Xl’XZ’X3)]+h3i(Xl’X2’X3)]€’

vrijedi:
oh| —a—}lf%+ oh 0X, . oh; 0X,
ou 00X, ou 0X, ou 0X, Ou
Ohy,  0Oh, 0X, . ohy 0X, N ohy 0X,
ou O0X, Ou 0X, ou OX, Ou
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ou  0X, ou

v oX, ov

v 0X, ov

v oX, ov

ohi X,

ohy _ ahy O,

oy ax, |

0X, Ou

0X,; Ou

Ohj _ Ohj OX,  Ohj X, ok oX,

ohy _ ohy ox,

ohy _ dhy OX,

0X, ov

0X,; oOv

ohi X,

ohy ox, |

0X, ov

oy ax, |

0X,; Ov

ohi X,

0X, ov

ox, ov

(3.119¢)

(3.119d)

(3.119)

(3.1199)

Uvrstavanjem posljednjih izraza u jednadzbu (3.117), komponente promjene vektora

normale glase:

X,

oy oX, | ohy

' ou [axl

ou \ 0X,

ov  0X,

8X2+6h§ aX, |
ov 0X, Ov

ov 00X,

ox, [ah;‘a)(IJr Ohy OX, o, 8X3J+

ov 0X, ov

(oo, oo

0X, Ou

(e,

0X, Ou

_0X, oh|
' bu

ou \ 0X,

[ oh! oX,
+ —+

0X, Ou

_(6h56X1+

0X, Ou

ox,

0X, Ou

ohi X,

+6h§ oX, 10X,
0X, Ou ) ov

0X, Ou

ohy 0X, \oX,
0X, Ou ) ov

oX, N Oh,
ov 00X,

8X2+6hf X, |
ov 0X, ov

ov 0X,

ohi X,

ov  0X, Ov

X, [a;z;fa)(l+ Ohy 2X, ok 6X3J+

0X, ou

Ohy 0X, \oX,
0X, Ou ) ov

0X, Ou

oy ax, |

oh| 0X, \0X,
0X, Ou ) Ov

(3.120a)

(3.120b)

_ox, Eahax oh,

ox, , oh; a;gj_

Toulox, v oX, ov  oX, ov
_OX,(0On 0X, okl X, o aX,).
ou \0X, ov. 0X, ov 0OX; Ov
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N oh/ X,
0X, Ou

, Ohy ox,

ox,

0X, Ou

oh} X,

L Ohi ox, J

0X, Ou

ov

ov

(3.120c)

_(6h§ o, ,

. oh, 0X, |oX,
0X, Ou

0X, ou 0X; ou

Nakon sredivanja, dobiva se:

Ol [6X oX, oX, 6X2]+

Toax,lou v o

oh; (08X, 0X,
ou Ov ou Ov

oX,\ ou Ov

oh!
+ —
ox,
Lon [
ox,

oh (0X, X,
oX,\ ou Ov

_0X, oX, N
ou Ov

0X, 0X,
ou Ov

oh; (0X, 0X,
oX,\ ou ov

ohi
+ —
ox,

o

Poox,

X, a)(zJ

X, 0X,
+—L +
ou Ov

ou Ov

0X, 0X,
ou Ov

oxX, ox,

3.121
ou Ov ( 2)

L oX, a&]

L X, o,
ou Ov

ou Ov

o, 0630,

_8X2 0X, N
ou Ov ou oOv

ou Ov
8h’ 0X, 0X,
ou ov

X, 0X, ] ah;(
+ —

o, ox, | o, ox, )|
ou ov ) 0X,

ou Ov ou Ov

0X, 0X,
ou Ov

X
+‘336X‘] (3.121b)

GX ) ov  Ou Ov oX, ou Ov

oX, oX, oX, X, j+ oh} (axl oxX,

o ox),
oX,\ ou ov

ou Oov

ah
ov ou Ov
h,

0X, 0X,
ou oOv

0X, 0X,
ou Ov

o0X, 0X,
+—1 +
ou ov

a’(

8h

_0X, 08X, . oh
ou ov ) 0X,

! 6X2 oX, +6h1i B
8u ov ) 0X,

Clanovi u zagradama razliciti od nule jednaki su komponentama vektora normale na

_0X, oX,
ou oOv

oxX, oX,

3.121
ou ov (3.121¢)

ah ( aiax oxX, 8X1]+ Oh! (_
ou

+8X3 oX,
ou ov )

povrsinu, izraz (3.109), tako da konac¢ne vrijednosti komponenti promjene vektora normale

glase:
on oh; : )
v =Ty Oy Oy O
aXl 6X3 a‘Xl aXZ
_(omy ons Nl_ai; Z_Lhé 3 (3.122a)
X, ox, oxX, oX,
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Ok oh| oh; N+ oh;

N, N, - : N, - 3 : N, =
oX, 0X, 0X, 0X,
oh| oh/  Oh} oh,
=——LN, +| —L+—2|N,-—2N, (3.122b)
oX, oX, oX, 0X,
vy < Dy Oy O
0X, 0X, oX, 0X,
=— oy N, —6AN2 + o + Ohy N,, (3.122¢)
0X, 0X, oX, 0X,
odnosno, promjena vektora normale iznosi:
[y oy o
|\ 0X, 0X, oX, oX,
Ll Oh, N, + Oh, . Ohy N, - Oh, N, [+
oX, oX, oX, 0X,
i i i B i IR
+| - o N, - Oy N, + Oh, + Ohy N, (3.123)
0X, 0X, oX, X,
Izjednacavanjem jednadzbi (3.107) i (3.110) dobiva se:
dS = Ndudv = idS , (3.124)

tako da i promjena jedini¢nog vektora normale na povrSinu (za i-ti prirodni oblik) ima isti

oblik poput izraza (3.123):

ox, ox,)' ax, ’ ox,
on ohi oh oni -
+| - n, + + n,— ny |j+
ox, ox,  oxX, ax, |
B i B B i IR
N L SO A e U i (3.125)
ox, ' ax, ax, ox, )|

Doprinos promjeni hidrostatickog dijela modalne povratne sile i-tog oblika vibriranja

zbog promjene vektora normale:

94



5F,-hm :_PgJ.J.Xsi‘i&ZI‘,vgﬁjézde:_%Ciﬁméﬂ (3.126)
Sy J=1

J=1

gdje je:

Cy = prf[ X, i s = pe [ X, (b - 6 + -l + i - ] Jas =
Sy Sp

:pgﬂx3{ [g;z 2 ) o, o ns}h;}m

Sy L 2 3 1 1

+pgjjx3{ S [ hg}m
Sy B 2 1 3 2

+ e[ X, —%nl—%n2+ Oy, Oy n, |kl tdS (3.127)
s || ox, ' ox, ox, ox,)" |

Kako bi se dobila potpuna matrica povratne sile, uz djelovanje hidrostatickog tlaka

potrebno je obuhvatiti i utjecaj gravitacijske sile:
ﬁ"’:—jjjpg/Ede—ngdm. (3.128)
Vv Vv

Rad gravitacijske sile na pomacima i-tog prirodnog oblika naziva se gravitacijskim

dijelom modalne povratne sile:
F" =—mgﬁ"/€dm. (3.129)
Vv

Kao i u slucaju hidrostatickog dijela modalne povratne sile, potrebno je ukljuciti samo

njenu varijaciju, tj. razliku izmedu trenutne i pocetne vrijednosti:
OF" = —J.J.J.g(ﬁi +oh' )?dm + Ijjgﬁil;dm = —Ijjgéﬁi -kdm , (3.130a)
14 v 14

§to, uz izraz (3.102) za promjenu vektora i-tog prirodnog oblika, daje:

=g m{zg (vﬁf)zf];zdm _ {ﬁgg [t i -

6+N -\ . 6+N
-3 &g [[[(VA Judm =~ cpe, (3.130b)
J=1 4 =
gdje je:
cp = gjy(vﬁf)h;dm :gjﬂ(hlf szmzf Z)’Zi +h! thzinm. (3.131)
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Ukupni koeficijenti povratne sile dobivaju se zbrajanjem svih sastavnica:
_ hsp hsh hsn m
C,=C"+C"+C" +C, (3.132a)
tako da izraz za povratnu silu ima sljede¢i oblik:

6+N

OF, = OF" + 6F" = —ZCUSE,- . (3.132b)
Jj=1

Hidrodinamicki dio

Uzimanjem u obzir periodickog karaktera potencijala i sile:
® = Refge ™ | (3.133)
Ehd _ Re{jhde—iw“t}, (3.134)
izraz za hidrodinamicki dio modalne ukupne sile na tijelo glasi:
Fhigmed = _p j j 9 de b -iidS =i, pjnge*"w«% Lids (3.135)
Sy ot Sy
tako da je amplituda hidrodinami¢ke modalne sile:

f =iop[[ph' ids. (3.136a)
Sy

Ukupni se potencijal, prema jednadzbama (3.81a) i (3.81b), sastoji od potencijala
nailaznog, difrakcijskog i radijacijskog vala, tako da se i amplituda ukupne hidrodinamicke

modalne sile:

7 =iop([@, + 8, + " -iids, (3.136b)
Sp
moze podijeliti na dva dijela, od kojih jedan ovisi, a drugi ne ovisi o deformacijama
konstrukcije:
f"';hd =j7iD1 +'j7iR’ (3.136¢)
gdje je:
77 =iwp[[(@ + @, i ids = !+ 7 (3.137)
S

amplituda Ciste modalne uzbude, neovisna o deformacijama konstrukcije, sastavljena od

amplitude Froude-Krylovljeve modalne sile uslijed nailaznih valova:

1! =io,p|[4,h' -iidS (3.138)
Sp
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i amplitude difrakcijske uzbudne modalne sile uslijed difrakcijskih valova:

7P =iw,p[[d,h" iids . (3.139)
Sp

Amplituda radijacijske modalne sile:

ft=iw,p[[$"h ids, (3.140a)
S
uvrstavanjem izraza (3.90) za potencijal radijacijskog vala sastavljenog od 6+N komponenti
prelazi u:
— 6+N . 6+N —~ —
ft =i pl[|-io, ) E¢" | -idS =0 p) [[£,4h idS. (3.140D)
Sy J=1 J=l s,

Budu¢i da ovaj dio hidrodinami¢ke modalne sile ovisi o deformacijama konstrukcije,

moze se prikazati u obliku linearne kombinacije radijacijskih modalnih sila uslijed pojedinih

pomaka:
=z _ 6+N ~a o
FE=2 08 i=1..6+N, (3.140¢)
Jj=1
gdje je:
1 =0l p[[§)n iidS i,j=1..6+N (3.141a)
S

kompleksna amplituda radijacijske sile i-tog prirodnog oblika zbog jedini¢nog pomaka j-tog

oblika. Ta se amplituda u pravilu razdvaja na realni i imaginarni dio [57, 61]:

=04, +ioB,, (3.141b)

gdje su 4;; 1 B;; koeficijenti dodatne mase i priguSenja i-tog oblika zbog jedini¢nog pomaka j-

tog oblika. Izjednac¢avanjem posljednja dva izraza:

w4, = Re{a)jp j j 8 h ~ﬁdS} (3.142a)
Sy

. 2 TR =

i,B, =Im{a)e pl[d/h -ndS}, (3.143a)
Sy

dobivaju se izrazi za elemente matrica dodatne mase i1 prigusenja kao modalnih veli¢ina:

4, =Re{pjj$fﬁ" -ﬁdS} i,j =16+ N (3.142b)
Sp
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B, = Im{wepﬂafﬁi -iidS} i,j=le6+N. (3.143b)
Ss

Ukoliko se uzme u obzir rubni uvjet na oplakanoj povrsini, jednadzba (3.88e), gornji

se izrazi mogu napisati i u sljede¢em obliku:

TR
Ai/=Re{pH$jRa£ds} i,j=l..6+N (3.142¢)
Sy
B. =Im a)pjjgz?awds i,j=1,.,6+N (3.143¢)
Ui e SB J aﬁ b PEEXTY . .

Nazivi tih koeficijenata proizlaze iz njihovog fizikalnog znacaja u jednadzbi gibanja.
Realni dio radijacijske sile u fazi je s ubrzanjem, tako da djeluje kao prividna masa koja
povecava masu vibrirajuceg tijela. Slicno tome, imaginarni je dio u fazi s brzinom, §to
odgovara koeficijentu prigusenja sile otpora u jednadzbi gibanja.

Poteskocu u rjeSavanju problema njihanja elasti¢nog broda na harmonijskim valovima
predstavlja odredivanje koeficijenata dodatne mase i prigusenja te difrakcijske komponente
uzbudne sile koji se dobivaju slozenim hidrodinamickim prora¢unima. Svi su ti
hidrodinamicki koeficijenti (a uz njih jo§ i Froude-Krylovljeva komponenta uzbudne sile)
konstantni za zadanu frekvenciju i stoga je jednadzbu njihanja lakSe rjeSavati u

frekvencijskom podrucju.

3.5. Utjecaj brzine napredovanja

Razmatranja iz prethodnog potpoglavlja ne mogu se primijeniti za analizu broda koji
na valovima napreduje stalnom brzinom U. U tom se slucaju ukupni potencijal sastoji od
stacionarnog (o vremenu neovisnog) i nestacionarnog (o vremenu ovisnog) dijela [23, 31, 61,
62, 63]:

(D(xl,xz,x3;t)= ¢s'(‘x17‘x27‘x3)+(I)n(‘xl’x27‘x3;z)’ (3.144a)

pri ¢emu se stacionarni dio:

8, (x,.x,,x;) = ~Ux, +4,(x,,x,,x,) (3.144b)
sastoji od stalnog potencijala strujanja, brzine —U, u smjeru pozitivne osi X; (ili X,"), slika

3.6, te stacionarnog perturbacijskog potencijala koji opisuje izmjenu tog strujanja uslijed
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prisutnosti tijela; dok za nestacionarni dio vrijede izrazi (3.81a) i (3.81b) iz prethodnog

potpoglavlja:

q)n(xl,xz,x3;t)= D, (%, x,,%538)+ D (x,, %, 0538)+ D (3, x5, x552). (3.144¢)

Vektor brzine Cestice fluida, jednadzba (3.20a), uvrStavanjem izraza (3.144a) i

(3.144b) prelazi u:

V=VO=V(-Ux, +¢ + D, )=w+VOD,, (3.1452)
gdje je:
w=-Ui +V¢, (3.145b)

vektor brzine Cestice fluida zbog stacionarnog napredovanja broda.

Kod dosljedne primjene linearne teorije, iako je moguce odvojeno rjesavati stacionarni
i nestacionarni problem, problemi rubnih vrijednosti za odredivanje nestacionarnih
komponenti potencijala brzine strujanja ne mogu se rijeSiti bez uzimanja u obzir

medudjelovanja dviju komponenti ukupnog potencijala [61].

Uvrstavanjem vektora brzine (3.145a) u rubni uvjet na (trenutnoj) oplakanoj povrsini

(3.62a):

v-n=U-n naSy,

uz njegovo zadovoljavanje (linearizacija!) na srednjoj oplakanoj povrsini, S, = S,, te izraz

za trenutnu normalu na oplakanu povrsinu:

A=ii+oi, (3.146)
pri ¢emu je vektor promjene normale on dan jednadZbom (3.125), daje:

(o+ VO, )-(i+5i)=0- (i + &)= H(e)- (i + 5) nas,, (3.147a)
gdje je H (t) vektor brzine tocke na oplakanoj povrSini dan izrazom (3.79). Sredivanjem
gornjeg izraza:

iAW G+ VO, VD = H(t) i+ H() & nasS,, (3.147b)
uz zanemarivanje umnozaka nestacionarnih komponenti koji predstavljaju male veli¢ine viSeg

reda (budu¢i da se linearna teorija temelji na pretpostavki malih veli¢ina (ne)stacionarnog

gibanja fluida), dobiva se [23, 31, 63]:
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Wi WG+ VO ii=H() i nas,. (3.147¢)

n

Stacionarni rubni uvjet na oplakanoj povrsini postaje [31]:

w-n=0 naS,, (3.148a)
odnosno:
Ui-ii=Ve¢, -ii naS,. (3.148b)
Sliéno tome, uvjet nepromocivosti kod nestacionarnog problema rubnih vrijednosti
glasi:
Wi +VD ii=H() i naS,, (3.149)

odnosno [23]:

VO, i = H(t) i~ -8 naS,, (3.149b)

gdje posljednji ¢lan obuhvaca medudjelovanje stacionarnog i nestacionarnog strujanja. Uz:

6+N )
q)n = Re{[¢1 + ¢D - iwe Z §j¢jR Je”"et } ’ (3 1 50)
Jj=1
< = &N
H(t)= Re{f iw,He ™ }= Rey—iw, Y & he™™ (3.151)
j=1
i
6+N )
i =Red Y & bii e ¢, (3.152)
Jj=1
iz (3.149b) slijedi:
- ~ 6+N 6+N 6+N
V| +é,—iw, ) EPS |-ii=—iw, Y Eh, - Y E.Gi, naS,. (3.149¢)
j=1 Jj=1 Jj=1
Posljednji se izraz moze razdvojiti na rubni uvjet na povrSini tijela za problem
difrakcije:
Vg, i=-V i naS,, (3.153)

jednak onom (3.82d), izvedenom u prethodnom potpoglavlju, i uvjet nepromocivosti za

problem radijacije [64]:

~r - = - 1
V¢jR-n=hj-n+$w-éﬁj naSy, (3.154)

koji se razlikuje od uvjeta (3.88e) za plutajucu konstrukciju.
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Iz jednadzbi za ukupni potencijal (3.144a) i (3.144b) i kinemati¢kog rubnog uvjeta na
slobodnoj povrsini (3.27b):

o0 _o¢ 0w o, ov of

ox, or o ox,  ox, ox, =6
slijedi:
0 o 0 o¢
—=Ux, +9, +D, ) =—+—-Ux; + ¢, + O )=+
ax3( 'xl ¢x n) at axl ( xl ¢x n)axl
+£(_le+¢5 +q>n)a—§ na x,=¢. (3.155a)
x2 x2

Lineariziranjem ovog rubnog uvjeta (zanemarivanjem malih veli¢ina drugog reda),

analogno postupku provedenom za Airyjeve valove, dobiva se:

o or . or
o @)= UG max, (3:1550)

Za stacionarni problem rubnih vrijednosti vrijedi [23, 31]:

o, +Ua—§=0 nax; =0, (3.156)
0ox,4 Ox,

a za onaj nestacionarni [23, 31]:

6(1)"—6—4/+U%:0 nax, =0. (3.157)
ox, Ot Ox,

Sli¢no tome, iz dinami¢kog rubnog uvjeta na slobodnoj povrsini (3.28b):

2 2 2
o0 1O fOP ) (O | =0 na x,=C, (3.158a)
ot 2|\ ox, ox, Ox,4
proizlazi:
2

2
0 1 0 0
5(—le +4, +<Dn)+2{ax(—le +4, +<Dn)} J{Gx(_le +g +D,)| +

1 2

2
+{;(—le+¢s+®n)} —U2}+gx3=0 na x,=¢, (3.158b)

X3

odnosno, nakon sredivanja:
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2 2 2
&'Fl _U+a¢s +8(Dn + a¢s +aq)n + a¢s +ach _UZ +
o 2 Ox,  Ox, ox, 0Ox, Ox;  Ox,
gx; =0 na x;,=¢. (3.158¢)

1z posljednjeg izraza slijedi:

2 2 2 2
o0, +l U? + %. + o0, -2U %. -2U o0, +2%—a®” + %. + o0, +
o 2 Ox, Ox, Ox, 0Ox, Ox, Ox, ox, ox,

2 2
+2%&+ %9, + o, +28¢5&&—U2 +gx,=0 nax,=¢, (3.158d)
Ox, Ox, OX,4 ox, Ox, Ox, ’

$to, nakon lineariziranja, daje:

od 1 o oD

— 4| UL U "1+ox. =0 nax,= S 3.158e¢

ot 2( o, axlj &5 =6 (:138¢)
odnosno:

oD, 09,

od
-U—-U—"+92x,=0 nax,=¢. 3.158
o o, o, &5 3 =¢ ( f)

Ponovno se rubni uvjet moze rastaviti na dio koji se odnosi na stacionarni:

o9,

X1

-U

+gx, =0 nax;,=¢ (3.159)

i onaj koji vrijedi za nestacionarni problem rubnih vrijednosti:

() ()
0 "—U&+gx3=0 na x; =¢ . (3.160)
ot Ox,

Ukoliko se iz jednadzbe (3.159) izvuce:

U9 (3.161a)
g ox,
iuvrsti u izraz (3.156) dobiva se:
0 0
¢S+Ui U9, =0 nax, =0, (3.161b)
0ox,4 ox, \ g ox,
stacionarni jedinstveni (linearizirani) rubni uvjet na slobodnoj povrsini:
2
g%+U2a—¢;=0 nax; =0. (3.161¢)
Ox; ox,

102



Na isti se nacin, iz jednadzbi (3.160):

Uob, 10D,

ittt B 3.162a
d g ox, g ot ( :
i(3.157):
0b, 0fUSD, 100, ) ;0 (U0®, 10 o x 20,  (3.162b)
ox, or\g ox, g o om\g ox g o
dobiva [64]:
2 oD R
oo, Wae, 10°0, U "_0 nax, =0, (3.162c¢)

ox, g oo g o g ox’
jedinstveni (linearizirani) rubni uvjet na slobodnoj povrsSini koji treba zadovoljiti

nestacionarni dio ukupnog potencijala brzine strujanja [63]:

2
0

gaa L +[§—U@aj ®, =0 nax,=0. (3.162d)
X t X

Kod proracuna ukupne sile na tijelo integriranjem tlaka po oplakanoj povrsini, vise
nije moguce (potpuno) zanemariti kvadrat brzine fluida u pojedinim tockama, ve¢ je, prema

jednadzbama (3.158a)-(3.158f):

2 2 2
1ifo® + o + o ~U*|=-U %, —an)" , (3.163)
2|\ ox, Ox, OX,4 Ox, ox,
tako da za tlak, umjesto izraza (3.94), sada vrijedi:
oD o¢ oD
=— —p——pU—"—- pU—2. 3.164
P==Pg% =P =P ox, p ox, ( )

Zbog promjene tlaka mijenja se i hidrodinamicki dio ukupne sile na tijelo, jednadzba

(3.96a):

- oD o, oD ).
F' = — U= -U—"|idS, 3.165a
Al ( a e, o J” (3.1632)

odnosno, hidrodinam¢ki dio modalnih sila, izraz (3.96b):

oD -,
F =—pﬂ(a®—Ua¢f—U”Jh'ﬁds, (3.165b)
5, \ Ot Ox,

Ox,

iz kojeg se racunaju hidrodinamicki koeficijenti dodatne mase i priguSenja te valna uzbudna

sila, sastavljena od Froude-Krylovljeve i difrakcijske komponente.
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Ne samo da se, zbog promjene rubnih uvjeta na slobodnoj i oplakanoj povrsini,
mijenjaju ve¢ obradeni problemi difrakcije i radijacije, ve¢ je potrebno rijesiti i dodatni
problem rubnih vrijednosti.

Matematicki model za rjeSavanje problema napredovanja broda konstantnom brzinom
na ina¢e mirnom moru sa¢injavaju Laplaceova jednadzba (3.25), uvjet nepromocivosti na dnu
mora (3.26), radijacijski uvjet u beskonacnosti (3.85b), jedinstveni rubni uvjet na slobodnoj

povrsini (3.161c¢) te rubni uvjet na oplakanoj povrsini (3.148b).

I ovakav, linearizirani problem jo$ je uvijek izuzetno slozen, tako da se najéeSce
pribjegava dodatnim pojednostavljenjima. U slucaju vitkog broda koji ne napreduje velikom

brzinom, obi¢no se zanemaruje stacionarni perturbacijski potencijal @,. To dovodi do

pojednostavljenja izraza za hidrodinamicki dio modalnih sila (3.165b):

od oD ,
F" =—pl||| = -U—" |n'iids, 3.166
, p{ j ( o Ve j (3.166)
a time i jednadzbe (3.136a) za njihove amplitude:
7 hd .7 6& i =
71 =pl||iog, +U="" i -7ids. (3.167)
o x,

Nestacionarni se potencijal, prema izrazima (3.81a), (3.81b) i (3.90) sastoji od
potencijala nailaznog vala, potencijala difrakcijskog vala i potencijala radijacijskog vala (kao

linearne kombinacije potencijala radijacijskih valova zbog jedini¢nih pomaka):

$.=4, +5D—iwg25,¢7f- (3.168)

Primjenom gornje jednadzbe, iz amplituda hidrodinamickih modalnih sila proizlaze

amplitude Froude-Krylovljevih modalnih uzbudnih sila (3.138) [23, 63]:

7 =pl ia)j,—u% hi-idS, (3.169)
4 Ox,
amplitude difrakcijskih modalnih uzbudnih sila (3.139) [23, 63]:
fP =p”[iwe$D—Ua¢ Jﬁf-ﬁds, (3.170)
55 Ox,
koeficijenti dodatne mase (3.142b) [23, 31, 63, 64, 65]:
~ o .
1% 2R . J i =
A. =—Re w, ¢" —ioU——Ih'-ndS 3.171
i 2 s o
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i koeficijenata prigusenja (3.143b) [23, 31, 63, 64, 65]:

- " ).
B, = plm{_[ [ {wezqﬁf —ioU ;J Jh’ -ﬁdS}. (3.172)
S

o, X,

e

Budu¢i da, kod rjeSavanja problema difrakcije i radijacije, jedinstveni rubni uvjet na
slobodnoj povrsini (3.162d) znatno komplicira odredivanje odgovaraju¢e Greenove funkcije,
program HYDROSTAR Bureau Veritasa primjenjuje [64] metodu susretne frekvencije (engl.
encounter frequency method) koja koristi rubni uvjet na slobodnoj povrsini (3.34) koji vrijedi
za plutajuce tijelo:

a(b(l) 62(1)(1)
+ PR
£ ox, o’

=0 na x,=0.

Na taj se nacin ucinci brzine broda, uz promjenu uvjeta nepromocivosti na oplakanoj
povrsini kod rjeSavanja radijacijskog problema, obuhvacaju samo promjenom frekvencije
vala. Ne postoji teorijsko opravdanje za primjenu ove intuitivne metode, ali je nekoliko autora
izvjestilo kako metoda zadovoljava prakticne potrebe [64]. Ostaje, dakle, zanimljiv zadatak

teorijskog potvrdivanja intuitivnog rjeSenja fizikalnog problema.

3.6. Metoda integralnih jednadzbi

Postoji viSe numeri¢kih metoda pomocu kojih se u trodimenzionalnom prostoru moze
rijesiti problem njihanja (elasti¢nog) broda na harmonijskim valovima, odnosno (pot)problem
odredivanja potencijala brzine kod radijacijsko-difrakcijskih modela.

Umjesto rjesavanja jedne integralne jednadzbe za Citavo podrucje fluida, primjena
metode konac¢nih elemenata ili metode konac¢nih razlika, na primjer, vodi do rjeSavanja skupa
jednadzbi za pojedine elemente tekucine, utemeljenih na medusobnim vezama tih elemenata.
Potreba za modeliranjem (beskona¢nog) okolnog fluida, koja dovodi do poteskoéa pri
ograni¢avanju podruc¢ja problema i postavljanju odgovaraju¢ih rubnih uvjeta, predstavlja
osnovni nedostatak takvih metoda. Osim toga, takvi problemi prili¢ni su opsezni [54].

Kod metode rubnih elemenata, zasnovane na primjeni druge Greenove jednadzbe, nije
potrebno modelirati Citavo podrucje tekucine, ve¢ samo njenu rubnu povrsinu. Na taj se nacin

dobiva sustav sa znatno manje linearnih jednadzbi.
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Program HYDROSTAR Bureau Veritasa koristi metodu (rubnih) integralnih
jednadzbi (mijesanu metodu razdiobe singularitetd), takoder utemeljenu na drugoj Greenovoj
jednadzbi, odnosno na razvijanju jednadzbe povrSinskog integrala i njenom rjeSavanju
diskretiziranjem rub(ov)a podruc¢ja problema. Obi¢no je, ovisno o izboru Greenove funkcije,
potrebno modelirati samo oplakanu povrSinu tijela. Samo u iznimnim sluc¢ajevima modelira se
i slobodna povrsina.

U teoriji potencijalnog (nevrtloznog) strujanja vrijedi princip superpozicije po kojem
svaka linearna kombinacija rjeSenja Laplaceove jednadzbe i sama predstavlja njeno rjeSenje.
Stoga je sloZena strujanja moguce simulirati pomoc¢u niza jednostavnih. Prisutnost tijela u
polju strujanja, na primjer, moze se predstaviti prikladnim kombinacijama izvora i ponora, ili
dipola. Budu¢i da ti (matematicki) singulariteti lokalno ne zadovoljavaju Laplaceovu
jednadzbu, nuzno je da se nalaze unutar tijela koje modeliraju, ili, u grani¢nom slu¢aju, na
njegovoj povrsini. Slozeno tijelo, poput broda, modelira se neprekinutom razdiobom izvora i

dipola po uronjenom dijelu svoje povrsine.

Ukoliko se u Gaussov teorem divergencije, jednadzba (3.5a), uvrsti sljede¢a vektorska

funkcija:

F=uVv, (3.173a)
slijedi [62]:

[[[div Fav = [[ F-iids
[[[v@vv)av = [[u(vv)ids

m Vv + Vuvv)dv = jj de (3.174a)

odakle proizlazi prva Greenova jednadzba:

muv vdV = jj dS _[”VqudV. (3.174b)

Analogno tome, za:

F=wWu, (3.173b)
vrijedi:
wWudV = dS VvwWudV . (3.174¢)
i1 I ras= {11
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Oduzimanjem izraza (3.174c) od onog (3.174b), dobiva se:

m (Vv —wWiu)ay = ”(uav_ de (3.175)

druga Greenova jednadzba.

Za dva proizvoljna rjeSenja Laplaceove jednadzbe, ¢ i ¢, ta jednadzba glasi [52, 53]:

(650022 s~ flpv-ovslav 170

Buduéi da oba potencijala brzine zadovoljavaju Laplaceovu jednadzbu, iz gornjeg

izraza proizlazi:

”( 6¢)d5 0. (3.176b)

Jedan od potencijala moze se zamijeniti potencijalom izvora (jedini¢ne snage),

smjeStenom u tocki S (x,x;,x5 ) :

¢:$ﬂ (3.177)
gdje je:
r=\/(x1—XF)2+(xz—X§)2+(x3—x§)2. (3.178)

Vidljivo je da potencijal brzine u toc¢ki P (x,,x,,x,) ovisi samo o udaljenosti izmedu

te tocke i one u kojoj je smjesten izvor, tako da izraz (3.177) vrijedi i u slucaju zamjene tih

dviju tocaka.

Kako potencijal ¢ ne zadovoljava Laplaceovu jednadzbu u tocki S, moguce je

primijeniti izraz (3.176b) ukoliko se izvor okruzi malom (polu)sferom polumjera ¢, slika 3.11:

1 o1 10¢
- ————ZTgs =0, 3.179
4z S'['!- (¢ onr r 8}1) ( Y
odnosno:
10¢ o1 10¢
-z dS = —— - ds . 3.179b
-”( onr r@nj 4ﬂ-[;[(¢8nr r@nj ( )
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(a) (b)

Slika 3.11 PovrSine integracije za Greenov teorem za a) sferu i b) polusferu [52]

Za male vrijednosti ¢ (koje teze k nuli), moze se pretpostaviti da je vrijednost

potencijala ¢ konstantna po povrsini sfere, tako da vrijedi [52, 53]:

1 o1 1 o1 1,1

——dll| =S =—9||| ——— |dS =——p—4m* =— 3.180

47r¢:[-|.(8n rj 4ﬂ¢‘£'[( or rj 47z¢r2 & 9 ( )
—1H(—1a¢jds ~0. (3.180b)

4 s\ 7 on

Uklju¢ivanjem gornjih integrala po sferi, iz jednadzbe (3.179b) proizlazi da je:
1 o1l 10¢

- Z 227 gs 3.181a

¢ 47TJ.SJ.(¢61’IF rﬁn] ( )

potencijal brzine u toc¢ki unutar volumena fluida omedenog zatvorenom povrS§inom izraZzen

o¢

preko razdiobe dipola (momenta ¢) i izvora (jakosti — o ) na toj rubnoj povrsini S.
n

Kad se tocka P nalazi na rubnoj povrsini, doprinos polusfere dvostruko je manji od

onog sfere u izrazu (3.180a), tako da je:
1 o1 10¢
=—— ——————|dS. 3.181b
¢ 2ﬂJ;I(¢6nr rﬁnj ( )

Posljednje dvije integralne jednadzbe koriste se za odredivanje potencijala brzine

uslijed gibanja tijela u neograni¢enom fluidu.

U slucaju njihanja broda na harmonijskim valovima, zatvorena povrsina S sastavljena
je od oplakane povrsine Sp, slobodne povrsine Sk, dna oceana S i cilindriéne povrSine S, na

velikoj udaljenosti od broda, slika 3.12.
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Slika 3.12 Rubne povrsine [53]

Na svakoj od tih povr§ina nametnuti su dodatni rubni uvjeti i stoga je prikladno

izmijeniti potencijal izvora na nacin da zadovoljava iste rubne uvjete [52]:

G6(5.7%)="L+ H(5.7%), (3.182a)
r

gdje je G Greenova funkcija, a H bilo koja funkcija koja zadovoljava Laplaceovu jednadzbu,
odabirom koje se moze posti¢i da Greenova funkcija zadovoljava i neke od dodatnih rubnih
uvjeta. Odredivanje Greenove funkcije tim je sloZenije §to vise rubnih uvjeta ona zadovoljava,
ali je, istovremeno, olakSano odredivanje nepoznatog potencijala brzine, prema jednadzbi
(3.181a) ili (3.181b). Greenova funkcija koja zadovoljava samo Laplaceovu jednadzbu

(Rankineova metoda) srazmjerna je potencijalu izvora jedini¢ne snage:

G(5.7%)="1, (3.182b)

tako da izrazi (3.181a) i (3.181b) prelaze u:

__ L G _ .04
¢ ) 4 SB+SFJ;J;'O+SOQ [¢ on ¢ on de (3183&)
__ L G _ .04
= I (¢ on Gande. (3.183b)

Sp+Sp+8y+S,,
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U Kelvinovoj metodi, Greenova funkcija uz Laplaceovu jednadzbu zadovoljava i sve
rubne uvjete, osim onog na oplakanoj povrsini, tako da se potencijal brzine u tocki unutar

volumena fluida omedenog zatvorenom povr§inom ra¢una kao:

__ LYl 496 _ 99
9= 47[{!@5 — -G 6}1)615‘, (3.184a)

dok izraz za potencijal u tocki na samoj rubnoj povrsini ima sljede¢i oblik:

1 oG 0
¢__2ﬁg(¢an_canjds. (3.184b)

Diskretiziranjem rubne (odnosno, u posljednjem slucaju, oplakane) povrSine nizom
panela, slika 3.13, uz pretpostavku konstantne vrijednosti potencijala na svakom panelu,

dobiva se:

1 &G o 1 &pp,, 00  _
¢i+h¢[;£J&1d5j_2ﬁzij LS, =1 N (3.185)

J=l s,
gdje je Np ukupan broj panela oplakane povrsine, a S; povrSina j-tog panela. Uz prethodno
odredivanje Greenove funkcije, ovaj se sustav linearnih jednadzbi rjeSava po nepoznatim

potencijalima brzine u teziStu svakog panela hidrodinami¢kog modela.

e

A
S S A

e anttiygetious

R S SRS S oSS S

SRS SRS
G et Es

et

Slika 3.13 Hidrodinamicki model oplakane povrSine broda
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4. HIDROELASTICNI MODEL

4.1. Metoda superponiranja prirodnih oblika vibriranja

Jednadzba gibanja hidroelasticnog modela rjeSava se primjenom metode
superponiranja prirodnih oblika vibriranja. Ta se metoda vrlo Cesto koristi u prora¢unima
prisilnih vibracija sustava s vise stupnjeva slobode, zbog svoje utemeljenosti na rezultatima
proracuna slobodnih vibracija koji im obi¢no prethode.

Dinamicka jednadzba ravnoteze brodskog trupa u metodi konacnih elemenata ima

sljede¢i oblik:

KD}« [PRD+ [M]iD) = {F (). (@.1)
gdje je:
(K] matrica krutosti
[P] matrica (strukturnog i viskoznog) prigusenja
[M] matrica masa
{D} vektor pomaka ¢vorova
{F(t)}  vektor &vornih optere¢enja.

[66]:
ipi=[=le). (4.2)
gdje je:
E] matrica prirodnih oblika vibriranja (smjestenih po stupcima matrice)
{&} vektor koeficijenata prirodnih oblika.

Uvrstavanjem izraza (4.2) u matri¢nu jednadzbu sustava (4.1), dobiva se:

[k Ielel+ [PIERE)+ MR = {F (). (4.32)
§to, nakon mnozenja transponiranom matricom prirodnih oblika vibriranja s lijeve strane,

daje:

£l [kl =) [PIalél+ [E) In]elé)=E) F (). (4.3b)
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Gornja se jednadzba moze napisati i u sazetom obliku:

[kle}+ [P+ [mE )= {7 (). (4.3¢)

gdje je:

[k]=[2] [K]E] modalna matrica krutosti

[p]=[E] [P]E] modalna matrica (strukturnog i viskoznog) prigusenja
[m]=[E] [M]E] modalna matrica masa

F)r=E]{F)} vektor modalnih &vornih sila

U slucaju periodickog karaktera uzbudne sile, ukupno se rjeSenje dobiva
superponiranjem pojedinac¢nih rjeSenja za svaki harmonik, tako da je dostatno poznavati odziv

na op¢i ¢lan reda:

{f(e)}= {Re[fe‘i”’ J}: ﬂf‘ cos (ot + 5)}, 4.4)

gdje je famplituda, o frekvencija, a ¢ fazni pomak opterecenja.

Ako se 1 vektor koeficijenata prirodnih oblika vibriranja pretpostavi u istom,

harmonijskom obliku:

g = e, (4.52)
kada vrijedi:

=il e (4.5b)

€=l (4.5¢)

iz jednadzbe (4.3c) slijedi:

KHE o —ialplE fe - 0 [mlE e = {7l (4.62)

odnosno:

(#]-iolp]- w* [m]fE |= 17 ). (4.6b)

Na ovaj se nacin problem odredivanja odziva na pojedini harmonik periodicke uzbude
svodi na racunanje nepoznatih (kompleksnih) amplituda prirodnih oblika vibriranja. Dobiveni
sustav linearnih jednadZbi moze se, za odabrane frekvencije, rijesiti numerickim postupcima —

na primjer, metodom Gaussove eliminacije s parcijalnim pivotiranjem.
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4.2. Sprezanje strukturnog i hidrodinamickog modela

Sprezanje strukturnog i hidrodinami¢kog modela provodi se prenosenjem
odgovarajuc¢ih ¢vornih pomaka jednodimenzionalnog (grednog) modela kona¢nih elemenata u
pomake u (Zeljenim) tockama trodimenzionalnog (panel) modela rubnih elemenata.

Strukturni je model definiran u ljevokretnom koordinatnom sustavu OX;X,X3 s
ishodiStem na presjeku krme i osnovke broda, a hidrodinamicki u desnokretnom
koordinatnom sustavu G XI*XZ*X3* kojem je ishodiSte smjeSteno u razini vodne linije na

vertikali teziSta broda, slika 4.1.

X3 X2

i D
o > X

ap ]
4xln..4 X1
i

AP

Y

Slika 4.1 Koordinatni sustavi strukturnog i hidrodinamickog modela

Matrica prirodnih oblika vibriranja iz jednadzbe (4.2) sastavljena je od vektora

pojedinih prirodnih oblika koji obuhvacaju pomake svih ¢vorova strukturnog modela:

El-[.&). ]| e L), (4.72)

gdje je (pod)vektor pomaka u j-tom ¢voru kod i-tog prirodnog oblika:

u
’
o
Bl ="t (4.7b)
wh
%
9
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sastavljen od sljede¢ih pomaka ¢vorova grede:

u uzduzni pomak
ukupni progib vertikalnog savijanja

kut zakreta popre¢nog presjeka uslijed vertikalnog savijanja

>

ukupni progib horizontalnog savijanja

>

kut zakreta poprecnog presjeka uslijed horizontalnog savijanja

kut uvijanja

© ] 8 = 8 =

deformacija uvijanja.

U prethodnom poglavlju vektor pomaka tocke hidrodinami¢kog modela definiran je

izrazom (3.89):

gdje je EI kompleksna amplituda, /' vektor pomaka tocke uslijed i-tog (prirodnog) oblika

vibriranja, a N broj prirodnih oblika vibriranja trupa na zraku.

Tocka P (X XX, ) hidrodinamickog modela u koordinatnom sustavu strukturnog
modela ima sljedeée koordinate, slika 4.1:
X, =X+ X" +X§

X, =X, , (4.8)
X, =X, + X

gdje je X,” udaljenost krme broda od straznje okomice, X udaljenost teziSta broda od

straznje okomice, a X" gaz broda za razmatrano stanje krcanja.

Sprega medu modelima ostvaruje se rasprsivanjem ¢vornih pomaka grednog modela
na pomake tocke na oplakanoj povrsini broda za pojedine oblike vibriranja, §to se, simbolicki,

moze napisati u obliku:

w=F(E}). (4.9)

Pri tome se, kako bi se dobio odgovarajuci (pod)vektor grednih pomaka u “Cvoru” j, a

na temelju x; koordinate tocke (unutar strukturnog modela), provodi interpolacija funkcijama
oblika izmedu susjednih vrijednosti ¢vornih pomaka. U opéem slucaju funkcija rasprSivanja

ima sljedeci oblik:
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B =l + 0y (0 - X7 )+ (X, - X2 )+, F+

L

v, - xd )i+ vy v, (x, - X0, (4.10)

vertikalna koordinata neutralne linije vertikalnog savijanja
horizontalna koordinata neutralne linije horizontalnog savijanja
vertikalna koordinata neutralne linije uvijanja

horizontalna koordinata neutralne linije uvijanja

vrijednost funkcije vitoperenja poprecnog presjeka u tocki oplakane povrsine.

Odabirom odgovarajucih ¢vornih pomaka, iz posljednjeg se izraza mogu dobiti vektori

pomaka toc¢aka na brodu za pojedine komponente njihanja krutog tijela.

Zalijetanje

u=1 (4.11a)

ht=7 (4.12a)
ZanoSenje

ph=_1 (4.11b)

W=7 (4.12b)
Poniranje

y =-1 (4.11¢)

h =k (4.12¢)
Ljuljanje

v=1

v =yl x?) @110

' =plxs - x?)

W =—(x, - x2)j+(x, - x2) (4.12d)
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Posrtanje

Zaosijanje
p"=-1
u=g"(x}-x?)
yh =(Ph(X1 _XIQ)

B =-(x, - x2F +(x, - x2)j

(4.11¢)

(4.12¢)

(4.119)

(4.129)

Dobiveni izrazi (4.12a — 4.12f) odgovaraju komponentama njihanja krutog tijela na

valovima definiranima jednadzbama (3.91), pri ¢emu je:
R =X+ X2+ Xx%.

vektor poloZaja referentne tocke (za njihanja krutog tijela) u mirovanju.

(4.13)

Iz jednadZzbe (4.10) mogu se dobiti i vektori pomaka toCaka oplakane povrSine za

elasti¢ne oblike pojedinih vrsta vibracija.

Vertikalne vibracije

h :(pl;.’()(3 —X;)f—y;lz

Horizontalne vibracije

W=t (X, - X2 -yl

Torzijske vibracije

ho=w8,i (X, - X )+, (X, - X2

Spregnute horizontalne i torzijske vibracije

h' :[(”S(Xz —Xf)+b73y}7+[—y5 _‘//ij(X3 _Xé)ljﬂ/’ij(Xz _Xé)];
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Izraz (4.10) moze se prikazati i u sljedecem obliku:

h' =i + & ] + &k . (4.15)

Polozaj tocke P na oplakanoj povrsini broda deformiranoj uslijed i-tog (prirodnog)

oblika vibriranja:

X =X, +6x
X=X 6 (4.16)
Xy = X, + 0,

4.3. JednadZba gibanja u frekvencijskom podrucju

U drugom je poglavlju, sklapanjem pojedinih konaénih elemenata u globalni model,

izvedena matri¢na jednadzba sustava (2.222):

"0} = {F}+ {0}, (4.17a)
koja se, ukoliko nema koncentriranog optere¢enja {Q}, svodi na sljedeéi oblik:
[K}iD}-w* M D)= {F}. (4.17b)

$to, nakon ukljuc¢ivanja strukturnog i viskoznog prigusenja, kona¢no daje:

[K}D}-io[PYD}-w*[M}D}= {F}, (4.17¢)

Uvrstavanjem pretpostavljenog oblika vektora ¢vornih pomaka (4.2) i daljnjim

sredivanjem analognim postupku u potpoglavlju 4.1, ponovno se dobiva izraz (4.6b):

(]-ielp]- o’ [ )E |- 17}

Vektor modalnih ¢vornih sila na desnoj strani jednadzbe sastavljen je od radova
¢vornih sila na pomacima pojedinih prirodnih oblika vibriranja, odnosno od elemenata
analognih modalnim silama hidrodinamickog modela definiranih izrazom (3.93c).
Uvrstavanjem komponenti ukupne modalne sile, izraza (3.132b), (3.137), (3.140c) i (3.141b),
iz posljednje jednadzbe slijedi:

(]~ ilp]- 0 [mfE }= ~[CYE }+ 17 ™ |+ (> [4]+ i BIJE ], (4.18a)

§to, nakon sredivanja, daje konacan oblik jednadZbe gibanja u frekvencijskom podrucju:
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- ]+ [4D-io((p]+ [B) + (k]+ [CDRE }= 7' . (4.18b)

gdje je:

[m] modalna matrica masa

[A] matrica hidrodinamickih koeficijenata dodatne mase
[p] modalna matrica (strukturnog i viskoznog) prigusenja
[B] matrica hidrodinamickih koeficijenata prigusenja

[k] modalna matrica krutosti

[C] matrica koeficijenata povratne sile

{]7’3’ } vektor (kompleksnih) amplituda modalne uzbudne sile

{E } vektor (kompleksnih) amplituda prirodnih oblika.

Nakon rjeSavanja sustava lineranih jednadzbi (4.18b) po nepoznatim amplitudama

prirodnih oblika, pomaci bilo koje to¢ke na povrSini mogu se odrediti pomocu izraza (3.89).

Osim toga, moguce je odrediti i “mokre* prirodne oblike vibriranja rjeSavanjem

problema vlastitih vrijednosti izvedenog, uz zanemarivanje prigusenja, iz sustava (4.18b):

b @)+ [4) + @)+ [CDIE )= o). (@150
Budu¢i da hidrodinamicki koeficijenti dodatne mase ovise o frekvenciji vala,

rjeSavanje ovog problema zahtijeva primjenu iterativnog postupka.

4.4. JednadZzba gibanja u vremenskom podrucju

Budu¢i da je provodenje nelinearnih analiza u frekvencijskom podruc¢ju moguce
jedino uz koristenje (puno) sloZenijih teorija viSeg reda, obi¢no se simuliranje prolaznog
odziva (podrhtavanja trupa nakon udaranja pramca o valove, na primjer) provodi prelaskom u
vremensko podrucje. Ono je znatno fleksibilnije prema uklju¢ivanju nelinearnosti — dostatno
je uvesti nelinearne komponente uzbudne sile.

Uz pretpostavku harmonijskog gibanja, prema postupku koji je predlozio Cummins

1962. godine [34, 52], jednadzba gibanja u vremenskom podruc¢ju ima sljedeéi oblik:

(] + L D)} @61+ D)+ [T e ez = {7 ) (4.19)

118



gdje su:
[Aw] matrica dodatne mase okolne vode kod beskonacne frekvencije
[K ] matrica impulsne funkcije odziva.

Posljednji ¢lan na lijevoj strani u gornjem izrazu konvolucijski je integral koji
obuhvacda utjecaj radijacijskih valova nastalih osciliranjem (deformabilnog) tijela na polje
tlaka.

Najzahtjevniji dio proratuna u vremenskom podrucju odredivanje je matrice
memorijske funkcije priguSenja [K ] Budu¢i da su proracuni u frekvencijskom podrucju
manje zahtjevni, obicno se iskoriStava ¢injenica da su hidrodinamicki koeficijenti iz jednadzbi
(4.18b) 1 (4.19) medusobno povezani preko Fourierovih transformacija — nakon njihovog
odredivanja u frekvencijskom podrucju, memorijska se funkcija, na primjer, moze dobiti

numerickim integriranjem na osnovi frekvencijske razdiobe koeficijenata prigusenja:
K, (t)= 205 (o) d 4.20
i\ —;j ;\@)cosardw (4.20a)
0

ili koeficijenata dodatne mase:

K, (6)= —ET[AU () Ay ]sin otdw . (4.20b)

4

Sli¢no tome, uzbudna sila dobiva se kao:

o) = Re{ j o (a))e‘"”’da)}, (4.21a)
0
tako da za stanje mora predstavljeno odgovaraju¢im spektrom energije morskih valova
vrijedi:
N ~ .
FP(r)= Re{z AfP (a))e’(“"”‘g’)} , (4.21b)
i=1

gdje su A;, w, 1 & amplituda, frekvencija i (slu€ajni) fazni kut pojedinih komponenti valnog
spektra.

JednadZba gibanja (odnosno, problem pocetnih vrijednosti diferencijalne jednadzbe
drugog reda) rjeSava se, za konstantan vremenski korak, Runge-Kutta-Nystrom metodom
Cetvrtog reda [45], pri Cemu se, u svakom pojedinom trenutku, najprije treba odrediti
vrijednost konvolucijskog integrala. Za vremensku integraciju na raspolaganju su i druge
numeri¢ke metode razvijene u dinamici konstrukcija: Houboltova, Newmarkova i Wilsonova

metoda [67] te metoda harmonijskog ubrzanja razvijena na FSB-u [68 — 71].
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Osim toga, u vremenskom je podru¢ju moguée simulirati i test slobodnog prigusenog

vibriranja (engl. decay test), rjeSavanjem sljedeceg problema pocetnih vrijednosti:

(m]+ [ E@) -+ K]+ [CDie +j —o)fé()dr = o). (4.22)

U pocetnom se trenutku definira deformacija i brzina deformacije (koja moze biti
jednaka nuli) konstrukcije, odnosno oplakane povrSine, a zatim se te funkcije razviju u redove

suhih prirodnih oblika vibriranja:

6+N

H(x,,x,,%;:¢) Zg (4.23a)
6+N

H(x,,x,,x;:1) 25 (4.23b)

koji u pocetnom trenutku glase:

6+N

H® =&, (4.24a)
i=l1
6+N |

H®=Y &, (4.24b)
i=1

Zbog ortogonalnosti prirodnih oblika vibriranja [66] proizlazi:

[[H nds =& [[n’as, (4.25)
tako d: slijedi: S
[[# nds
& = W (4.262)
odnosno: S
. [[#°nas
&= W . (4.26b)
s
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5. METODOLOGIJA HIDROELASTICNE ANALIZE

Metodologija hidroelasti¢ne analize shematski je prikazana na, slici 5.1. Prema toj
shemi, u Istrazivatkom odjelu Bureau Veritasa, razvija se programski paket za proracun
hidroelasti¢nog odziva broda, slika 5.2, u koji ¢e se ukljuciti i programi razvijeni u okviru

izrade ovog doktorskog rada.

0 AMG
[0 FMOLOH
1 DYANA Strukturni Hidrodinamicki
0 MECAP model S
O TDP
T Y
Proracun Sprezanje Rjesavanje
prirodnih strukturnog radijacijsko-
ob_lika_ > i -difrakcijskog
vibriranja hidrodinamickog problema
na zraku modela
v
|
Hidrostaticki
proracun
Proracun prisilnih vibfacija na valovima
Proracun i xe
prirodnih kavanc:js“ko podrucje Vremensko podrucje
oblika el (pruzenje) (podrhtavanje)
virbiranja
u moru

Korelacijska analiza

Na valovima U mirnoj vodi

Eksperimenti na modelima

Slika 5.1 Metodologija hidroelasti¢ne analize
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AMG projekt.dyi
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projekt.don DYANA
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FMOLOH projekt.emg projekt.mkc projekt.pst

5|

projekt.ips

VR |

"

"

1)

projekt.abf MECAP I

L
i projekt.out ;

projekt.tdi

k4

-

projekt.tim

Slika 5.2 Programski paket Bureau Veritasa za odredivanje hidroelasti¢nog odziva
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Unutar navedene procedure, ve¢ su ravijeni neki moduli: AMG (Automatic Mesh
Generator) — program za automatsko generiranje hidrodinamickog modela (oplakane
povrsine) te FMOLOH (Flexible Modelling of Loads in Hydrodynamics), inacica
HYDROSTAR-a za rjeSavanje radijacijsko-difrakcijskog problema njihanja elasti¢nog tijela
na harmonijskim progresivnim valovima, primjenom klasi¢ne metode integralnih jednadZzbi.
Osim toga, postojala je i nedovrSena verzija koda za rjeSavanje problema slobodnog vibriranja
jednodimenzionalnog modela trupa na zraku, koja nije uklju¢ivala spregnuto horizontalno
savijanje i uvijanje.

U sklopu izrade ove disertacije, a na osnovi izloZene teorije, napisana su tri raCunalna
koda (u programskom jeziku FORTRAN), kompatibilna s ostalim dijelovima buduceg
programskog paketa Bureau Veritasa za proracun hidroelasticnog odziva. Pojednostavljeni
dijagrami tih programa dani su u prilogu 2. Komunikacija izmedu pojedinih modula odvija se

preko interface datoteka, slika 5.2.

Prvi od njih, DYANA (DYnamic ANAlysis), koristi se za odredivanje suhih prirodnih
oblika vibriranja, modalne mase, modalne krutosti i koeficijenata povratne sile. Njegova
primjena omogucuje proracun prisilnih vibracija broda na harmonijskim valovima (metodom
superponiranja prirodnih oblika) na temelju bilo kakve kombinacije njihanja krutog tijela i
elasti¢nih oblika vertikalnih, horizontalnih, torzijskih i/ili spregnutih horizontalnih i torzijskih
vibracija.

Jednadzba se gibanja, nakon §to se pomocu programa DYANA i FMOLOH odrede
sve matrice koje ulaze u nju, moze rijesiti u frekvencijskom i vremenskom podrucju. Drugi
kod, MECAP (Motion Equation Calculation And Postprocessing), koristi se za odredivanje
(frekvencijskih) prenosnih funkcija odziva broda, kao i za proracun mokrih prirodnih oblika
vibriranja.

Posljednji kod, TDP (Time Domain Postprocessing), daje odziv broda u vremenskom

podrudju.

Potrebno je napomenuti kako se u Bureau Veritasu namjerava razviti postupak
sprezanja trodimenzionalnog strukturnog modela s ovdje opisanim hidrodinamickim
modelom, nakon S$to su u okviru ovog doktorskog rada postavljeni teorijski temelji, detaljno
analizirane fizikalne postavke i dinamicko ponaSanje konstrukcija pomocu grednog
strukturnog modela. Sprezanje 3D strukturnog i hidrodinami¢kog modela sluzit ¢e, u prvom
redu, u komercijalne svrhe za hidroelasti¢nu analizu velikih kontejnerskih brodova i doradu

pravila za njihovu konstrukciju i gradnju.
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6. NUMERICKI PRIMJERI

6.1. Provjera strukturnog modela na primjeru prizmati¢nog nosaca s karakteristikama

glavnog rebra kontejnerskog broda

Prije upotrebe u analizama stvarnih brodskih konstrukcija, potrebno je provjeriti
pouzdanost razvijenog racunalnog koda, DYANA, za proracun suhih prirodnih oblika
jednodimenzionalnih strukturnih modela.

Adekvatan pojednostavljeni primjer predstavlja prizmati¢ni nosa¢ s karakteristikama
poprecnog presjeka jednakim onima glavnog rebra kontejnerskog broda nosivosti 8200 TEU,
slika 6.1. Duljina nosaca je L=2/=300 m, dok su potrebne geometrijske znacajke presjeka

odredene programom STIFF [72], na osnovi teorije uvijanja tankostjenih nosaca [73-76]:

Povrsina poprecnog presjeka A=6.394m’
Horizontalna smi¢na povrSina F,=1.015 m’
Vertikalna smi¢na povrSina F.=1314m’
Vertikalni polozaj neutralne linije zy,=11.66 m
Vertikalni poloZzaj centra torzije zp=-13.50 m
Horizontalni moment tromosti L=1899 m*
Vertikalni moment tromosti I,= 676 m*
Faktor krutosti na uvijanje I,=14.45m"
Faktor krutosti na vitoperenje 1, = 171400 m®

Uz Youngov modul elasti¢nosti:
E=2.06+10° kN/m’

i modul smika:
G =0.7923 « 10° kN/m’,

za krutosti se dobivaju sljedece velicine:

Krutost na smicanje: GF,=0.804 - 10°kN
Krutost na savijanje: EL=3.912-10" kNm?
Krutost na uvijanje: GI,=1.145 - 10° KNm?
Krutost na vitoperenje: ElL,=3.531-10" kNm*
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FLOOR & SIDE TRANSV., SPACING : MAX. 3,160

Slika 6.1 Glavno rebro kontejnerskog broda nosivosti 8200 TEU

Inercijske znacajke popre¢nog presjeka:

Masa po jedinici duljine m=1552.7t/m
Vertikalni polozaj teziSta zg=16.93 m
Polarni moment tromosti mase oko teziSta Ju=1.789 ¢ 10° tm
Udaljenost izmedu tezista i centra torzije z=30.43 m

Polarni moment tromosti mase oko centra torzije ~ J,, = 6.905 * 10° tm
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Teziste je, zbog razmjestaja kontejnera, slika 6.2, smjeSteno prili¢no visoko, tako da
velika udaljenost izmedu njega i centra torzije uzrokuje izuzetno jako sprezanje izmedu

horizontalnih i torzijskih vibracija.

o
=1
=
o
=]
£
=]
i St
=]
o
o
=)
£
=]
£

PO - TN TR S E—

Slika 6.2 Razmjestaj kontejnera na paralelnom srednjaku broda nosivosti 8200 TEU

Rezultati koje daje numericki kod usporeduju se s analitickim rjeSenjem
diferencijalnih jednadzbi spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija, dobivenim izravnim
integriranjem i energetskom metodom, zasnovanom na varijacijskom principu [77, 78]. Izvod
prve od tih metoda donosi prilog C.

Model konac¢nih elemenata sastavljen je od 50 elemenata otvorenog poprecnog
presjeka duljine 5.976 m i 2 krajnja elementa zatvorenog poprecnog presjeka duljine 0.6 m,
Cija se uloga sastoji u simuliranju sprije¢enog vitoperenja.

Prirodne frekvencije suhih spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija prizmati¢nog
nosaca, dobivene analitickim i numeri¢kim metodama, donosi tablica 6.1, iz koje se vidi

dobro slaganje rezultata.

126



1.0

0.5

w 0.0

Tablica 6.1 Prirodne frekvencije spregnutih vibracija o, rad/s
n=1, 3 ... antisimetri¢ni oblici

n=2,4 ... simetri¢ni oblici

Izravno integriranje

Oblik Energetska metoda FEM
1 1.717 1.722
2 2.827 2.836
3 6.088 6.108
4 9.457 9.474
5 13.937 13.985
6 11.943 11.972
7 22.126 20.196
8 18.434 18.525
9 23.710 23.839
10 27.153 27.375
Oblik 1
e
e M analitika >
-."“h-..‘ "\--\,_-‘ - numeV
—_ W,

A

X, m

Slika 6.3 Analiticko i numericko rjeSenje za prvi prirodni oblik
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Oblik 2

1.0
Wo B analitika
. - zv;;; I numerika "
0.5 1 e ¥
- b 74 o
"‘*\.\ b ’II //
— i P
w 0.0 \\ e
. S
0 50 \\‘\hgo‘_“______ﬁnfﬂ__’ 2607 250 300
“‘ ’/I
‘05 “\\\ r‘/".
-1.0

X, m

Slika 6.4 Analiticko 1 numeric¢ko rjeSenje za drugi prirodni oblik

Oblik 3

[ analitika

B numerika

X, m

Slika 6.5 Analiti¢ko i numericko rjesenje za tre¢i prirodni oblik
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Oblik 4

B analitika

B numerika

-1.0

X, m

Slika 6.6 Analiticko i numericko rjeSenje za Cetvrti prirodni oblik

Na slikama 6.3 — 6.6 prikazana su prva Cetiri suha prirodna oblika vibriranja. Za svaki
su oblik dane tri krivulje — progib nosaca na razini centra torzije wp, progib u tezistu uslijed
uvijanja zy 1 ukupni progib na toj razini we=wptz .

Krivulje izracunate analitickim putom crvene su boje, dok su one proizasle iz
numerickog proracuna crne boje. Vidljivo je da su razlike medu dobivenim prirodnim
oblicima zanemarive.

Sprezanje horizontalnih i torzijskih vibracija uvijek se javlja izmedu simetri¢nih,

odnosno antisimetri¢nih savojnih i torzijskih oblika.

Presje¢ne sile (momenti savijanja M, smicne sile O, momenti uvijanja M,;, bimomenti

vitoperenja 7) ovise o odgovarajucoj krutosti EIL., GF), GI, i EI, te deformacijama w", w",

w

1 m 1 " d'e 'e EI
—s , s =
y—=sy v, gde ] Gl

. Usporedbu dijagrama tih deformacija (koje moZemo

t

smatrati relativnim presjecnim silama) za prva Cetiri suha oblika donose slike 6.7 — 6.14.
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Oblik 1

8.E-07 2.E-08
w," Il analitika
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Slika 6.8 Presjecne sile uvijanja za prvi prirodni oblik
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Oblik 2
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Slika 6.10 Presjecne sile uvijanja za drugi prirodni oblik
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Slika 6.12 Presjecne sile uvijanja za treci prirodni oblik
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Oblik 4
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Slika 6.13 Presjecne sile savijanja za Cetvrti prirodni oblik
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Rubni uvjeti na krajevima modela, izraz (2.219), po kojima moment savijanja, smi¢na
sila i moment uvijanja moraju biti jednaki nuli, zadovoljeni su. Relativni je bimoment, ',
zbog sprijeCenog vitoperenja, y'=0, razli¢it od nule. Problem koncentracije naprezanja

uslijed sprijecenog vitoperenja razmatran je u [79].

6.2. Odziv elasti¢ne barze na valovima

Eksperimentalna ispitivanja
U bazenu BGO-First, smjeStenom u Seyne-sur-mer, pokraj Toulona, proveden je [80]
niz namjenskih eksperimenata segmentirane elasti¢ne barze, slika 6.15, s ciljem osiguravanja

podataka za provjeru numerickih modela.

Slika 6.15 Segmentirana elasti¢na barza na valovima

Barza je sastavljena od 12 pontona, slika 6.16, od kojih 11 identi¢nih ima sljedece

znacajke:

Duljina L =190 mm
Sirina B =600 mm
Visina H =250 mm
Gaz H=120 mm
Masa m=13.7kg

Vertikalni polozaj teziSta zg =163 mm
Polumjer tromosti ljuljanja Iy =225 mm
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Slika 6.16 Segmentirana elasti¢na barza [81]

Pramcani ponton nije, poput ostalih, potpuno prizmatican, slika 6.17, a od ostalih se

razlikuje i po nekim karakteristikama:

Masa m=10.0 kg

Vertikalni polozaj tezista zg =87 mm

Polumjer tromosti ljuljanja Iy =213 mm
60cm

Slika 6.17 Geometrija pram¢anog pontona [80]

Razmak izmedu pojedinih pontona je 15 mm, slika 6.16, tako da je ukupna duZina
barze 2.445 m, a medusobno su povezani ¢elicnom Sipkom kvadrati¢énog poprecnog presjeka,
duljine stranice 1 cm. Sipka je smjestena 307 mm iznad osnovke, a njena je krutost provjerena
statickim testovima:

Krutost na savijanje: ELL=EIL,=175 Nm’

Krutost na uvijanje: GI, =135 Nm’
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Centar torzije ne nalazi se ispod teziSta masa, kako je to uobicajeno kod dijelova
kontejnerskih brodova otvorenog poprecnog presjeka, ve¢ iznad njega. Medutim, zbog
nezanemarive (z = -0.144 m) udaljenosti izmedu tih dviju toc¢aka, svejedno dolazi do jakog

sprezanja horizontalnih i torzijskih vibracija.

Gibanja barze mjere se [80] optickim sustavom RODYM DMM 6D (KRYPTON),
izvrsne to¢nosti (bolje od 0.3 mm). Sustav ¢ine tri video-kamere koje prate Sest grupa od po
tri infracrvene LED diode postavljene na pontonima oznac¢enima s C1, C3, C5, C7, C9 i C12
na slici 6.18. Referentna tocka za gibanje svakog mjernog mjesta smjeStena je u presjeku

srediSnjice, razine palube i prednjeg kraja odgovarajué¢eg pontona.

referentne tocke

N

kW

CI12 C9. C?.

Slika 6.18 Referentne tocke [74]

Uz pokuse prigusenih slobodnih vibracija barZze na mirnom moru, provodena su i
ispitivanja njezina odziva na pravilnim i nepravilnim valovima, za pet razli¢itih smjerova u

odnosu na valove — 180° (valovi u pramac broda), 150°, 120°, 105° i 90°.

Numericki proracun

Proracun odziva elasticne barze na valovima proveden je uzimajuéi u obzir Sest
komponenti njihanja krutog tijela, prvih pet suhih prirodnih oblika vertikalnih vibracija i
prvih deset suhih prirodnih oblika spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija dobivenih na
strukturnom modelu sastavljenom od 50 konac¢nih elemenata. Odabrani broj (elasti¢nih)
oblika dostatan je kako bi se dovoljno precizno opisalo dinami¢ko ponasanje barze na
valovima, slike 6.19 1 6.20.

Na slici 6.19 prikazane su amplitude zastajkivanja (N=1), poniranja (N=2), posrtanja
(N=3) 1 prvih pet suhih prirodnih oblika vertikalnih vibracija (N=4-8), a na slici 6.20 one
zanoSenja (N=1), ljuljanja (N=2), zaoS$ijanja (N=3) i prvih deset suhih prirodnih oblika
spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija (N=4-13). Sve se amplitude odnose na

normirane modove svedene na raspon vrijednosti linijskog pomaka izmedu -11 1.
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B=120° U=08&v, MLy, =0.25-6.3

Slika 6.19 Apsolutne vrijednosti amplituda normiranih modova vertikalnog odziva

B=120° U=0¢&v, ML, =0.25-6.3

Slika 6.20 Apsolutne vrijednosti amplituda normiranih modova spregnutog horizontalnog i

torzijskog odziva

Pojedine krivulje odnose se na odredenu vrijednost omjera valne duljine i duljine
broda, A/L,,, kao izvoda susretne frekvencije, w.. Iz navedenih slika vidljivo je da su
amplitude elasti¢nih modova istog reda veli¢ine kao i one krutih modova. Takoder je vidljivo
da se amplitude elasti¢énih modova naglo prigusuju s porastom rednog broja, $to upucuje na
brzu konvergenciju rjeSenja.

Po prva dva suha oblika vertikalnih i spregnutih vibracija barZe prikazana su na

slikama 6.21 1 6.22, odnosno 6.23 1 6.24.
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Slika 6.21 Prvi suhi prirodni oblik vertikalnih vibracija barze, @; = 5.21 rad/s

Slika 6.22 Drugi suhi prirodni oblik vertikalnih vibracija barze, w, = 12.37 rad/s
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Slika 6.23 Prvi suhi prirodni oblik spregnutih vibracija barze, ®; = 5.32 rad/s

Slika 6.24 Drugi suhi prirodni oblik spregnutih vibracija barze, m, = 7.92 rad/s
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Vidljivo je da kod prvog oblika spregnutih vibracija dominira horizontalno savijanje, a
kod drugog uvijanje.
Numericki proracuni odziva elasti¢ne barze na (pravilnim) valovima provedeni su za

isti skup susretnih kutova za koji su obavljena i modelska ispitivanja.

Usporedba rezultata numeri¢kog proracuna i mjerenja u frekvencijskom podrucju

Zbog opseznosti, nece se izloziti svi dobiveni rezultati. Odziv broda u vertikalnoj
ravnini prikazat ¢e se za slucaj valova u pramac broda, kada postize maksimalne vrijednosti.
Na slikama 6.25 i1 6.26 prikazane su prenosne funkcije poniranja i posrtanja u Sest referentnih

tocaka, dok slike 6.27 1 6.28 donose one njihovih prosjecnih vrijednosti koje vrijede za barzu.

c3

Slika 6.25 Prenosne funkcije poniranja u Sest referentnih tocaka
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Slika 6.26 Prenosne funkcije posrtanja u Sest referentnih to¢aka

poniranje

Slika 6.27 Prenosna funkcija poniranja barze
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Slika 6.28 Prenosna funkcija posrtanja barze

Vertikalno savijanje, ¢ija je prenosna funkcija na slici 6.29, definirano je kao razlika u

posrtanju izmedu prvog i posljednjeg pontona, odnosno izmedu referentnih to¢aka C1 i C12.

vertikalno savijanje

Slika 6.29 Prenosna funkcija vertikalnog savijanja barze

Spregnuto horizontalno savijanje i uvijanje razmatrat ¢e se kod susretnog kuta f=120°,
kod kojeg je vrijednost odziva znacajna. Prenosne funkcije ljuljanja u Sest referentnih tocaka

donosi slika 6.30, dok je na slici 6.31 prenosna funkcija ljuljanja barze, dobivena

uprosjecivanjem vrijednosti u tim tockama.

142



c3
c1

e — rmariks
numerika « eksperiment

Slika 6.30 Prenosne funkcije ljuljanja u Sest referentnih tocaka
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Slika 6.31 Prenosna funkcija ljuljanja barze
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Analogno vertikalnom savijanju, horizontalno je savijanje definirano kao razlika u
zaoSijanju, a uvijanje kao razliku u ljuljanju izmedu prvog i posljednjeg pontona, odnosno
izmedu referentnih tocaka C1 i C12. Njihove prenosne funkcije prikazane su na slikama 6.32 i

6.33.

horizontalno savijanje

050
— numerika
+ eksperimont

040 "

Slika 6.32 Prenosna funkcija horizontalnog savijanja barze

uvijanje

— numerika
»  ekspariment

Slika 6.33 Prenosna funkcija uvijanja barze

Prilikom rjeSavanja jednadzbe gibanja, modalno je prigusenje uveéano za odredeni

postotak kriticnog prigusenja:

n, =2\km,

¢ime se obuhvada strukturno i viskozno prigusenje. Konacne su vrijednosti dobivene
prilagodavanjem numerickih krivulja rezultatima mjerenja i malo se razlikuju od vrijednosti
izraCunatih na temelju rezultata eksperimenta priguSenih prirodnih vibracija:

Zalijetanje: 0% (2%)

ZanoS$enje: 0% (4%)
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Poniranje: 5% (6%)

Ljuljanje: 5% (4%)
Posrtanje: 5% (6%)
Zaosijanje: 0% (5%)
Vertikalno savijanje: 5% (7.5%)
Horizontalno savijanje: 9% (2.5%)
Uvijanje: 7% (2.5%)

Prili¢no velike vrijednosti dodatnog prigusenja mogu se fizikalno pojasniti — u
hidroelasti¢noj analizi segmentirana se barza modelira (neprekinutim) jednotrupcem. Ta
pretpostavka ne utjeCe znacajno na odredivanje hidrostati¢kih i hidrodinamickih koeficijenata,
ali se, kod ispitivanja modela, stvara dodatni otpor gibanju izmedu cela susjednih pontona
(u€inak pumpe!) koji je, prilikom provodenja numerickog proracuna, potrebno simulirati
nesto ve¢im prigusenjem.

Prikazane prenosne funkcije odnose se na spektar visine vala [61]. Stoga se krivulje
poniranja (translacijsko gibanje) asimptotski priblizavaju jedini¢noj vrijednosti s porastom
perioda, dok se prenosne funkcije ljuljanja i posrtanja (rotacijska gibanja) priblizavaju nuli.

Relativno veliko rasipanje prenosnih funkcija odredjenih modelskim ispitivanjima
moze se pripisati provodenju eksperimenata na nemirnom moru. Dobiveni rezultati pokazuju
jako dobro podudaranje izra¢unatih vrijednosti s izmjerenima. NesSto veca odstupanja javljaju
se u podrucju vrhova pojedinih krivulja, kada je, zbog fenomena rezonancije, uloga (priblizno
odredenog) prigusenja vaznija. Prenosne funkcije poniranja i posrtanja (slike 6.25 1 6.26) za
referentnu toCku C7 pokazuju znacCajnije odstupanje numerickog modela od eksperimenta, §to
upucuje na mjernu pogresku u toj tocki. Ispravno bi mjerenje rezultiralo i boljim

podudaranjem desnih strana krivulja (prosje¢nog) poniranja i posrtanja (slike 6.27 1 6.28).

Usporedba rezultata numeri¢kog proracuna i mjerenja u vremenskom podrucju

Valjanost primjene razvijenog numerickog modela za proracun prolaznog odziva (u
vremenskom podrucju), moze se provjeriti usporedbom numerickih rezultata s rezultatima
mjerenja priguSenih slobodnih vibracija na mirnoj vodi.

Najprije je potrebno pocetnu deformaciju elasti¢ne barze, dobivenu izvlacenjem prvog
pontona na odredenu visinu, prikazati u obliku sume nekoliko suhih prirodnih oblika, slika
6.34. Slika 6.35 donosi usporedbu vertikalnog pomaka referentnih toCaka u vremenu, pri
¢emu je potrebno napomenuti kako su svi pomaci normalizirani dijeljenjem pocetnim

pomakom referentne tocke Cl1.
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Slika 6.34 Numericko simuliranje pocetnih deformacija elasticne barze
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Slika 6.35 Vertikalni pomaci referentnih tocaka u vremenu
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I u vremenskom je podruéju postignuto relativno dobro podudaranje rezultata
proracuna, u pogledu amplitude i perioda odziva, dobivenih predlozenim numerickim

modelom s rezultatima modelskih ispitivanja.

6.3. Odziv kontejnerskog broda na valovima

Nakon $to je, provjerom na pojednostavljenom primjeru prizmatiénog nosaca i
usporedbom s rezultatima eksperimenata u bazenu, dokazana valjanost predloZenog pristupa
proracuna hidroelasticnog odziva na valovima, isti ¢e se primijeniti i na suvremeni jako veliki
kontejnerski brod (engl. Very Large Container Ship - VLCS), nosivosti 8200 (7800) TEU, koji

je, u klasi Bureau Veritasa, izgraden u korejskom brodogradilistu Hyundai.

Na slici 6.36 pojednostavljeni je opéi plan broda, dok njegove glavne izmjere donosi

tablica 6.2. Glavno rebro vec¢ je prikazano je na slici 6.1.

Tablica 6.2 Glavne izmjere kontejnerskog broda nosivosti 8200 TEU

Duljina preko svega Loa=334.07m
Duljina izmedu okomica Ly, =319.00 m
Sirina B=42.8m
Visina D=24.6m
Gaz T=145m
Brzina v=254¢v
Snaga motora P =69 620 kW
Masa lakog broda L=33682.21
Istisnina (potpuno nakrcan brod) A=1353363t
Istisnina (brod u balastu) A=68386.8t

Najveci broj dosad izgradenih post-panamax kontejnerskih brodova osnovan je upravo

po ovom projektu [14].
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Slika 6.36 Op¢i plan broda



Trup broda podijeljen je na 50 kona¢nih elemenata. Elementi zatvorenog poprecnog

presjeka koriste se na krmi broda (elementi 1 — 2), u podrucju strojarnice (elementi 11 — 14) te

na pramcu (elementi 45 — 50).
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Slika 6.37 Geometrijske znacajke poprecnih presjeka duz kontejnerskog broda
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Geometrijske znacajke odredene su programom STIFF [72] za 26 poprecnih presjeka
duz broda. Slika 6.37 prikazuje interpolaciju (koja se provodi unutar programa DYANA) tako
izraCunatih vrijednosti na konacne elemente strukturnog modela.

Razmatraju se dva stanja krcanja — potpuno nakrcan brod (stanje krcanja 17 iz Knjige
trima i stabiliteta) 1 brod u balastu (stanje krcanja 5). Slike 6.38 1 6.39 donose raspodjelu
inercijskih znacajki po kona¢nim elementima za ta dva stanja krcanja. Valovitost dijagrama
na prvoj od tih slika posljedica je koncentracije mase tereta po medusobno razmaknutim

grupama (engl. bay) kontejnera.
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Slika 6.38 Inercijske znacajke konac¢nih elemenata za potpuno nakrcan brod
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Slika 6.39 Inercijske znacajke kona¢nih elemenata za brod u balastu

Za oba stanja krcanja, hidroelasti¢ni odziv kontejnerskog broda na valovima odreden

je na temelju Sest komponenti njihanja krutog tijela, prvih pet suhih prirodnih oblika

vertikalnih vibracija i prvih deset suhih prirodnih oblika spregnutih horizontalnih i torzijskih

vibracija dobivenih na strukturnom modelu.

Na slikama 6.40 — 6.43 prikazana su po prva dva suha oblika vertikalnih i spregnutih

vibracija potpuno nakrcanoga kontejnerskog broda. Prvim oblikom spregnutih vibracija

dominira uvijanje, a drugim horizontalno savijanje.
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Slika 6.40 Prvi suhi prirodni oblik vertikalnih vibracija, ®; = 4.01 rad/s

Slika 6.41 Drugi suhi prirodni oblik vertikalnih vibracija , 0, = 8.43 rad/s
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Slika 6.42 Prvi suhi prirodni oblik spregnutih vibracija, ®; = 2.32 rad/s

Slika 6.43 Drugi suhi prirodni oblik spregnutih vibracija, o, = 4.38 rad/s
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Ponovno se, zbog obima, neée prikazati svi dobiveni rezultati, ve¢ ¢e se odziv broda u

vertikalnoj ravnini promatrati samo za slu¢aj valova u pramac broda.

Rezultati odziva hidroelasticnog modela usporedit ¢e se s onima koji proizlaze iz

klasicnog proratuna pomorstvenosti, u kojem se, primjenom izvornog programa

HYDROSTAR, odreduje dinamicki odziv istoga kontejnerskog broda kao krutog tijela.
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Slika 6.44

RAO M,, 10° Nm

x=161.35m

7
6 — hidroelastiénost

. pomorstvenost
5
4
3
2
1
0 T T :
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0

w,, rad/s

Prenosne funkcije vertikalnog momenta savijanja po sredini potpuno nakrcanog

broda, x =161.35m, =180°, U=25¢v,h=2m
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Slika 6.45 Prenosne funkcije vertikalnog momenta savijanja po sredini broda u balastu,

x=168.57m, =180°, U=25¢&v,h=2m
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Na slikama 6.44 i 6.45 prikazane su prenosne funkcije vertikalnog momenta savijanja
po sredini kontejnerskog broda za dva razmatrana stanja krcanja. S priblizavanjem susretne
frekvencije prvoj prirodnoj frekvenciji vertikalnih vibracija kontejnerskog broda u moru,
postaje sve vaznije u analizu dinami¢kog odziva na valovima ukljuciti i odgovarajuce
elasti¢ne oblike vibriranja. Ona, u slucaju potpuno nakrcanog broda, iznosi oko 3.7 rad/s,

slika 6.44, dok se njena vrijednost za brod u balastu kre¢e oko 4.2 rad/s, slika 6.45.

o = 0.5 rad/ls, o, = 0.83 rad/s, A = 246.55 m
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Slika 6.46 Vertikalni moment savijanja za potpuno nakrcan brod, @ = 0.5 rad/s, f = 180°,
U=25¢v,h=2m

o = 0.5 rad/s, w, = 0.83 rad/s, A = 246.55 m
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Slika 6.47 Vertikalna smi¢na sila za potpuno nakrcan brod, @ = 0.5 rad/s, 8 = 180°,
U=25¢v,h=2m
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U slucaju provodenja klasi¢nog hidrodinami¢kog proracuna, ekstremna se vrijednost
amplitude vertikalnog momenta savijanja (vidi prilog 1), za potpuno nakrcan brod, dobiva za
valove frekvencije @ = 0.5 rad/s, odnosno za omjer valne duljine i duljine broda izmedu
okomica ALy, = 0.77, slika 6.46. U tom rasponu frekvencija hidrodinamicki i hidroelasti¢ni

proracuni rezultiraju priblizno jednakim vrijednostima unutrasnjih sila.

o=1.35rad/s, o, =3.74 rad/s, L = 33.82 m
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Slika 6.48 Vertikalni moment savijanja za potpuno nakrcan brod, @ = 1.35 rad/s, f = 180°,
U=25¢v,h=2m

o=1.35radls, o, =3.74 rad/s, L. = 33.82 m

| — hidroelastiénost

.. pomorstvenost

Slika 6.49 Vertikalna smi¢na sila za potpuno nakrcan brod, @ = 1.35 rad/s, = 180°,
U=25¢v,h=2m
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Na valovima visih frekvencija dolazi do izraZaja vaznost nezanemarivanja elasticnog
deformiranja brodske konstrukcije. Slike 6.48 i 6.49 donose raspodjelu amplituda unutra$njih
sila za frekvenciju vala @ = 1.35 rad/s, koja rezultira susretnom frekvencijom bliskom prvoj

prirodnoj frekvenciji vertikalnih vibracija potpuno nakrcanog broda.

o = 0.45 rad/s, w, = 0.72 rad/s, L = 304.39 m
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Slika 6.50 Vertikalni moment savijanja za brod u balastu, @ = 0.45 rad/s, # = 180°,
U=25¢v,h=2m

® = 0.45 rad/s, @, = 0.72 rad/s, A = 304.39 m
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Slika 6.51 Vertikalna smicna sila za brod u balastu, @ = 0.45 rad/s, f = 180°,
U=25¢v,h=2m
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Ekstremna vrijednost amplitude vertikalnog momenta savijanja, u slu¢aju broda u
balastu kao krutog tijela, dobiva se kod frekvencije @ = 0.45 rad/s (A/L,, = 0.95), slika 6.50.
Uzme li se u obzir medudjelovanje fluida i konstrukcije, znatno vece ekstremne vrijednosti

unutarnjih sila dobivaju se za val frekvencije o = 1.45 rad/s, slike 6.52 1 6.53.

o =1.45 radls, v, =4.21 rad/s, L = 29.32 m
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Slika 6.52 Vertikalni moment savijanja za brod u balastu, w = 1.45 rad/s, = 180°,
U=25¢v,h=2m

o =1.45 rad/s, o, =4.21 rad/s, . =29.32 m
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Slika 6.53 Vertikalna smi¢na sila za brod u balastu, w = 1.45 rad/s, f = 180°,
U=25¢v,h=2m

158



Spregnuto horizontalno savijanje i uvijanje razmatraju se na valovima koji s pravcem
napredovanja broda zatvaraju susretni kut f=120°. Slike 6.54 i 6.55 prikazuju prenosne
funkcije horizontalnog momenta savijanja i momenta uvijanja po sredini potpuno nakrcanog
broda. MoZe se ocitati da vrijednost prve prirodne frekvencije spregnutih horizontalnih i

torzijskih vibracija broda u moru iznosi oko ® = 2 rad/s.

x =168.57 m
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Slika 6.54 Prenosne funkcije horizontalnog momenta savijanja po sredini potpuno nakrcanog

broda, x=168.57m, = 120°, U=25¢v,h=2m

X =168.57 m
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Slika 6.55 Prenosne funkcije momenta uvijanja po sredini potpuno nakrcanog broda,
x=168.57m,=120°, U=25¢v,h=2m
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® = 0.7 rad/s, w, = 1.0212 rad/s, A = 125.79 m
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Slika 6.56 Horizontalni moment savijanja za potpuno nakrcan brod, o = 0.7 rad/s, f = 120°,

U=25¢v,h=2m

o =1.15 rad/s, o, = 2.0169 rad/s, A = 46.61 m
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Slika 6.57 Horizontalni moment savijanja za potpuno nakrcan brod, w = 1.15 rad/s, f = 120°,

U=25¢v,h=2m

Slike 6.56 1 6.57 prikazuju amplitudu horizontalnog momenta savijanja u podrucju
rezonancije krutog tijela (w = 0.7 rad/s, MLy, = 0.39), odnosno, u podru¢ju rezonancije

elasticnih deformacija (o = 1.15 rad/s, A/Ly, = 0.15).
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Za iste frekvencije, amplitude horizontalnih smi¢nih sila prikazane su na slikama 6.58

16.59.

o = 0.7 rad/s, ®, = 1.0212 rad/s, AL = 125.79 m
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Slika 6.58 Horizontalna smié¢na sila za potpuno nakrcan brod, w = 0.7 rad/s, = 120°,

U=25¢v,h=2m

o = 1.15 rad/s, o, = 2.0169 rad/s, . = 46.61 m
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Slika 6.59 Horizontalna smi¢na sila za potpuno nakrcan brod, w = 1.15 rad/s, f = 120°,

U=25¢v,h=2m
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U slu¢aju momenta uvijanja, ekstremne vrijednosti amplituda dobivaju se za val
frekvencije @ = 0.85 rad/s (ML, = 0.27), slika 6.60, odnosno, » = 1.15 rad/s (ML, = 0.15),
slika 6.61. Potrebno je napomenuti kako su prikazane vrijednosti momenta uvijanja odredene

u centrima torzije pojedinih kona¢nih elemenata.

o = 0.85 rad/s, w, = 1.3236 rad/s, L = 85.31 m
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Slika 6.60 Moment uvijanja za potpuno nakrcan brod, w = 0.85 rad/s, f = 120°,
U=25¢v,h=2m

o =1.15 rad/s, o, = 2.0169 rad/s, A = 46.61 m
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Slika 6.61 Moment uvijanja za potpuno nakrcan brod, @ = 1.15 rad/s, f = 120°,
U=25¢v,h=2m
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7. ZAKLJUCAK

7.1. Opéenito

Zivimo u vremenu dinami¢nih promjena na svjetskoj razini. Toliko spominjani (&esto i
u negativnom kontekstu) proces globalizacije usko je povezan s kontejnerizacijom —
kontejnerski brodovi predstavljaju izuzetno vazan dio suvremenih (raznonacinskih) lanaca
distribucije roba. Gotovo bi se moglo reéi kako je ostvaren svojevrsni perpetuum mobile —
ucinkoviti, pouzdani i ekonomiéni tokovi sirovina, poluproizvoda i gotovih proizvoda
(omoguceni izumom kontejnera) poti¢u Sirenje prakse globalnog poslovanja po just-in-time
(proizvodnoj) filozofiji; Sto, istovremeno, podiZze potraznju za transportom roba kontejnerima
i tako, posredno, dovodi do daljnjih poboljSanja unutar sustava distribucije.

Treéa faza kontejnerizacije, zapocCeta sredinom devedesetih godina proslog stoljeca,
karakterizirana je ne samo neprestanim porastom maksimalne veli¢ine kontejnerskih brodova
kojem se zasad ne nazire kraj (Emma Mcersk, kapaciteta veceg od 11 000 TEU, trenutno je
najveci brod u sluzbi), ve¢ i znacajnim povecanjem broja vrlo velikih post-panamax brodova
na svjetskim morima.

Budu¢i da bi osnivanje takvih brodova prema poluempirijskim pravilima
klasifikacijskih druStava zahtijevalo ekstrapoliranje van iskustvene baze na kojoj se ona
temelje, nuzno je provodenje direktnih prora¢una valnog opterecenja i ¢vrstoce.

Osim toga, suvremeni kontejnerski brodovi izuzetno su elasti¢ni, tako da se vise, kod
odredivanja njihovog dinami¢kog odziva, ne moze zanemariti medudjelovanje fluida i
konstrukcije. Stoga je, umjesto klasicnog pristupa koji kombinira neku od teorija
pomorstvenosti s (kvazistatickom) strukturnom analizom (elasticnog) modela, nuzno
primijeniti pristup hidroelasti¢ne analize.

Na taj se nac¢in mogu pouzdanije zadovoljiti projektni kriteriji grani¢ne ¢vrstoce
(podrhtavanje trupa uslijed udaranja pramca o valove stvara dodatne momente savijanja koji
mogu ugroziti primarnu c¢vrstocu trupa) i zamora materijala konstrukcijskih detalja

(zanemarivanjem utjecaja pruZenja broda moze se znatno podcijeniti akumulirano oStecenje).

.....

kojih je relevantan odziv u vertikalnoj ravnini, situacija je znatno loSija kad je rije¢ o
kontejnerskim brodovima kod kojih, zbog Sirokih otvora na palubi i sniZene krutosti na

uvijanje, najnizi prirodni oblici pripadaju spregnutim horizontalnim i torzijskim vibracijama.
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Iz svega navedenog, ocigledno je da postoji snazna potreba za razvojem pouzdanog
alata za odredivanje hidroelasti¢nog odziva suvremenih vrlo velikih kontejnerskih brodova.

Kao prikladan za ranu fazu osnivanja broda, ovom se disertacijom predlaze ucinkovit
linearni numeric¢ki model, dobiven kombiniranjem jednodimenzionalnog strukturnog modela
s trodimenzionalnim hidrodinami¢kim modelom.

Prirodni oblici (vertikalnih, horizontalnih, torzijskih i/ili spregnutih horizontalnih i
torzijskih) vibracija grednog strukturnog modela konacnih elemenata na zraku odreduju se
racunalnim programom DYANA, razvijenim na temelju ve¢ postoje¢eg programa za
rjeSavanje slobodnih vertikalnih vibracija u moru [82] i globalnog modela kona¢nih elemenata
za proracun spregnutih vibracija [44, 49-51]. Istim se programom, uz modalne mase i krutosti,
odreduju i koeficijenti povratne sile.

Ostatak hidrodinamickih koeficijenata (dodatnu masu, priguSenje i uzbudnu silu) iz
jednadzbe gibanja osigurava inacica Bureau Veritasovog programa HYDROSTAR koja, uz
njihanje krutog tijela, ukljucuje i elasti¢ne suhe prirodne oblike vibriranja oplakane povrSine.
Hidrodinamicki se model temelji na linearnoj teoriji potencijalnog strujanja, a radijacijsko-
difrakcijski problem grani¢nih vrijednosti rjeSava se metodom integralnih jednadzbi, pri cemu
se u¢inak brzine napredovanja obuhvaca intuitivnom metodom susretne frekvencije.

Sprezanje strukturnog i hidrodinamickog modela provodi se metodom superponiranja
prirodnih oblika, uobic¢ajene kod proracuna prisilnih vibracija na osnovi rezultata prethodno
provedenih analiza slobodnih vibracija, na nacin da se ¢vorni pomaci grednog modela rasprse
na pomake Zeljenih tocaka (srediSta panela) na oplakanoj povrSini trupa.

Jednazba gibanja moze se rijesiti u frekvencijskom i vremenskom podrucju. Pruzenje,
rezonantno vibriranje (gotovo iskljuc¢ivo prvog oblika) do kojeg dolazi zbog neprekinute valne
uzbude (na umjerenim stanjima mora), razmatra se u frekvencijskom podru¢ju — prenosne
funkcije odziva broda na harmonijskom valu odreduju se ovdje razvijenim programom
MECAP.

Nasuprot tome, u vremenskom je podru¢ju (program TDP) moguce jednostavno
ukljuciti nelinearnosti (u uzbudnu silu), Sto je prikladno za proucavanje podrhtavanja,
prolaznog vibriranja trupa zbog djelovanja impulsnog optereé¢enja (poput udaranja dna ili
izboja pramca o valove). Znacaj podrhtavanja osobito je velik kod linijskih kontejnerskih
brodova, budué¢i da oni najées¢e plove pod veoma striktnim vremenskim ograni¢enjima pa
kapetani, u slucaju loSeg vremena i oStrog mora, imaju smanjenu mogucnost usporavanja
broda i promjene smjera plovidbe. Kod suvremenih velikih kontejnerskih brodova, veéa
nosivost postize se, izmedu ostalog, i pove¢avanjem povrsine palube, Sto dovodi do znacajnog

izboja pramca i povecane podloznosti udaranju pramca o valove.
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Valjanost predlozene metode potvrdena je numeriCkim primjerima. Izvrsno
podudaranje rezultata proracuna suhih prirodnih oblika vibriranja (dobivenih programom
DYANA) s analitickim rjeSenjem diferencijalnih jednadzbi spregnutih vibracija za
pojednostavljeni primjer prizmaticnog nosaca (s karakteristikama poprecnog presjeka
jednakim onima glavnog rebra kontejnerskog broda nosivosti 8200 TEU), pokazalo je da
odabrani strukturni model zadovoljava.

Pouzdanost ukupnog, hidroelastiénog modela provjerena je usporedbom s rezultatima
namjenski provedenog eksperimentalnog ispitivanja izuzetno elasticne (segmentirane) barze.
Buduc¢i da je postignuto dosta dobro podudaranje izraCunatog i izmjerenog dinamickog odziva
za osjetljivu barzu (kod koje su amplitude elasti¢nih oblika istog reda veli¢ine kao i one krutih
pomaka), moze se zakljuciti kako su opisana metodologija i linearni matematicki model
pogodni za hidroelasti¢nu analizu kontejnerskih brodova, kod kojih ¢e elasti¢ni oblici biti
nizeg reda veli¢ine u odnosu na komponente njihanja krutog tijela.

Odziv suvremenog post-panamax kontejnerskog broda na valovima odreden je
klasicnim prora¢unom pomorstvenosti (programom HYDROSTAR) i ovdje predlozenim
hidroelasti¢nim pristupom. Usporedba tako dobivenih rezultata pokazala je kako se kod
proracuna dinamicke cvrstoce konstrukcijskih detalja ne smije zanemariti utjecaj pruzenja

broda.

7.2. Smjernice za daljnja istraZivanja

U sklopu odobrenog znanstvenog projekta u nekoliko ¢e se pravaca nastaviti
istraZivanje ovog zanimljivog problema. Budu¢i da u klasifikacijskom druStvu Bureau Veritas
namjeravaju, u komercijalne svrhe, razviti postupak sprezanja trodimenzionalnog strukturnog
modela s ovdje opisanim hidrodinamickim modelom, bit ¢e moguce dodatno provjeriti
pouzdanost dobivenih rezultata proracuna hidroelasticnog odziva kontejnerskog broda. Ve¢i
je napor potrebno usmjeriti i u istrazivanje hidroelasticnog odziva na impulsna opterecenja
(udaranje pramca o valove, podvodne eksplozije) u vremenskom podrucju. Moguée je
poboljsati i ovdje primijenjeni nacin obuhvacanja strukturnog i viskoznog prigusenja.
Poseban izazov predstavlja (fizikalno opravdano, bez dodatnog pojednostavljivanja rubnog
uvjeta na slobodnoj povrsini) rjeSavanje radijacijsko-difrakcijskog problema broda koji plovi
stalnom brzinom. Na kraju, (linearni) hidrodinamicki model moze se znacajno unaprijediti

uklju¢ivanjem razli¢itih nelinearnosti.
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7.3. Zakljucak doktorskog rada

Znanstveni doprinos disertacije sastoji se u razradi i proSirenju otprije zacrtane
metodologije hidroelasti¢ne analize. Sprezanjem vibracija, hidrostatike i hidrodinamike broda
razvijen je matematicki model i izraden racunalni program DYANA koji, uz (uobicajenu)
TimoSenkovu gredu za slucaj analize odziva broda u vertikalnoj ravnini, moze koristiti i
sloZeniji gredni model koji omogucuje simuliranje spregnutog horizontalnog savijanja i
uvijanja brodova sa Sirokim otvorima na palubi. Tako se, na temelju bilo kakve kombinacije
(odabranih komponenti) njihanja krutog tijela i1 suhih prirodnih oblika vertikalnih,
horizontalnih, torzijskih i/ili spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija, moze odrediti
(potpuni) odziv elasti¢nog broda na valovima. Pouzdanost matematickog modela provjerena
je na rezultatima eksperimenata provedenih na segmentiranoj barzi. Vaznost hidroelasticne
analize potvrdena je naglim porastom vrijednosti unutrasnjih sila u sluc¢aju rezonantnog
elasti¢nog odziva brodskog trupa, §to klasicnim postupkom analize pomorstvenosti broda kao
krutog tijela nije moguce ustanoviti. Znacaj doktorskog rada ogleda se u rasvjetljavanju
problema hidroelasti¢nosti i novim spoznajama, razvoju postupka i programske podrske za
uspjesno osnivanje konstrukcije kontejnerskih brodova i poveéanju njihove sigurnosti. Rad
ujedno moze posluziti kao podloga za daljnja istrazivanja ¢iji je konacni cilj poboljSanje

pravila za osnivanje i gradnju kontejnerskih brodova.
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PRILOG A

Jednadzba konacnog elementa

Formule za unutrasnje sile
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JednadZzba kona¢nog elementa glasi:

ri=lklo}-la).

[k]: kbx 0 _/12 o mg
0 k, m, m

ts w

gdje je:

generalizirana matrica krutosti konacnog elementa, a:

q
=12}
q,
vektor vanjskog opterecenja.

Generalizirana matrica krutosti uklju¢uje savojno-smi¢nu matricu krutosti:

6 3] -6 3/

], = 2EI 20+38)1° =31 (1-6B)I°

" A+128)0° 6 -3
Sym. 2(1+3p)1°

matricu krutosti uvijanje-vitoperenje:
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savojno-smi¢nu matricu masa:
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matricu masa uvijanje-vitoperenje:
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1 smi¢no-torzijsku matricu masa:
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dok je vektor vanjskog opterecenja sastavljen od vektora smi¢nog:
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i vektora torzijskog opterecenja
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U gornjim se izrazima koriste sljede¢e bezdimenzionalne veli¢ine:
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Funkcije oblika momenata savijanja odreduju se kao:

d*w,
M =—EI dxf’ =—E1{a, "'} k=023,

gdje je <aik @ > dan izrazom (2.143), a one smicnih sila kao:

dv, -2, <aik(1)>{6gk }_ E1<aik(3)>{§k} k=0123,

. =GF
0 I

gdje <aik(l)> donosi jednadzba (2.141), dok je:
2
(") = {3a; 0.00).
Funkcije oblika momenata ¢istog uvijanja racunaju se prema:

M’ =Gl dd";" =G, (d," )"} k=0123,

gdje je <d @ (1)> dan izrazom (2.141); one momenata uvijanja zbog ograni¢enog vitoperenja poprecnog presjeka kao:

d3‘//i

3
X

Mt*i = _EIW

=—E1,(d,")g'} k=0123,

gdje je:
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<dik(3)>=l%<3di3 00 0), (A.17)

a funkcije oblika bimomenata kao:

_ . Ay O\, _
T=E1," 5 = BL(d," )"} k=023, (A.18)
gdje je:
2
<dl.,f2>>=72<ari2 3d,, 0 0). (A.19)

Unutrasnje sile u odabranim presjecima trupa odreduju se interpolacijom (funkcijama oblika), na temelju vrijednosti ¢vornih pomaka:

M=(M)U,} (A.20a)
0=(0)1U.} (A.20b)
M = (M)W} (A.20¢)
M; = (M), (A.20¢)
r=(I)). (A200)

gdje su vektori ¢vornih pomaka savijanja i uvijanja dani izrazima (2.130) i (2.131). Budu¢i da se rjeSenje za ¢vorne pomake dobiva u globalnom
koordinatnom sustavu (na razini tezista broda), iste je, prilikom odredivanja unutrasnjih sila, potrebno transformirati natrag u lokalni koordinatni sustav
kona¢nog elementa (izrazom suprotnim onom (2.210)).
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PRILOG B

Pojednostavljeni dijagrami toka razvijenih racunalnih programa

181



; Pacetak ;

Unos strukturnog modela

!

Raspaodjela geometrijskih i inercijskih znacajki
trupa na konaéne emelente

}

Njihanja krutog tijela zadana analogno
elasti¢nim oblicima vibriranja

}

Sklapanje globalnog modela konaénih elemenata

}

Rjesavanje problema slobodnih vibracija na zraku

}

Odredivanje modalne matrice masa i
modalne matrice krutosti

}

Ispis rezultata proracuna slobodnih vibracija

Y MY Y

SR
AL N S A

TN
N _/

N Y
A

|

NE

Hidroelastiénost?

lDA

}

prezanje strukturnog i hidrodinamickog model:

[ Unos hidrodinamickog modela ]
[S a]

!

Ispis interface datoteke za rje§avanje
radijacijsko-difrakcijskog problema

}

[ Odredivanje koeficijenata povraine sile

Ispis interface datoteke za rjeSavanje ]

jednadzbe gibanja

l

Ispis interface datoteke za obradu rezultata

Y

Kraj

Slika B.1 Pojednostavljeni dijagram toka programa DY ANA
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; Paocetak ;

Y

-
Unos ulazne datoteke J
o
A4
Unos interface datoteke s matricama
za jednadZbu gibanja iz DYANE
A 4
Unos interface datoteke s matricama
za jednadzbu gibanja iz FMOLOHA
-

Rjesavanje jednadZbe gibanja za pojedine
kombinacije brzine broda, susretnog kuta i
frekvencije vala

.
A 4
Rjedavanje problema slobodnih vibracija
u moru
4
-
Unos interface datoteke za
obradu rezultata
o
Y
4 A
Obrada rezultata:
odredivanje pomaka i unutradnjih sila na
odabranim presjecima i u odabranim tockama
- J
Y
Ispis izlazne datoteke s rezultatima
hidroelasti¢nog odziva u
L frekvencijskom podrugju )

Slika B.2 Pojednostavljeni dijagram toka programa MECAP

A J

i‘ Kraj E
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Unos ulazne datoteke

l

Unos interface datoteke s matricama
za jednadZbu gibanja iz DYANE

}

Unos interface datoteke s matricama
za jednadzbu gibanja iz FMOLOHA

l

Unos interface datoteke za
obradu rezultata

}

Rjesavanje jednadzbe gibanja u
frekvencijskom podruéju

!

Proragun matrice memorijske funkcije

o N e N e N e N T W
N N N N S N

|

Odredivanje vektora pocetnih
amplituda prirodnih oblika

Test slobodnog
vibriranja?

(na pravilnim valovima ili nemirnom moru)

[ QOdredivanje vektora uzbudne sile

T

RjeSavanje jednadzbe gibanja u j

vremenskom podrucju

l

Obrada rezultata: J

odredivanje pomaka i unutradnjih sila

h A

Ispis izlazne datoteke s rezultatima
hidroelastiénog odziva u
vremenskom podrucju

Slika B.3 Pojednostavljeni dijagram toka programa TDP
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PRILOG C

Izravno integriranje diferencijalne jednadzbe spregnutih horizontalnih i torzijskih

vibracija prizmati¢nog nosaca
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Diferencijalne jednadZzbe spregnutih horizontalnih i torzijskih vibracija za prizmati¢ni

nosac otvorenog poprecnog presjeka (2.109) 1 (2.113) glase:

4 2
Eld vzx +/12(mEI+ijd M;X + A Zzi—l mw, —AVmzy =
dx GF dx GF : )

=q, _%_,127’” J.,uxdx

dx GF,
4 2 2
er 2 Vs —Gz,di'/?—/wm*wt s atme ELE A o1 mew, -
dx dx : GF dx GF

= qxz+lutx +ﬂ’2 %Iﬂxdx

Uz zanemarivanje inercijskih sila uslijed zakretanja poprecnog presjeka oko z-osi koje
malo utje€u na vibracije, diferencijalne jednadzbe prirodnih spregnutih vibracija prelaze u

jednostavniji oblik:

d*w , EI d*w,

EI * b o'm— —® + =0 C.la

dx4 m GF dxz m(wx Zl//x) ( )
d* d? . d>

B, Y 61 Ve gy wtmedw, - B e |2, (C.1b)
dx dx GF dx

Uvrstavanjem rjeSenja sustava, pretpostavljenog u eksponencijalnom obliku:
w, = Ae™ (C.2)

X

v, = Be™, (C3)
gdje su A i B nepoznate konstante integracije, u izraze (C.1a) i (C.1b), dobiva se homogeni

sustav algebarskih jednadzbi:

p*Elde™ + pza)zmg—;Ae”" - a)zm(Ae‘” + zBe”")z 0 (C.4a)

p*EI Be™ — p*GI, Be”™ —w*J, Be™ — a)zmz(Ae’”‘ -p? GE;Aeﬂ*j =0, (C.4b)

koji se moze napisati i u matricnom obliku:

Elp* +a)2mﬂp2 -w'm @’ mz 4
GF { }z {0}. (C.5)

EI .
0’mzl = p* -1 El p* —GI p* —&*J
GFp wp tp m
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Determinanta sustava glasi:

(Elp4 + a)zm%p2 - a)zmj(Epr4 -Gl,p* - a)sz*)+ (a)zmz)z(gpz - 1) =0 (C.6)

Clanovi u prve dvije zagrade predstavljaju karakteristiéne (frekventne) jednadzbe
savojnih i torzijskih vibracija, dok posljednji ¢lan odrazava sprezanje.
Razvojem gornje jednadzbe:
. EI EI EI
YEIEI, — p°EIGI, — p*El®’J, +p°@’m——EI, - p*'@’m——GI, - p’o*‘m——J, -
p w p t p m p m GF w p m GF p m GF
—pto*mEL, + p*@*mGI, + o*mJ," + p*w'm’z’ B iz = 0, (C.7a)

GF

nakon sredivanja:
8 6 2 EI 4 2 * 2 E[ 2
p EIEI + p°| om——EI - EIGI, |- p"| Elo°J, +0o"m——GI, + 0" mEI |+
GF GF
+p’| @*°mGI, — a)4mﬂ]m* ro'mz EL). (a)4me* - a)4m222)= 0 (C.7b)
GF GF
i dijeljenja s EIEI,, slijedi:

s (,(a)zm Glt] 4(a)2Jm* @’ mGl, a)zm]
Pt +ptl ——- - + +

+
GF EI, EI,  EI,GF EI
2 I 4 * 4. 2 _2 B
2 CUmG,_a) me +a)mz " 1 (0)4me _a)4m222):0. (C7C)
EIEI,  GFEI,  GFEI, | EIEI,
Uz & = p* dobiva se polinom &etvrtog stupnja:
P(&)=a&* +b&E +c& +dE +e, (C.8)
gdje su:
a=1 (C.92)
2
_em Gl (C.9b)
GF EI,
2 *
co_omy B, O (C.9¢)
EI EI,\ m GF
2 2. 2 *
_o'm Glt+a) mz l—J’” (C.9d)
El, | EI  GF mz’
a)4m * 2
= J, - . C.9¢
EIEIW( m T ) (€.9)
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Pretpostavi li se, analogno rjeSenju raspregnutih vibracija [77, 78], da su dva korijena

polinoma pozitivna, a dva negativna:

£>0
£ >0
£ <0
£, <0

vrijedi:

(C.10)

JE
Pra=EE =t7 (C.11)

tako da se, prema izrazu (C.2), progib savijanja moze predstaviti u sljede¢em obliku:

W= A"+ A e v A e + A e T+ A e+ Aje ™ + A e + Age ™. (C.12a)

"5 = cosh kx, +sinh kx,

e
—key o

e =coshkx, —sinh kx, (C.13)
e

e

“ =coska +isinka

ik
—ika

=coska —isinka
slijedi:
w, = Alv(cosh 1x +sinh 77x)+ sz(cosh 7x —sinh 77x)+ A3' (cosh xx+sinh ;(x)+
+ A4, (cosh g —sinh yx)+ 4, (cos s +isin ax)+ 4, (cos xox —isin ax)+
+ A, (cos Ax + isin Ax )+ 4, (cos Ax—isin Ax), (C.12b)
§to, nakon sredivanja daje:
w, = A sinhnx + A4, coshnx + A4, sinh yx + A4, cosh yx + A, sin xx + A, cos xx +

+ A4, sin Ax + A; cos Ax . (C.12¢)

Konstanta integracije B moZe se, na osnovi jednadzbe (C.4a), izraziti kao:

le( 1521 p4+p2E[—le=1P(p)A, (C.14)
z\wm GF z

gdje je:
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El , ., EI
Plp)= +p0°——1. C.15
(p) el e (C.15)

Kut uvijanja, prema jednadzbi (C.3), uz ukljuéivanje izraza (C.12¢) i (C.15), glasi:

v, = 1 P(n)(4, sinh7x + A4, coshrx )+ 1 P(x X4, sinh yx+ 4, cosh yx)+
z z

+ lP(K)(A5 sin xx + A4, cos KX )+ lP(/i)(A7 sin Ax + 4 cos Ax). (C.16)
z z

Za slobodne krajeve nosaca i sprijeeno vitoperenje vrijede sljedeci rubni uvjeti:

M=0
w2270 (C.17a)
u=0
M, =0

$to se svodi na:

x=4 A (C.17b)

Simetriéni oblici
Neparne konstante integracije A;, A3, As 1 A7 jednake su nuli, tako da je progib
savijanja:
w, = A, coshnx+ A4, cosh yx + A, coskx + A, cos Ax, (C.18)

a kut uvijanja:

v, = lP(77)A2 coshrmx + lP(;{)A4 cosh yx + lP(/()A6 COS KX + lP(/I)A8 cos Ax. (C.19)
z z z z

Zadovoljavanje rubnih uvjeta (C.17) rezultira sljede¢im jednadzbama:

7’4, coshmx+ y* A, cosh yx —x” A, cos s — A* Ag cos Ax = 0 (C.20a)
17’ A, sinhmx + y° 4, sinh yx + & A, sin &+ 4" A, sin Ax = 0 (C.20b)
77P(77)Al2 sinh7x + ;(P(;()A4 sinh yx — KP(K)A6 sin xx — /1P(/1)A8 sinAx=0 (C.20c)
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17°P(n)4, sinhx + ° P( )4, sinh yx + & P(x) 4, sin sox + A P(A) 4, sin Ax = 0, (C.204d)

§to se moze prikazati i u matricnom obliku:

n’ coshnx z° cosh yx — K7 coskx ~Acosix |[4

[N

n’ sinh7px y sinh yx K sin kx A’ sin Ax A
nP(n)sinhmx  yP(y)sinh px  —xP(x)sinee  — AP(A)sin Ax || 4
773P(77)sinh mx ZSP(/’{)Sil’lh xx KSP(K)sin KX /13P(/1)sin Ax || 4

=

={0}. (C.21)

=N

Antisimetric¢ni oblici
Analogno opisanom postupku , uz izjednacavanje parnih konstanti integracije 4>, A4,
Ags 1 Ags nulom, dolazi se do sljedeée matri¢ne jednadzbe:
n* sinh 7x z° sinh yx — i’ sinkx ~Asinx || 4
n’ coshmx 7 cosh yx — K’ COS KX ~Acosix ||4, _p).  (C22)
nP(n)coshmx  yP(y)cosh yx  &P(x)cos xx AP(A)cos Ax || 4s
n°P(n)coshnx  y*P(y)cosh yx  —x*P(x)cosrx  — 2 P(A)cos Ax || 4

Oba navedena problema vlastitih vrijednosti, u sprezi s polinomom (c.8), rjesavaju se

numeri¢kim metodama [45]. Energetski postupak objasnjen je u [77, 78].
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