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Predgovor

Tehnologija oblikovanja deformiranjem danas ima za cilj iz minimuma

utro�senog materijala, masovno proizvoditi elemente konstrukcija maksimalne

speci��cne �cvrsto�ce i krutosti. Temelje�ci se na fenomenu o�cvr�s�cenja, postupci

oblikovanja deformiranjem prvi su u postizanju navedenog cilja.

Me�du doti�cnima, istaknuto mjesto zauzima postupak oblikovanja tlakom

hidrauli�cnog medija ili hidrooblikovanje. Kontinuirano djeluju�ci na povr�sinu

oblikovanog elementa, tlak u svim njenim dijelovima inducira deformaciju. Na taj

na�cin, kumulativna deformacija i kumulativno o�cvr�s�cenje, vi�sestruko nadma�suju

onu deformaciju i ono o�cvr�s�cenje ostvarivo konvencionalnim postupcima

oblikovanja deformiranjem.

Kako bi bilo mogu�ce ovladati hidrooblikovanjem, potrebno je kvantitativno

prevladati raskorak izme�du znanstvene ideje i kona�cnog proizvoda. S tim

ciljem uvedena je, po saznanjima autora, nova metoda snimanja krivulje

plasti�cnog te�cenja, pod nazivom "Modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje na sferi".

Krivulja te�cenja snimljena ovom metodom, podesna je za kvanti�kaciju pona�sanja

materijala u plasti�cnom podru�cju pri hidrooblikovanju, osobito ako se uz sami

postupak provodi i ra�cunalna simulacija.

Ipak, ovo je tek prvi napor i sama predlo�zena metoda zahtijeva daljnju razradu

kako bi "novost" za�zivjela i u teoriji i u praksi.

Zagreb, svibanj 2009. Marko�Skunca dipl. ing.
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Sa�zetak

U radu je predlo�zena nova metoda snimanja krivulje plasti�cnog te�cenja pod

nazivom modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje na sferi . Metoda je izvedena

iz postupka hidrauli�cnog udubljivanja. Na napravi izra�denoj za oba navedena

postupka, snimljene su krivulje plasti�cnog te�cenja aluminijskog lima. Kako

bi se mogle usporediti dvije metode, izvedeni su za to prikladni izrazi; za

kinematiku i pripadaju�ca naprezanja. U oba slu�caja kori�stena je pretpostavka

membranskih naprezanja u limu i izvedeni su uvjeti plasti�cnog te�cenja, neophodni

za snimanje krivulje plasti�cnog te�cenja. Usporedbom kori�stenih metoda ukazano

je na prednosti modi�cirane metode. Uz analiti�cki pristup problemu te

provedene eksperimente, rezultati su modelirani i metodom kona�cnih elemenata.

Modi�cirani postupak se pokazao primjerenim i za provjeru numeri�ckog modela,

jer omogu�cava izravno mjerenje naprezanja u materijalu �sto nije mogu�ce kod

klasi�cnog hidrauli�cnog udubljivanja.

Klju�cne rije�ci: hidrauli�cno udubljivanje, krivulja plasti�cnog te�cenja,

modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje, oblikovanje lima,

ravninski napregnuto stanje, membranska naprezanja
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Summary

In the paper, an original method of the stress-strain diagram acquisition

named modi�ed hydraulic bulging on the sphere is introduced. The method

has been derived from the hydraulic bulging test. True stress-strain curves were

established for aluminium sheet on the experimental apparatus designed for both

methods. For the purpose of comparing the two research methods, appropriate

expressions, i.e. expressions for kinematics and particular equivalent stresses,

were derived. In both cases, the assumption of the membrane stress state was

used and the 
ow rule was determined, which was necessary for establishing the

true stress-strain curve. The comparison between the used methods has shown

the advantages of the modi�ed method. Besides the analytical approach and

the conducted experiments, the results were modelled using the �nite element

method. The modi�ed method has proved to be adequate for checking the

numerical model, because it enables direct experimental measurement of the true

stresses in the material, which cannot be done when the classical hydraulic bulging

test is used.

Keywords: hydraulic bulging, true stress-strain diagram, modi�ed hydraulic

bulginig, sheet metal forming, plane stress, membrane stress
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Poglavlje 1.

Uvod

1.1. De�nicija problema i pregled dosada�snjih
saznanja

Suvremeni proizvodni postupci, vi�se nego ikada ranije, uvjetovani su nizom

netehni�ckih normi, propisa i zakona. Primarni uzrok tomu su cijene materijala

u vidu zahtjeva za pove�canjem speci��cne �cvrsto�ce konstrukcija te briga za

�covjeka i okoli�s, koja sve vi�se poprima pravnu formu [1]. Postavljaju se

zahtjevi da se �zeljena mehani�cka svojstva moraju posti�ci ili �cak prema�siti, i

to utro�skom manje mase materijala. Novi materijali omogu�cavaju postizanje

navedenih ciljeva, ali zahtijevaju nova znanja u izradi alata. Jedan od

takvih postupaka je hidrooblikovanje. Teorijski prou�cavano jo�s 1950.[2] s

eksperimentalno utvr�denim prednostima u postupcima oblikovanja lima [3], �siru

primjenu je ovaj postupak na�sao tek danas u automobilskoj industriji, posebice

uvo�denjem novih materijala. Smanjena oblikovljivost doti�cnih materijala u

okvirima do tada poznatih postupaka, kao �sto je duboko vu�cenje ili rastezno

oblikovanje, nametnula je potrebu implementacije postupka hidrooblikovanja.

Rezultat je smanjenje cjelokupne mase vozila uz istovremeno pove�canje aktivne i

pasivne sigurnosti.

Postupak hidrooblikovanja, odnosno deformiranja lima tlakom hidrauli�cnog

medija, karakterizira membranski napregnuto stanje [3], [4]. Takvo napregnuto

stanje, iako dominantno u podru�cju vla�cnih naprezanja, povoljno utje�ce na

oblikovljivost materijala. Kontinuirano djelovanje hidrauli�cnog medija na

tla�cenu povr�sinu platine (polazna geometrija odnosno krojeni lim), omogu�cava

ujedna�ceno deformiranje i istovremeno te�cenje svih njenih segmenata. To

rezultira ujedna�cenijom raspodjelom debljine izratka, a kumulativna deformacija

je velika unato�c nepovoljnoj shemi napregnutog stanja [5].
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Poput nekih drugih postupaka (kovanje, savijanje...), razlikuje se slobodno

i hidrooblikovanje u gravuri. Kod slobodnog hidrooblikovanja, materijal te�ce

neometano stjenkama gravure. Kod hidrooblikovanja u gravuri obradak poprima

geometriju gravure. Ipak, te�cenje materijala i unutar gravure je slobodno, sve

dok materijal ne dotakne stjenku gravure. Prema istra�zivanjima [6] pokazalo se,

kako je upravo faza slobodnog hidrooblikovanja u gravuri, klju�cna za kona�cnu

distribuciju debljine izratka. Uz navedeno, isti eksperimenti su pokazali kako se

u trenutku kada lim dotakne stjenku alata, deformiranje odvija u dijelu gdje jo�s

nije ostvaren kontakt.

Obzirom da je primjena postupka hidrooblikovanja novijeg datuma, podru�cje

njegove potencijalne implementacije je veliko, a iskustva u izradi alata skromna,

istra�zivanja koja se poduzimaju usavr�savaju eksperimentalne [7] i numeri�cke

[8] postupke i metode. Krajnji cilj je proizvodnja bez izrade prototipova

[9], odnosno modeli koji �ce biti u stanju sa �sto ve�cim stupnjem pouzdanosti

modelirati hidrooblikovanje zadane geometrije. U tu svrhu potrebno je razvijati

eksperimentalne metode koje �ce omogu�citi snimanje krivulje plasti�cnog te�cenja

pri kompleksnim shemama napregnutog stanja.

Ve�c je niz autora izdvojio hidrauli�cno udubljivanje u kru�znom otvoru, kao

paradigmu idealnog procesa oblikovanja [10], [11]. Uz navedeno, hidrauli�cno

udubljivanje je mogu�ce koristiti i kao metodu snimanja krivulje plasti�cnog

te�cenja. Ipak, zbog niza pote�sko�ca [12] ovaj postupak jo�s nije nai�sao na

�siru primjenu u snimanju ove konstitutivne krivulje za postupke oblikovanja

lima a posebno hidrauli�cnog oblikovanja. Osobito se ovi prijepori odnose

na nemogu�cnost pouzdanog odre�divanja polja deformacije i naprezanja �cija

nelinearna me�duzavisnost ote�zava interpretaciju mjerenih rezultata [7], [13].

Umno�zavanjem postupaka oblikovanja lima u kojima dominira deformacija

ostvarena kontinuiranim optere�cenjem, [14], [15], [16], metoda hidrauli�cnog

udubljivanja dobiva na zna�cenju. Temelje�ci se na teoriji ljusaka [2], [4], uz

odgovaraju�ce eksperimentalne aproksimacije [12], snimanje krivulje plasti�cnog

te�cenja hidrauli�cnim udubljivanjem se unaprije �duje i poku�sava razviti u

standardnu metodu.

1.2. Hipoteza rada

Nedostatak metode hidrauli�cnog udubljivanja je nemogu�cnost odre�divanja

naprezanja mjerenjem sile na poznatom presjeku, a koje je neophodno za
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odre�divanje naprezanja plasti�cnog te�cenja i snimanje krivulje plasti�cnog te�cenja.

Pote�sko�ce u odre�divanju kinematike hidrauli�cnog udubljivanja mjerenjem

geometrije ispup�cenja, najve�ca su prepreka pouzdanom povezivanju deformacije

i naprezanja. Pretpostavka je da se taj nedostatak u zna�cajnoj mjeri otklanja

modi�ciranim hidrauli�cnim udubljivanjem na sferi (MHU na sferi), te da metoda

daje eksperimentalno pouzdan i potpun skup podataka potrebnih za snimanje

krivulje plasti�cnog te�cenja materijala u obliku lima.

Mjerenja na napravi za modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje na sferi, trebala

bi osigurati istovremeno mjerenje naprezanja plasti�cnog te�cenja i deformacija u tri

to�cke, odnosno jednim mjerenjem bi se moglo odrediti tri to�cke krivulje te�cenja,

�sto nije slu�caj niti kod metode po Siebel-Schwaigereru [17], a niti kod metode

po Rastagaevu [18]. Kod prve to�cke mjerenja pri modi�ciranom hidrauli�cnom

udubljivanju, koja se nalazi na obodu kontakta sfera-lim, poznati su i cirkularni i

meridijanski polumjer zakrivljenosti, �sto uz poznavanje meridijanskog naprezanja,

pojednostavnjuje izra�cun naprezanja plasti�cnog te�cenja u materijalu.

Kod druge to�cke mjerenja koja se tako�der nalazi na sferi postavljanjem uvjeta

ravnote�ze te ekstrapolacijom iz prve to�cke mjerenja, dobivati �ce se krivulja te�cenja

za ve�ce stupnjeve deformacije unato�c postojanju kontakta sfera-lim.

Pretpostavka o raspodijeli tlaka na kontaktnoj povr�sini sfera - lim, pru�ziti

�ce mogu�cnost snimanja tre�ce to�cke krivulje plasti�cnog te�cenja. Navedenim

�ce rad upotpuniti napore istra�ziva�ca u razmatranju problema kontakta i

kalibracije geometrije u posljednjoj fazi hidrooblikovanja; kako kod modi�ciranog

hidrauli�cnog udubljivanja, tako i kod drugih postupaka oblikovanja lima, u

kojima dominira ravninsko stanje naprezanja1. Razmatraju�ci istovremeno

te�cenje materijala u svim to�ckama slobodne deformiraju�ce povr�sine, a i u

podru�cju kontakta sa sferom, razmatrana metoda �ce omogu�citi bolje poznavanje

pripadaju�cih polja naprezanja i deformacija. Navedeno je istovremeno i sredstvo i

cilj projektiranja svih, a osobito novijih postupaka oblikovanja, materijala s ve�cim

eksponentom o�cvr�s�cenja.

1.3. Metodologija rada

Prilikom izrade rada, u Laboratoriju za oblikovanje deformiranjem, konstruirana

je i izra�dena naprava za hidrauli�cno udubljivanje i modi�cirano hidrauli�cno

udubljivanje na sferi. Akvizicija mjerenih podataka izvedena je se digitalnim

1razmatrano membransko naprezanje, poseban je slu�caj ravninskog stanja naprezanja
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manometrom i ekstenzometrom za hidrauli�cno udubljivanje, te digitalnim

manometrom i dinamometrom za modi�cirano udubljivanje na sferi. U oba

slu�caja kori�stena je posebno izra�dena mikrometarska mjerna potkova ve�cih

gabarita, kako bi se otklonila potreba za rezanjem udubljenog uzorka.

Ova, prema saznanjima autora prva, do sada neprimijenjena aplikacija

modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja na sferi u cilju snimanja krivulje

plasti�cnog te�cenja, izvedena je samo za jedan materijal; aluminij tvorni�cke

kvalitete Al99.5, kako bi se minimizirao utjecaj materijala kod razrade ove jo�s

nove metode.

Naposljetku izra�den je numeri�cki model obiju metoda u MSC Marc Mentat-u,

te su veri�cirane i uspore�dene sve eksperimentalno mjerene veli�cine, a osobito

krivulja plasti�cnog te�cenja dobivena klasi�cnim i modi�ciranim hidrauli�cnim

udubljivanjem na sferi.

1.4. O�cekivani doprinos

Modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje na sferi, trebalo bi predstavljati originalnu

i pouzdaniju metodu snimanja krivulje plasti�cnog te�cenja materijala u obliku

lima. O�cekuje se bolje podudaranje, odnosno ekstrapolacija sa krivuljama

te�cenja snimljenima vla�cnom metodom. Navedeno bi trebalo rezultirati to�cnijom

krivuljom plasti�cnog te�cenja; a time i olak�sati ispravno modeliranje i projektiranje

postupaka oblikovanja i pripadaju�cih alata.

Osobit doprinos se o�cekuje na podru�cju modeliranja slobodnog oblikovanja

tlakom hidrauli�cnog medija, obzirom na malu pozornost koju istra�ziva�ci posve�cuju

upravo razmatranoj kategoriji kvantitativnih ispitivanja duktilnosti materijala u

obliku lima [9]. Modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje na sferi bi trebalo uvelike

pomo�ci u kalibraciji programskih paketa za modeliranje velikih deformacija,

gdje se uz rje�savanje problema mehanike kontinuuma, paralelno rje�sava niz

speci��cnih algoritamskih problema, vezanih uz primjenjivost numeri�ckih metoda

u in�zenjerskoj praksi [8].
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Poglavlje 2.

Hidrauli�cno udubljivanje

2.1. Oblikovanje lima

Uz klasi�cne postupke oblikovanja deformiranjem [17], postoji cijeli niz

nekonvencionalnih postupaka oblikovanja, koji se jo�s nazivaju i naprednim

postupcima oblikovanja [15, 14, 16]. Pridjev suvremenosti pojedinim postupcima

oblikovanja deformiranjem osim kori�stenja numeri�cke kontrole [19], daje primjena

�zikalnih fenomena u postupcima kao �sto su; oblikovanje laserom [20], oblikovanje

viskoplasti�cnim medijem [21] ili pak oblikovanje tlakom hidrauli�cnog medija [22].

Postoje �cak i kombinacije numeri�ckog vo�denja i �zikalnih fenomena u postupcima

kakav je opisan u [23]. Zajedni�cko svim navedenim postupcima je da se doti�cnima

obra�duju prvenstveno limovi od najrazli�citijih materijala. Dominacija panelnih

nad masivnim elementima konstrukcija, ima svoje najja�ce upori�ste u cijeni

metalnih materijala i njenom rastu po�cetkom 21. stolje�ca. Ve�ze li se uz navedeno

i potro�snja energenata vezana na masu vozila, dominacija lima i pripadaju�cih

postupaka oblikovanja deformiranjem biva potpuno razumljiva.

2.2. Smjer istra�zivanja

Ovaj rad vezan je na postupke oblikovanja lima tlakom hidrauli�cnog medija.

Pri tom se koristi matemati�cka teorija plasti�cnosti, razmatraju�ci �zikalno

o�citovanje hidrauli�cnog medija samo na makrorazini [24]. U tu svrhu prou�cavanja

odabranog aluminijskog lima, konstruirana je naprava za klasi�cno i modi�cirano

hidrauli�cno udubljivanje na sferi. Postupak klasi�cnog hidrauli�cnog udubljivanja

ve�c je dobro poznat i obra�den u literaturi, dok je modi�cirano hidrauli�cno

udubljivanje na sferi, prema trenutnim saznanjima autora, do sada nepoznati

postupak snimanja krivulje plasti�cnog te�cenja.
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Slika 2.1: Osnovni pojmovi osnosimetri�cne ljuske koji se javljaju u
izrazima za naprezanje i deformaciju

Na slici 2.2. Shematski je prikazan klasi�cni postupak hidrauli�cnog udubljivanja

namijenjenog snimanju krivulje plasti�cnog te�cenja. Radijus prstenaa = 60 mm.

2.3. Teorijske osnove hidrauli�cnog udubljivanja

2.3.1. Membranske sile u osnosimetri�cnim ljuskama

Osnosimetri�cna ljuska nastaje rotacijom ravninske krivulje, odnosno meridijana

oko osi X , slika 2.1. [4]. Na taj na�cin nastalu dvostruko zakrivljenu povr�sinu

karakteriziraju; meridijanski polumjer zakrivljenosti rm i cirkularni polumjer

zakrivljenosti r c. Oba polumjera zakrivljenosti razmatrane to�cke, npr. to�ckeA,

le�ze na istome pravcup. Ovaj pravac se poklapa s normalom razmatrane to�cke

i le�zi u meridijanskoj ravnini. Kod osnosimetri�cnih ljusaka sredi�ste cirkularnog

polumjera zakrivljenostiSc uvijek le�zi na osi simetrije X . Sredi�ste meridijanskoga

polumjera zakrivljenosti Sm le�zi bilo gdje na pravcu p, zavisno o geometriji

ravninske krivulje kojom je inducirana osnosimetri�cna ljuska.

Kao posljedica djelovanja tlakap na konkavnoj strani cirkularnog radijusa

r c, na diferencijalni element ljuske djeluju dva, me�dusobno okomita vla�cna

naprezanja; meridijansko naprezanje� m i cirkularno naprezanje � c. Ovo su

ujedno i glavna naprezanja na diferencijalnome elementu ljuske, a prikazana su

na slici 2.1.
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Ako su zadovoljeni sljede�ci uvjeti prema [4]:

1. Da je ljuska tanka, odnosno da polumjeri zakrivljenostirm i r c i debljina s

zadovoljavaju sljede�ci uvjet

s
rm

�
1
20

;
s
r c

�
1
20

(2.1)

2. Da je promjena optere�cenja du�z meridijana postupna

j
Dr 2

c

Es
d4pn

dl4
j << jpn j (2.2)

gdje je D 
eksijska krutost ljuske D = Es3=12(1� � 2), pn tlak koji djeluje

na ljusku i dl diferencijal duljine u meridijanskoj ravnini.

3. Promjena polumjera zakrivljenosti je blaga

j
Dr 2

c

Es
d4

dl4
1

rm
j << j

1
rm

j (2.3)

tada u ljusci vlada membransko naprezanje, a za naprezanja� m i � c ka�ze se

da su membranska naprezanja. Postavljaju�ci uvjete ravnote�ze na diferencijalni

element membrane dobivaju se diferencijalne jednad�zbe �cije rje�senje jejednad�zba

Slika 2.2: Shema hidrauli�cnog udubljivanja prema [2]
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membrane1 (2.4).

� m

rm
+

� c

r c
=

p
s

(2.4)

gdje je p tlak koji djeluje s konkavne strane cirkularnog radijusa ljuske, dok jes

debljina ljuske.

2.4. Kinematika hidrauli�cnog udubljivanja

2.4.1. Izra�cun deformacije po Hill-u

Jo�s kod prvih teorijskih i eksperimentalnih razmatranja hidrauli�cnog udubljivanja

[25, 2, 3, 26], pretpostavljena je te eksperimentalno potvr�dena sferna geometrija

ispup�cenja i najve�ca deformacija na polu ispup�cenja P. Uz navedeno

pretpostavljena je deformacija ljuske pri kojoj se ne javlja savijanje, odnosno

pretpostavlja se membransko stanje naprezanja u ljusci. Kao specijalan slu�caj u

radu [2], pretpostavljena je jednakost meridijanske i cirkularne deformacije, koja

�ce biti kori�stena i u ovome radu, odnosno

� n > � m = � c : (2.5)

Koriste�ci navedenu pretpostavku, geometrijskom analizom hidrauli�cnog udubljivanja,

navedenom u dodatku7.3., dobiva se jednostavan algebarski izraz za raspodjelu

konvencionalne cirkularne deformacije.

� c =
hz
a2

(2.6)

Gdje je z aksijalna koordinata promatrane to�cke na ispup�cenju,a radijus otvora

udubljivanja i h trenutno najve�ca visina ispup�cenja. Veza izme�du konvencionalne

i logaritamske deformacije opisana u dodatku7.1. glasi

' = ln(1 + � ) (2.7)

daje

' c = ln(1 + � c) : (2.8)
1Izvod jednad�zbe membrane dan je u dodatku7.2.
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Hipoteza o nestla�civosti izra�zena s pomo�cu logaritamske deformacije glasi

' c + ' m + ' n = 0 (2.9)

Uvrste li se izraz (2.8) i pretpostavka (2.5) u jednad�zbu (2.9), dobiva se izraz za

raspodjelu logaritamske normalne deformacije' n .

' n = � 2 ln(1 +
hz
a2

) (2.10)

Kod snimanja krivulje plasti�cnog te�cenja deformacija na polu ispup�cenjaP dobiva

se uvr�stavanjem z = h u jednad�zbu (2.10). Izraz za logaritamsku normalnu

deformaciju kod hidrauli�cnog udubljivanja po Hill-u [2] glasi

' n;Hill = � 2ln[1 + (
h
a

)2)] (2.11)

a izveden je u dodatku7.3.. Jednad�zba (2.11), koristit �ce se za odre�divanje

deformacije kod snimanja krivulje plasti�cnog te�cenja hidrauli�cnim udubljivanjem.

Na ovaj na�cin izra�cunata logaritamska deformacija identi�cna je deformaciji kod

snimanja krivulje plasti�cnog te�cenja sabijanjem valjaka kako je ve�c pokazano [27].

2.4.2. Ekvivalentna konvencionalna deformacija

Ekvivalentna deformacija je skalarna veli�cina koja se na �zikalno prihvatljiv na�cin

izra�cunava iz pripadaju�ceg tenzora. Na ovaj na�cin se u povezivanju deformacije

i naprezanja, pri snimanju krivulje plasti�cnog te�cenja, dobiva na jednostavnosti

jer se namjesto tenzorom barata deformacijom kao skalarnom veli�cinom.

Obzirom da je postupak deformiranja primjereno promatrati kao proces

kontinuiranog smicanja materijala bez naru�savanja kontinuiteta i kompatibilnosti

kontinuuma1, prva skalarna veli�cina izvedena iz devijatora male deformacije je

intenzitet kutne deformacije �

� = 2
q

jI 2(eij )j (2.12)

1Pod kompatibilno�s�cu se podrazumijeva analiti�cki de�niran uvjet kompatibilnosti [24] koji je
dan u dodatku 7.6., dok o�cuvanje kontinuiteta podrazumijeva izostanak napukline ili pukotine
koji se kao diskontinuitet analiti�cki opisuje alatima mehanike loma.
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Gdje je I 2(eij ) druga invarijanta devijatora male deformacije, dana u dodatku

7.4.. Izra�zen preko komponenata tenzora male deformacije, intenzitet kutne

deformacije iznosi

� =

r
2
3

r

(� x � � y)2 + ( � x � � y)2 + ( � x � � y)2 +
3
2

(
 2
xy + 
 2

xz + 
 2
yz) (2.13)

u slu�caju �cistog smicanja � x = � y = � z = 
 xz = 
 yz = 0 
 xy = 
 intenzitet

kutne deformacije jednak je kutnoj deformaciji

� = 
 (2.14)

Faktor proporcionalnosti 2 u izrazu (2.12) odabran je upravo tako da za slu�caj

�cistog smicanja intenzitet kutne deformacije bude jednak kutnoj deformaciji.

Na sli�can na�cin de�nira se i ekvivalentna konvencionalna deformacija� ekv koja

je proporcionalna intenzitetu kutne deformacije odnosno

� ekv � � (2.15)

Kako bi se na mjesto � mogao staviti znak jednakosti, odabran je faktor

proporcionalnosti 1=
p

3 koji za slu�caj �cistog sabijanja ili istezanja 
 xy = 
 xz =


 yz = 0 uz � x = � i � y = � z = � 0; 5 � daje

� ekv = � (2.16)

pa izraz za ekvivalentnu deformaciju glasi

� ekv =
1

p
3

� (2.17)

raspisan po komponentama tenzora male deformacije

� ekv =

p
2

3

r

(� x � � y)2 + ( � x � � z)2 + ( � y � � z)2 +
3
2

(
 2
xy + 
 2

xz + 
 2
yz) (2.18)

dok se izra�zavanjem preko glavnih deformacija� 1, � 2 i � 3 dobiva

� ekv =

p
2

3

p
(� 1 � � 2)2 + ( � 1 � � 3)2 + ( � 2 � � 3)2 (2.19)
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u poop�cenom izrazu preko druge invarijante devijatora deformacije dobiva se

� ekv =
2

p
3

q
jI 2(eij )j (2.20)

odnosno

� ekv =

r
2
3

eij eij : (2.21)

Gdje je eij devijator male deformacije.

2.4.3. Ekvivalentna logaritamska deformacija

Obzirom da izrazi za ekvivalentnu konvencionalnu deformaciju (2.17)-(2.21)

vrijede samo za male deformacije1 � 1, � 2 i � 3 << 1, potrebno je koristiti

ekvivalentnu logaritamsku deformaciju koja �ce pokriti podru�cje velikih

deformacija pri snimanju krivulje plasti�cnog te�cenja.

U tu svrhu koristit �ce se de�nicija tenzora logaritamske ili prirodne deformacije

kako ju je uveo Hencky prema [28]. Odnosno

H �
jk =

1
2

ln(B jk ) (2.22)

H �
jk = ln( Vjk ) (2.23)

gdje jeH �
jk Henckyev tenzor deformacije u prostornim koordinatama,B jk je lijevi

Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti iVjk je lijevi tenzor izdu�zenja2. Osim

izraza (2.22) - (2.23) poop�cenje logaritamske deformacije mogu�ce je izraziti i preko

Hencky-evog tenzora deformacije u materijalnim koordinatamaH jk odnosno

H jk =
1
2

ln(Cjk ) (2.24)

H jk = ln( Ujk ) (2.25)

Gdje je Cjk desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti aUjk je desni tenzor

izdu�zenja.

1Ovo je izravna posljedica �cinjenice da je izraz za ekvivalentnu deformaciju preuzet iz
mehanike kontinuuma elasti�cnih tijela

2navedene tenzorske relacije i pripadaju�ci tenzori obja�snjeni su u dodatku7.7.
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Kao poop�cenje logaritamske deformacije koristiti �ce se Hencky-ev tenzor

deformacije u prostornim koordinatama H �
jk , jer pretpostavlja se da je u

po�cetnome trenutku razmatrana nedeformirana geometrija poznata. Tako je

prema izrazu (2.23)

H �
jk = ln( Vjk ) (2.26)

Gdje tenzor izdu�zenosti Vjk ima jednozna�cno �zikalno zna�cenje opisano u

dodatku. Odabiru�ci koordinatni sustav tako da se njegove osi podudaraju s

glavnim pravcima1 tenzora Vij dobiva se

Vij =

0

B
B
@

� 1 0 0

0 � 2 0

0 0 � 3

1

C
C
A (2.27)

Gdje su � 1, � 2 i � 3 glavne vrijednosti tenzora izdu�zenja. Tada je prema izrazu

2.26

H �
jk =

0

B
B
@

ln(� 1) 0 0

0 ln(� 2) 0

0 0 ln(� 3)

1

C
C
A (2.28)

Odnosno mo�ze se logaritamsku deformaciju zapisati u tenzorskom obliku

' ij = H �
jk (2.29)

Sada je mogu�ce kao i kod konvencionalne deformacije izraziti ekvivalentnu

deformaciju preko druge invarijante tenzora logaritamske deformacijeI 2(' ij )

odnosno

' ekv �
q

jI 2(' ij )j (2.30)

gdje

I 2(' ij ) =
1
2

(' ii ' jj � ' ij ' ij ) (2.31)

1eksperimentalno se uvijek odabire mjerenje u sustavu glavnih osi kako bi mjerenje u
potpunosti obuhvatilo mjerenu veli�cinu. Mjerenje najve�ce glavne deformacije kod npr. vla�cnog
pokusa uz hipotezu o nestla�civosti koja daje iznos druga dva glavna naprezanja, u potpunosti
de�nira deformirano stanje tijela za svaku orijentaciju koordinatnoga sustava
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Uvrste li se glavne vrijednosti tenzora logaritamske deformacije' 1, ' 2 i ' 3

proizlazi

I 2(' ij ) =
1
2

(( ' 1 + ' 2 + ' 3)2 � ' 2
1 � ' 2

2 � ' 2
3) (2.32)

Kako je prema hipotezi o nestla�civosti medija' 1 + ' 2 + ' 3 = 0 proizlazi

I 2(' ij ) =
1
2

(� ' 2
1 � ' 2

2 � ' 2
3) (2.33)

Kako bi u izrazu (2.30) umjesto znaka proporcionalnosti� do�sao znak jednakosti,

odabrana je konstanta proporcionalnosti
p

4=
p

3 koja za metodu snimanja

krivulje te�cenja sabijanjem valjaka (Gubkin, Rastagaev) ekvivalentnu deformaciju

�cini jednakom logaritamskoj deformaciji visine valjaka' , odnosno

' ekv = j' j = ln
h0

h1
(2.34)

Pa izraz za ekvivalentnu logaritamsku deformaciju glasi

' ekv =

r
4
3

q
jI 2(' ij )j (2.35)

' ekv =

r
2
3

(' 2
1 + ' 2

2 + ' 2
3) (2.36)

Gdje su ' 1, ' 2 i ' 3 glavne vrijednosti tenzora logaritamske deformacije.

2.4.4. Dvije pretpostavke o shemi deformacija kod
hidrauli�cnog udubljivanja

Kod oba razmatrana postupka hidrauli�cnog udubljivanja; konvencionalnog i

modi�ciranog biti �ce u�cinjene dvije pretpostavke o stanju deformacija

1. Ravnomjerno ravninsko rastezanje u kojem je kao i po Hill-ovoj pretpostavci

cirkularna deformacija jednaka meridijanskoj' m = ' c

2. Ravninsko stanje deformacija u meridijanskoj ravnini kod kojeg se

pretpostavlja da je cirkularna deformacija jednaka nuli' c = 0
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Ova dva slu�caja ujedno su i krajnji slu�cajevi koji daju maksimalnu (ravninsko

stanje deformacija u meridijanskoj ravnini) i minimalnu ekvivalentnu deformaciju

(ravnomjerno ravninsko rastezanje). Navedeno je prikazano u dodatku7.8..

Tako je ekvivalentna deformacija za prvi slu�caj' m = ' c jednaka

' ekv1 = j' n j = ln
s0

s1
(2.37)

dok je za drugi slu�caj ' c = 0 ekvivalentna deformacija jednaka

' ekv2 =
2

p
3

j' n j =
2

p
3

ln
s0

s1
(2.38)

Navedeni izrazi omogu�cavaju jednostavan izra�cun ekvivalentne deformacije

mjerenjem samo kona�cne i po�cetne debljine lima. Na ovaj na�cin izra�cunata gornja

i donja granica obuhva�caju sve iznose ekvivalentnih deformacija koje se mogu

javiti u postupcima hidrauli�cnog udubljivanja, odnosno bez obzira na veli�cinu

faktora deformacije� 1.

2.5. Naprezanja kod hidrauli�cnog udubljivanja

2.5.1. Izra�cun ekvivalentnog naprezanja

Ure�deni par deformacije i naprezanja predstavlja jednu to�cku krivulje plasti�cnog

te�cenja. Za deformaciju kao tenzorsku veli�cinu odre�dena je ekvivalentna

logaritamska deformacija ' ekv, kao skalarna veli�cina, odnosno prvi �clan

spomenutog ure�denog para. Za naprezanje kao drugi �clan ure�denog para,

tako�der �ce se koristiti ekvivalentno naprezanje� ekv. Prema ve�c spomenutim

navodima [24, 30, 31, 32], za odre�divanje ekvivalentnog naprezanja klju�cna je

druga invarijanta devijatora naprezanjaI 2(sij ),

1Faktor deformacije [29] de�niran je kao kvocijent naprezanja � = ' 2=' 1 gdje su ' 1 i ' 2

deformacije u ravnini lima, za koje vrijedi ' 1 > ' 2
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I 2(sij ) = �
1
2

sij sij (2.39)

= � s1s2 � s2s3 � s3s1 (2.40)

=
1
6

�
(� 11 � � 22)2 + ( � 22 � � 33)2 + ( � 33 � � 11)2

�
+ � 2

12 + � 2
23 + � 2

31 (2.41)

=
1
6

�
(� 1 � � 2)2 + ( � 2 � � 3)2 + ( � 3 � � 1)2

�
(2.42)

= 1
3 I 1(� ij )2 � I 2(� ij ) (2.43)

gdje je sij devijator naprezanja, s1, s2 i s3 glavne vrijednosti devijatora

naprezanja, � ij tenzor naprezanja te � 1, � 2 i � 3 glavne vrijednosti tenzora

naprezanja.

Pomo�cu duge invarijante devijatora naprezanja de�nira se intenzitet smi�cnog

naprezanjaT kao

T =
q

jI 2(sij )j (2.44)

T =

r
1
6

[(� 11 � � 22)2 + ( � 22 � � 33)2 + ( � 33 � � 11)2 + 6( � 2
12 + � 2

23 + � 2
31)] (2.45)

ili preko glavnih naprezanja kao

T =

r
1
6

[(� 1 � � 2)2 + ( � 1 � � 3)2 + ( � 2 � � 3)2] (2.46)

Za �cisto smicanje� 1 = � , � 2 = 0 i � 3 = � � gdje je� smi�cno naprezanje, intenzitet

smi�cnog naprezanja jednak je smi�cnom naprezanju

T = � (2.47)

Ekvivalentno naprezanje� ekv de�nira se kao

� ekv =
p

3 T (2.48)
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kako bi za slu�caj jednoosnog napregnutog stanja� 22 = � 33 = � 12 = � 13 = � 23 = 0

uz � 11 = � bilo

� ekv = � (2.49)

raspisani izraz za ekvivalentno naprezanje preko glavnih naprezanja glasi

� ekv =

r
1
2

[(� 1 � � 2)2 + ( � 1 � � 3)2 + ( � 2 � � 3)2] (2.50)

Izraz (2.50) koristit �ce se u ovome radu za izra�cunavanje ekvivalentnog naprezanja

iz mjerenih i izra�cunatih vrijednosti glavnih naprezanja.

2.5.2. Jednakost cirkularnog i meridijanskog naprezanja
za proporcionalne postupke

Prema Levy-Missesovom zakonu te�cenja

d' ij = d�s ij (2.51)

Gdje je ' ij poop�ceni tenzor logaritamske deformacije,sij je devijator naprezanja

a d� � 0 neki neodre�deni in�nitezimalni skalarni faktor [ 33]. Pretpostavku da

je hidrauli�cno udubljivanje proporcionalan postupak1, mogu�ce je zapisati preko

faktora deformacije�

� =
' 2

' 1
= konst (2.52)

gdje su ' 1 i ' 2 ve�c spomenuta meridijanska i cirkularna deformacija

diferencijalnog elementa ljuske. Kod proporcionalnih postupaka mogu�ce je

diferencijal deformacije iz jednad�zbe (2.51), zamijeniti ukupnom deformacijom.

Odnosno Levy-Misses-ov zakon zapisati u sljede�coj formi

' ij = d�s ij (2.53)

1Kod proporcionalnih postupaka omjer glavnih deformacija je tijekom te�cenja konstantan.
Primjer proporcionalnog postupka je vla�cni test prije pojave vrata epruvete, sabijanje valjka do
pojave ba�cvanja i sl.
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razvijaju�ci jednad�zbu ( 2.53) po glavnim deformacijama i glavnim naprezanjima

�ciji se pravci u proporcionalnih postupaka podudaraju [29], dobiva se

' 1

s1
=

' 2

s2
(2.54)

uz pretpostavku da je ' 1 = ' 2 odnosno' m = ' c, proizlazi jednakost glavnih

komponenti devijatora naprezanjas1 = s2 u ravnini ljuske. Ove komponente

izra�zene preko glavnih naprezanja glase

s1 = � 1 � �� =
2� 1 � � 2

3
(2.55)

s2 = � 2 � �� =
2� 2 � � 1

3
(2.56)

Nakon izjedna�cavanja proizlazi da je

� 1 = � 2 (2.57)

Uvr�stavaju�ci dobiveno u izraz za ekvivalentno naprezanje (2.50), dobiva se

� ekv = � 1 = � 2. Kako je kod hidrauli�cnog udubljivanja pretpostavljeno ravninsko

stanje naprezanja kod kojega su� m i � c ujedno i glavna naprezanja� m = � 1 i

� c = � 2, izraz za ekvivalentno naprezanje kod hidrauli�cnog udubljivanja glasi

� ekv = � c = � m (2.58)

2.6. Snimanje krivulje plasti�cnog te�cenja
hidrauli�cnim udubljivanjem

Kod hidrauli�cnog udubljivanja po obodu u�cvr�s�cena rondela, slika 2.2, deformira

se pod djelovanjem tlaka hidrauli�cnog medijap. Do najve�ceg stanjenja dolazi

na polu ispup�cenja P. U doti�cnoj to�cci odre �duje se ure�deni par ekvivalentne

deformacije i ekvivalentnog naprezanja (' ekv; � ekv) odnosno jedna to�cka krivulje

plasti�cnog te�cenja.
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2.6.1. Uvjet plasti�cnog te�cenja

Obzirom da materijal kod hidrauli�cnog udubljivanja te�ce kako na polu tako i u

ostalim to�ckama slobodno deformiraju�ce povr�sine, ispunjen je uvjet plasti�cnog

te�cenja. Zbog univerzalnosti Von Misses-ovog uvjeta plasti�cnog te�cenja1,

pretpostavit �ce se kako je ispunjen doti�cni uvjet te�cenja �sto prema izrazu

(2.50) u matemati�ckom zapisu daje jednakost naprezanja plasti�cnog te�cenjakf i

ekvivalentnog naprezanja, odnosno

� ekv = kf (2.59)

Na ovaj na�cin izra�cunato naprezanje plasti�cnog te�cenja �ce biti kori�steno u

snimanju krivulje plasti�cnog te�cenja.

Iz jednad�zbe membrane (2.4), dokazane jednakosti cirkularnog i meridijanskog

naprezanja (2.57), njihove jednakosti ekvivalentnom naprezanju (2.58) te

prihva�cene jednakosti ekvivalentnog naprezanja i naprezanja plasti�cnog te�cenja

proizlazi

kf

rm
+

kf

r c
=

p
s

(2.60)

s obzirom da je pretpostavljena sferna geometrija ispup�cenja;rm = r c = r

naprezanje plasti�cnog te�cenja kod hidrauli�cnog udubljivanja mo�ze se eksplicitno

izraziti kao

kf =
rp
2s

(2.61)

p je tlak udubljivanja, s debljina stanjenog lima, ar radijus ispup�cenja. Izra�zen

kao funkcija visine ispup�cenja h i radijusa matrice udubljivanja a, radijus

zakrivljenosti ljuske odre�duje se izrazom

r =
1
2

(
a2

h
+ h) (2.62)

1U ve�cini �clanaka javlja se kao referentni uvjet te�cenja.
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Slika 2.3: Krivulja plasti�cnog te�cenja za �celik, bakar i aluminij,
idealizirani prikaz

2.6.2. Krivulja plasti�cnog te�cenja

Krivulja plasti�cnog te�cenja je krivulja koja povezuje prirodnu deformaciju ' [24]

i naprezanje plasti�cnog te�cenja kf [17]. Na slici 2.3 dan je idealizirani prikaz

tri krivulje te�cenja za tri naj�ce�s�ca tehni�cka materijala, zahva�cena tehnologijom

oblikovanja deformiranjem.

Postoji cijeli niz metoda namijenjen snimanju krivulja plasti�cnog te�cenja [30]

koje se razlikuju u na�cinu odre�divanja ure�denih parova ('; k f ). Slika 2.4prikazuje

krivulje te�cenja dobivene primjenom razli�citih metoda na istome materijalu
�C1120.

Kod klasi�cnog hidrauli�cnog udubljivanja na os apscisa dolazi ekvivalentna

deformacija ' ekv, koja je prema (2.37) jednaka normalnoj deformaciji

' ekv = ln
s0

s1
(2.63)

s0 je po�cetna a s1 kona�cna debljina lima na polu.

Na os ordinata dolazi naprezanje plasti�cnog te�cenjakf prema (2.61) i ( 2.62)

kf =
1
4

p
s1

(
a2

h
+ h) (2.64)

gdje su p izmjereni tlak oblikovanja, s1 kona�cna debljina lima na polu, a je

polumjer matrice hidrauli�cnog udubljivanja i h je izmjerena visina ispup�cenja.
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Slika 2.4: Krivulje plasti�cnog te�cenja za �celik �c1120 snimljene razli�citim
metodama; a - vla�cni pokus, b - tla�cni pokus obostranog
utiskivanja �ziga, c - tla�cni pokus sabijanja valjka ravnih
kontaktnih ploha, d - isto kao pod c ali s me�dufaznim
tokarenjem uzorka, e - tla�cni pokus sabijanja valjaka ravnih
kontaktnih ploha uzimaju�ci u obzir djeluju�ce trenje, f - metoda
uvijanja, g - metoda savijanja, preuzeto iz [34].

2.6.3. Krivulja plasti�cnog te�cenja - Hill

Na os apscisa dolazi ekvivalentna deformacija' ekv, koja je prema izrazu (2.37)

jednaka normalnoj deformaciji' n . Normalna deformacija prema Hill-u dana je

izrazom (2.11), odnosno

' ekv;Hill = ' n;Hill = 2ln[1 + (
h
a

)2)] (2.65)

Na os ordinata dolazi isto naprezanje plasti�cnog te�cenja kao i u izrazu (2.64).
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Poglavlje 3.

Modi�cirano hidrauli�cno
udubljivanje na sferi

Modi�kaciju hidrauli�cnog udubljivanja �cini sfera koja je smje�stena na osi

simetrije iznad deformiraju�ce rondele kako to prikazuje slika3.1. Na taj na�cin

sfera spre�cava slobodno hidrooblikovanje i inducira kompleksnu osnosimetri�cnu

geometriju, za koju je mogu�ce odrediti silu kojom deformiraju�ci lim priti�s�ce sferu

u smjeru osiX .

3.1. Kinematika modi�ciranog hidrauli�cnog
udubljivanja

Daleko slo�zenija kinematika modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja na sferi od

one hidrauli�cnog udubljivanja, name�ce pristup postavljanja hipoteze o mogu�cnosti

odre�divanja ekvivalentne deformacije u bilo kojoj to�cci lima mjerenjem samo

kona�cne debljine stijenke. U tome cilju �ce biti prihva�cena Hill-ova hipoteza

[2], o jednakosti cirkularne i meridijanske deformacije u to�ckamaO i K , dok

�ce se u to�cci najve�ceg stanjenja limaE postaviti hipoteza cirkularne deformacije

jednake ni�stici ' c = 0. U svim to�ckama deformiraju�ce povr�sine vrijedi hipoteza

o nestla�civosti kontinuuma pri oblikovanju deformiranjem1 .

Za pretpostavku ' m = ' c = ' m;c ve�c je u poglavlju 2.4.3. pokazano da je

ekvivalentna deformacija za ravnomjerno ravninsko rastezanje;' c = ' m , jednaka

' ekv1 = ' n (3.1)

1Iako promjena volumena poradi Poisson-ovog faktora� Al 99:5 = 0 :33 postoji u elasti�cnom
podru�cju, njen iznos je zanemariv za predmetna mjerenja u plasti�cnom podru�cju gdje se uzima
� = 0 :5
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Slika 3.1: Shema modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja.

Za pretpostavku ' c = 0 odnosno ravninsko stanje deformacija, ekvivalentna

deformacija je jednaka

' ekv =

r
2
3

(' 2
n + ' 2

m + ' 2
c) (3.2)

=

r
2
3

(' 2
n + ' 2

m ) (3.3)

prema hipotezi o jednakosti volumena;' n = � ' m

=

r
2
3

(' 2
n + ' 2

n ) (3.4)

=

r
2
3

(2' 2
n ) (3.5)

kako je ve�c pokazano u (2.38), ekvivalentna deformacija za ravninsko stanje

naprezanja jednaka je

' ekv2 =
2

p
3

j' n j (3.6)

Ova pretpostavka �ce se koristiti u to�cci E za izra�cun ekvivalentne deformacije.

To�cka E je mjesto najintenzivnijeg te�cenja materijala i najve�ceg stanjenja lima.
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Slika 3.2: Izravno mjereno naprezanje modi�ciranim udubljivanjem u
to�cci K . Sila F mjerena dinamometrom ugra�denim u napravu
za MHU. Debljina lima sK u to�cci K .

U izrazu za ' ekv2 (3.6) ' n je normalna deformacija izra�cunata mjerenjem

kona�cne debljine lima u to�cci E u kojoj se pretpostavlja cirkularna deformacija

jednaka 0. ' n = ln( s1)=(s0), gdje je s0 po�cetna debljina, a s1 kona�cna debljina

lima.

3.2. Naprezanja u to�cci K

Ure�deni par (' ekv1;K ; � ekv;K ) predstavlja jednu to�cku krivulje te�cenja snimljene

modi�ciranim hidrauli�cnim udubljivanjem. Za navedenu to�cku potrebno je

odrediti ekvivalentno naprezanje u to�cciK : � ekv;K .

Komponenta izmjerene sile u tangencijalnome smjeru to�ckeK , podijeljena

povr�sinom normalnog presjeka limaAK u to�cci K , daje to�can iznos meridijanskog

naprezanja u to�cci K , � m;K , odnosno:

� m;K =
FK

AK
(3.7)
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� m;K =
F

AK sin#K
(3.8)

=
F

�s K (2rK + sK rK R) sin #K
(3.9)

gdje je F sila izmjerena prstenastim dinamometrom,sK je debljina lima u to�cci

K , rK udaljenost to�cke K od osi simetrije i R je radijus sfere. Kut #K prema

slici 3.2 jednak

#K = arcsin
rK

R
(3.10)

Osim meridijanskog naprezanja, za odre�divanje ekvivalentnoga potrebno je

poznavati cirkularno i normalno naprezanje.

Cirkularno naprezanje odre�duje se kori�stenjem jednad�zbe membrane (2.4),

prema kojoj

� c;K =
pK

sK
R � � m;K (3.11)

Tlak pK kao nepoznanicu odre�duje se iz pretpostavke, da na kontaktnoj povr�sini

sfere i lima djeluje kontaktni tlak pknt . Ovaj tlak se odre�duje dijeljenjem sileF

s povr�sinom horizontalnog presjeka kugle u to�cciK , odnosno povr�sinom kruga

radijusa rK
1. Na taj na�cin kontaktni tlak iznosi

pknt =
F

AK
=

4F
D 2

K �
(3.12)

Kako osim pknt djeluje i tlak p, rezultantni tlak pK koji ulazi u izraz (3.11)

odre�duje se izrazom

pK = pknt � p (3.13)

gdje je p manometrom o�citani tlak oblikovanja. Na ovaj na�cin odre�deno je

cirkularno naprezanje u to�cci K .
1Testirana je pretpostavka o raspodjeli kontaktnog tlaka p# = pMax e� # . Integracijom

odre�den pMax koji se javlja na osi simetrije davao je dvostruko ve�cu silu naprezanja plasti�cnog
te�cenja u to�cci O od o�cekivane. Naprotiv pretpostavka o hidrostatskoj raspodjeli kontaktnoga
tlaka na kontaktnoj povr�sini daje adekvatnu vrijednost naprezanja plasti�cnog te�cenja za
deformaciju u to�cci O.
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Normalno naprezanje u to�cci K odre�duje se prema pretpostavci koja je

kori�stena i u [27], kao aritmeti�cka sredina kontaktnoga tlakapknt i tlaka izmjerena

manometromp, odnosno

� n;K = �
1
2

(pknt + p) (3.14)

Negativnim predznakom ozna�ceno je tla�cno naprezanje dok su meridijansko i

cirkularno naprezanje vla�cna, pozitivna naprezanja.

Ekvivalentno naprezanje izra�cunava se ve�c ranije navedenim izrazom (2.50)

prema kori�stenoj nomenklaturi kao

� ekv;K =

r
1
2

[(� m;K � � c;K )2 + ( � m;K � � n;K )2 + ( � c;K � � n;K )2] (3.15)

Ure�deni par (' ekv;K ; � ekv;K ) predstavlja jednu to�cku krivulje te�cenja snimljenu

u to�cci K . Tablica 4.1 u poglavlju 4., prikazuje provedena mjerenja i izra�cun

deformacije i naprezanja prema gore navedenim izrazima, koji su neophodni za

snimanje krivulje plasti�cnog te�cenja u to�cci K . Segment krivulje te�cenja snimljen

u presjekuK ozna�cen je na slici4.8 kao segmentK .

3.3. Naprezanja u to�cci E

Obzirom da u to�cci K snimljena krivulja plasti�cnog te�cenja pokriva samo

logaritamsku deformaciju do 0; 22 < ' ekv;K < 0; 31, a najve�ca deformacija

pojavljuje se u to�cci E; 0; 35 < ' ekv;E < 0; 68, ekstrapolacijom naprezanja

odre�deno je ekvivalentno naprezanje u to�cci E; � ekv;E . Na ovaj na�cin

izra�cunavanjem ure�denog para (' ekv2;E ; � ekv;E ) dobivena je krivulja te�cenja

za ve�ce logaritamske deformacije kako u poglavlju4. prikazuje slika 4.8.

Drugim rije�cima krivulja je ekstrapolirana prema ve�cim stupnjevima logaritamske

deformacije; za 120%, odnosno segmentu K krivulje te�cenja prikazane na slici4.8

ekstrapoliran je segment E.

Za izra�cun ekvivalentne deformacije u presjeku ozna�cenom to�ckomE

pretpostavljeno je ' c = 0, pa je ekvivalentna deformacije prema izrazu (2.38)

jednaka1

1Za opre�cnu pretpostavku ' c = ' m u to�cci E ekvivalentna deformacija ' ekv 1;E =
ln(s0;E =s1;E ) je manja 13.4% od' ekv 2;E = 1 :155 ln(s0;E =s1;E ), pa su nepodudaranja segmenta
krivulje te�cenja snimljenog u to�cci K i segmenta krivulje te�cenja snimljenog u to�cci E znatna.
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Slika 3.3: Odre�divanje naprezanja u presjekuE, sile koje djeluju na
segmentu izme�du to�cke K i E .

' ekv2;E =
2

p
3

' n;E =
2

p
3

ln
s0;E

s1;E
(3.16)

gdje sus1;E kona�cna i s0;E po�cetna debljina lima u to�cci E.

Za odre�divanje ekvivalentnog naprezanja u to�cciE potrebno je prvo izra�cunati

meridijansko naprezanje u istoimenoj to�cci. S tim ciljem, postavljen je uvjet

ravnote�ze u radijalnome smjeru na segment deformiranog lima izme�du to�caka E

i K , kako to prikazuje slika3.3

Postavljanje ravnote�ze sila u radijalnome smjerur daje

X
Fr = 0 (3.17)

� FE cos(#E ) � Ftr cos(#) + Fp sin(#) + FK cos(#K ) = 0 (3.18)

Navedeno predo�cuje translacija segmentaSE sa slike4.8 u lijevo
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Kako je r = R sin(#) i dl = Rd#, sila zbog trenja kao drugi �clan izraza (3.18)

iznosi

Ftr cos(#) =
Z E

K
pK A� cos(#) =

Z E

K
pK 2�rdl� cos(#)

=
Z E

K
pK 2�R sin(#)Rd#� cos(#) = pK 2R2��

Z #E

#K

sin(#) cos(#)d#

= pK R2��
Z #E

#K

sin(2#)d#

= pK R2�� [cos(2#K ) � cos(2#E )]

Sila Fp sin(#) kao tre�ci �clan izraza ( 3.18) izra�cunava se

Fp sin(#) =
Z E

K
pK A sin(#) =

Z E

K
pK 2�rdl sin(#)

=
Z E

K
pK 2�R sin(#)Rd# cos(#) = pK 2R2�

Z #E

#K

sin2(#)d#

= 2pK R2�
Z #E

#K

sin2(#)d#

= 2pK R2� f [#K �
1
2

sin(2#K )] � [#E �
1
2

sin(2#E )]g

Eksplicitno izra�zena sila FE prema izrazu (3.18) nakon integracije glasi

FE =
1

cos(#E )
f FK cos(#K ) � pK R2�� [cos(2#K ) � cos(2#E )]

+2pK R2� f [#K �
1
2

sin(2#K )] � [#E �
1
2

sin(2#E )]gg

Naprezanje u to�cciE dobije se dijele�ci izra�cunatu silu FE s povr�sinom normalnog

presjeka limaAE u to�cci E

� m;E =
FE

AE
=

FE

�s E (2rE + sE rE R)
(3.19)

Kao i kod to�cke K , osim meridijanskog naprezanja, za odre�divanje ekvivalentnoga

potrebno je cirkularno i normalno naprezanje.

Cirkularno naprezanje odre�duje se iz jednad�zbe membrane (2.4). To jest

� c;E =
pK

sE
R � � m;E (3.20)
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Prema pretpostavci tlak u to�cci E isti je kao i tlak u to�cci K pa normalno

naprezanje� E izra�cunato kao aritmeti�cka sredina na lim djeluju�cih tlakova iznosi

� n;E = �
pknt + p

2
(3.21)

Ekvivalentno naprezanje izra�cunava se izrazom (2.50) koji za to�cku E glasi

� ekv;E =

r
1
2

[(� m;E � � c;E )2 + ( � m;E � � n;E )2 + ( � c;E � � n;E )2] (3.22)

Ure�deni par (' ekv;E ; � ekv;E ) predstavlja drugu to�cku krivulje te�cenja snimljenu

modi�ciranim hidrauli�cnim udubljivanjem. Tablica 4.1 u poglavlju 4. prikazuje

mjerenja i izra�cun prema gore navedenim izrazima, koji su neophodni za snimanje

krivulje plasti�cnog te�cenja u to�cci E. Segment krivulje te�cenja snimljen u presjeku

E ozna�cen je na slici4.8.
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3.4. Naprezanja u to�cci O

Pretpostavka o konstantnom, kontaktnome tlaku na kontaktnoj povr�sini lima

i kugle radijusa R daje mogu�cnost odre�divanja naprezanja plasti�cnog te�cenja i u

to�cci O. Iz jednad�zbe membrane (2.4)

� m

rm
+

� c

r c
=

p
s

i uz pretpostavku jednakosti cirkularnoga i meridijanskoga naprezanja u to�cciO,

te jednakosti meridijanskog i cirkularnog polumjera zakrivljenosti uz poznati tlak

i debljinu lima u to�cci O slijedi

� m;O

R
+

� c;O

R
=

pK

sO
(3.23)

uz � m;O = � c;O = � m;c;O proizlazi

� m;c;O =
pK

2sO
R (3.24)

Normalno naprezanje kao aritmeti�cka sredina tlakova na lim iznosi

� n;O = �
pknt + p

2
(3.25)

Ekvivalentno naprezanje izra�cunava se iz meridijanskog, cirkularnog i normalnog

naprezanja prema izrazu (2.50) koji nakon skra�civanja glasi

� ekv;O = j� m;c;O � � n;O j (3.26)

a deformacija prema identi�cnim izrazima kao i za to�cku K i E. Ure�deni par

(' ekv;O ; � ekv;O) predstavlja tre�cu to�cku krivulje te�cenja snimljenu modi�ciranim

hidrauli�cnim udubljivanjem. Tablica 4.1 u poglavlju 4. prikazuje mjerenja

s pripadaju�cim vrijednostima potrebnim za izra�cun to�caka krivulje plasti�cnog

te�cenja u to�cci O.

Ure�deni par (' ekv;O ; � ekv;O) predstavlja tre�cu to�cku krivulje te�cenja snimljenu

modi�ciranim hidrauli�cnim udubljivanjem, segment O na slici 4.8.
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Poglavlje 4.

Mjerenja

Mjerenja su izvedena na napravi namijenjenoj i klasi�cnom i modi�ciranom

hidrauli�cnom udubljivanju. Naprava je u cijelosti izra�dena u laboratoriju za

oblikovanje deformiranjem. Fotogra�ja 4.1 prikazuje izra�denu napravu. Slika

4.2 shematski prikazuje centralni dio alata doti�cne naprave, s pomo�cu kojeg se

odvija hidrauli�cno ili modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje.

Kod modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja u osi simetrije centralnog dijela

alata, nalazi se sfera koja predstavlja prepreku slobodnom oblikovanju lima kako

to prikazuje slika 4.2.b. Potonja modi�kacija; koja uklju�cuje sfernu prepreku,

prstenasti dinamometar i nosa�c sferne prepreke, jedina je razlika naprave u odnosu

na napravu za klasi�cno hidrauli�cno udubljivanje koja je prikazana na slici4.2.a.

Naprava je namijenjena mjerenjima na limovima debljine do 2 mm,

tlakovima do 100 bar, maksimalno 300 bar klasi�cnim i modi�ciranim hidrauli�cnim

udubljivanjem. Na slici 4.3 ozna�ceni su dijelovi hidrauli�cne sheme koja slu�zi

ostvarivanju navedenih tlakova hidrauli�cnog oblikovanja.

Utjecaj brzine deformacije, koja u hladnom stanju neznatno utje�ce na

o�cvr�s�cenje materijala [ 17], jo�s je vi�se umanjen malim protokom 
uida ostvarenim

ru�cnom pumpom. Ciklus udubljivanja, i klasi�cnog i modi�ciranog trajao je

minimalno 15 sekundi. Najintenzivnije stanjivanje lima u to�cci E nije linearno

i zato je potrebno razmotriti prirast deformacije izme�du dva, najve�ca tlaka

oblikovanja; p1 = 23 bar i p2 = 24 bar. Najve�ci izmjereni prirast logaritamske

deformacije izme�du ta dva tlaka je �' = 0; 16 Pretpostavi li se vremenski linearni

prirast tlaka od 0-24 bar tijekom 15 s, dobiva se da je vrijeme porasta tlaka s 23 na

24 bar �t = 15=24 = 0; 625 s. Dijele�ci najve�ci prirast deformacije s izra�cunatim

vremenom, dobiva se maksimalna brzina deformacije od _' = �'=�t = 0; 25s� 1

�sto je donja granica razmatranih brzina u atlasu krivulja te�cenja [18]. Na taj

na�cin je eliminiran upliv brzine deformacije prilikom razmatranja modi�ciranog
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Slika 4.1: Naprava za klasi�cno i modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje

hidrauli�cnog udubljivanja na sferi kao nove metode snimanja krivulje plasti�cnog

te�cenja.

4.1. Klasi�cno hidrauli�cno udubljivanje

Slika 4.5 prikazuje krivulju te�cenja snimljenu klasi�cnim hidrauli�cnim

udubljivanjem. Na slici su prikazane dvije krivulje; jedna s deformacijom

odre�denom po Hillu (2.65), a druga s deformacijom odre�denom mjerenjem

debljine na polu ispup�cenja (2.37). Ukupno su izvedena 24 mjerenja, za svaku od

osam prikazanih to�caka po krivulji, tri mjerenja.

Mjerenja su izvedena gradacijom visine ispup�cenjah od 0 do 40 mm u

koracima od po 5 mm. Iznad visineh = 40 mm dolazi do loma, pa je maksimalna

visina do koje su izvedena mjerenjahmax = 40 mm a odgovara tlaku od

p = 21; 5 bar.
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Slika 4.2: Shema centralnog dijela naprave za (a) klasi�cno i (b)
modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje s dijelovima naprave; 1.
Poklopac 2. Pritezni prsten 3. Cilindri�cni nosa�c 4. Nosa�c
sferne prepreke (sfere) 5. Prstenasti dinamometar 6. Gornja
pritezna plo�ca 7. Gornji upinja�c rondele 8. Donji upinja�c
rondele 9. Donja pritezna plo�ca 10. Sferna prepreka (sfera)
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Slika 4.3: Hidrauli�cna shema naprave; 1. Centralni dio naprave 2.
Povratni vod 3. Manualni razvodnik 4/2 4. Manometar s
ventilom 5. Ru�cna pumpa 6. Povratni vod razvodnika 7.
Spremnik hidrauli�cnog medija s otplinjavanjem.
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Slika 4.4: Shema mjerenih veli�cina kod klasi�cnog hidrauli�cnog
udubljivanja

Visina h uvr�stena u izraz (2.65) daje ekvivalentnu logaritamsku deformaciju

po Hill-u

' ekv;Hill = ' n;Hill = 2ln[1 + (
h
a

)2)];

Po va�denju epruvete iz naprave mjerena je i kona�cna debljina limas1 na polu

epruvete u to�cci P, gdje je do�slo do najve�ceg stanjenja materijala te izrazom

(2.37)

' ekv1 = ' n = ln
s0

s1
;

odre�dena logaritamska deformacija.

Gore navedena dva izra�cuna deformacije sparuju se s naprezanjem plasti�cnog

te�cenja koje je dano izrazom (2.61) kao

kf =
rp
2s1

;

Na slici 4.4 prikazane su mjerene veli�cine koje se uvr�stavaju u gore navedene

izraze za klasi�cno hidrauli�cno udubljivanje.

Kao �sto i autor navodi u [2], dvije krivulje te�cenja se dobro poklapaju za manje

stupnjeve logaritamsku deformacije. Za ve�ce iznose, razlike su zna�cajnije. To je
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Slika 4.5: Krivulje plasti�cnog te�cenja snimljene klasi�cnim hidrauli�cnim
udubljivanjem. Hill-ova krivulja dobivena idealizacijom
jednakosti cirkularne i meridijanske deformacije nadvisuje
druge krivulje.

posljedica ve�ce deformacije na podru�cje oko polaP, o kojoj detaljnije govori rad

[13] a koju mjerenjem visine ispup�cenja dobivena deformacija ne registrira.

Unato�c navedenome nedostatku Hill-ov na�cin mjerenja je uklju�cen u

razmatranje, jer predstavlja idealizaciju ravnomjernog ravninskog rastezanja1 u

svim to�ckama ispup�cenja. Ova idealizacija u stvarnosti ne postoji [35] osim na

polu ispup�cenja [36] epruvete. U ve�cini to�caka ispup�cenja dominira meridijanska

deformacija.

Zbog navedenog krivulja te�cenja s deformacijom odre�denom po Hill-u u

svim to�ckama nadvisuje krivulju te�cenja s deformacijom odre�denom izravnim

mjerenjem kona�cne debljine lima. Da bi se dobilo navedeno nadvisivanje,

potrebno je posebnu pozornost posvetiti mjerenju visineh iz koje se odre�duje

deformacija po Hill-u. Mora se uzeti u obzir nepostojanje savojne krutosti

rondele koja se pritezanjem u napravu mo�ze "izbaciti", rezultiraju�ci visinom za

tlak jednak nuli; odnosno plasti�cnom deformacijom za naprezanje jednako nuli.

Ovu nelogi�cnost se otklanja umanjivanjem o�citane visine ispup�cenja za visinu

izbacivanja rondele tijekom pritezanja. Nadalje, zaobljeni rubovi matrice oko

kojih se lim savija po obodu, umanjuju ukupnu visinu "neoslonjene" povr�sine

ipup�cenja tijekom udubljivanja. Zato je potrebno umanjiti visinu ispup�cenja jo�s

za doti�cno "oslanjanje" epruvete i tek tako dobivenu visinu uvrstiti u izraz (2.65)

1Pretpostavlja jednakost meridijanske i cirkularne deformacije u svim to�ckama ispup�cenja.
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Slika 4.6: Skica modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja s ozna�cenim
to�ckama u kojima su izvedena mjerenja.

da bi se izra�cunala deformacija na polu. Tek po navedenim modi�kacijama dobiva

se krivulja plasti�cnog te�cenja prikazana na slici4.5.

4.2. Modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje na
sferi

Kod modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja za koje je centralni dio naprave

prikazan na slici4.2.b, mjerene vrijednosti su tlak oblikovanjap i sila F kojom lim

priti�s�ce sferu. Tlak je mjeren na identi�can na�cin kao i kod klasi�cnog udubljivanja;

manometrom, a sila pomo�cu prstenastog dinamometra koji je ugra�den u napravu

izme�du istake nosa�ca sferne prepreke i same sferne prepreke (sfere) kako to

prikazuje slika 4.2.b.

Po va�denju oblikovanog lima iz naprave4.7.b potrebno je u to�ckama O, E i

K izmjeriti debljinu lima i odrediti pripadaju�ce radijuse rE i rK te rB . To�cke

u kojima se odre�duju navedene veli�cine prikazuje slika4.6. Radijusi rE i rK

te rB su ozna�ceni prema pripadaju�cem koordinatnome sustavurOx . Kako bi

mjerenje odgovaraju�cih radijusa uop�ce bilo mogu�ce, potrebno ga je izvesti na

rondelama oblikovanim ve�cim tlakovima p > 19 bar. Kod klasi�cnog hidrauli�cnog

oblikovanja 4.7.a, mjerenje isklju�civo pri ve�cim tlakovima onemogu�cilo bi snimanje

krivulje te�cenja za manje stupnjeve deformacije. Kod modi�ciranog hidrauli�cnog

udubljivanja to nije slu�caj, jer u provedenom eksperimentu i kod najve�ceg tlaka

u to�cci O, deformacija je manja od 0,2.

U to�cci O i naprezanja i deformacije su najmanje zbog djelovanja trenja na

kontaktnoj povr�sini sfera-lim. U protivnome, za � = 0, i deformacija i naprezanje
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Slika 4.7: Oblikovane rondele; a. Klasi�cno hidrauli�cno udubljivanje b.
Modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje

bi bili o ovoj to�cci najve�ci. Kako se radi o trenju izme�du aluminija i �celika, prema

[37, 38], faktor trenja je vrlo velik � stat = 0; 611, � din = 0; 47. Imaju�ci na umu da

je za sferu kori�stena polirana kugla, uzeta je srednja vrijednost grani�cnog faktora

trenja � = 0; 2 [17].

Zna�caj naprezanja plasti�cnog te�cenja u to�cci O posebno isti�ce �cinjenica da

je ono izra�cunato na temelju pretpostavke o konstantnome tlaku na kontaktnoj

povr�sini sfera-lim. Pretpostavka o eksponencijalnoj raspodjeli tlaka na kontaktnoj

povr�sini daje prihvatljive rezultate o naprezanju te�cenja u to�ckama K i E, ali u

tom slu�caju faktorom dva prema�suje o�cekivanu vrijednost naprezanja u to�cciO.

U to�cci E naprezanja i deformacije su najve�ce. Ekstrapolacija krivulje

te�cenja u ovu to�cku izvedena je da bi se dobili ve�ci stupnjevi logaritamske

deformacije ' < 0; 7, �sto je gotovo jednako ostvarivom stupnju mjerljive

deformacije kod klasi�cnog hidrauli�cnog udubljivanja. Ekstrapolacija je provedena

uz pretpostavljeni konstantni kontaktni tlak pknt i grani�cni faktor trenja � = 0; 2.

Poklapanje segmentaE krivulje te�cenja sa segmentomK ovisi o iznosu faktora

trenja, i jo�s je bolje ako se uzme ve�ci iznos faktora trenja. Navedeno je donekle u

skladu s izrazito malom brzinom deformacije koja se u provedenome eksperimentu

kre�ce u intervalu 5 � 10� 3 < _' ekv < 2; 5 � 10� 1.

Modi�ciranim hidrauli�cnim udubljivanjem dobivaju se tri to�cke krivulje

plasti�cnog te�cenja, izvo�denjem mjerenja na jednoj jedinoj rondeli. U to�cciO

za deformacije od 0,1 do 0,2, u to�cciK za deformacije od 0,2 do 0,3 i u to�cci

E za deformacije od 0,3 do 0,7. Tako provedene mjerenja pokrivaju raspon

1Za materijal u plasti�cnom podru�cju, maksimalni faktor kontaktnog trenja iznosi � max =
0; 57 prema von Missesovom uvjetu plasti�cnog te�cenja pa se faktor trenja kre�ce u rasponu
� stat = 0 ; 57, � din = 0 ; 47. Izvod maksimalnog faktora trenja u slu�caju te�cenja materijala dan
je u dodatku 7.5..
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Slika 4.8: Krivulja plasti�cnog te�cenja snimljena modi�ciranim
hidrauli�cnim udubljivanjem. Kru�zi�cima ozna�cene to�cke
dobivene mjerenjem u to�cci O, simbolom dijamanta ozna�cene
to�cke dobivene mjerenjima u to�cci K i punim kvadrati�cima
ozna�cene to�cke dobivene mjerenjima u to�cci E.

logaritamskih deformacija od 0,1 do 0,7 kako to prikazuje slika4.8. Nemogu�cnost

snimanja krivulje te�cenja za deformaciju manju od 0,1 nije zna�cajna za predmetno

podru�cje; podru�cje velikih deformacija, jer i sam atlas krivulja plasti�cnog te�cenja

[18] daje krivulje te�cenja samo za' > 0; 1.

Mjerenja su izvedena na 18 rondela, 3 mjerenja za svaki tlak od 19 do 24

bar u koraku od po 1 bar. Na temelju izmjerenih vrijednosti su prema izrazima

iz poglavlja 3. izra�cunate ekvivalentna logaritamska deformacija i ekvivalentno

naprezanje. Sva mjerenja i izmjerene vrijednosti dana su u tablici4.1.

Prema (2.59) odnosno von Missesovom uvjetu plasti�cnog te�cenja, ekvivalentno

naprezanje jednako je naprezanju plasti�cnog te�cenja. Ovako izra�cunato

naprezanje spareno s pripadaju�com ekvivalentnom deformacijom, predstavlja

to�cku krivulje plasti�cnog te�cenja. Na slici 4.8 je kroz sva tri oblaka to�caka,

metodom najmanjih kvadrata polo�zen je Ludwik-Hollomon-ov model krivulje

te�cenja. Kako navedeni model za' = 0 daje kf = 0, a krivulja plasti�cnog
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te�cenja polazi iz granice te�cenja1, krivulja te�cenja je zadana sljede�cim izrazom

kf =

8
<

:

32 ' ekv < 0; 01

131; 4 ' 0;284 ' ekv > 0; 01
(4.1)

Navedeni Ludwik-Hollomon-ov korigirani model prikazan je na slici4.8 zajedno s

interpoliranim oblacima to�caka.

U radu odre�deni model je kori�sten i u izradi numeri�ckog modela modi�ciranog

i klasi�cnog hidrauli�cnog udubljivanja.

1u ovom slu�caju za razmatrani materijal koji nema izra�zenu granicu te�cenja, krivulja te�cenja
polazi iz konvencionalne granice razvla�cenjaRp0;2
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4.3. Mjerna nesigurnost

Kako bi izmjerene vrijednosti u tablici 4.1 bile eksperimentalno prihvatljive

potrebno je izvr�siti prora�cun mjerne nesigurnosti GUM1 metodom. Uvrije�zeni

izraz za odre�divanje mjerne nesigurnostik-te izmjere koji je izveden u dodatku

7.9. glasi

u(f ) = �
q

� 2
k = �

vu
u
t

mX

i =1

�
@f(aik )

@aik

� 2

� 2
i (4.2)

gdje suaik mjerene vrijednosti af iz doti�cnih izmjerena vrijednost; zadana kao

funkcija f = f (aik ). Indeks i odnosi se na pojedinu mjerenu veli�cinu a indeksk na

ponavljanje pokusa. Standardnu devijaciju� i je mogu�ce tuma�citi kao standardnu

mjernu nesigurnost mjernog sredstva kojim je izmjerena veli�cinaaik .

Koriste�ci izraz izveden u dodatku7.9., mjerna nesigurnost u(f ) izra�cunati �ce

se kao maksimalna mjerna nesigurnost svih izmjera

u(f ) = �
q

Max f � 2
k ; k = 1 : : : ng (4.3)

� k je prora�cunata mjerna nesigurnost pojedinog mjerenja. U raspisanom obliku

gornji izraz glasi

u(f ) = �

vu
u
t Max

(
mX

i =1

�
@f(aik )

@aik

� 2

� 2
i ; k = 1 : : : n

)

(4.4)

m je broj mjerenih varijabli, n ukupan broj mjerenja;aik je i -ta mjerena varijabla

u k-tom ponavljanju i � i standardna devijacija odnosno u ovom slu�caju mjerna

nesigurnost instrumenta kojim je mjerenai -ta varijabla.

Isti izraz izveden je u dodatku7.9.. Njegovim kori�stenjem prora�cunati �ce

se standardna mjerna nesigurnost za logaritamsku deformaciju i naprezanje

plasti�cnog te�cenja u sve tri to�cke mjerenja kod modi�ciranog hidrauli�cnog

udubljivanja.

1Skra�cenica engleskog naziva: Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement
(ISO)
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4.3.1. Mjerna nesigurnost deformacije u to�ckama K i O

U to�ckama K i O logaritamska deformacija' ekv1 odre�duje se prema izrazu

(2.37) kao

' ekv1 = ' n = ln
s0

s1

uskla�duju�ci gornji izraz s izrazom (4.4), f = ' ekv1, a1k = s0k , a2k = s1k

gdje je k = 1 : : : n, a izvedeno je ukupnon = 18 mjerenja. Kako izraz

(4.4) upu�cuje, izra�cunat �ce se mjerna nesigurnost za svako od 18 mjerenja te

odabrati najve�ca, kao reprezentativna standardna mjerna nesigurnost izmjerene

logaritamske deformacije u(' ekv1).

Za pojedinu izmjeru mo�zemo pisati

� 2
k(ekv1) =

mX

i =1

�
@f(aik )

@aik

� 2

� 2
i (4.5)

=
�

@
@s0k

�
ln

s0k

s1k

�� 2

� 2
s0k +

�
@

@s1k

�
ln

s0k

s1k

�� 2

� 2
s1k (4.6)

= [
1

s0k
]2� 2

s0k + [
1

s1k
]2� 2

s1k (4.7)

a kako su obje debljine; is0 i s1 u k-tom mjerenju izra�cunate mikrometarskom

urom � 2
s0k = � 2

s1k = � 2
s , mo�ze se pisati

=
�

[
1

s0k
]2 + [

1
s1k

]2
�

� 2
s (4.8)

Poznavaju�ci � 2
k(ekv1) mo�ze se napisati izraz za prora�cun mjerne nesigurnosti

deformacije u to�ckamaK i O kao

u(' ekv1) = �
�

[(
1
s0

)2 + (
1
s1

)2]u(s)2

� 1
2

(4.9)

gdje je u(s) = � s = 0; 7 �m standardna mjerna ne�sigurnost komparatora

rezolucije 0; 001mm.
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Mjerna nesigurnost izra�cunata je za svaku izmjeru i najve�ca odabrana kao

reprezentativna standardna mjerna nesigurnost deformacije u to�ckamaK i O

kako to prikazuje tablica 4.2.

4.3.2. Mjerna nesigurnost deformacije u to�cci E

U to�cci E logaritamska deformacija' ekv2 odre�duje se prema izrazu (2.38) kao

' ekv2 =
2

p
3

' n =
2

p
3

ln
s0

s1

Faktor 2=
p

3 koji se javlja u odnosu na izra�cun ' ekv1, samo proporcionalno

pove�cava prora�cunatu mjernu nesigurnosti koji u ovom slu�caju iznosi

u(' ekv2) = �
�

4
3

[(
1
s0

)2 + (
1
s1

)2]� 2
s

� 1
2

(4.10)

Mjerna nesigurnost izra�cuna se za svaku to�cku i najve�ca odabere kao

reprezentativna standardna mjerna nesigurnost deformacije u to�cciE, tablica

4.2.

4.3.3. Mjerna nesigurnost naprezanja u to�cci K

Iz glavnih naprezanja, ekvivalentno naprezanje u to�cciK se ra�cuna izrazom (2.50)

� ekv;K =

r
1
2

[(� m;K � � c;K )2 + ( � m;K � � n;K )2 + ( � c;K � � n;K )2] (4.11)

U to�cci K meridijansko naprezanje� m;K je odre�deno u poglavlju3.2. i iznosi

� m;K =
2FR

�s K (DK + sK DK =2R) DK
(4.12)

U istoj to�cci cirkularno naprezanje dano je izrazom (3.11) kao

� c;K =
1

sK
(

4F
D 2

K �
� p)R � � m;K (4.13)
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Normalno naprezanje u to�cciK odre�deno je u poglavlju3.2. i iznosi

� n;K = �
1
2

(
4F

D 2
K �

+ p) (4.14)

Prema izrazima (4.12)-(4.14) ekvivalentno naprezanje je funkcija niza mjerenih

veli�cina; � ekv;K = f (R; F; p; DK ; sK ). Prema izrazu (4.5) prora�cunata mjerna

nesigurnost ekvivalentnog naprezanja u to�cciK je

u(� ekv;K ) = �
�

(
@f
@R

)2 � u(R)2 + (
@f
@F

)2 � u(F )2 + (
@f
@p

)2 � u(p)2

+(
@f

@DK
)2 � u(DK )2 + (

@f
@sK

)2 � u(sK )2

� 1
2

(4.15)

gdje su F dinamometrom mjerena sila sa standardnom mjernom nesigurnosti

u(F ) = � F = � 14 N, sK mikrometarskom komparatorskom urom

mjerena debljina lima u(s) = � s = 0; 7 �m , DK je pomi�cnim mjerilom mjeren

promjer uz u(D) = � D = � 5; 7 �m te p manometrom mjereni tlak uz

u(p) = � p = � 0; 162 bar.

Nakon �sto se prora�cuna mjerna nesigurnost ekvivalentnog naprezanja u to�cci

K za svaku izmjeru1, odabire se njezin najve�ci iznos kao mjerna nesigurnost

izmjerenog naprezanja u to�cciK , �sto je u�cinjeno u tablici 4.2.

4.3.4. Mjerna nesigurnost naprezanja u to�cci E

Iz glavnih naprezanja, ekvivalentno naprezanje u to�cciE se ra�cuna izrazom2.50

� ekv;E =

r
1
2

[(� m;E � � c;E )2 + ( � m;E � � n;E )2 + ( � c;E � � n;E )2]

U to�cci E meridijansko naprezanje� m;E dano je u poglavlju (3.3.) kao

� m;E =
1

�s E (2rE + sE rE R) cos(#E )
f FK cos(#K ) � pK R2�� [cos(2#K ) � cos(2#E )]

+2pK R2� f [#K �
1
2

sin(2#K )] � [#E �
1
2

sin(2#E )]gg

1U tu svrhu se zbog duljine izraza koristi simboli�cka derivacija i izra�cun u programskome
pakete Mathemetica (Wolfram research).
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Pri izra�cunu mjerne nesigurnosti izmjerena veli�cina, u ovom slu�caju� m;E mora

biti izra�zena preko mjerenih veli�cina; iz gornjeg izraza potrebno je ukloniti#E ,

#K i pK , odnosno izraziti doti�cne preko mjerenih veli�cina.

Kako je ve�c ranije izvedeno

#E = arcsin(
DE

2R
)

#K = arcsin(
DK

2R
)

pK =
4F

D 2
K �

� p

uvr�stavanjem gornja tri izraza u izraz za � m;E dobiva se

� m;E =
1

�s E (DE + sE DE R=2) cos(arcsin(D E
2R ))

�
FR
rK

cos(arcsin(
DK

2R
))

� (
4F

D 2
K �

� p)R2��
�
cos(2 arcsin(

DK

2R
)) � cos(2 arcsin(

DE

2R
))

�

+ 2(
4F

D 2
K �

� p)R2�
�
arcsin(

DK

2R
) �

1
2

sin(2 arcsin(
DK

2R
)) � arcsin(

DE

2R
)

+
1
2

sin(2 arcsin(
DE

2R
))

��

(4.16)

U istoj to�cci cirkularno naprezanje dano je izrazom (3.20) kao

� c;E =
1

sE
(

4F
D 2

K �
� p)R � � m;E (4.17)

Normalno naprezanje u to�cciE identi�cno je normalnom naprezanju u to�cci K i

izosi

� n;E = �
1
2

(
4F

D 2
K �

+ p) (4.18)

Izrazima (4.16)-(4.18) ekvivalentno naprezanje� ekv;E izra�zeno je kao funkcija
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mjerenih veli�cina; R, F , p, DK , DE i sE .

� ekv;E = f (R; F; p; DK ; DE ; sE ) (4.19)

Kori�stenjem izraza za prora�cun mjerne nesigurnosti (4.5), iz poznatih mjernih

nesigurnosti svake mjerene veli�cine prora�cunava se mjerna nesigurnost kao

u(� ekv;E ) = �
�

(
@f
@R

)2 � u(R)2 + (
@f
@F

)2 � u(F )2

+ (
@f
@p

)2 � u(p)2 + (
@f

@DK
)2 � u(DK )2

+(
@f

@DE
)2 � u(DE )2 + (

@f
@sE

)2 � u(sE )2

� 1
2

(4.20)

u(R) = u( DK ) = u( DE ) = � 5; 7� m je standardna mjerna nesigurnost digitalnog

pomi�cnog mjerila rezolucije 0,01 mm kojim je mjeren radijusR i promjeri DK

i DE , u(F ) = � 14 N je standardna mjerna nesigurnost kori�stenog prstenastog

dinamometra, u(p) = � 0; 162 bar je standardna mjerna nesigurnost manometra

i u(sE ) = � 0; 7 � m je standardna mjerna nesigurnost komparatora rezolucije

kojim je mjerena debljina limasE .

Uz pomo�c programskog paketa Mathematica, prora�cunata je mjerna

nesigurnost za svako izmjereno� ekv;E a najve�ca vrijednost odabrana kao

reprezentativna mjerna nesigurnost naprezanja u to�cciE, tablica 4.2.

4.3.5. Mjerna nesigurnost naprezanja u to�cci O

Opet koriste�ci izraz za ekvivalentno naprezanje2.50slijedi

� ekv;E =

r
1
2

[(� m;E � � c;E )2 + ( � m;E � � n;E )2 + ( � c;E � � n;E )2] (4.21)

Ve�c u poglavlju 3.4. ustanovljeno je da je u to�cci O meridijansko naprezanje

jednako cirkularnom naprezanju, pa

� m;c;O =
1

2sO
(

4F
D 2

K �
� p)R (4.22)

Normalno naprezanje u to�cciO identi�cno je naprezanju u to�cci K i iznosi
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� n;O = �
1
2

(
4F

D 2
K �

+ p) (4.23)

Obzirom da je � c;O = � mO izraz za ekvivalentno naprezanje prelazi u

� ekv;O = � m;c;O � � n;O (4.24)

gdje je izostavljen znak apsolutne vrijednosti jer� m;c;O > � n;O . Kako je

� ekv;O =
1

2sO
(

4F
D 2

K �
� p)R �

1
2

(
4F

D 2
K �

+ p) (4.25)

Izrazom za prora�cun mjerne nesigurnosti (4.5) dobiva se

u(� ekv;O) = �
�

(
@�ekv;O

@R
)2u(R)2 + (

@�ekv;O

@F
)2u(F )2

+ (
@�ekv;O

@p
)2u(p)2 + (

@�ekv;O

@DK
)2u(DK )2

+(
@�ekv;O

@sO
)2u(sO)2

� 1
2

(4.26)

Gdje je u(R) = � 5; 7� m, u(F ) = � 14 N, u(p) = � 0; 162 bar, u(DK ) = � 5; 7 � m

i sO je komparatorskom urom mjerena debljina lima u to�cci O uz

u(sO) = � 0; 7 � m. Za svako izmjereno naprezanje� ekv;O izra�cunata je mjerna

nesigurnost i njezin najve�ci iznos odabran za mjernu nesigurnost naprezanja u

to�cci O, 4.2.

4.3.6. Izra�cun mjernih nesigurnosti

Programskim paketom Mathematica dobivena je tablica4.2. Iz tablice je

vidljivo da maksimalna mjerna nesigurnost

� u to�cci K iznosi;

{ za deformaciju zanemarivih 0,001 �sto je za red veli�cine manje

od relevantnih iznosa deformacije koji se koriste u oblikovanju

deformiranjem
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{ za naprezanje u(� ekv; K ) = 1 ; 1 N=mm2 �sto je za iznos najmanjeg

naprezanja 90; 4 N=mm2 gre�ska od 1,2% i kao takva prihvatljiva u

te�cenju materijala kao izrazito nelinearnome procesu

� u to�cci E iznosi

{ za deformaciju ne�sto ve�cih a opet zanemarivih 0,002

{ za naprezanje u(� ekv; E ) = 2 ; 0 N=mm2 �sto tako �der prihvatljiv iznos

obzirom na� ekv; E kao veli�cinu zavisnu o �sest mjerenih veli�cina� ekv;E =

f (R; F; p; DK ; DE ; sE ).

� u to�cci O iznosi

{ za deformaciju opet zanemarivih 0,001

{ za naprezanje u(� ekv; O) = 1 ; 0 N=mm2 �sto je za iznos najmanjeg

naprezanja 75; 0 N=mm2 gre�ska od 1,3% i kao takva tako�der

prihvatljiva mjerna nesigurnost
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Poglavlje 5.

Ra�cunalna simulacija

Simulacija postupaka hidrauli�cnog i modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja

izvedena je metodom kona�cnih elemenata u programskom paketu MSC Marc

Mentat [39]. Pri tom su izra�dena dva numeri�cka modela za simulaciju obi�cnog i

modi�ciranog udubljivanja:

1. Osnosimetri�cni 2D MKE model

2. Osnosimetri�cni 3D MKE model

Za razliku od osnosimetri�cnog 2D modela, 3D model pru�za mogu�cnost

modeliranja hidrooblikovanja nesimetri�cnih geometrija.

U slu�caju osnosimetri�cnog 2D modela, materijal je modeliran kao izotropni,

elastoplasti�cni materijal1. Konstante u elasti�cnom podru�cju za Al99,5 lim (UNS

No. A91050), prema [40] iznose; Youngov modul elasti�cnostiE = 69000 N=mm2,

Poissonov faktor� = 0; 33.

Za slu�caj 3D modela, materijal je modeliran kao krutoplasti�cni. Ovo je bilo

neophodno za uspje�sno dovr�senje simulacije s membranskim elementima koji su

izrazito nestabilni.

Za oba numeri�cka modela, izotropna plasti�cnost je modelirana krivuljom

plasti�cnog te�cenja snimljenom modi�ciranim hidrauli�cnim udubljivanjem na sferi,

koja ja dana slikom4.8. Ploha te�cenja odabrana je po Von Missesu. Metodom

najmanjih kvadrata odre�den je Ludwik{Holomon-ov analiti�cki izraz koji povezuje

stvarna naprezanja i stvarne deformacije;

kf = C' n (5.1)

1Modeliranje elasti�cnog pona�sanja bilo je neophodno za prevladavanje po�cetnih inkremenata
simulacije. Zbog malene krutosti membrane, model kruto-plasti�cnog materijala ote�zava ili
onemogu�cava provo�denje simulacije.
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gdje je metodom najmanjih kvadrata odre�dena konstanta C = 147; 9N=mm2

i eksponent o�cvr�s�cenja n = 0; 278. Za ' ekv = 0 uzeta je vrijednost granice

popu�stanja prema certi�katu ispitivanog aluminijskog lima od � ekv = 32 N=mm2.

S uvr�stenim vrijednostima C i n izraz (5.1) u primijenjenoj formi glasi

kf =

8
<

:

32 ' ekv < 0; 01

147; 9 ' 0;278 ' ekv > 0; 01
(5.2)

Trenje u simulaciji modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja na sferi

modelirano je modi�ciranim Coulomb-ovim bilinearnim modelom.

Coulomb-ov model dan je izrazom

f t � � �f n t (5.3)

gdje je f t tangencijalna sila - sila trenja u pojedinome �cvoru,� je faktor trenja,

f n je normalna sila u �cvoru i t je tangencijalni jedini�cni vektor u smjeru relativne

brzine gibanja.

Modi�kacija modela se sastoji u tome da za velike iznose normalne silef n ,

eksperimentalno utvr�deni odnos sile trenja i normalne sile ne prati Coulomb-ov

model dan izrazom (5.3) kako to prikazuje slika5.1.a. Zato se radi pretpostavka da

je sila trenja u pojedinom �cvoru proporcionalna naprezanju trenja u tom istome

�cvoru i koriste�ci pojam grani�cnog naprezanja pri odre�divanju trenja postavlja se

ovisnost naprezanja trenja o normalnom naprezanju kako to shematski pokazuje

slika 5.1.b.

Slika 5.1: Modi�kacija Coulomb-ovog modela trenja; (a) Coulomb-ov
model i eksperimentalno utvr�dena ovisnost sile trenja o
normalnoj sili (b) shematski prikaz modi�ciranog modela koji
se koristi u numeri�ckoj simulaciji, [ 39]
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Slika 5.2: Bilinearni Coulomb-ov model trenja, [39]

Bilinearnost modela je detaljno razra�dena u [39] a odnosi se na ovisnost trenja

o pomaku �cvora. Ta ovisnost u slu�caju da je� = 0, slika 5.2, skokovito mijenja

iznos sile trenja uzrokuju�ci numeri�cku nestabilnost, pa je potrebno linearizacijom

BH i BJ odnosno bilinearnom modi�kacijom� 6= 0 rije�siti navedeni problem.

Iako kori�steni model trenja ne modelira prijelaz iz stati�ckog u kinematski re�zim

trenja, odabrani model trenja zadovoljavaju�ce modelira eksperimentalno opa�zeni

ekstrem deformacije; najve�ce stanjenje lima u to�cciE i potom zadebljanja do

to�cke K , u kojoj se lim odvaja od sfere.
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5.1. Osnosimetri�cni/2D numeri�cki model

Poradi jednostavnosti i �sirokog dijapazona primjene u modeliranju

osnosimetri�cnih postupaka oblikovanja [41, 42], kori�sten je bilinearni kona�cni

kvadratni element s �cetiri �cvora. Iako bilinearne funkcije oblika "lo�se" modeliraju

smi�cna naprezanja, u zadanome modelu membranskome stanju naprezanja

ne smeta ovaj nedostatak zbog �zikalnog izostanka smi�cnih naprezanja. U

modeliranju kontakta kod modi�ciranog udubljivanja, dolazi do izra�zaja dobro

svojstvo stabilnosti i numeri�cke e�kasnosti odabranog linearnog elementa1.

Slika 5.3: 2D MKE model hidrauli�cnog udubljivanja: a. Nedeformirani
model, tlak p = 0 bar b. Deformirani osnosimetri�cni 2D MKE
model pri maksimalnome eksperimentalnome tlaku od
p = 21; 5 bar

1Iako na raspolaganju, elementi vi�seg reda nisu kori�steni jer kod modeliranja velikih
deformacija induciraju probleme s konvergencijom, osobito ako u simulaciji postoji kontakt
s trenjem kao u modi�ciranome udubljivanju.

53



Slika 5.3.a prikazuje nedeformiranu mre�zu a slika5.3.b deformiranu mre�zu

osnosimetri�cnog modela hidrauli�cnog udubljivanja. Model je izra�den od 280

kona�cnih 2D elemenata tipa 10, te uspje�sno modelira klasi�cno udubljivanje do

maksimalnoga tlaka odp = 22; 8 bar.

Slika 5.4: 2D MKE model modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja: a.
Nedeformirani osnosimetri�cni 2D MKE model b. Deformirani
osnosimetri�cni 2D MKE model pri maksimalnome
eksperimentalnome tlaku modi�ciranog udubljivanja od
p = 24 bar

U to�cci U numeri�cki model rondele oslanja se na zaobljenje ruba matrice,

neophodno kako tijekom oblikovanja ne bi do�slo do prosijecanja rondele. U istoj

to�cci na materijal su postavljeni rubni uvjeti koji onemogu�cuju radijalni i aksijalni
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pomak pripadaju�ceg �cvora. To�cka P predstavlja to�cku u osi simetrije1 gdje je

svim �cvorovima na osi simetrije postavljen rubni uvjet nepomicanja u radijalnome

smjeru.

Tlak p koji deformira rondelu, modeliran je tako�der s pomo�cu rubnih uvjeta,

koji su postavljeni u vidu optere�cenja po rubovima (e. edge load) elemenata s

donje strane rondele kao sila po jedinici povr�sine. S obzirom na deformiraju�cu

geometriju, optere�cenje je de�nirano tako da prati normalu i modul rastu�ce

"povr�sine" kona�cnog elementa (e. follower force).

Slika 5.4.a prikazuje nedeformiranu mre�zu a slika 5.4.b deformiranu

mre�zu osnosimetri�cnog modela modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja na

sferi. Numeri�cki MKE model uspje�sno modelira modi�cirano udubljivanje do

maksimalnog eksperimentalno izmjerenog tlaka odp = 24 bar.

1Kako bi simulacija mogla biti provedena, u simulaciji to�cka P je pomaknuta od osi simetrije
za 0; 1 mm.
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Slika 5.5: 3D MKE model klasi�cnog udubljivanja, mre�za trokutnih
kona�cnih elemenata prije deformacije

5.2. Trodimenzijski numeri�cki model

Trodimenzijska simulacija, klasi�cnog i modi�ciranog postupka udubljivanja,

izvedena je DKT1 elementom tipa 138; bilinearnim trokutnim elementom za

analizu tanke ljuske sa tri �cvora. Trokutna geometrija plosnatog2 kona�cnog

elementa najbli�za je ra�cunalnom formatu � :stl i kao takva najprimjerenija CAM

tehnologiji.

Jednostavna formulacija u odnosu na standardne elemente vi�sega reda

namijenjene modeliranju ljusaka [43], �cini odabrani tip elementa vrlo povoljnim

po pitanju u�stede procesorskog vremena, ali i neosjetljivim na ve�ce distorzije.

Navedeno je od osobitog zna�caja u simulaciji velikih i trajnih deformacije gdje se

nelinearnost o�cituje na tri na�cina; zbog geometrije, zbog nelinearnog o�cvr�s�cenja

materijala i zbog djeluju�ceg trenja (kod modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja

na sferi).

Kod modeliranja trenja i problema kontakta op�cenito, u znatnoj su

prednosti linearni elementi s manjim brojem �cvorova. Trokutni element vi�seg

reda; bilinearni "semi loof" element sa 6 �cvorova, pri simulaciji modi�ciranog

hidrauli�cnog udubljivanja, zbog pojave kontakta lima i sfere; zahtijeva 2,5 puta

dulje procesorsko vrijeme za identi�cne ulazne i izlazne parametre simulacije uz

1eng. Discrete Kircho� Theory
2Plosnati element u CAD prikazu nema debljine ve�c mu se ista pridru�zuje kao svojstvo.

Lim se ovim elementom predo�cuje u vidu dvostruko zakrivljene 3D povr�sine.
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Slika 5.6: 3D MKE model klasi�cnog udubljivanja, mre�za trokutnih
kona�cnih elemenata nakon deformacije

neznatnu razliku simuliranih veli�cina.

Slika 5.5 prikazuje �cetvrtinu rondele prije deformacije u prostornom prikazu

kod obi�cnog, a slika5.7kod modi�ciranog udubljivanja. Simulacija je izvedena na

�cetvrtini kako bi se skratilo vrijeme ra�cunanja. Du�z bridova PU i PT postavljeni

su rubni uvjeti, koji onemogu�cavaju cirkularni pomak �cvorova u meridijanskoj

ravnini u kojoj le�zi brid PU, i u meridijanskoj ravnini u kojoj le�zi brid PT. Po

obodu rondele du�z luka dTU �cvorovima je �ksirano svih �sest stupnjeva slobode

gibanja. I u simulaciji obi�cnog i u simulaciji modi�ciranog udubljivanja rubni

uvjeti su postavljeni na identi�can na�cin. Tlak p tako�der je postavljen u vidu

varijabilnog rubnog uvjeta koji prati normalu i pove�canje povr�sine deformiraju�cih

elemenata.

Obzirom da je za MKE model odabran plosnati element, debljina lima od

s = 1 mm pridru�zena je mre�zi elementa, de�niranjem geometrijskih svojstava za

elemente koji modeliraju 3D ljusku.

Slika 5.6 prikazuje �cetvrtinu rondele nakon deformacije pri tlakup = 21; 5 bar

a slika 5.8 �cetvrtinu kod modi�ciranog udubljivanja pri maksimalnom tlaku od

p = 24 bar. Prikaz je samo kvalitativan, a odnos eksperimentalno izmjerenih i

numeri�cki dobivenih vrijednosti dan je u narednom poglavlju.
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Slika 5.7: MKE model modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja na sferi,
mre�za trokutnih kona�cnih elemenata prije deformacije

Slika 5.8: MKE model modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja na sferi,
mre�za trokutnih kona�cnih elemenata nakon deformacije
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5.3. Usporedba numeri�ckih vrijednosti i
eksperimentalnih rezultata

5.3.1. Klasi�cno hidrauli�cno udubljivanje

Kod klasi�cnog hidrauli�cnog udubljivanja uspore�dene su eksperimentalna i

simulirana vrijednost;

1. visine ispup�cenja hP

2. debljine lima na polusP .

Na slici 5.9.a punom linijom je prikazana eksperimentalno mjerena visina

ispup�cenja hP kao funkcija tlaka oblikovanja p koji se kre�ce u granicama od 0

Slika 5.9: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene visine
ispup�cenja u to�cci P; eksperimentalni podaci ozna�ceni punom
linijom i krugom, kvadratom 2D MKE simulacija, trokutom
3D MKE simulacija, a. visina ispup�cenja b. relativna razlika
visina [(MKE-eksperiment)/eksperiment]
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Tablica 5.1: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene visine
ispup�cenja u to�cci P

do 21; 5 bar. Osam kru�zi�ca prikazuje osam eksperimentalnih mjerenja, po tri

za svaki kru�zi�c. Uz njih su, za istih osam vrijednosti pripadaju�ceg tlaka, dane

numeri�cke vrijednosti i to;

� Kvadratom su ozna�cene vrijednosti dobivene 2D simulacijom

� Trokutima ozna�cene vrijednosti dobivene 3D simulacijom

Uo�cljivo je kako simulirane vrijednosti visina ispup�cenja padaju ispod

eksperimentalnih. Na slici5.9.b i u tablici 5.1 dana je relativna razlika �h P

numeri�ckih u odnosu na eksperimentalno izmjerene visine odnosno

�h P =
hP;num � hP;eksp

hP;eksp
(5.4)

Usporedbom podataka vidi se kako ovako de�nirana razlika iznosi do 11% za

tlakove do 20 bar. Iznad navedenog iznosa tlaka, kad se udubljivanje pribli�zi

pojavi pukotine, relativna razlika iznosi 17% za 2D model i 15% za 3D model.

Iako se radi o simulaciji, ovaj opa�zeni skok mo�ze poslu�ziti kao indicija �zikalnih

zbivanja u samome eksperimentu, koja je potrebno eksperimentalno detaljnije

provjeriti kao �sto su autori u�cinili u [ 44].

Ve�ci iznos eksperimentalnih od simuliranih vrijednosti visine ispup�cenja u

skladu je s opa�zenom, pove�canom krutosti diskretiziranog modela kod metode

pomaka, koja je kori�stena pri modeliranju hidrauli�cnog udubljivanja u MSC Marc

Mentat-u.
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S druge strane, debljina na polu ispup�cenja zaostaje za simuliranom debljinom

�sto je u skladu s manjom visinom ispup�cenja, a oboje je kvalitativno u skladu s

zakonom nepromjenjivosti volumena [30].

Relativna razlika numeri�ckih u odnosu na eksperimentalno izmjerene debljine

�s P

�s P =
sP;num � sP;eksp

sP;eksp
(5.5)

u to�cci P znatno je manja od relativne razlike visine do istog iznosa tlaka od 20bar

kako je to prikazano na slici5.10i u tablici 5.2. Doti�cno je u skladu s �cinjenicom da

Slika 5.10: Usporedba eksperimenta i simulacije kod klasi�cnog
hidrauli�cnog udubljivanja; eksperimentalni podaci ozna�ceni
punom linijom i krugom, kvadratom 2D simulacija, trokutom
3D simulacija. a. debljina lima na polu b. relativna razlika
debljina [(MKE-eksperiment)/eksperiment]
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Tablica 5.2: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u to�cci P

je ukupna, kumulativna meridijanska deformacija svih diferencijalnih elemenata

sudjelovala u generiranju ukupne visine ispup�cenja. Naprotiv, nakon tlaka od

20 bar, relativna razlika debljine izjedna�cuje se relativnom razlikom visine,

�sto upu�cuje na svojevrsnu lokalizaciju deformacija na podru�cje samog pola.

Navedenom tlaku odgovara logaritamska deformacija od' ekv = 0; 361, �sto je bitno

manje od njenog maksimalnog iznosa na pripadaju�coj krivulji te�cenja snimljenoj

klasi�cnim udubljivanjem od ' ekv = 0; 677. Navedeno upu�cuje na neprimjerenost

klasi�cnog udubljivanja za snimanje krivulja te�cenja izrazito duktilnih materijala

kao �sto je Al 99,5.

5.3.2. Modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje na sferi

Kod modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja uspore�dene su eksperimentalne i

simulirane vrijednosti;

1. sile na sferu

2. visina ispup�cenja u to�cci B , 5.4

3. debljina lima u to�ckama K i E.

4. promjeri u to�ckama K i E.

Zapravo, uspore�dene su mjerene s numeri�cki dobivenim vrijednostima; a koje

su relevantne za odre�divanje to�caka krivulje te�cenja predlo�zenom metodom

modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja.
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Na slici 5.11.a punom linijom dana je eksperimentalno odre�dena sila na sferu,

mjerena pomo�cu prstenastog dinamometra. Relativna razlika�F dana je izrazom

�F =
Fnum � Feksp

Feksp
(5.6)

Razlike numeri�ckog u odnosu na eksperimentalni iznos sile, kre�cu se do 10%

za osnosimetri�cni model i do 8% za trodimenzijski model, kako to prikazuju slika

5.11.b i tablica 5.3. Navedena razlika sila je u skladu s ve�com krutosti numeri�ckog

MKE modela temeljenog na metodi pomaka. Uz navedeno, trodimenzijski

model koji koristi plosnate elemente daje srednju relativnu gre�sku od 4; 9%,

�sto je za predmetni numeri�cki model izra�den u MKE softveru op�ce namjene

Slika 5.11: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene sile kod
modi�ciranog udubljivanja; eksperimentalni podaci ozna�ceni
punom linijom i krugom, kvadratom 2D MKE simulacija,
trokutom 3D MKE simulacija. a. Sila na sferu b. Relativna
razlika sile [(MKE-eksperiment)/eksperiment]
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Tablica 5.3: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene sile kod
modi�ciranog udubljivanja

zadovoljavaju�ce [45]. Skok relativne gre�ske za tlakp = 21 bar kod oba numeri�cka

modela, posljedica je eksperimentalnog skoka sile. Pri navedenome tlaku osim sile,

eksperimentalno je uo�cljivo intenzivnije stanjivanje lima u to�cci E, odnosno na

dijagramima svih mjerenih vrijednosti. Navedeno upu�cuje na fazu intenzivnijeg

te�cenja materijala u podru�cju to�cke E koja;

� sli�ci lokalizaciji deformacije �sto prethodi lomu kao u Siebel-Schwaigerer-ovoj

metodi razvla�cenja epruvete

� razlikuje se od doti�cne jer ne vodi izravno lomu, ve�c materijal nastavlja te�ci

i u to�cci K �sto potvr �duje opa�zeno stanjivanje lima

Navedeno upu�cuje na pro�sirenje konstatacije kako u membranski napregnutim

ljuskama dolazi do preraspodijele naprezanja [4], ne samo kad naprezanje dostigne

granicu te�cenja, nego i uo�ci lokalizacije deformacije. Ipak za generalizaciju ove

tvrdnje potrebna su preciznija mjerenja i poop�cenja na rondele izra�dene iz drugih

materijala.

Na slici 5.12.a i u tablici 5.4, dana je usporedba izmjerenih i simuliranih

visina ispup�cenja u to�cci B . Kako dijagram prikazuje, nije vidljivo o�citovanje

prethodno spomenuto intenzivnije te�cenje materijala u to�cciE. Eksperimentalno

lako mjerljiv, iznos visine ispup�cenja za tlakove od 19 do 24 bar je prikazan

punom linijom, a kvadratom i trokutom simulirani iznos osnosimetri�cnim i

trodimenzijskim MKE modelom. Na slici5.12.b i u tablici 5.4, dana je relativna
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Slika 5.12: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u to�cci B ; eksperimentalni podaci ozna�ceni punom
linijom i krugom, kvadratom 2D MKE simulcaija, trokutom
3D MKE simulacija. a. Visina ispup�cenja u to�cci B b.
Relativna razlika ispup�cenja u to�cci B

razlika simulacije i eksperimenta kao

�h B =
hB;num � hB;eksp

hB;eksp
(5.7)

Sukladno ve�c navedenoj ve�coj krutosti numeri�ckog modela temeljena na metodi

pomaka, simulirano ispup�cenje je manje od eksperimentalnog. Razlika oba

numeri�cka modela kre�ce se do� 7% u odnosu na izmjerenu vrijednost.

Nadalje, na slikama 5.13, 5.14 i u tablicama 5.5, 5.6 dane su usporedne

vrijednosti debljina u to�ckama K i E, s pripadaju�ci relativnim pogre�skama �s K

�s E .

Kod osnosimetri�cnog modela relativna razlika�s K manja je iz dva razloga.
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Tablica 5.4: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene visine
ispup�cenja u to�cci B

Tablica 5.5: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u to�cci K

Tablica 5.6: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u to�cci E
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Slika 5.13: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u to�cci K ; eksperimentalni podaci ozna�ceni punom
linijom i krugom, kvadratom 2D MKE simulacija, trokutom
3D MKE simulacija. a. Debljina lima u to�cci K b.
Relativna razlika debljine u to�cci K
[(MKE-eksperiment)/eksperiment]

� Prvi je ve�ca savojna krutost osnosimetri�cnog modela koja uzrokuje ranije

razdvajanje lima i sfere, ostavljaju�ci u kontaktu to�cke bli�ze to�cci ekstremnog

smanjenja �sto za posljedicu ima manje simulirane debljine lima

� drugi razlog je �sto se kod 2D modela svi �cvorovi nalaze u meridijanskoj

ravnini pa porastom tlaka "skokovito" ulaze u kontakt sa sferom, uzrokuju�ci

vidljivi skok �s K pr promjeni tlaka s p = 22 bar na p = 23 bar.

Skok �s K pri tlaku p = 22 bar ve�c je ranije opisan po�cetak (pred)nestabilnosti.

Isto tako na slici 5.14.b uo�cljivo je presijecanje numeri�cki dobivenih krivulja,

upu�cuju�ci na isti fenomen. Eksperimentalno opa�zeno jako stanjenje lima u to�cci

E ne prati niti jedan od dva modela, �sto za posljedicu ima veliku relativnu
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Slika 5.14: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u to�cci E ; eksperimentalni podaci ozna�ceni punom
linijom i krugom, kvadratom 2D MKE simulacija, trokutom
3D MKE simulacija. a. Debljina lima u to�cci E b. Relativna
razlika debljine u to�cci E [(MKE-eksperiment)/eksperiment]

razliku �s E koja je de�nirana na sli�can na�cin kao i ostale relativne razlike u

ovom poglavlju, odnosno kao

�s E =
sE;num � sE;eksp

sE;eksp
(5.8)

Naposlijetku, usporedbe promjera u to�ckamaK i E dane su na slikama5.15,

5.16i u tablicama 5.7, 5.8 . Manji promjeri osnosimetri�cnog modela u obje to�cke

upu�cuju na ve�cu savojnu krutost koja rezultira te�zim "natiskivanjem" lima na

sferu, dok 3D model bolje prati izmjerenu promjera vrijednost s maksimalnom

relativnom razlikom promjera do� 3; 4% u to�cci K i 5; 4% u to�cci E.
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Slika 5.15: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivenog promjera
u to�cci K ; eksperimentalni podaci ozna�ceni punom linijom i
krugom, kvadratom 2D MKE simulacija, trokutom 3D MKE
simulacija. a. Promjer u to�cci K b. Relativna razlika
promjera u to�cci K [(MKE-eksperiment)/eksperiment]

Osnosimetri�cni, savojno kru�ci model daje ve�c spomenutu ve�cu razliku

promjera do � 5; 5% u to�cci K i � 18; 4% u to�cci E.

Simulirane i mjerene vrijednosti promjeraDE u to�cci E, prikazuje slika5.16.a.

Vidljivi skok pri tlaku p = 21 bar odgovara ve�c opisanoj (pred)nestabilnosti,

nakon koje 2D model pokazuje jako izra�zene skokove zbog diskretne strukture

MKE modela, odnosno stupnjevitog dolaska �cvorova u kontakt sa sferom.�Cvorovi

u to�cci K koja je to�cka razdvajanja lima i sfere, kako u eksperimentu tako i u

modelu, uzrokuju numeri�cke nestabilnosti i induciraju skokove koji su osobito

izra�zeni kod 2D modela zbog njihovog rasporeda u meridijanskoj ravnini. Kod

3D modela javlja se sli�cno ali u znatno manjoj mjeri jer prostorna mre�ze �cini

intenzitet stupanja �cvorova u kontakt postupnijim.
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Tablica 5.7: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivenog
promjera u to�cci K

Tablica 5.8: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivenog
promjera u to�cci E
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Slika 5.16: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivenog promjera
u to�cci E ; eksperimentalni podaci ozna�ceni punom linijom i
krugom, kvadratom 2D MKE simulacija, trokutom 3D MKE
simulacija. a. Promjer u to�cci E b. Relativna razlika
promjera u to�cci E [(MKE-eksperiment)/eksperiment]

U to�cci E u kojoj se javlja ekstremna deformacija, 3D model bolje prati

eksperimentalne podatke i �cak modelira (pred)lokalizaciju te�cenja materijala �sto

pokazuje konstantnim simuliranim promjeromDE od to�cke koja odgovara tlaku

p = 21 bar. Ipak dva detalja ote�zavaju konstataciju kako se radi o numeri�ckoj

indikaciji (pred)lokalizacije, a to su

� �cinjenica da je odabran jedan �cvor za o�citanje promjeraDE (u kojem je

debljina numeri�cki minimalna) od niza �cvorova u kojim je debljina blizu

minimalne

� odabrani model trenja bitno utje�ce na zaostajanje �cvorova u kontaktu, te

posredno i na lokalizaciju deformacije
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Kombinacija modela trenja i te�cenja materijala na kontaktnoj povr�sini sfere i lima,

slo�zen je fenomen i eksperimentalno i numeri�cki. Zato je 3D model s maksimalnom

relativnom razlikom manjom od 6%, izra�den u kori�stenom MKE programu op�ce

namjene, prihvatljiv, dok ponu�deni 2D model treba koristiti samo iznimno.
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Poglavlje 6.

Zaklju�cak i preporuke za daljnja
istra�zivanja

Modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje omogu�cilo je odre �divanje naprezanja

mjerenjem sile na poznatom presjeku, �sto nije bilo izvedivo klasi�cnim hidrauli�cnim

udubljivanjem. Uz navedeno, udubljivanje na sferi de�nira geometriju

oblikovanog lima, otklanjaju�ci potrebu za pretpostavkama o toj istoj geometriji,

�cine�ci tako izra�cun naprezanja i deformacija egzaktnim. Cjelovitost snimljenih

podataka metodom hidrauli�cnog udubljivanja na sferi uo�cljiv je iz snimljene

krivulje te�cenja za raspon deformacija od' =0,1. . . 0,7 �sto je relevantan raspon

za krivulju te�cenja snimljenu postupkom u kojem dominiraju vla�cna naprezanja.

Dominantno homogena deformacija lima do' =0,7 daleko nadvisuje homogenu

deformaciju kod snimanja krivulje te�cenja vla�cnom metodom prije pojave vrata

epruvete, koja se�ze samo do' =0,2. . . 0,3. Empirijski izraz kojega su uveli

Siebel i Schwaigerer kako bi omogu�cili mjerenje deformacije u podru�cju njene

nehomogenosti, predlo�zena metoda u cijelosti otklanja daju�ci bolju mogu�cnost

analiti�ckog modeliranja.

Osim mogu�cnosti snimanja krivulje te�cenja za velike stupnjeve deformacije

u vla�cnom podru�cju, modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje omogu�cava

iskori�stavanje manjeg broja epruveta zbog mogu�cnosti istovremenog odre�divanja

tri razli�cite to�cke ove iste krivulje na jednoj rondeli. Uz navedene to�cke,

potrebno je jo�s razmotriti i �cetvrtu to�cku maksimalnog ispup�cenja modi�ciranog

udubljivanja, kao potencijalno mjesto snimanja to�cke krivulje plasti�cnog te�cenja.

Modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje mo�ze se koristiti i kao metoda za

ispitivanje maziva u oblikovanju deformiranjem. Veliki faktor trenja inducirati �ce

pukotinu blizu kontaktnog ruba sfere i lima, a maleni �ce pak inducirati pukotinu

na samome vrhu sfere kao �sto je slu�caj kod Erichsen-ovog ili Ha�sek-ovog testa.
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Koriste�ci pretpostavku o hidrostatskoj raspodjeli pritiska na kontaktnoj

povr�sini lim-sfera, osim dobivene ekstrapolacije krivulje te�cenja na ve�ce

deformacije, uvedena metoda posjeduje cjelovitost fenomena koji se javljaju kod

postupaka hidrooblikovanja; slobodno te�cenje i te�cenje materijala u kontaktu.

Uz nelinearnost koja proizlazi iz o�cvr�s�cenja materijala u modi�ciranoj metodi

javlja se i fenomen kontakta koji je presudan u kalibraciji proizvoda dobivenih

hidrauli�cnim udubljivanjem. Na ovaj na�cin uvedena metoda osim analiti�ckog,

predstavlja i interesantan tehnolo�ski model na kojem se mogu ispitivati programi

za modeliranje hidrooblikovanja lima, bez obzira na numeri�cki pristup; metodom

kona�cnih elemenata, metodom kona�cnih volumena, bezmre�znom metodom i sl..

Iskustvo provedenih eksperimenata upu�cuje na nepodesnost metode klasi�cnog

hidrauli�cnog udubljivanja kod odre�divanja malih stupnjeva logaritamske

deformacije. Ovo je u cijelosti izbjegnuto modi�ciranim hidrauli�cnim

udubljivanjem na sferi, gdje se mjerenja izvode samo pri vi�sim tlakovima.

Od tri to�cke u kojima se modi�ciranim udubljivanjem odre �duje logaritamska

deformacija, to�cka na osi simetrije omogu�cava izra�cun manjih deformacija.

Sva predmetna mjerenja provedena su na samo jednom materijalu; aluminiju

Al 99,5 kako bi se minimalizirao upliv materijala na razmatranu, novu metodu

snimanja krivulje plasti�cnog te�cenja.

Kod daljnjih istra�zivanja i razvoja metode modi�ciranog udubljivanja na sferi,

potrebno je predlo�zenom metodom snimiti krivulje te�cenja za tradicionalne i nove

materijale u obliku lima koji se koriste u izradi lakih konstrukcija; niskouglji�cne

�celike za tanke limove (DC01-DC04, prema EN 10027-1) [46], mikrolegirane �celike

(ZStE 260 - 420, prema SEW 093), refosforizirane �celike (ZStE 220 P - 300 P,

prema SEW 094), DP �celike, IF �celi�cne limove [47], BH �celike (ZStE 180 BH -

300 BH, prema SEW 094), SULC �celike, TRIP �celike, IZ �celike (ZstE 220i, interni

standrad Salzgitter AG) [48], nehr�daju�ce �celi�cne limove namijenjene izradi panela

lakih konstrukcija [49], limove aluminijskih legura namijenjene autoindustriji [47],

limove magnezijevih legura [50] te superlegure nikla kao �sto je npr. Ti-6Al-4V.

Za anizotropne materijale, kakvi su u biti svi materijali u obliku lima,

bilo bi potrebno razmotriti ina�cice predlo�zene metode. Kao primjer mogu�ce

je koristiti matricu elipti�cnog oblika, i za razli�cite orijentacije lima izvedenim

izrazima snimati krivulju te�cenja, te je neophodno poraditi na to�cnosti samog

modi�ciranog postupka udubljivanja kako bi se uo�cila i malena anizotropija

ispitivanog materijala.

Upravljanje brzinom protoka 
uida koji oblikuje lim, mogu�ce je ispitivati i
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upliv brzine deformacije na krivulju te�cenja, oblikovljivost i podmazivanje. Ipak,

zbog nemogu�cnosti postavljanja �zeljene brzine deformacije reguliranjem brzine

protoka, potrebno je opti�ckim mjernim metodama pristupiti snimanju brzine

i pripadaju�ceg polja deformacije kao �sto je izvedeno u [36]. Na taj na�cin,

mjere�ci objektni raster deformiraju�ce povr�sine lima, mogu�ce je donositi zaklju�cke

o materijalu na temelju snimljenog polja deformacije.

Izra�deni 3D numeri�cki model i modularna naprava za modi�cirano hidrauli�cno

udubljivanje omogu�cit �ce daljnje eksperimentalno i numeri�cko studiranje

hidrooblikovanja nesimetri�cnih geometrija, implementacijom krivulje te�cenja

snimljene modi�ciranim hidrauli�cnim udubljivanjem na sferi. Ostvarivi tlakovi

oblikovanja do 350 bar �cine izra �denu napravu primjerenom hidrooblikovanju i

debljih limova u kojima se javlja i savijanje.

Obzirom na bolje poklapanje trodimenzijskog modela s eksperimentom,

potrebno je razraditi trodimenzijski model koji �ce koristiti 3D elemente koji �ce

geometrijom mre�ze izravno modelirati debljinu lima. Zbog same geometrije lima;

dominacije du�zine i �sirine u odnosu na debljinu, potrebno je obratiti pozornost

na izvedivost takve simulacije volumenskim elementima (kriti�cni omjer duljine

stranica i sl.).

U perspektivi modi�cirano hidrauli�cno udubljivanje otvara mogu�cnost

1. analize i anizotropnih limova

2. mogu�cnost snimanja dijagrama grani�cne oblikovljivosti

3. mogu�cnost odre�divanja duktilnosti lima za postupke hidrooblikovanja [17].

Ovo posljednje mo�ze biti dopuna poznatim testovima kao �sto je Erichsenov

test i Ha�sekov test, jer osim sfere kao krutog tijela, simultano djeluje i tlak

medija. Udubljivanjem lima na sferi, kod modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja

je mogu�ce kvanti�cirati o�citovanje trenja; odnosno mjeriti poziciju na kojoj je

do�slo do pucanja i to zavisno o vrsti maziva i materijalu kontaktnog para alat

- lim. Ovo posljednje mo�ze biti komplementarna tema predmetnom radu na

podru�cju mehanike loma i kao takva zahtjeva primjerenu znanstvenu razradu.

Nadalje od uo�cenih fenomena, potrebno je posvetiti pozornost pojavi

nestabilnosti koja prethodi lomu, a koja je kod hidrooblikovanja odgo�dena.

S tim ciljem potrebno je pro�siriti kako eksperimentalni, tako i numeri�cki dio

modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja i na druge ve�c navedene materijale.
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Pri numeri�ckom modeliranju 3D model se pokazao podesniji, zbog

boljeg poklapanja s eksperimentalnim rezultatima, osobito kod modi�ciranog

udubljivanja. Prednost 3D modela zna�cajna je �sto se kod modi�ciranog

udubljivanja osim nelinearnosti zbog o�cvr�s�cenja, javlja i nelinearnost zbog

kontaktnog trenja, pa njihova kombinacija najbolje odgovara stvarnim

postupcima hidrooblikovanja. Prema provedenom istra�zivanju, te�zi�ste bi trebalo

staviti na daljnji razvoj 3D modela. Ovo posljednje je va�zno i zbog modeliranja

opa�zene nestabilnost koja prethodi lomu, a svojstvena hidrooblikovanju, znatno

odga�da trenutak pucanja lima.

Podrobnija i eksperimentalna i numeri�cka analiza predlo�zene metode

neophodna je kako bi se u svjetlu navedenoga, u �sto ve�coj mjeri ovladalo

hidrooblikovanjem nesimetri�cnih 3D geometrija. U tom cilju potrebno je ispitati

i upliv dimenzije sfere na kojoj se lim udubljuje.

Imaju�ci na umu razvoj limenih proizvoda i pripadaju�cih postupaka njihove

izrade, predlo�zena metoda modi�ciranog hidrauli�cnog udubljivanja na sferi,

predstavlja jedan od mnogobrojnih koraka na tom putu.
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Poglavlje 7.

Dodatak

7.1. Veza logaritamske i konvencionalne
deformacije

7.1.1. Veza konvencionalne i logaritamske deformacije

Konvencionalna ili in�zenjerska deformacija� po skalarnoj de�niciji vezanoj na

vla�cni pokus glasi

� =
l1 � l0

l0
(7.1)

Kada se ista metoda koristi za snimanje krivulje plasti�cnog te�cenja,

konvencionalnu deformaciju zamjenjuje logaritamska ili stvarna deformacija'

' = ln(
l1
l0

) (7.2)

Fizikalna razlika izme�du konvencionalne i logaritamske deformacije po�civa na

fenomenu o�cvr�s�cenja materijala. Kao primjer mo�ze se uzeti izdu�zenje epruvete s

l0 na l1 pri �cemu je materijal o�cvrsnuo za �k f; 0� 1. Potom epruvetu rasteretimo i

ponovno razvu�cemo sl1 na l2. Materijal je o�cvrsnuo za dodatnih �k f; 1� 2. Ukupnu

logaritamsku deformaciju' uk mogu�ce je prikazati kao sumu

' uk = ln(
l1
l0

) + ln(
l2
l1

) = ln(
l2
l0

) (7.3)

dok za konvencionalnu deformaciju to nije mogu�ce, odnosno

� uk 6=
l1 � l0

l0
+

l2 � l1
l1

(7.4)
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Kako je ukupno o�cvr�s�cenje materijala �k f;uk jednako sumi pojedinih o�cvr�s�cenja

�k f;uk = �k f; 0� 1 + �k f; 1� 2 (7.5)

proizlazi primjerenost logaritamske deformacije opisu o�cvr�s�cenja materijala koje

se javlja kod velike i trajne tzv. plasti�cne deformacije. Nadalje, istome o�cvr�s�cenju

materijala u vla�cnom i u tla�cnome pokusu1 �k f;vlak = �k f;tlak pridru�zuje se po

apsolutnoj vrijednosti ista logaritamska deformacija.

(j' vlak j; �k f;vlak ) = ( j' tlak j; �k f;tlak ) (7.6)

Za konvencionalnu deformaciju to nije slu�caj. Izlu�civanjem kvocijenta l1=l0 iz

jednad�zbe (7.2)

l1
l0

= e' (7.7)

i njegovim uvr�stavanjem u jednad�zbu (7.1) dobiva se ovisnost konvencionalne o

logaritamskoj deformaciji

� = e' � 1 (7.8)

odnosno logaritamske o konvencionalnoj deformaciji

' = ln(1 + � ) (7.9)

1pretpostavlja se izotropno o�cvr�s�cenje materijala
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7.1.2. Hipoteza o nestla�civosti

Pretpostavi li se da je volumen pravokutne prizme nakon plasti�cnog te�cenja

jednak volumenu pravokutne prizme prije plasti�cnog te�cenja

V1 = V0 (7.10)

a1b1c1 = a0b0c0 (7.11)

logaritmiranjem gornjeg izraza dobiva se

a1b1c1

a0b0c0
= 1 (7.12)

ln(
a1b1c1

a0b0c0
) = 0 (7.13)

ln(
a1

a0
) + ln(

b1

b0
) + ln(

c1

c0
) = 0 (7.14)

Pretpostavljaju�ci kako normale stranica pravokutne prizme tijekom deformacije

ostaju paralelne te da se njihove normale poklapaju s pravcima glavnih

deformacija, dobiva se kona�cni algebarski izraz hipoteze o nestla�civosti

' a + ' b + ' c = 0 (7.15)
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7.2. Izvod membranske jednad�zbe

Koriste�ci sliku 7.1 s pripadaju�cim oznakama, izvest �ce se membranska

jednad�zba. Zbog pojednostavljenja �ce se namjesto meridijanskog i cirkularnog

naprezanja uvesti sile po jedinici duljine;Nm meridijanska i Nc cirkularna.

Pomno�zene s duljinom stranice diferencijalnog elementa daju odgovaraju�ci iznos

sile. SilaNm rd� i sila (Nm + dNm )(r + dr)d� zatvaraju s normalom diferencijalnog

elementa kutd#=2 pa zbroj njihovih projekcija na pravac normale iznosi

� Nm rd� sin
d#
2

� (Nm + dNm )(r + dr)d� sin
d#
2

= � Nm rd�d# (7.16)

pri �cemu su zanemarene in�nitezimalne veli�cine vi�seg reda te je uzeto sin (d#=2) =

d#=2 jer je d# << 1.

Dvije cirkularne sile Ncrmd# projiciraju se u radijalan pravac i tvore

zajedni�cku rezultantu � 2Nm rmd# sin d�
2 = � Nm rmd#d� . Projiciranjem ove

rezultante na smjer normale dobiva se� Nm rmd#d� sin#, gdje normala s

radijalnim pravcem �cini kut ( �= 2� #). Optere�cenje pm okomito je na normalu pa

ne ulazi u uvjet ravnote�ze. Optere�cenjepn projicira se u cijelosti u smjer normale

i ima rezultantu pn rmd#rd� . Postavljanjem uvjeta ravnote�ze, odnosno sumiraju�ci

izvedene komponente sile u smjeru normale dobiva se

X
Fn = � Nm rd�d# � Nm rmd#d� sin# + pn rmd#rd� = 0 (7.17)

Dijele�ci gornji izraz s rm rd�d# dobiva se

Slika 7.1: Izvod membranske jednad�zbe postavljanjem uvjeta ravnote�ze
na diferencijalni element u meridijanskome smjeru.
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Nm

rm
+

Nc

r
sin# = pn (7.18)

Kako je prema slicir = r c sin# gornji izraz postaje

Nm

rm
+

Nc

r c
= pn (7.19)

Dijele�ci dobiveno s debljinom ljuske s, proizlaze naprezanja namjesto sila po

jedinici duljine, odnosno dobiva se jednad�zba membrane

� m

rm
+

� c

r c
=

pn

s
(7.20)

gdje su � m i � c meridijansko i cirkularno naprezanje,rm i r c meridijanski i

cirkularni polumjer zakrivljenosti, pn tlak s konkavne strane cirkularnog radijusa

zakrivljenosti i s debljina ljuske. Jednad�zba (7.20) osim jednad�zba membrane u

literaturi se naziva i Laplace-ova jednad�zba.

Iako se osim uvjeta ravnote�ze u smjeru normale, mo�ze postaviti i uvjet u

meridijanskome smjeru te dobiti drugu jednad�zbu, to nije potrebno u�ciniti, jer

jednad�zbu membrane uz pretpostavke kod oba tipa hidrauli�cnog udubljivanja,

�cini potpuni sustav jednad�zbi.
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7.3. Izvod cirkularne deformacije kod Hill-a

Prema slici 7.2 konvencionalna cirkularna deformacija� c jednaka je

� c =
PP1

Z0P0
=

P0P � Z0P0

Z0P0
(7.21)

Iz sli�cnosti trokuta PP1P0 i trokuta P0Z0Y proizlazi

� c =
P0P � Z0P0

Z0P0
=

P0Z0

Z0Y
(7.22)

Kako je

P0Z0 = z (7.23)

i iz sli�cnosti trokuta P2Z0Y i trokuta ZZ 0P2

Z0Y
a

=
a
h

) Z0Y =
a2

h
(7.24)

proizlazi da je deformacija� c jednaka

� c =
zh
a2

(7.25)

Prevedana u logaritamsku deformaciju iznosi

' c = ln(1 + � c) = ln(1 +
zh
a2

) (7.26)

Prema hipotezi o nestla�civosti

' n + ' m + ' c = 0 (7.27)

i Hill-ovoj pretpostavci jednakosti cirkularne i meridijanske deformacije

' n + ln(1 +
zh
a2

) + ln(1 +
zh
a2

) = 0 (7.28)
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Slika 7.2: Geometrijska analiza deformacije kod hidrauli�cnog
udubljivanja po Hillu.

proizlazi izraz za normalnu logaritamsku deformaciju

' n = � 2 ln(1 +
zh
a2

) (7.29)

Obzirom da mjerenja kod hidrauli�cnog udubljivanja izvodimo na poluz = h, na

ovaj na�cin dobiva se jednostavan algebarski izraz za izra�cun normalne deformacije

na polu.

' n = � 2 ln(1 + (
h
a

)2) (7.30)
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7.4. Tenzor male deformacije i njegove invarijante

Obzirom na upliv devijatorskog dijela deformacije na te�cenje materijala,

tenzor male deformacije� ij rastavlja se na sferni i devijatorski dio

� ij =
1
3

� ij � ij + eij (7.31)

gdje je � ij Kronecker-ov delta, a devijator deformacijeeij se mo�ze izraziti kao

eij = � ij �
1
3

� ij � ij (7.32)

Na ovaj na�cin se iz razmatranja velikih deformacija eliminira volumenska

deformacija. Tako se ve�c neizravno uvodi hipoteza o nestla�civosti kontinuuma

kod razmatranja velikih deformacija. Invarijante devijatora male deformacije

jesu;

Prva, linearna invarijanta

I 1(eij ) = eii = 0 (7.33)

Druga, kvadratna invarijanta

I 2(eij ) =
1
2

(eii ejj � eij eij ) = �
1
2

(eij eij ) (7.34)

Tre�ca, kubna invarijanta

I 3(eij ) =
1
3

eij ejk eki +
1
6

eii ejj ekk �
1
2

eii ejk ejk =
1
3

eij ejk eki (7.35)

Od navedenih za izra�cun ekvivalentnog naprezanja koristi se druga invarijanta

koja je jednaka

84



I 2(eij ) = �
1
2

(eij eij )

=
1
2

(e2
11 + e2

22 + e2
33 + 2e2

12 + 2e2
13 + 2e2

23)

=
1
2

�
[� 11 �

1
3

(� 11 + � 22 + � 33)]2 + [ � 22 �
1
3

(� 11 + � 22 + � 33)]2

+[ � 33 �
1
3

(� 11 + � 22 + � 33)]2 + 2� 2
12 + 2� 2

13 + 2� 2
23

�

=
1
6

�
(� 11 � � 22)2 + ( � 11 � � 33)2 + ( � 22 � � 33)2 + 6( � 2

12 + � 2
13 + � 2

23)
�

Izra�zena preko glavnih deformacija tenzora male deformacije, druga invarijanta

devijatora male deformacije glasi

I 2(eij ) =
1
6

[(� 1 � � 2)2 + ( � 1 � � 3)2 + ( � 2 � � 3)2] (7.36)
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7.5. Faktor trenja u plasti�cnom podru�cju

Pretpostavimo da normalna silaFN koja djeluje okomito na podlogu dovodi

materijal u plasti�cno podru�cje. Neka se radi o idealnome, kruto-plasti�cnome

materijalu. Tada silu FN mo�zemo izra�cunati kao umno�zak kontaktne plo�stine A

i naprezanja plasti�cnog te�cenja kf , odnosno

FN = A k f (7.37)

�cime slijedi

A =
FN

kf
(7.38)

Sila potrebna da bi smicanjem do�slo do razdvajanja na kontaktnoj povr�siniA

iznosi

Fsmik = T A (7.39)

A ima isto zna�cenje kao i u jednad�zbi (7.37) dok T predstavlja intenzitet smi�cnog

naprezanja ve�c de�niran izrazom (2.44) kao

T =

r
1
6

[(� 11 � � 22)2 + ( � 22 � � 33)2 + ( � 33 � � 11)2 + 6( � 2
12 + � 2

23 + � 2
31)]

Uvr�stavaju�ci izraz 7.38u izraz 7.39dobiva se

Fsmik = T
FN

kf
(7.40)

�sto je prema Amontons-ovom modelu trenja jednako

Fsmik = T
FN

kf
= � F N = Ftr (7.41)
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Kra�cenjem gore navedenih izraza dobiva se eksplicitni izraz za faktor trenja

� =
T
kf

(7.42)

Za uvjet te�cenja prema von Missesu kada je u vla�cnom/tla�cnom pokusu� 11 = kf

i � 22 = � 33 = � 12 = � 13 = � 23 = 0, intenzitet smi�cnoga naprezanja jednak je

T =
kfp

3
(7.43)

te je maksimalni faktor trenja za plasti�cno podru�cje prema uvjetu te�cenja po von

Misses-u shodno (7.42) i ( 7.43) jednak

� max;Misses =
1

p
3

= 0; 57 (7.44)

Za uvjet te�cenja prema Tresca-i max(j� 1 � � 2j=2; j� 2 � � 3j=2; j� 3 � � 1j=2) = k uz

pojednostavnjenje da je materijal pri �cistom smicanju;� 1 = � , � 2 = 0 i � 3 = � � ,

gdje su � 1, � 2 i � 3 glavna, a � smi�cno naprezanje te�cenja, intenzitet smi�cnog

naprezanja jednak je naprezanju smi�cnog te�cenja, odnosno

T = � (7.45)

=
� 1 � � 3

2
(7.46)

=
kf

2
(7.47)

Time je maksimalni faktor trenja za plasti�cno podru�cje prema uvjetu te�cenja po

Tresca-i prema (7.42) i ( 7.47) jednak

� max;T resca =
1
2

= 0; 5 (7.48)

Izrazi (7.44) i ( 7.48) daju maksimalan iznos faktora trenja za materijal u

plasti�cnom podru�cju. Kada je materijal u elasti�cnom podru�cju, tada faktori trenja

mogu biti ve�ci od navedenih iznosa [37, 38].
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7.6. Uvjet kompatibilnosti

Kada je poznato vektorsko polje pomakaui = ui (x i ) bez te�sko�ce se mogu

jednozna�cno odrediti komponente tenzora male deformacije� ij . Naprotiv ako

je zadano tenzorsko polje deformacija� ij = � ij (x i ), iz njega je mogu�ce odrediti

jedinstveno pripadaju�ce polje pomaka, ako i samo ako komponente tenzora male

deformacije zadovoljavajuuvjete kompatibilnosti. Navedene uvjete je prema [28]

prvi izveo francuski in�zenjer Tresca godine 1864.

Ovi uvjeti u diferencijalnome obliku glase

@2� x

@y2
+

@�2y
@x2

=
@
2xy

@x@y
(7.49)

@2� y

@z2
+

@�2z
@y2

=
@
2yz

@y@z
(7.50)

@2� z

@x2
+

@�2x
@z2

=
@
2zx

@z@x
(7.51)

2
@2� x

@y@z
=

@
@x

(�
@
yz

@x
+

@
xy

@z
+

@
zx

@y
) (7.52)

2
@2� y

@x@z
=

@
@y

(�
@
zx

@y
+

@
yz

@x
+

@
xy

@z
) (7.53)

2
@2� z

@y@x
=

@
@z

(�
@
xy

@z
+

@
zx

@y
+

@
yz

@x
) (7.54)

U indeksnoj notaciji uvjeti kompatibilnosti glase

eipr ejqs � pq;rs = 0 (7.55)

Gdje je eijk permutacijski simbol, a zarez ozna�cava parcijalnu derivaciju uz

� 11 = � x ; � 12 = 0; 5 
 xy ; : : : itd:

Fizikalno gledano, uvjet kompatibilnosti je mogu�ce objasniti na sljede�ci

na�cin; Ako se tijelo u po�cetnom, nedeformiranome stanju presje�ce s tri skupine

me�dusobno okomitih ravnina na diferencijalne kocke, a potom se podvrgne
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deformaciji, diferencijalne kocke �ce se, svaka za sebe, deformirati tako da je iz njih

mogu�ce opet formirati deformirano tijelo bez �supljina i preklapanja diferencijalnih

kocaka [24].

Ovaj �zikalni model se poklapa s de�nicijom deformacije kao: "...relativnih

pomaka dijelova i �cestica iz njihovih po�cetnih pozicija i to tako da se kontinuitet

i kompatibilnost krutog tijela ne naru�sava." [ 17].
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7.7. Polarno razlaganje tenzora gradijenta
deformacije, Henckyevi tenzori prirodne
deformacije

7.7.1. Polarno razlaganje tenzora gradijenta deformacije

Materijalni tenzor gradijenta deformacijeFij povezuje diferencijal u trenutnoj

kon�guraciji dxi s diferencijalom u po�cetnoj kon�guraciji dyj odnosno

dxi =
@xi
@yj

dyj = Fij dyj (7.56)

Prostorni tenzor gradijenta deformacijeF � 1
ij povezuje diferencijal u po�cetnoj

kon�guraciji dyj s diferencijalom u trenutnoj kon�guraciji dxi kao

dyi =
@yi
@xj

dxj = F � 1
ij dxj (7.57)

Materijalni tenzor gradijenta deformacije, koji je analgon preslikavanja po�cetne

u kona�cnu kon�guraciju, mo�zemo �zikalno predstaviti kao kombinaciju rotacije i

izdu�zivanja. Doti�cno je mogu�ce u�ciniti polarnim razlaganjem ovog tenzora drugog

reda kao

Fij = Rik Ukj = Vik Rkj (7.58)

gdje je Rik ortogonalan tenzor, Ukj desni tenzor izdu�zenja, aVik lijevi tenzor

izdu�zenja.

Kako je Rik ortogonalan tenzor umno�zak

Fki Fkj = U2
ij (7.59)

jednak je kvadratu desnog tenzora izdu�zenja. Isto tako umno�zak

Fik Fjk = V 2
ij (7.60)

jednak je kvadratu desnog tenzora izdu�zenja. Postupak izvoda navedenih

jednakosti i postupak odre�divanja Rik , Ukj i Vik nalazi se u cijelosti u [24].
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7.7.2. Hencky-evi tenzori prirodne deformacije

Kvadrat diferencijala u po�cetnoj kon�guraciji ds2
0 prema izrazu7.57glasi

dyi dyi = F � 1
ij F � 1

ik dxj dxk (7.61)

Umno�zak F � 1
ij F � 1

ik jednak je tenzoruB � 1
jk koji je inverz desnog Cauchy-Green-ovog

tenzora deformiranostiB jk . Pa se izraz (7.61) mo�ze zapisati kao

dyi dyi = B � 1
jk dxj dxk (7.62)

Mno�zenjem s B jk slijeva dobiva se

B jk dyi dyi = dxj dxk (7.63)

Permutiraju�cim simbolom � jk proizlazi

� jk B jk dyi dyi = � jk dxj dxk (7.64)

Bkk dyi dyi = dxkdxk (7.65)

a kako jedyi dyi = ds2
0 i dxkdxk = ds2

1 slijedi

Bkk ds2
0 = ds2

1 (7.66)

ds1

ds0
= B

1
2
kk (7.67)

prema najjednostavnijoj, skalarnoj de�niciji, logaritamska deformacija glasi

' = ln
�

s1

s0

�
(7.68)

�sto je za �ksirano po�cetno i kona�cno stanje (' = konst:) ekvivalentno izrazu

' = ln
�

ds1

ds0

�
(7.69)
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Uvr�stavaju�ci izraz ( 7.67) u gornju jednad�zbu proizlazi da je logaritamska

deformacija jednaka

' =
1
2

ln(Bkk ) (7.70)

Pretpostavka da vrijedi poop�cenje logaritamske deformacije na tenzorsku veli�cinu

' ij glasi

' ij =
1
2

ln(B ij ) (7.71)

H �
ij =

1
2

ln(B ij ) (7.72)

�sto je izneseno i u [28, 24]. ' ij je tenzor logaritamske deformacijeB ij je

lijevi Cauchy-Green-ov tenzor deformiranosti aH �
ij Hencky-ev tenzor prirodne

deformacije. Uzimaju�ci identitet B ij = Fik Fjk = V 2
ij , Henckyev tenzor prirodne

deformacije u prostornim koordinatama mo�zemo jo�s izraziti i kao

H �
ij = ln( Vij ) (7.73)

ili kao

' ij = ln( Vij ) (7.74)

gdje je Vij lijevi tenzor izdu�zenja
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7.8. Dvije pretpostavke o shemi deformacija

U ovome radu kori�steni izraz za ekvivalentnu logaritamsku deformaciju preko

glavnih deformacija glasi

' ekv =

r
2
3

(' 2
1 + ' 2

2 + ' 2
3) (7.75)

Normalna deformacija ujedno je i najve�ca deformacija jer su meridijanska i

cirkularna istog predznaka pa prema hipotezi o nestla�civosti proizlazi

j' n j = j' m + ' cj (7.76)

o�cito je j' n j > j' m j i j' n j > j' cj.

Za prvu pretpostavku da je u shemi deformacija' m = ' c,

' 1 = ' n (7.77)

' 2 = ' m =
1
2

' n (7.78)

' 3 = ' c =
1
2

' n (7.79)

pa je prema izrazu za ekvivalentnu deformaciju

' ekv1 =

r
2
3

(' 2
n + (

1
2

' n )2 + (
1
2

' n )2) (7.80)

' ekv1 =

r
2
3

(' 2
n +

1
4

' 2
n +

1
4

' 2
n ) (7.81)

' ekv1 =

r
2
3

(
6
4

' 2
n ) (7.82)

' ekv1 =
p

' 2
n (7.83)

' ekv1 = ' n (7.84)

U slu�caju ' m = ' c ekvivalentna deformacija jednaka je normalnoj deformaciji.

Za drugu pretpostavku da je u shemi deformacija' c = 0, ekvivalentna
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deformacija proizlazi

' 1 = ' n (7.85)

' 2 = ' m = ' n (7.86)

' 3 = ' c = 0 (7.87)

' ekv2 =

r
2
3

(' 2
n + ' 2

n ) (7.88)

' ekv2 =

r
2
3

2' 2
n (7.89)

' ekv2 =
2

p
3

' n (7.90)

(7.91)

U slu�caju ' c = 0 ekvivalentna deformacija ve�ca je od one u slu�caju' m = ' c za

faktor 2=
p

3 = 1; 155, to jest 15%, odnosno' ekv2 = 1; 155' ekv1.

Kako bi se pokazalo da sve mogu�ce sheme deformacija koje se javljaju kod

hidrauli�cnog udubljivanja daju ekvivalentno naprezanje koje se kre�ce u granicama

[' ekv1; ' ekv2], odnosno [' ekv1; 1; 155' ekv1], odnosno [' n ; 1; 155' n ] 1, konstruira se

meridijanska deformacija kao linearna funkcija normalne deformacije, odnosno

' m = b' n (7.92)

gdje je b konstanta. Raspi�se li se izraz za ekvivalentnu deformaciju s uvedenom

pretpostavkom proizlazi

' ekv =

r
2
3

(' 2
n + b2' 2

n + ' 2
c) (7.93)

hipoteza o konstantnom volumenu

' n + b' n + ' c = 0 (7.94)

1gdje je ' n = ln( s1=s0) izra�cunata vrijednost normalne logaritamske deformacije
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daje

' c = (1 + b)' n (7.95)

�sto uvr�steno u izraz za ekvivalentnu deformaciju daje

' ekv =

r
2
3

(' 2
n + b2' 2

n + (1 + b)2' 2
n ) (7.96)

Nakon sre�divanja izraza

' ekv =
2

p
3

' n

p
b2 + b+ 1 (7.97)

parcijalnim deriviranjem po b

@'ekv

@b
=

2
p

3
' n

1
2

(b2 + b+ 1) � 1(2b+ b) (7.98)

Izjedna�cavanjem s nulom dobivamo dobiva se to�cka lokalnog ekstrema za b=-0,5,

odnosno' ekv poprima minimalnu1 vrijednost za

' m = �
1
2

' n (7.99)

�sto je ekvivalentno pretpostavci ' m = ' c.

Kako je polazni izraz za ekvivalentnu deformaciju monotono rastu�ca, parna

funkcija, odnosno polaze�ci od lokalnog minimuma ne mijenja predznak,' ekv

monotono raste odb = � 0; 5 do b = � 1 i za b = � 1 ima svoj maksimum za

kojeg vrijedi

' m = � ' n ) ' c = 0 (7.100)

Gore navedeno pokazuje kako za' ekv vrijedi

' ekv1 � ' ekv � ' ekv2 (7.101)

odnosno sve sheme deformacija daju ekvivalentno naprezanje koje je jednako

normalnog logaritamskog deformaciji ili od nje ve�ce do 15,5%, drugim rije�cima

' n � ' ekv � 1; 155' n (7.102)
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u najjednostavnijem zapisu gdje jes0 po�cetna a s1 kona�cna izmjerena debljina

ljuske vrijedi

ln(
s1

s0
) � ' ekv � 1; 155 ln(

s1

s0
) (7.103)
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Tablica 7.1: Jednostavni primjer izra�cuna mjerne nesigurnosti
volumena valjka

Tablica 7.2: Poop�ceni primjer izra�cuna mjerne nesigurnosti

7.9. Mjerna nesigurnost

Neka je na kori�stenoj mjernoj opremi mjereno m razli�citih veli�cina:

a1; a2 : : : am . Izrazom f dana je funkcijska ovisnost izmjerene o mjerenim

veli�cinama. Uvr�stavanjem mjerenih veli�cina u izraz f izra�cunata je vrijednost

izmjerene veli�cine. Kao primjer mo�ze se uzeti ovisnost volumena valjkaV (izmjene

veli�cine), o mjerenom promjeru valjka D i mjerenoj visini valjka h. Funkcijska

ovisnost dana je izrazom

V = f (D; h) =
D 2�

4
h (7.104)

Neka su mjerenja izvedena nan razli�citih valjaka kako to prikazuje tablica 7.1. Uz

tablicu mjerenja na valjcima dana je i tablica s poop�cenim mjerenim i izmjerenim

vrijednostima 7.2. Kao �sto se razlikuju mjereni valjci po mjerenim i izmjerenim

veli�cinama, tako se razlikuju algebarske vrijednosti u poop�cenoj tablici. ai 1 6=

ai 2 6= ain , i = 1 : : : m.

Po de�niciji varijance, varijanca izmjerenih vrijednosti � 2
f je jednaka

� 2
f =

1
n � 1

nX

j =1

[f (aij � �a ij ) � f (aij )]2 (7.105)
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Gdje f (aij � �a ij ) predstavlja stvarno mjerenje koje u sebi sadr�zi odstupanja,

odnosno� �a ij . Aproksimacijom s prva dva �clana Taylorovog reda

f (aij � �a ij ) � f (aij ) �
mX

i =1

@f(aij )
@aij

�a ij (7.106)

�sto uvr�steno u izraz ( 7.105) daje

� 2
f =

1
n � 1

nX

j =1

"
mX

i =1

@f(aij )
@aij

�a ij

#2

(7.107)

Izraz pod kvadratom sastoji se od dva tipa pribrojnika

prvi:

�
@f(aij )

@aij

� 2

�a 2
ij 6= 0 (7.108)

drugi:

2
@f(akj )

@akj

@f(alj )
@alj

�a kj �a lj = 0 (7.109)

gdje k 6= l, a jednakost drugog izraza nuli proizlazi iz pretpostavke da mjerene

vrijednosti nisu korelirane te da su normalno raspodijeljene. Za primjer mogu�ce

je navesti kako mjerna odstupanja visine valjka, ne ovise o mjernim odstupanjima

promjera valjka.
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Uva�zavaju�ci navedeno izraz (7.107) prelazi u

� 2
f =

1
n � 1

nX

j =1

mX

i =1

�
@f(aij )

@aij

� 2

�a 2
ij (7.110)

Uvode�ci kvocijent pod znak sume na sljede�ci na�cin

� 2
f =

nX

j =1

mX

i =1

�
@f(aij )

@aij

� 2 �a 2
ij

n � 1
(7.111)

anticipira varijancu pojedine mjerene veli�cine

� 2
ij =

nX

j =1

�a 2
ij

n � 1
(7.112)

No kako parcijalna derivacija@f(aij )=@aij ovisi o j , nije ju mogu�ce izlu�citi ispred

sume poj na �zeljeni na�cin.

Pretpostavljaju�ci da je provedeno umjeravanje mjerne opreme, odnosno da je

za svaku mjerenu veli�cinu i = 1 : : : m ponovljeno mjerenje naistome etalonu n

puta, tada @f(aik )=@aik ne ovisi o ponovljenom mjerenjuk pa je mogu�ce izraz

(7.110) zapisati kao

� 2
k =

mX

i =1

�
@f(aik )

@aik

� 2 nX

k=1

�a 2
ik

n � 1
(7.113)

gdje je varijanca pojedinog mjernog ure�daja i = 1 : : : m

� 2
i =

nX

k=1

�a 2
ik

n � 1
(7.114)

Uvr�stavanjem izraza (7.114) u (7.113) dobiva se uvrije�zeni izraz za izra�cun

varijance izmjerene veli�cine

� 2
k =

mX

i =1

�
@f(aik )

@aik

� 2

� 2
i (7.115)

Gdje je @f(aik )=@aik vrijednost parcijalne derivacijef po a(ik ) u to�cci a(ik ), a

� 2
i je varijanca i -tog mjernog instrumenta dobivena njegovim umjeravanjem.
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Izrazom (7.115) dobiva se varijanca zasvakuod n izmjerenih vrijednosti od f .

Standardna nesigurnostu tuma�cena kao standardna devijacija� dana je izrazom

uk = �
q

� 2
k (7.116)

Odnosno za svakoj izra�cunatoj vrijednosti pripada standardna mjerna

nesigurnost. Zbog jednostavnosti i preglednosti mjerenja, u ve�cini slu�cajeva

barata se samo s jednom mjernom nesigurnosti, koju se mo�ze odabrati na vi�se

na�cina;

� mogu�ce ju je izra�cunati npr. za valjak srednjeg volumena

� izra�cunati za onaj valjak u navedenom primjeru za kojeg o�cekujemo najve�cu

mjernu nesigurnost

� izra�cunati sve mjerne nesigurnosti i u rezultatu prikazati najve�cu mjernu

nesigurnost

U ovome radu mjerna nesigurnost ra�cunati �ce se na posljednji opisani na�cin; za

svaku od n izmjerenih vrijednosti f , odrediti �ce se mjerna nesigurnost a njen

najve�ci iznos biti uzet kao reprezentativna vrijednost u(f ). Koriste�ci izraze

(7.115) i ( 7.118) standardna nesigurnost izmjerene vrijednostiu(f ) ra�cunati �ce se

kao

u(f ) = �
q

Max f � 2
k ; k = 1 : : : ng (7.117)

odnosno

u(f ) = �

vu
u
t Max

(
mX

i =1

�
@f(aik )

@aik

� 2

� 2
i ; k = 1 : : : n

)

(7.118)

gdje je f i = f (aik ) i = 1 : : : m, k = 1 : : : n; m je broj mjerenih veli�cina potrebnih

da bi se izra�cunaof i a n broj mjerenja. Iznos varijance pojedine mjerne opreme

� 2
i odre�duje se iz kalibracijom utvr�dene mjerne nesigurnosti instrumentaui kao

� 2
i = u2

i ui =
Ui

2
(7.119)
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gdje se standardna mjerna nesigurnostu (tuma�cena kao varijanca) dobiva iz

pro�sirene mjerne nesigurnosti1 U.

1U kalibracionom listu navodi se pro�sirena mjerna nesigurnost koja odgovara dvostrukom
standardnom odstupanju (k=2), odnosno granice ukupne nesigurnosti odgovaraju razini
pouzdanosti od 95%
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Poglavlje 8.
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�Zivotopis

Marko �Skunca ro�den je 10. prosinca 1974. god. u Zagrebu, gdje zavr�sava osnovnu

�skolu i XV gimnaziju. Osim u dr�zavnoj �skoli, maturirao je i na muzi�ckoj �skoli

Pavao Markovac. Studij strojarstva Fakulteta strojarstva i brodogradnje upisao

je 1995. godine, a diplomirao 24. studenog 2000. godine. Zavr�siv�si program

Proizvodnog smjera sveu�cili�snog dodiplomskog studija sa srednjom ocjenom svih

ispita tijekom studija vrlo dobar i ocjenom diplomskog rada izvrstan, na popisu je

deset najboljih studenata diplomiranih tijekom 2000. godine. Za vrijeme studija

radio je kao demonstrator pri Katedri za matematiku te pri Katedri za ljevarstvo.

Poslije diplomiranja zapo�sljava se na Katedri za oblikovanje deformiranjem

u Zavodu za tehnologiju kao znanstveni novak i mla�di asistent gdje i sada radi.

Od kolovoza 2001. godine do velja�ce 2002. godine slu�zi vojni rok. U tijeku

rada na Katedri za oblikovanje deformiranjem sudjeluje u vi�se znanstvenih i

stru�cnih projekata u okviru kojih je objavio 18 radova u znanstvenim �casopisima

te me�dunarodnim i doma�cim znanstvenim skupovima. U nastavi sudjeluje na

kolegijima preddiplomskog i diplomskog studija FSB-a, a sudjeluje i u nastavi

na Tehni�ckom veleu�cili�stu u Zagrebu te Studiju strojarstva na Veleu�cili�stu u

Karlovcu. O�zenjen je i slu�zi se engleskim i talijanskim jezikom.
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