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POPIS OZNAKA

A — matrica sustava,

Aa — matrica proSirenog sustava,

Ao — matrica sustava procjenitelja stanja,

A9 — matrica sustava procjenitelja stanja u diskretnom vremenu,
B — matrica ulaznih velié¢ina,

Ba — matrica ulaznih veli¢ina prosirenog sustava,
Bo — matrica ulaznih veli¢ina procjenitelja stanja,
B9 — matrica ulaznih veli¢ina procjenitelja stanja u diskretnom vremenu,
¢ — konstanta viskoznog trenja,

C — matrica izlaznih veli¢ina,

C — matrica upravljivosti

D — Rayleighova disipativna funkcija,

D — matrica direktnog preslikavanja ulaza na izlaz,
Ex— kineticka energija sustava,

Ep— potencijalna energija sustava,

g — akceleracija sile teze,

h — udaljenost tezista kolica od osi rotacije,

ht — udaljenost tezista klackalice od osi rotacije,

I — jakost elektri¢ne struje,

| — indeks performanse,

J — dinamicki moment inercije klackalice,

K — pojacanja regulatora po varijablama stanja,

Ka — pojacanja prosirenog regulatora po varijablama stanja,
ke — konstanta povratne elektromotorne sile,

Ki— pojacanja integralnog djelovanja regulatora,
km — momentna konstanta elektromotora,

| — duljina klackalice,

L — Lagrangeova funkcija,

L — pojacanja Luenbergerovog procjenitelja stanja,
m — masa kolica,

M — masa klackalice,

Mm — moment kojeg razvija elektromotor,

O — matrica osmotrivosti,

p — pomak kolica,

pr — prijenosni omjer reduktora,

gi — i-ta poopéena koordinata,

Qi— I-ta poopcena sila,

r — referentna (nazivna) vrijednost,

R — otpor u krugu elektromotora,

I. — radijus zupCanika u zahvatu sa zup€astom letvom,
u — napon na elektromotoru,

Fakultet strojarstva i brodogradnje



Marin Jalsi¢

Zavrsni rad

u — vektor ulaznih veliina,

Ul — nominalni vektor ulaznih veli¢ina,

v — apsolutna brzina kolica,

X — vektor stanja,

nominalna trajektorija sustava u prostoru stanja,
procjena vektora stanja,

Xo— izlaz iz procjenitelja stanja,
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W. — Gramova matrica upravljivosti,
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z — integralna varijabla stanja,

a — kut izmedu relativne i prijenosne brzine,
Ai — i-ta vlastita vrijednost sustava,
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Amax — po apsolutnoj vrijednosti najveca vlastita vrijednost reguliranog sustava,
Jo,i — i-ta vlastita vrijednost sustava s procjeniteljem stanja,

¢ — kut zakreta klackalice,
wm — kutna brzina vratila elektromotora,
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SAZETAK

U ovom radu proveden je postupak matematickog modeliranja nestabilnog elektromehanickog
sustava kolica na klackalici i sinteza procjenitelja stanja i optimalnog regulatora koji navedeni
sustav stabilizira u ravnoteznom polozaju. Model je izveden koristenjem Euler-Lagrangeovih
jednadzbi za mehanicki dio sustava, te koriStenjem Kirchhoffovih zakona za elektri¢ni dio.
Svodenjem modela koji je isprva opisan obi¢nim nelinearnim diferencijalnim jednadzbama
drugog reda na sustav diferencijalnih jednadzbi prvog reda, omogucena je analiza sustava u
prostoru stanja, a nakon linearizacije nelinearnog modela sustav se analizirao u vidu
upravljivosti, osmotrivosti i stabilnosti. Nakon analize sustava, provedena je sinteza
Luenbergerovog procjenitelja stanja primjenom empirijskog pravila za smjeStanje vlastitih
vrijednosti sustava i optimalnog linearno kvadratnog regulatora po varijablama stanja (eng.
Linear Quadratic Regulator, LQR), koji je proSiren s integralnim djelovanjem (eng. Linear
Quadratic Integral control, LQI), a ¢ija su pojacanja dobivena rjeSavanjem algebarske
Riccatijeve jednadzbe. Na kraju je provedena simulacija reguliranog sustava u alatu Simulink,
tako da se u sustav dovodio poremecaj poznatog iznosa. Rezultati simulacije usporedeni Su s
eksperimentom provedenim na laboratorijskom sustavu te su predlozena eventualna
poboljSanja sustava vodenja.

Kljuéne rije¢i: matematicko modeliranje, teorija linearnih dinamickih sustava, optimalno
upravljanje, osmotrivost, upravljivost, stabilnost, nelinearnost
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SUMMARY

This thesis shows the mathematical modelling process of an unstable electromechanical system
of a cart on a seesaw and the synthesis of a state observer and an optimal regulator which
stabilizes the system at an equilibrium point. The model was derived using the Euler-Lagrange
equations for the mechanical subsystem and Kirchhoff's laws for the electrical subsystem.
Rewriting the model which was at first described by ordinary differential equations of second
order as a system of first order differential equations, allowed the use of a state space approach
in linearizing and then analyzing the system in terms of controllability, observability and
stability. After the analysis of the system, a full state Luenberger estimator and an optimal linear
quadratic regulator with integral action (LQI) were designed using an empirical rule for
eigenvalue placement for the state estimator, whereas the gain matrix for the LQI was calculated
by solving the algebraic Riccati equation. Finally, a simulation was conducted in Simulink,
where a known disturbance was introduced to the system. The results of the simulation were
compared to those of an experiment made using the laboratory setup and improvements of the
control system were proposed.

Key words: mathematical modelling, theory of linear dynamical systems, optimal control,
observability, controllability, stability, nonlinearity
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1 Uvod

Teorija upravljanja je podrucje znanosti koje se, u kombinaciji s teorijom dinamickih sustava,
bavi izvodenjem matematickih modela sustava, njihovom analizom i, ako je moguce, Sintezom
upravljackih algoritama kojima se ponaSanje sustava korigira, odnosno kojima se sustav dovodi
u zeljeno stanje. Danas ta grana znanosti ima primjenu u svim inzenjerskim podruc¢jima, a
kontinuiranim razvojem racunala omoguduje se analiza sve slozenijih sustava, primarno
koriStenjem numerickih simulacija.

Cilj ovog rada je na primjeru nestabilnog elektromehanickog sustava kolica na klackalici
prikazati proces matematickog modeliranja, analize sustava, te sinteze procjenitelja i regulatora
po varijablama stanja. lako je viSe paZnje posveceno teorijskim razmatranjima, provedena je i
validacija matematickog modela koristenjem eksperimentalnog sustava. Rad je podijeljen u
sedam poglavlja, a poglavlja su strukturirana prema procesu rjeSavanja problema.

U drugom poglavlju opisat ¢e se elektricne komponente eksperimentalnog sustava koji ¢e se
modelirati. Te komponente ¢e biti koriStene kao mjerni i izvr$ni ¢lanovi, te kao upravljacke
komponente sustava.

U treCem ¢e se poglavlju opisati postupak matematickog modeliranja sustava. Izvest ¢e se
dinamicke jednadzbe mehanickog, a zatim elektricnog podsustava i prikazati njihova sprega.
Zatim ¢e se iz opcenitog oblika diferencijalnih jednadzbi prije¢i u oblik prostora stanja i
provesti linearizacija nelinearnog modela, kako bi se mogla provesti analiza koristeéi teoriju
linearnih sustava.

U cetvrtom ¢e poglavlju biti opisana analiza linearnog dinamickog sustava u prostoru stanja.
Dokazat ¢e se da je sustav osmotriv, upravljiv i nestabilan, $to ¢e dati osnovu za sintezu
procjenitelja i regulatora po varijablama stanja.

Peto poglavlje ¢e prikazati sintezu procjenitelja stanja i optimalnog regulatora po varijablama
stanja.

U sSestom poglavlju opisat ¢e se implementacija procjenitelja stanja i optimalnog regulatora u
eksperimentalnom sustavu i usporedit ¢e se rezultati simulacija i eksperimenta.

2 Mjerni, izvr$ni ¢lanovi i upravljacka jedinica eksperimentalnog sustava

U sklopu projekta ,,Upravljanje prostorno distribuiranim dinamickim sustavima® (projekt
HRZZ-UIP-2013-11-9354) konstruiran je sustav na slici 2.1, kako bi se provelo istrazivanje
mogucnosti decentraliziranog i distribuiranog upravljanja. U ovom ¢e se tekstu provesti analiza
sustava i sinteza regulatora samo za jedan od ukupno tri podsustava klackalica i kolica koji ¢ine
cijelu konstrukciju. U sljede¢im potpoglavljima bit ¢e ukratko opisane elektriéne komponente
sustava, kako bi u kasnijim poglavljima bilo jasno na koji nacin se provodi mjerenje i kako se
upravlja sustavom. Mehanicki sustav bit ¢e detaljnije opisan u 3. poglavlju.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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Slika 2.1 Sustav s prostorno distribuiranim parametrima

2.1 Mjerni ¢lanovi sustava

Pomak kolica i zakret klackalice mjere se pomocu dva inkrementalna enkodera (model US
Digital S1), $to znaci da je izlazni signal zapravo relativni polozaj u odnosu na neki referentni,
dobiven inicijalizacijom sustava. Tako je sustav prilikom provedbe eksperimenta potrebno
rucno stabilizirati kako bi pocetna vrijednost polozaja odgovarala Zeljeno;j.

2.2  1Izvr$ni ¢lan sustava

Komponenta sustava kojom se upravlja izravno su kolica, a pomak se ostvaruje pomocu
elektromotora (model Faulhaber Coreless DC Motor (2338S006)), ¢ija se dokumentacija nalazi
u prilogu I1., a koji je zup¢anikom u zahvatu sa zupcastom letvom na klackalici. Detaljniji opis
navedenog prijenosa gibanja bit ¢e prikazan u potpoglavlju 3.2. Ovdje je vaZzno napomenuti da
je ovaj motor izabran zbog visoke ucinkovitosti i niskog induktiviteta, ¢cime se dobiva vrlo brz
odziv, §to omoguduje pojednostavljenje dinamickog modela sustava. Motor se napaja
laboratorijskim izvorom elektri¢ne struje, koriste¢i napon od 6 V i maksimalnu jakost elektri¢éne
struje od 1 A.

2.3  Mikrokontroler

U eksperimentalnom sustavu koristen je Delfino TMS320F28377D mikrokontroler. Algoritmi
koji se koriste u svrhu upravljanja programirani su u C++ programskom jeziku, a koriSten je
IDE (eng. Integrated Development Environment) Code Composer Studio 6.1.0.

U svrhu implementacije upravljackih algoritama koristi se digitalno racunalo, pa ¢e se sustav
(koji ¢e se isprva modelirati u kontinuiranom vremenu) transformirati u diskretni oblik.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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3 Matematicko modeliranje sustava

Pod pojmom matematicko modeliranje podrazumijeva se prikazivanje nekog realnog fizickog
sustava u obliku jednadzbi (Cesto diferencijalnih) kojima je mogucée obuhvatiti ve¢inu bitnih
svojstava 1 ponasanja sustava. Te jednadzbe najCeSée proizlaze iz zakona oCuvanja (koliine
gibanja, mase, energije...), a moguce ih je izvesti na razli¢ite nacine. U ovom c¢e se tekstu
koristiti Euler-Lagrangeove jednadzbe za modeliranje mehani¢kog sustava i Kirchhoffovi
zakoni za modeliranje zamjenskog elektricnog kruga elektromotora.

3.1 Mehanicki sustav

Sustav na slici 3.1 se sastoji od klackalice (1) i kolica (2), pri ¢emu klackalica moze slobodno
rotirati oko zgloba (3), a kolica se mogu gibati po zupcastoj letvi (4). Ukoliko se pretpostavi da
je svaka komponenta idealno kruta (prilikom gibanja relativna udaljenost ¢estica komponenata
se ne mijenja) i da se problem moze promatrati kao ravninski, tada se radi o sustavu s dva
stupnja slobode gibanja i njegovo je ponasanje u potpunosti moguée opisati s dvije obi¢ne
diferencijalne jednadzbe. Prethodne dvije pretpostavke su u ovom slucaju vrlo dobro ispunjene:
posto sustav postize relativno male akceleracije, ne dolazi do znacajnih deformacija, pa je
moguce zanemariti potencijalnu energiju uslijed deformiranja, a zbog toga S$to su komponente
simetri¢ne (ili im se os rotacije priblizno poklapa s nekom od glavnih osi inercije) 1 simetricno
opterecene 1 upravljane i druga je pretpostavka u ve¢oj mjeri zadovoljena. Uz ova razmatranja,

izolirani sustav na slici 2.1 moguce je prikazati zamjenskom mehanickom shemom kao na slici
3.2.

Slika 3.1 Izolirani sustav klackalice i kolica
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Slika 3.2 Mehani¢ki model sustava klackalice i kolica

Osim navedenog, jo$ Ce se pretpostaviti da se sustav nalazi u vertikalnoj ravnini (akceleracija
sile teze je usmjerena kao na slici 3.2), te da je trenje u zglobu klackalice viskozno
(proporcionalno kutnoj brzini klackalice), a trenje izmedu kolica i zupcaste letve zanemarivo.
Za razliku od pretpostavke o viskoznom trenju u zglobu, pretpostavka o zanemarivom trenju
izmedu kolica i zupcaste letve nije u potpunosti zadovoljena, Sto ¢e se kasnije u usporedbi
simulacije 1 eksperimenta i pokazati. Ipak, i uz ovakve ,,grube‘ pretpostavke, moguce je dobiti
zadovoljavajuce rezultate.

Kao §to je uuvodu ovog poglavlja receno, ovdje ¢e se za izvod jednadzbi gibanja koristiti Euler-
Lagrangeove jednadzbe, koje su izvedene iz Hamiltonovog principa minimuma akcije. Ovdje
nece biti prikazan izvod Euler-Lagrangeovih jednadzbi (detaljan izvod moguce je pronaci u
[5]), ve¢ ¢e se samo iskoristiti krajnji oblik koji glasi:

d ((’)L) oL 3.1)

at\agq,) "ag @
pri cemu su L Lagrangeova funkcija (razlika ukupne kineticke i potencijalne energije sustava),
gi i-ta poopcena koordinata, a Qj i-ta poopcena sila. U ovom slucaju poopcéene koordinate su
pomak Kkolica p i zakret klackalice ¢, pa je Lagrangeovu funkciju potrebno zapisati u ovisnosti

o tim koordinatama i njihovim prvim derivacijama. Za to ¢e posluziti prikaz sustava kao na slici
3.3 iz koje je moguce izvesti odredene geometrijske relacije.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4



Marin Jalsi¢ Zavrsni rad

SR
\\
¢
\T‘/-
P
\— \
\ \.
\\ \\
\\ \\
T -~ ‘\ ral .
— \ - R
- ‘;\ o o
\ v —
A\ \ \ - !
= =N \ o
= 2\ \ - \i @
\ | | -—
\ -
\\‘ v 0 x

Slika 3.3 Poopéene koordinate sustava

Ukoliko se pretpostavi da je referentna visina na kojoj je potencijalna energija jednaka nuli y=0,
tada ovisnost potencijalne energije kolica o poopéenim koordinatama glasi:

Ep rotica = mg(h + p tg(@)) cos(g),

pri ¢emu u m masa kolica, h udaljenost tezista kolica od osi rotacije O, p pomak kolica po
zupCastoj letvi, ¢ zakret klackalice oko osi rotacije O i g akceleracija sile teze.
Za klackalicu vrijedi:

Ep,klackalica = Mgh, COS(QD),

pri ¢emu je M masa klackalice, a ht udaljenost tezista klackalice od osi rotacije O. Zbrajanjem
se dobiva ukupna potencijalna energija:

Ep = Lp kolica T Ep,klackalica = mg(h +p tg((p)) cos(g) + Mgh, cos(¢).

Kineticka ¢e energija ovisiti o derivacijama poopc¢enih koordinata (brzinama), a posto se radi o
Cistoj rotaciji klackalice oko 0si O, moguce je odmah zapisati konacan oblik njene kineticke
energije:

1 . )
Ek,klackalica = E](p ’

pri cemu je J dinamic¢ki moment inercije klackalice s obzirom na os rotacije O. U slu€aju kolica
potrebno je uzeti u obzir ¢injenicu da je apsolutna brzina kolica vektorski zbroj relativne brzine
kolica (gibanje po zupcastoj letvi) i prijenosne brzine uslijed rotacije klackalice, kao §to je to
prikazano slikom 3.4.
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Slika 3.4 Apsolutna brzina kolica

Na slici su prikazane pomoc¢ne veli¢ine (kut a i udaljenost r), ¢iju je ovisnost o poop¢enim
koordinatama moguce dobiti koriStenjem slike 3.3, a relacije glase:

r? = h? + p?,

tg(a) = %

Primjenom trigonometrije dobiva se sljedeca ovisnost apsolutne brzine kolica v o poopéenim
koordinatama:

v? =p? + (r¢)? — 2pr¢ cos(a) = p* + ¢*(p* + h?) — 2pgh,

a kineticka energija kolica glasi:
1 2 1 2 202 2 s
E kotica = Emv = Em[p + ¢*(p* + h*) — 2p@h].

Ukupna kineticka energija je sada zbroj kineticke energije kolica 1 klackalice:

1 . 2 . 2 2 2 .« e 1 . 2
Ey = Ey kotica + Ex kiackalica = Em[P + @“(p* + h*) — 2pph] + E/‘P )
a Lagrangeova funkcija
L =E, —E,.

Prije izvoda jednadzbi gibanja, (3.1) ¢e se modificirati dodavanjem Rayleighove disipativne
funkcije D, koja je oblika:

1
D= Ecqiz,

pri cemu je ¢ koeficijent viskoznog trenja. Uvodenjem u pocetni oblik jednadzbe dobiva se:

d (6L> oL oD 0. 3.2)

V. |\ 5. __+_.—
dt\dq,/ dq; 0q;
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Ako se sada postavi

q1 =D,
q: = @,
tada za i=1 (3.2) poprima oblik
mp — m@ph — m@*p + mgsin(p) = Q,, (3.3)

pri cemu je Qp poopcena sila vezana uz stupanj slobode pomaka kolica. Za i=2, dobiva se ova
jednadzba:

@(J + mp? + mh?) — mhp + 2mppp — Mgh, sin(¢) —
—mgh sin(@) + mgp cos(@) + cp = Q, (3.4)
gdje Qo oznacava poopcenu silu vezanu uz stupanj slobode zakreta klackalice.
Ovime su dobivene dvije obi¢ne, nelinearne diferencijalne jednadzbe drugog reda koje opisuju

ponaSanje mehanic¢kog sustava. U ovom trenutku nije poznat oblik poopcenih sila, a izvest ¢e
se u nastavku iz jednadzbe zamjenskog elektricnog kruga elektromotora koji je vezan za kolica.

3.2 Elektri¢ni sustav

Pomak kolica se ostvaruje primjenom elektromotora koji je preko reduktora povezan sa
zupcastom letvom. Jednostavan model elektromotora prikazan je strujnim krugom na slici 3.5.

u C ( ] ke, ks

Slika 3.5 Zamjenski elektri¢ki krug elektromotora
Koristenjem Kirchhoffovih zakona izvodi se sljedeca diferencijalna jednadzba elektromotora:

_ di
u—lR—La—kEwm=0,
Pri ¢emu su u napon izvora, R otpor u krugu motora, L induktivitet armature, ke konstanta
povratne elektromotorne sile, wm kutna brzina vratila elektromotora i i jakost struje armature.
1z ove jednadZbe jasno je da i elektromotor ima svoju dinamiku i da bi se jakost elektri¢ne struje
armature mogla smatrati stupnjem slobode sustava. Ipak, zbog vrlo male vrijednosti
induktiviteta L (kao Sto je reeno u 2.2), ta dinamika je izrazito brza, pogotovo u usporedbi s
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dinamikom preostalih (mehani¢kih) komponenti sustava. |z tog ¢e se razloga ¢lan uz
induktivitet zanemariti, pa jednadzba elektromotora postaje algebarska:

u— iR — kgw,, = 0. (3.5)
Moment koji razvija elektromotor je proporcionalan struji koja tece armaturom:
M, = kyi. (3.6)

pri ¢emu je km konstanta momenta elektromotora. Reduktor (koji se nalazi unutar kucista

elektromotora) je prema slici 3.6 povezan sa zupCastom letvom, pri ¢emu je prijenosni omjer

pr, a radijus zupCanika u zahvatu sa zupcastom letvom r;. Kinematicke relacije daju vezu

izmedu brzine rotacije vratila elektromotora i relativne brzine kolica na klackalici:
14

pr-1; .

w,, = (3.7)

A

Mw/pr, mpr

A (
Slika 3.6 Reduktor

Osim veze kutne brzine vratila elektromotora 1 brzine gibanja kolica, moguce je izvesti ovisnost
poopcene sile Qp 0 momentu motora M. Relacija (3.8) prikazuje taj odnos:

0, = M _ ki

- - . (3.8)
pT ‘T, pT T,
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Slika 3.7 Ovisnost poopéene sile Qp 0 momentu elektromotora

Moze se zakljuciti da se izravno upravlja isklju¢ivo pomakom kolica, a da je poopcena sila Q,
jednaka nuli (na klackalicu ne djeluje aktivni moment). Ovakvi sustavi (koji imaju vise
stupnjeva slobode od upravljackih varijabli) nazivaju se podupravljani sustavi.

Preostalo je u jednadzbu (3.5) uvrstiti (3.7) i (3.8) kako bi se nakon sredivanja dobila ovisnost
poopcene sile Qp 0 naponu na elektromotoru:

ky . kykg
R-pr-m, p R-prz-r2’

Qy=u (3.9)

Prethodna jednadzba prikazuje povezanost elektricnog i1 mehanickog sustava 1 njenim
uvrStavanjem u (3.3) dobiva se

mp — mph — me?p + mgsin( )=u-k—M—'-M (3.10)
p—mg @*p + mgsin(p Ropr 7 P Rz :
a uvrstavanjem Q, = 0 u (3.4) dobiva se
@(J + mp? + mh?) — mhp + 2mppe — Mgh, sin(¢) —
—mgh sin(¢) + mgp cos(p) + cp = 0, (3.11)

¢ime je u potpunosti opisan Citav elektromehaniCki sustav. Zakljucuje se da se stupnjevima
slobode pomaka i zakreta upravlja naponom elektromotora. Za daljnju analizu povoljno je
koristiti zapis u prostoru stanja, Sto ¢e se uciniti u sljede¢em potpoglavlju.

3.3 Prostor stanja

Prostor stanja je matematicki model sustava u kojem je on opisan pomocu diferencijalnih
jednadzbi prvog reda u ovisnosti o varijablama stanja 1 upravljackim varijablama. U takvom
zapisu citav se sustav prikazuje kao vektor u visedimenzionalnom prostoru kojem su na osima
varijable stanja, a u vremenu taj vektor opisuje krivulju. Ovdje ¢e se na primjeru zadanog
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sustava provesti pretvorba u prostor stanja radi lakse analize u kasnijim poglavljima.
Opéeniti zapis sustava u prostoru stanja prikazan je jednadzbom (3.12):

X = £(xq, Xg, con) Xy Uq, Uy wey Upy), (3.12)

pri ¢emu su X; i-ta varijabla stanja za koju vrijedi x; = x;(t), uj j-ta upravljacka varijabla za
koju vrijedi w; = u;(t), fneka (uopéenitom slucaju nelinearna) vektorska funkcija dimenzija
nx1, a x vektor prvih derivacija varijabli stanja. Trenutno je sustav opisan jednadzbama (3.10)
I (3.11) koje je na neki nacin potrebno dovesti u oblik (3.12). U ovom slucaju iz jednadzbi je
jasno da postoji jedna upravljacka varijabla (napon), a posSto je sustav opisan s dvije
diferencijalne jednadzbe drugog reda zakljucuje se da ¢e biti potrebno Cetiri varijabli stanja,
koje ¢e biti izabrane kao u nastavku:

X1 =D
xZ = p'
X3 =@,
x4 = (p
Sada varijable prostora stanja glase:
X1 p X2
_|X2| _|P|_|P
x==1pl= A (3.13)
X4 0] @

Iz (3.10) i (3.11) potrebno je izraziti druge derivacije pomaka i zakreta kao funkcije iskljucivo
varijabli stanja, njihovih prvih derivacija i upravljacke varijable. 1z jednadzbe (3.10) slijedi:

kM kMkE
..= -2 --h_ : . —_ . 3.14
B =9+ ph—gsin(p) tu g =P o (3.14)
a uvrStavanjem (3.14) u (3.11) i sredivanjem dobiva se:
D = T M9 = 2mppg + Mghe sin(p) — mgpeos(y) -

(3.15)

- h( Ky . kvkg )]

v u R-pr-m, p R-pr2-r2/l

Jednadzba (3.15) daje ovisnost druge derivacije zakreta o varijablama stanja i upravljackoj
varijabli u, pa se moze zapisati u novoj notaciji:

b = Tz Mh?xa® = 2mx o + Mghe sin(xs) -
' " g (3.16)
—mgx,cos(xs) — x4 + h (u M L)] _
Rlprlrz R.pTZIrZZ
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UvrStavanjem (3.16) u (3.14) dobiva se i konacan oblik ovisnosti druge derivacije pomaka o
ostalim varijablama stanja i upravljac¢koj varijabli (u jednadzbi (3.17) nije prikazana izravna
ovisnost ¢ o varijablama stanja i upravljackoj varijabli zbog slozenosti izraza):

) ) . ky kuke
P = x5p + h@(xq, Xz, X3, x4, u) — gsin(xz) + u - Roprnom 3 RoprZr2

—.(3.17)

Konac¢no, uvrStavanjem (3.16) i (3.17) u (3.13) dobiva se model sustava u prostoru stanja.
Dobiven model ima izrazenu nelinearnost, a postupak sinteze regulatora po varijablama stanja
koji ¢e se ovdje koristiti izveden je za linearne sustave, pa je takav model potrebno linearizirati.

3.3.1 Linearizacija sustava u okolini ravnoteinog polozaja

Svrha regulatora u ovom sluc¢aju je dovesti sustav u stanje ravnoteZe koje odgovara ishodiStu
prostora stanja (u ishodiStu su sve varijable stanja 0, a tada kolica 1 klackalica miruju kao na
slici 3.2). Opéenito, linearizacija se provodi tako da se nelinearna jednadzba (3.12) razvije u
Taylorov red oko neke nominalne trajektorije X(t) za neku nominalnu upravljacku veli¢inu
U(t) koja zadovoljava:

% = f(X(1), (1), 1),

Moguce je (uvrstavanjem X=0 i u=0) provjeriti da je u slu¢aju sustava koji se promatra
prethodna jednadZzba zadovoljena, §to znaci da se sustav moze naci u takvom stanju. Konkretno,
takvo stanje (u kojem je upravljacka veli¢ina jednaka nuli) naziva se ravnoteznim, a nominalna
trajektorija (uz uvjete konstantnih veli¢ina stanja na toj trajektoriji) svodi se na tocku u prostoru
stanja. Zapisivanjem razvoja (3.12) u red i zanemarivanjem ¢lanova viseg reda dobiva se ova
jednadzba:

of of
f(x(0), u(®),t) ~ £(X(6), W), ) + o (X(), (D), )x5 + 7= (X(6), WD), O)u,
il drugacije zapisano:
XS =~ AXS + Blls,

pri cemu se veli¢ine s indeksom ¢ nazivaju devijacijske varijable i prikazuju udaljenost veli¢ina
od nominalnih (tako je npr. x5 = x — X), matrica A = g (X(t),u(t),t) se naziva Jacobijeva
matrica (redovi matrice su gradijenti komponenata funkcije f po komponentama x), a za matricu

B vrijedi B = % (X(t),1u(t),t). U daljnjem razmatranju ispustit ¢e se oznake ,,0“ i ,,= zbog

jednostavnosti, ali je vazno napomenuti da ovakve relacije vrijede priblizno jedino u okolini
trajektorije (ili u ovom sluc¢aju tocke) linearizacije. Za ovaj sustav matrica A ima oblik:
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[0x, O0x, 0x, 0X,]

dx; 0x, 0x3 0x4
ap odp O0p O0p
dx; 0x, 0x3 0x4
dx, Odx, O0x, 0x4

0x, 0x, 0x3 O0x,
op d9¢p 0¢p 0¢
[Jx; Ox, 0x3 0x,4]

X1=X2=X3=X4=0

0 1 0 0 1
ghm kykg(J + mh?) Mghh, ch
|77 TTRmoerrz T 9T
- 0 0 0 1/
gm kykeh Mgh, c
] J R-pr?2-r? ] ]
a matrica B:
_axz_
ou [ 02
ap ky (mh® + )

s _|ou IR meprm,
0x, 0 '
ou kyh
o7 L J-R-pr-m,

- au T X1=X2=Xx3=X4=0

Formiranjem A i B sustav je lineariziran, $to znaci da je u okolini to¢ke linearizacije moguce
provesti analizu koriste¢i teoriju linearnih sustava, $to ¢e se u€initi u sljedecem poglavlju.

4 Analiza sustava

Prije nego $to se krene sa sintezom optimalnog regulatora, potrebno je izvrsiti analizu sustava.
Taj korak je vazan zbog toga $to u opéenitom slu¢aju sustavi ne moraju biti upravljivi (pa nije
moguce provesti sintezu regulatora) ni osmotrivi (pa nije moguce provesti sintezu procjenitelja
stanja), pa su to svojstva koja je potrebno ispitati kako bi se zaklju¢ilo moze li se nastaviti s
projektiranjem sustava regulacije. Osim toga, provest ¢e se 1 analiza stabilnosti sustava (u ovom
slucaju je intuitivno jasno da je sustav u ravnoteznom polozaju kao na slici 3.2 nestabilan,
medutim to ne mora biti slucaj i1 za velike sustave taj postupak postaje vrlo sloZen).

4.1 Upravljivost

Opcenita definicija upravljivosti (prema [6]) kaze da je sustav upravljiv ako je moguce izabrati
takvu u(t) (moze i po dijelovima funkcija) da se sustav iz bilo koje tocke prostora stanja moze
dovesti u njegovo ishodiste u kona¢nom vremenu. AKo je taj uvjet zadovoljen, tada se sustav
moze dovesti u bilo koju tocku prostora stanja. Ovakva definicija nije u praksi korisna jer ne
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daje informaciju o tome kako izabrati u(t). Stoga se za linearne sustave opisane jednadZzbom
(4.1) (pri cemu su dim(x)=nx1 i dim(u)=mx1) daje ,,korisnija* definicija upravljivosti.

X = Ax + Bu (4.1)

Sustav opisan jednadzbom (4.1) upravljiv je ako je matrica upravljivosti € punog retcanog
ranga:

rang(C) = n,

C=[BABA’B..A"1B],
dim(€) = n X (nm).

Ovakva definicija daje izravan na¢in kako provjeriti upravljivost sustava. Stovise, u slu¢aju kao
ovdje, gdje postoji samo jedna upravljacka varijabla, matrica € je kvadratna, $to znaci da je
dovoljno provjeriti da je ona regularna. Ipak, ovakav test upravljivosti nece se Kkoristiti zbog
toga Sto se njime dobiva samo informacija o tome je li sustav (kao cjelina) upravljiv ili ne,
odnosno ne dobiva se informacija o tome koliko je sustav upravljiv. Osim toga, iz oblika
matrice € moguce je zakljuciti da bi ona mogla posjedovati vrlo nepovoljna numericka svojstva
(opéenito je pozeljno izbjegavati potenciranje matrica gdje je to moguce, a pogotovo ako one
imaju ,,losa“ svojstva poput npr. velike uvjetovanosti). Oba problema moguce je rijesiti
promatranjem Gramove matrice upravljivosti i singularnih vrijednosti sustava, Sto ¢e biti
opisano u potpoglavlju 4.3.

4.2 Osmotrivost

Prema [6] osmotrivost se moze shvatiti kao svojstvo sustava da je mjerenjem ulaznih veli¢ina
u(t) i izlaznih veli¢ina y(t) moguc¢e u kona¢nom vremenu odrediti pocetno stanje sustava.
Ukoliko se to stanje odredi, tada je moguce u potpunosti rekonstruirati trajektoriju sustava u
prostoru stanja. Kao i kod upravljivosti, postoji uvjet koji pojednostavljuje ispitivanje svojstva,
na temelju jednadzbe stanja (4.1) i jednadzbe izlaznih veli¢ina (4.2):

y = Cx + Du, (4.2)

pri ¢emu se matrica C (dim(C)=pxn) naziva matrica izlaza sustava i njome je odredena
dimenzija vektora izlaza y (ovdje ¢e to biti matrica 2x4, zbog toga §to se mogu mjeriti samo
dva stanja — pomak kolica i zakret klackalice), a matrica D (dim(D)=pxm) se naziva matrica
direktnog preslikavanja ulaza na izlaz (u ovom slucaju ona je nul-matrica jer se ulaz ne
preslikava izravno na izlaz). Uvjet osmotrivost kaze da je sustav osmotriv ako je matrica
osmotrivosti O punog stupcastog ranga:

rang(0) = n,
[ €
| CA |

0= ca? |,
lCA;’L—l
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dim(0) = (pn) X n.

Kao i prva definicija uvjeta upravljivosti, ovakav uvjet osmotrivosti ima jednake nedostatke, pa
je 1 ovdje potrebno na drugaciji nadin pristupiti analizi sustava, konkretno, promatrat ¢e se
Gramova matrica osmotrivosti.

4.3 Gramove matrice i mjere upravljivosti i osmotrivosti

Gramovu matricu upravljivosti unutar nekog vremenskog intervala (tr > to) moguce je definirati
jednadzbom (4.3), a Gramovu matricu osmotrivosti jednadzbom (4.4):

ty
W, = f eAto—BBTeA (-7 g7 (4.3)

to
tr

W, = f eAT(T=to) CTCeAl—to) 7 . (4.4)

to

Bez ulaZenja u pojedinosti izvoda, ovdje je vazno napomenuti fizikalno znac¢enje ovih matrica.
Navedene veli¢ine daju informaciju o tome kojim je stanjima moguce upravljati ili promatrati
i u kojoj mjeri. Tako vlastiti vektori Gramove matrice upravljivosti Wc predstavljaju one
smjerove u prostoru stanja koje sustav moze ,,dosegnuti za jedini¢ni ulazni signal u, a vlastite
vrijednosti koje odgovaraju tim vlastitim vektorima (ukoliko se poredaju od najvece do
najmanje, $to je moguce jer je matrica simetri¢na i pozitivno definitna) daju informaciju o tome
koliko je stanja upravljivo i1 u kojoj mjeri (tako najvecoj vlastitoj vrijednosti odgovara stanje
koje je najviSe upravljivo). Sli¢na je interpretacija Gramove matrice 0SMOtrivosti.
Transformacijom koordinata moguce je navedene matrice dovesti u oblik u kojem su one
dijagonalne i jednake. Takva se transformacija naziva transformacija ujednaenja (eng.
balancing transformation), a vise o toj transformaciji, kao i njenoj primjeni u analizi velikih
sustava moguce je procitati u [1]. Nakon takve transformacije izgubi se fizikalna interpretacija
varijabli stanja, ali se dobiva izravna informacija o tome koliko je stanja upravljivo i osmotrivo
istovremeno i to na numericki stabilan nacin. Problem se svodi na trazenje Hankelovih
singularnih vrijednosti sustava. Hankelove singularne vrijednosti su kvadratni korijeni vlastitih
vrijednosti umnoSka Gramovih matrica osmotrivosti i upravljivosti i predstavljaju udio
,energije“ (utjecaj na dinamiku sustava) svakog od stanja u sustavu, a u MATLAB-u se
raCunaju pomoc¢u naredbe hsvd(). Nakon §to se za navedeni sustav provela dekompozicija
singularnih vrijednosti, te veli¢ine je moguce prikazati dijagramski, kao na slici 4.1.
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Slika 4.1 Hankelove singularne vrijednosti sustava

Moguce je zakljuciti da su sva stabilna stanja osmotriva i upravljiva (ni jedna singularna
vrijednost nije 0), ali da je izraZena razlika u upravljivosti stanja. To je i ocekivano, posto se
radi o podupravljanom sustavu. Moguce je uociti i da je prikazan doprinos energiji samo tri
stanja, a model ih ima cetiri. Razlog tome je jedno nestabilno stanje, ¢ija bi energija na
dijagramu trebala biti beskona¢na — racunanje singularnih vrijednosti nestabilnih sustava
opcenito se provodi separacijom stabilnih i nestabilnih stanja, a ovdje se nece provoditi takva
analiza. Nesto vise o analizi unutarnje stabilnosti sustava ¢e se reéi u sljede¢em potpoglavlju.

4.4 Stabilnost

U opcenitom slu¢aju stabilnost se moze podijeliti na dvije vrste: unutarnju i vanjsku. Unutarnja
stabilnost se odnosi na autonomni sustav (sustav u kojem nisu prisutne upravljacke varijable —
sustav je ,,prepusSten sam sebi®), a vanjska se odnosi na odziv sustava s nultim pocetnim
uvjetima, ovisno o funkciji ulaza. Unutarnju stabilnost je potrebno vezati za ravnotezni polozaj
(pa se kaze da je sustav stabilan/nestabilan u nekom odredenom ravnoteZnom polozaju), a
definicija kaze da je neki ravnotezni polozaj (npr. u po€etnom trenutku 1 za slucaj kad je taj
polozaj u i1shodiStu prostora stanja, bez gubitka opc¢enitosti) stabilan ako vrijedi sljede¢i iskaz:

za svaki € > 0 postoji neki 6 > 0,
tako da ||x(t = 0)|| < 6 implicira ||x(t)|| < &, za svakit = 0.

Iskaz zapravo kaze da ako se poloZaj sustava malo promijeni u odnosu na ravnotezni, svako
sljedece stanje imat ¢e normu manju od neke konacne vrijednosti (ni jedna varijabla stanja nece
teziti beskonac¢nosti). Ako k tome vrijedi:

lim [x(6)]| = 0,

tada je sustav asimptotski stabilan. Za linearne sustave postoji izravna veza izmedu vlastitih
vrijednosti matrice A i unutarnje stabilnosti sustava: ukoliko sve vlastite vrijednosti matrice A
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imaju negativan realni dio, a one vlastite vrijednosti koje imaju realni dio jednak nuli imaju
jednaku algebarsku i geometrijsku kratnost, tada je sustav stabilan. Detaljan dokaz tvrdnje je
moguce naéiu [6], ovdje ¢e se samo pokazati da je sustav koji se promatra nestabilan. Ukoliko
se u simbolicki zapisanu matricu A uvrste numericke vrijednosti eksperimentalnog sustava,
koje se mogu naci u prilogu III., tada se dobiva ova matrica:

0 1 0 0
A= —1,5579 -9,0291 -8,3429 -0,0265
B 0 0 0 1 ’

—8,6529 —-1,3945 8,1338 —0,1471

a njene vlastite vrijednosti (izra¢unate MATLAB-ovom naredbom eig()) su:

A, = 3,2191,
A, = —1,315,
Ay = —2,2772,
1, = —8,8031,

¢ime je dokazano da je sustav nestabilan u otvorenom krugu u ravnoteznom stanju kao na slici
3.2. Osim unutarnje stabilnosti, raCunanjem prijenosne funkcije sustava moze se pokazati da
sustav ima neomeden odziv za ulazni signal impulsnog oblika, ¢ime se dokazuje da sustav
posjeduje i vanjsku nestabilnost.

Nakon §to su se analizirala svojstva sustava, zakljuCuje se da je moguce (i potrebno) provesti
sintezu procjenitelja stanja i regulatora po varijablama stanja, §to ¢e se uciniti u sljede¢em
poglavlju.

5 Sinteza optimalnog regulatora po varijablama stanja i procjenitelja
stanja

5.1 Optimalni regulator po varijablama stanja

Ukoliko je sustav opisan s (4.1) i (4.2), tada ga je moguce prikazati dijagramom kao na slici
5.1. Ovakvim ¢e se dijagramom mo¢i zornije prikazati dodavanje regulatora i procjenitelja u
sustav.

D
Xo —L

u B X X I X C a4
A

Slika 5.1 Linearni sustav u prostoru stanja
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Ukoliko se sada zatvori krug tako da su upravljacke varijable proporcionalne varijablama
stanja:

u(t) = —Kx(t), (5.1)

tada se matrica K naziva matricom pojacanja kompenzatora po varijablama stanja, a shema
sustava sada poprima oblik kao na slici 5.2.

Xo

-K

Slika 5.2 Linearni sustav u prostoru stanja s kompenzatorom

Ukoliko je nazivna veli¢ina r jednaka nuli, tada se kompenzator naziva regulatorom.
Uvrstavanjem (5.1) u (4.1) dobiva se jednadzba (5.2):

x = (A — BK)x + Br, (5.2)

pa je sada uvjet stabilnosti sustava potrebno primijeniti na matrici (A-BK). Moze se pokazati
da je odabirom elemenata matrice K moguce vlastite vrijednosti sustava sa povratnom vezom
postaviti na proizvoljna mjesta u kompleksnoj ravnini, pod uvjetom da je par (A,B) upravljiv.
Osim toga, kako bi se uklonilo trajno regulacijsko odstupanje, moguce je dodati i integralno
djelovanje po nekoj od varijabli stanja (u ovom slucaju koristit ¢e se varijabla zakreta
klackalice, jer je tu varijablu stanja potrebno dovesti u nulu — ostale varijable stanja Ce ,,pratiti*
njeno ponasanje). Moze se zakljuciti da je regulator po varijablama stanja, u rje¢niku klasi¢ne
teorije upravljanja, zapravo oblik PD-regulatora, a dodavanjem integralnog djelovanja regulator
postaje PID. Posto se u ovom slucaju provodi sinteza regulatora, ispustit ¢e se nazivna veli¢ina
r u daljnjem razmatranju.
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Slika 5.3 Sustav s kompenzatorom po varijablama stanja prosiren s integralnim djelovanjem

Iako je vlastite vrijednosti upravljivog sustava moguée proizvoljno razmjestiti u kompleksnoj
ravnini, nije svejedno gdje se one postavljaju. Tako vlastite vrijednosti s vrlo velikim
negativnim realnim dijelovima nisu dobar izbor, zbog toga sto pogonski ¢lanovi u tom slucaju
mozda ne¢e mo¢i ispuniti zahtjev regulatora. U slucaju ovog sustava to bi odgovaralo potrebi
za prevelikim naponom na elektromotoru, $to bi moglo dovesti do ostecenja. Ipak, postoji nacin
kako da se odaberu optimalne vlastite vrijednosti, a s njima i optimalna pojac¢anja regulatora K.
Uvodenjem indeksa performanse I:

o

1
I = Ef xT'Qx + uTRudt,

0

moguce je penalizirati to¢nost i energiju vodenja. Matrica Q je pozitivno semidefinitna i njeni
koeficijenti daju ,,tezinu* odredenim varijablama stanja: $to su koeficijenti koji mnoze odredene
varijable stanja veci, to se one smatraju ,,vaznijim*“ — postoji teznja da se one $to je moguce
prije dovedu u zeljenu vrijednost. Matrica R je pozitivno definitna i njeni koeficijenti
penaliziraju upravljacku varijablu: Sto su ti koeficijenti vecéi, to je veca teznja da upravljacka
varijabla ostane mala, da se tro$i manje energije. Minimiziranje ovog indeksa performanse
naziva se problem linearnog kvadratnog regulatora, a ¢itav izvod mogucée je naci u [3]. Ovdje
je samo vazno napomenuti da se problem svodi na rjeSavanje algebarske Riccatijeve jednadzbe

(5.3)
ATP+PA—PBR1P+Q=0 (5.3)
po P, a matrica koeficijenata regulatora po varijablama stanja dobiva se iz (5.4)
K = R™1BTP. (5.4)

Zbog toga §to se zeli uvesti integralno djelovanje, potrebno je prvo modificirati oblik sustava,
tako da se (prema slici 5.3) uvede nova varijabla stanja z. Tada se sustav moze zapisati u
prosirenom prostoru stanja:
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X, = A X, + B,u,
X
Xa = z]’
A 0
Aa [—EC 0l’
_[B
B, = [0]
u=—-K,x,,
Ka = [K Ki]!

a sinteza optimalnog regulatora provodi se s prosirenim matricama Aa | Bakoje za ovaj sustav

imaju oblik (uz matricu E = [0 1]):

0
1,5579

0
8,6529

|
p=|
L
L o

1 0 0 0]
—9,0291 —8,3429 —0,0265 O
0 0 1 0l,
~1,3945 81338 —0,1471 0|
0 -1 0 N
0
|[2,4408]|
B,=!| 0 |
l0,377J
0

Potrebno je jo§ izabrati koeficijente matrica Q i R, §to se moze uciniti prema Brysonovom
pravilu. Elementi matrice Q su recipro¢ne vrijednosti kvadrata maksimalnih odstupanja
varijable stanja na koju se odnose, a koeficijent vezan za varijablu stanja koja je dobivena
integracijom i matrica R (u ovom slu¢aju skalar, posto je upravljacka varijabla skalar) odredeni
su eksperimentom (usporedilo se nekoliko koeficijenata, a u nastavku su oni koji su rezultirali

najboljim pojacanjima regulatora):

1 0
0,152
. 1
05
Q= 0 0
0 0
0 0

0 0
0 0 0
1 ol
0,08726646262
0 ! 0
0,0382
0 0 15
R =0,3.

Koristenjem MATLAB-ove naredbe Iqr(), dobivaju se sljedeca pojacanja regulatora:

K, =[181,5493 24,2731

K =[181,5493 24,2731

—246,2515 —89,2587 7,0711],
—246,2515 —89,2587],
K; = 7,0711.
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Ovdje se provela sinteza optimalnog regulatora po (svim) varijablama stanja, medutim u
stvarnom sustavu mjere se isklju¢ivo pomak kolica i zakret klackalice, pa je njihove derivacije
(da bi se koristio ovakav regulator) potrebno na neki nadin racunati, Sto ¢e se uciniti
procjeniteljem stanja.

5.2 Luenbergerov procjenitelj stanja

Ukoliko je sustav osmotriv (a dokazalo se da jest), tada je moguée provesti sintezu procjenitelja
stanja. Luenbergerov procjenitelj stanja predstavlja dinamicki sustav ¢iji su ulaz vektor izlaznih
veli¢ina dinamickog sustava koji se promatra i upravljacke varijable, a izlaz je Citav vektor
procjena varijabli stanja. Shema procjenitelja stanja prikazana je slikom 5.4 (ovdje ¢e se
pretpostaviti da je D nul-matrica zbog jednostavnosti, a $to je istina za sustav koji se promatra).

— ]

1
=~
=
%
>

A

Slika 5.4 Luenbergerov procjenitelj stanja

Ukoliko se sada s Ax=x-X oznali razlika stvarnog (X) i procijenjenog (X) stanja (greska u
procjeni), tada se prethodna shema moze opisati jednadzbom (4.5):

A% = (A — LC)Ax. (5.5)

Sada je cilj dovesti odstupanje procjene varijabli stanja od stvarnih vrijednosti u nulu, Sto znaci
da prethodni sustav mora biti asimptotski stabilan, tj. da matrica A — LC mora imati sve realne
dijelove vlastitih vrijednosti manje od nule. Jednadzba (5.5) oblikom podsje¢a na jednadzbu
(5.2) (za r=0), za koju je poznato da je vlastite vrijednosti sustava moguce odabirom pojacanja
regulatora smjestiti na proizvoljna mjesta u kompleksnoj ravnini, u slucaju da je sustav
upravljiv. Isto vrijedi 1 za procjenu stanja, s jedinom razlikom da se sada biraju pojacanja
matrice L i da kriterij viSe nije upravljivost, ve¢ osmotrivost para (A,C). Vazno je napomenuti
da je zbog svojstva separacije [6] svejedno kojim se redoslijedom provodi projektiranje
regulatora i procjenitelja stanja. U slucaju projektiranja procjenitelja stanja, povoljno je izabrati
vlastite vrijednosti matrice A — LC tako da je najmanja (po apsolutnoj vrijednosti) otprilike 5
puta dalje u negativnoj strani kompleksne ravnine od najvece (po apsolutnoj vrijednosti) vlastite
vrijednosti matrice A — BK. Ovaj kriterij je empirijski (prema [4]), a omogucuje vrlo brzu
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konvergenciju procjene k stvarnoj vrijednosti varijabla stanja. Udaljenost koja je veca od 5
moze uzrokovati nezeljeno ponasanje sustava ukoliko se uvede poremecaj, npr. procjena moze
u vrlo kratkom periodu poprimiti nerealno velike iznose, §to se odrazava i na upravljacki signal.
Udaljenost manja od 5 moze presporo konvergirati, pa je procjenitelj neto¢an. Za ovaj sustav
(uz pojacanja regulatora kao iz prethodnog potpoglavlja), najveca (po apsolutnoj vrijednosti)
negativna vlastita vrijednost matrice A — BK je:

Amax — 20,3137,

a vlastite vrijednosti koje su izabrane za matricu A — LC glase:

A, = —81,2550,
Aoy = —85,2550,
Ays = —89,2550,
Aoa = —93,2550,

Sto znaci da su udaljene otprilike 4 puta od 4,4, (eksperimentom je utvrdeno da je ta udaljenost
dovoljna, a daljnjim povecavanjem javlja se vrlo velik Sum u procjeni brzine). KoriStenjem
MATLAB-ove naredbe place(), dobiva se sljede¢a matrica pojacanja procjenitelja:

165,4317 —3,7874
6102,7698 —307,2767
—5,6384 174,412
—608,4431 7592,7047

Na kraju, daje se kona¢na shema regulatora po varijablama stanja proSirenog s integralnim
djelovanjem, kojem je ulaz procjena stanja.

eIz-Ki @u B +JZ:J~ X C Y

A
L A
Xo
: . 8 p
N R4 c
A
-K
-E

Slika 5.5 Sustav regulacije s procjenom stanja
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6 Simulacija sustava i usporedba s eksperimentom

U ovom ¢e se poglavlju prikazati rezultati simulacije i eksperimenta u kojima se uvodi
kontrolirani poremecaj.

6.1 Simulacija

Model koji je izveden u prethodnim poglavljima ovdje ¢e se simulirati u alatu Simulink. Slike
6.116.2 prikazuju lineariziran i nelinearan model sustava, pri ¢emu je nelinearan model izveden
kao funkcija u MATLAB-u kojoj su ulaz upravljacka varijabla i vektor varijabli stanja, a izlaz
derivacija vektora varijabli stanja. Osim komponenti sustava koje su prikazane u prethodnom
poglavlju kao blokovi u dijagramima, ovdje je dodan podsustav ,,Kontrolirani poremecaj* koji
je izveden na jednak nacin kao u stvarnom eksperimentalnom sustavu, kako bi se §to je moguce
to¢nije simulirali stvarni poremecaji (prema polozaju tog poremecaja u dijagramu bilo bi
korektnije nazvati ga mjernim Sumom, ali ovdje ima jednaku svrhu kao poremecaj). Podsustav
,,Kontrolirani poremecaj“ (prema slici 6.3) varijabli stanja zakreta klackalice izmedu desete i
Sesnaeste sekunde dodaje 0,015 radijana, a taj signal se predaje procjenitelju stanja. Ovakav
poremecaj se na jednak nacin moze implementirati u stvarni sustav.

Kontrolirani poremeéaj

Linearni kvadratni regulator proiren s integralnim djelovanjem

],.

4.@_.,

Slika 6.1 Linearan model sustava u Simulinku
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Kontrolirani poremeéaj

Linearni kvadratni regulator prosiren s integralnim djelovanjem

e R

J

Luenbergerov procjenitelj

i =

Slika 6.2 Nelinearan model sustava u Simulinku

[0;0]

>
[0;0.015] @—»I:a\

4,—5—0 Kontrolirani poremecaj
()0

—0

[0;0]

Slika 6.3 Podsustav kojim se ostvaruje poremeéaj izmedu desete i Sesnaeste sekunde

Uz inicijalizaciju sustava s nultim pocetnim uvjetima, nakon simulacije dobivaju se grafovi
kojima se usporeduju procjene varijabli stanja lineariziranog i nelinearnog modela sustava:

0.1 T T T T
--- Poremecaj
— Linearan model
— Nelinearan model
0.05 - b
0 ________________________________________________
£
=Y
-0.05 -
0.1+ B
-0.15 1 | 1 1 I I
0 5 10 15 20 25 30 35
t(s)

Slika 6.4 Usporedba procjene pomaka kolica linearnog i nelinearnog modela
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T
Poremecaj
150 — Linearan mode! | |
’ — Nelinearan model

1+ -

(%)

dp
di
S
n

15+ :
2 1 | 1 1 | |
0 5 10 15 20 25 30 35
t(s)
Slika 6.5 Usporedba procjene brzine kolica linearnog i nelinearnog modela
0.06 T T T T
Poremecaj
— Linearan model
0.04 — Nelinearan model
0.02 -
— O e TR
F
G
*.002
-0.04 |
-0.06 -
-0.08 1 | L 1 | |
0 5 10 15 20 25 30 35
t(s)

Slika 6.6 Usporedba procjene zakreta klackalice linearnog i nelinearnog modela
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0.8

0.6

T
Poremecaj
— Linearan mode! | |
— Nelinearan model

dy (rady
=]

di

-0.2

-0.4 -

-0.6 -

-0.8

t(s)

Slika 6.7 Usporedba procjene kutne brzine linearnog i nelinearnog modela

Iz prethodnih grafova moguce je zakljuciti da je poklapanje linearnog i nelinearnog modela vrlo
dobro za iznos poremecaja koji se dodao. Dodavanjem poremecaja veceg intenziteta ta razlika

bi bila izraZenija.

Osim poklapanja procjena varijabli stanja u kontekstu linearnog i nelinearnog modela, moguce
je prikazati i poklapanje stvarnih varijabli stanja s njihovom procjenom. To ¢e se uciniti za
nelinearan model, a rezultati su prikazani slikama 6.8 do 6.11.

0.1

0.05 -

- - - Procjena stanja
— Stvarno stanje

p (m)

-0.05 -

-0.1 -

t(s)

Slika 6.8 Usporedba procjene i stvarnog pomaka kolica
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dp
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Slika 6.9 Usporedba procjene i stvarne brzine kolica
0.05 . . \
---'Procjena stanja
— Stvarno stanje
0
F
G
9
-0.05 -
0.1 1 | L 1 | |
0 5 10 15 20 25 30 35

Slika 6.10 Usporedba procjene i stvarnog zakreta klackalice
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0.8 T T 1
--- Procjena stanja
0.6 — Stvarno stanje

Slika 6.11 Usporedba procjene i stvarne kutne brzine klackalice

Mogucée je uociti dobro poklapanje stvarnog odziva sustava i procjene, osim u slu¢aju zakreta i
kutne brzine klackalice, $to se objasnjava ¢injenicom da je u intervalu od desete do Sesnaeste
sekunde prisutan konstantan ,,mjerni Sum®. Da je kontrolirani poremecaj bilo moguce izvesti
kao stvarni poremecaj, a u procjenitelj stanja proslijediti stvarne mjerene veli¢ine, poklapanje i
ovih varijabli bi bilo znatno bolje.

6.2 Eksperiment, usporedba sa simulacijom i rasprava

Posto se eksperiment provodi primjenom digitalnog racunala, regulator 1 procjenitelj ¢ija je
sinteza u kontinuiranom vremenu provedena u prethodnom poglavlju potrebno je zapisati u
diskretnom obliku. Uz poznato vrijeme uzorkovanja (1 ms), koriste¢i MATLAB-ovu naredbu
Igrd() moze se provesti sinteza diskretnog regulatora po varijablama stanja, a dobivena
pojacanja se mogu izravno iskoristiti za implementaciju u eksperimentalnom sustavu.
Implementacija procjenitelja stanja nije tako izravna. Prije svega, sustav procjenitelja zapisat
¢e se u nesto drugacijem obliku:

X, = AgX, + Bou, (6.1)
Yo = CoXo,
Xy, = X,
Co, =L dim(I) =nxn
A, =A-LC
_ [y
o = [u]’
B, =[L BJ].

Ovakvim zapisom procjenitelja stanja dobiva se sustav koji ima jedan (vektorski) ulaz i jedan
(vektorski) izlaz. Sada je matrice Ao i Bo potrebno zapisati u diskretnom obliku, koristeci
MATLAB-ovu naredbu c2d() uz opciju 'zoh' koja diskretizaciju provodi svodenjem signala na
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po dijelovima konstantne vrijednosti. Matrica C, ostaje jedini¢na, bez obzira na to je li sustav
kontinuiran ili diskretan. Nakon prebacivanja u diskretni oblik, (6.1) postaje:

xo,k+1 = A((i)xo,k + Bguo,kr (62)
a jednadzba izlaza:

YO,k = Coxo,kl

pri ¢emu eksponent ,,d“ oznaCuje da se radi o diskretnom obliku polaznih matrica u
kontinuiranom vremenu.

Tako je u svakom koraku potrebno provesti mjerenje pomaka kolica, zakreta klackalice i
napona na elektromotoru, zatim provesti procjenu stanja prema (6.2) i to stanje iskoristiti kao
ulaznu veli¢inu regulatora koji u svakom trenutku formira vrijednost napona na elektromotoru
potrebnog da se sustav dovede u zeljeno stanje.

Nakon implementacije prethodno opisanog postupka u eksperimentalni sustav i nakon
provedenog niza eksperimenata, dobivaju se grafovi kojima se usporeduju odzivi nelinearnog
modela iz simulacije i eksperimenta. Grafovi 6.12 i 6.13 daju odnos procijenjenih i mjerenih
varijabli stanja pomaka kolica i zakreta klackalice. Navedeni dijagrami sluze samo kao dokaz
valjanosti procjene stanja, zbog ¢ega se u usporedbi sa simulacijom prikazuju samo procjene
svih varijabli stanja. Napominje se da se mjerenje zbog ograni¢enja na memoriji moglo provesti
u intervalu izmedu 6. i 24. sekunde, tako da izostaje period u kojem dolazi do stacioniranja
sustava. Takoder, mjerenja koja su provedena sa svrhom usporedbe sa simulacijom nisu
dobivena u istom eksperimentu kao ona za usporedbu procjene i mjerenih veliCina, zbog Cega
postoji razlika u odzivima (to se uéinilo ponovno zbog ograni¢enja na memoriji).

0.08 T T I

Poremecaj
—Mjerenje
---Procjena

0.06

0.04

0.02

-0.02

p (m)

-0.04

-0.06

-0.08

-0.1

-U.]Z | 1 1 | | | | 1

Slika 6.12 Usporedba mjerenog pomaka kolica i njegove procjene
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0.05

© (rad)

-0.05
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— Mjerenje
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-0.15
6

0.1

0.05

p (m)

-0.05

-0.1

-0.15
0

22

24

--- Poremecaj
— Eksperiment
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Slika 6.14 Usporedba procjene pomaka kolica dobivene eksperimentom i simulacijom
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Slika 6.15 Usporedba procjene brzine kolica dobivene eksperimentom i simulacijom
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Slika 6.16 Usporedba procjene zakreta klackalice dobivene eksperimentom i simulacijom
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Slika 6.17 Usporedba procjene kutne brzine klackalice dobivene eksperimentom i simulacijom

Razlike u odzivima dobivenim eksperimentom i simulacijom su uocljive, a moguci izvori
razlika su: nedovoljno to¢an model — u modeliranju sustava pretpostavilo se da je trenje na
zupcCastoj letvi i1 vodilicama zanemarivo, §to se u eksperimentu pokazalo da nije u potpunosti
zadovoljeno (sustav se uspio u potpunosti stacionirati u svega nekoliko eksperimenata, dok su
kolica u vecini slucajeva oscilirala oko ravnoteznog polozaja), procjenitelj stanja koji nije
optimalan — pojacanja procjenitelja izabrana su empirijskim pravilom, §to znaéi da gotovo
sigurno nisu optimalna, a §to je moguce vidjeti u dijagramima koji prikazuju brzinu i kutnu
brzinu, gdje je prisutan izrazen Sum, nedovoljno to¢ni parametri modela — sve i da je model
sustava tocan, prilikom odredivanja parametara modela (posebno kod odredivanja momenta
inercije klackalice i1 koeficijenta trenja) mogucée je uciniti gresku. Uvodenje nekog od modela
trenja (npr. Stribeckovog) na dodirnu plohu kolica i klackalice, koriStenje optimalnog
procjenitelja stanja (Kalmanovog filtra) i ponovno eksperimentalno odredivanje parametara
sustava su samo neka od mogucih rjeSenja kojima bi se rezultati simulacije mogli pribliZiti
stvarnim, a ujedno i ostvariti bolje performanse stvarnog sustava.

Osim navedenih rjeSenja, bolje performanse bi se mogle posti¢i potpunom promjenom sustava
regulacije, primjenom robusnog upravljanja.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 31



Marin Jalsi¢ Zavrsni rad

7 Zakljucak

Provedeno je modeliranje 1 analiza nestabilnog elektromehanickog sustava, sinteza
procjenitelja stanja i sinteza optimalnog regulatora po varijablama stanja. Teorijska su
razmatranja upotpunjena simulacijom sustava, a validacija matemati¢kog modela provedena je
usporedbom s eksperimentalnim rezultatima. Nakon validacije zaklju¢uje se da su u ve¢oj mjeri
zadovoljene pretpostavke koje su ucinjene prilikom modeliranja sustava kao ravninskog u
kojem su sve komponente mehani¢kog podsustava idealno krute. Modeliranje elektromotora
kao sustava bez kasnjenja, u usporedbi s mehani¢kim podsustavom, takoder se pokazalo kao
valjano. Pretpostavka o zanemarivom trenju na plohi dodira kolica i klackalice nije u potpunosti
ispunjena, §to ima udio u uocljivoj razlici u ponasanju stvarnog sustava u usporedbi sa
simulacijom. Osim nedovoljno to¢nog modela sustava, udio u navedenoj razlici, ali i
sveukupnoj kvaliteti vodenja sustava, ima i empirijsko odredivanje polozaja vlastitih vrijednosti
sustava s procjeniteljem stanja (takav procjenitelj nije optimalan). U eventualnim buduc¢im
razmatranjima istog sustava sa svrthom poboljSavanja kvalitete vodenja, predlaze se detaljnije
modeliranje sustava uvodenjem trenja na dodirnu plohu kolica i klackalice, sinteza optimalnog
procjenitelja stanja ili prelazak na drugaciji tip sustava regulacije. Na kraju, zakljucuje se da u
klasicnom pristupu projektiranja sustava regulacije klju¢nu ulogu igra matematicko
modeliranje sustava Cije se ponasanje pokusava korigirati, a slozenost takvih modela uvjetuje
konac¢nu kvalitetu regulacijskog algoritma.
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PRILOG II. Specifikacije motora

-+

2> FAULHABER

DC-Micromotors 4 mNm
Precious Metal Commutation For combination with
Gearheads:
231, 301, 383
Encoders:
5500, 5540
eries 2338
23385 455 006 5 009 5 0125 0185 024 5
1 Mominal voltage Uy 45 3 q 12 18 24 Volt
2 Terminal resistance R 1,4 26 |57 10,0 |235 | 38,0 Q
3 Output power Prmax 3,30 3,23 3,29 3,31 3,18 3,50 w
4 Efficiency ] mas. |70 &9 |67 &6 |67 | &7 "
5 Mo-load speed nNa | 7 200 7200 | 7 400 7 800 | 7 400 | 7 600 pm
& MNo-load current (with shaft @ 3,0 mm) o 0,100 0,080 0,060 0,050 0,030 0,025 A
7 stall torque My | 18,00 17,10 | 17,00 16,20 | 1640 | 17,60 mNm
8 Friction torque Mg ln,ss 0,61 lo,s:" 0,70 0,67 0,72 mNm
9 Speed constant ki 18650 1240 855 678 428 330 rpmdV
10 Back-EMF constant ke | 0,606 0,804 | 1,170 1,470 |2,380 | 3.030 m\irpm
11 Torque constant ke 5,78 7,68 11,20 14,10 2230 29,00 mMNm/A
12 Current constant ks 0173 0,130 | 0,000 0,071 | 0,045 | 0,035 AfmNm
13 Slope of n-M curve anfaM | 400 az1 | 438 481 | 451 | 432 rpmi/mNm
14 Rotor inductance L 100 180 380 630 1400 2 600 uH
15 Mechanical time constant Tm |20 17 |17 17 |17 |17 ms
16 Rotor inertia 1 4,80 3,90 3,70 3,40 3,60 380 gem?
17 Angular acceleration of max, |38 a4 | 46 a8 | 46 | a7 “10%radss?
18 Thermal resistance Reht/Rthz | 3724 KW
18 Thermal time constamt TwiiTwz | 57/f645 5
20 Operating temperature range: |
— maotor 30 ..+ B85 loptional - 55 ... +125) °C
— rotor, max. permissible | +125 =C

21 Shaft bearings

| sintered bronze sleeves | ball bearings

| ball bearings, preloaded

22 shaft load max.: (standard) (optional) (optional)
—with shaft diameter | 3.0 2,0 , mm
—radial at 3000 rpm (3 mm from bearing) 25 20 20 N
— axial at 2000 rpm |o2 2 |2 N
— axial at standstill 20 20 20 N
23 Shaft play: | |
radial = 0,03 0,015 0,015 mrm
~ anial = | 0,2 0,2 o mm
24 Housing material | steel, zine galvanized and passivated
25 Weight )] a
26 Direction of rotation | clockwise, viewed from the front face
Recommended values
27 Speed up to M s 6 000 & 000 6000 6 000 & 000 & 000 pm
28 Torque up to Memax |4 4 |4 4 |a 4 mhm
29 Current up to (thermal limits) lo max 1,380 1,000 0,680 0,510 0,330 0,260 A

021 0238052 @227 010805  e30

813
7.4
1 1
S 2,6_| [10-03
12,603
23385

Far mstes an technkeal data and Wfetime performances For options on DC-Micremators refer to page 62
rarfer to “Taechrical bn formation™ Spacifications subject to change without netice.
53 woanas, faulhaber.com
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II1. Dio koda u MATLAB-u
% Lineariziran matematic¢ki model sustava %

h = 0.180047; % visina od zgloba do teZzista kolica (m)

ht = 0.116553; % udaljenost teZista okvira od zgloba (m)

m= 0.6; % masa kolica (kg)

M = 4.839; % masa okvira (kg)

g = 9.80665; % akceleracija sile teZe (ms"-2)
J = 0.68; % moment inercije okvira (kgm"2)

R = 2.6; % otpor u krugu motora (om)

kM = 0.0076829683946666; % konstanta proporcionalnosti momenta
motora (NmA™-1)

kE = 0.804* (60/ (2*pi))*107-3; % konstanta povratne elektromotorne
sile(Vs"-1)

pr = 1/3.71; % prijenosni omjer
rz = 0.0077; % udaljenost vratila motora od dodirne plohe sa

zupCastom letvom (m)

c = 0.1; % koeficijent viskoznog trenja u zglobu (Nms)
A= [010 0;

-g*h*m/J -kM*kE* (J+m*h"2) / (J*R*m*pr*"2*rz"2) (M*g*h*ht/J - g) -
c*h/J;

000 1;

-g*m/J -kM*kE*h/ (J*R*pr"2*rz~2) M*g*ht/J -c/J];

B = [0;
kM* (m*h"2+J) / (J*R*m*pr*rz) ;
0;
kM*h/ (J*R*pr*rz) ];

D = [0;0]; % Nema direktnog preslikavanja ulaza na izlaz
C=11000;001D20;]; % Mjerene izlazne veliCine su pomak p,

brzina kolica dpdt, zakret fi i kutna brzina dfidt

E= [0 1];

[o) [o)

% Analiza sustava %

o

vlastite vrijednosti sustava = eig(A); % Sustav je nestabilan -
jedna vlastita vrijednost je pozitivna
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sustav = ss(A,B,C,D);

hsv = hsvd(sustav) ;

[o)

% Optimalni linearni kvadratni regulator po varijablama stanja

)

proSiren s integralnim djelovanjem %

Aa = [A zeros(4,1);-E*C 0]; % prosirena matrica A

Ba = [B;0]; % prosSirena matrica B

Ca = [E*C 0]; % prosSirena matrica C

Da = 0; % prosirena matrica D

Q = diag([1/(0.15)"2 1/(0.5)"2 1/(0.0872664626)72 1/(0.038)"2 15]);
R = 0.3;

sustav_a = ss(Aa,Ba,Ca,Da);

[K,S,P] = lgr(sustav_a,Q,R);

Ki = K(5); % pojacanje integralnog djelovanija

[o)

K = K(1:4); % pojacanje regulatora po varijablama stanja

o)

% Luenbergerov procjenitel]j stanja %

vlastite vrijednosti reguliranog sustava = eig(A-B*K);
lambda max sustav =
mink (vlastite vrijednosti reguliranog sustava,l, 'ComparisonMethod','

real');

zeljene vlastite vrijednosti = 4*[lambda max sustav
lambda max sustav-1 lambda max sustav-2 lambda max sustav-3];

L = place(A.',C.",zeljene vlastite vrijednosti).';

(o) o)

% Diskretizacija kontinuiranog procjenitelja %

procjenitelj = ss(A -L*C, [L B],eye(size(A)),zeros(size(A,1),3));

diskretni procjenitelj = c2d(procjenitelj,0.001,'zoh'");
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>

e}

Q.
Il

diskretni procjenitelj.A;

vs}

o

Q.
Il

diskretni procjenitelj.B;

Co_d = diskretni procjenitelj.C;

[o)

% Diskretizacija kontinuiranog regulatora %

Kd = 1lgrd(Aa,Ba,Q,R,0.001);

Kdi = Kd(5); % pojacanije integralnog djelovanja diskretnog
regulatora

Kd = Kd(1l:4); % pojacanje diskretnog regulatora po varijablama
stanja
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