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Sazetak

U radu se promatraju nestacionarne aerodinamicke pojave pri opstrujavanju tankog
deformabilnog aeroprofila u potencijalnom strujanju. Pojedini modovi deformabilnog
aeroprofila opisani su Cebisevljevim polinomima prve vrste. Prva dva moda predstavljaju
kruta gibanja poniranja i propinjanja, dok visi modovi predstavljaju elasti¢ne deformacije
aeroprofila. Pri ra¢unanju aerodinamickih karakteristika, prati se Theodorsenov pristup
koji je izvorno upotrebljen u sirem okruzenju za racunanje aeroelasticnih svojstava krutog
aeroprofila sa zakrilcem. U duhu Theodorsenove metode, za dobivanje ravne ploce koja
sluzi kao referentni aeroprofil, koristeno je preslikavanje Zukovskog. Necirkulacijski tok
opisan je plahtom izvora i ponora distribuiranih po stijeki cilindra ¢ije su snage odredene
uvjetom nepropusnosti. Kuttin uvjet je zadovoljen kada se tome doda cirkulacijski tok,
izracunat pomocu vrtlozne plahte na aeroprofilu i njegovom tragu, bez narusavanju rub-
nog uvjeta. Izrazi za aerodinamicki uzgon i moment propinjanja dani su u frekvencijskoj

domeni.

Kljuéne rijeci: Teorija tankih aeroprofila, oscilatorno gibanje, necirkulacijski tok,

cirkulacijski tok, Theodorsenova funkcija
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Summary

In this thesis unsteady aerodynamic loads on thin deformable airfoil in potential flow
are considered. The deformation of the airfoil is described by the Chebychev polynomials
of the fist kind. First two polynomials represent rigid body motion, pitching and plun-
ging, while higher order polynomials represent elastic deformation of the airfoil. Method
proposed by Theodorsen, originaly used in broader context of fluttering airfoil with flap,
is applied for aerodynamic load calculation. The Joukowski conformal mapping was used
to transform the flow about a circle into a flow about a flat plate, which serves as reference
airfoil. Noncirculatory flow consists of source sheet on the upper surface of circle and
sink sheet on the lower surface. The strenght of the sheet is derived from the boundary
condition. To satisfy Kutta condition, circulatory flow, which is derived by using a vortex

sheet on the airfoil and in the wake, is superimposed.

Keywords: Thin airfoil theory, oscilatory motion, noncirculatory flow, circulatory flow,

Theodorsen function
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Poglavlje 1.

Uvod

1.1. Pregled literature

Linearna nestacionarna aerodinamika aeroprofila razvijena je tokom vise desetljeca.

Prvi je Wagner [1] proucavao kasnjenje u fazi uzgona koji djeluje na aeroprofil iznenada
pokrenut iz stanja mirovanja. Wagnerova funkcija prikazuje utjecaj otkinutih vrtloga na
uzgon takvog aeroprofila. Wagner je taj utjecaj dao numericki a Kiissner [2], u radu u
kojem je promatrao problem aeroprofila koji prolazi kroz zapuh, je izracunao njen izraz.

Kljuéni rad u podrucju napravio je Theodorsen [3]. U tom radu, Theodorsen proucava
potencijalno strujanje i daje izraze za uzgon i moment propinjanja aeroprofila s zakril-
cem koji ponire i zakre¢e se oko proizvoljne tocke. Teoriju je izveo pretpostavljac¢i male
poremecaje i harmonijsko gibanje, te prepoznao da se strujanje moze odvojiti na cir-
kulatorni i necirkulatorni dio. Nadalje, pokazao je da je reducirana frekvencija mjera
nestacionarnosti potencijalnog strujanja. Relacija izmedu Wagnerove i Theodorsenove
funkcije proucavao je Garrick [4].

Garrick [5] je takoder prosirio Theodorsenovu teoriju dobivsi izraze za potisak uslijed
osciliranja tankog aeroprofila. On je pristupio tom problemu na dva razli¢ita nacina,
pomocu zakona oCuvanja mase i direktnim ra¢unanjem sila. Propulzija je takoder bila
izracunata preko vrtloznosti na prednjem bridu od strane von Karmana i Burgersa [6].

Takoder su razvijene i teorije nestacionarne aerodinamike za deformabilna krila. Pe-
ters [7] je promatrao aerodinamicke sile na deformabilni aeroprofil proizvoljnog oblika, za

¢ije je modove gibanja koristio Cebisevljeve polinome.



1.2. Osnovne jednadzbe tankog aeroprofila u poten-
cijalnom strujanju

U ovom radu promatra se oscilatorno gibanje tankog aeroprofila u potencijalnom toku
fluida, kao i aerodinamicka opterec¢enja koje takvo gibanje stvara na aeroprofil. Prvi je
takav problem promatrao Theodorsen [3] proucavajuéi gibanje aeroprofila s zakrilcem u
sirem kontekstu aeroelasti¢nosti.

U ovom radu se konkretno promatra potencijalno stujanje oko tankog aeroprofila koji
se giba u negativnom smjeru osi x konstantnom brzinom U,,. Gledajuéi iz inercijskog ko-
ordinatnog sustava koji se giba s aeroprofilom, aeroprofil je opstujavan fluidom koji se iz
beskonaé¢nosti giba istom tom brzinom u pozitivnom smjeru osi x. Aeroprofil takoder po-
nire, zakrece i elasti¢no se deformira stvarajuc¢i perturbacijske brzine g, i ¢., u smjerovima

osi x 1 z, koje s brzinom u beskonac¢nosti daju ukupnu brzinu v, tj.

(- ()

1.2.1. Osnovne jednadzbe nestlacivog potencijalnog strujanja

Strujanje oko aeroprofila opisano je jednadzbom kontinuiteta i jednazbom koli¢ine
gibanja (II. Newtonovim zakonom).

Jednadzba kontinuita za nestlacivi tok je:
V.-v=0, (1.1)

gdje je v ukupna brzina. Za neviskozan limit (Re — oo) i fluid male gustoce i/ili male

promjene visine u relevantnom strujnom polju u jednadzbi koli¢ine gibanja se mogu za-
nemariti viskozne i volumne sile, pa ona glasi:

v

ot

gdje je t vrijeme, p tlak, a p gustoca fluida.

+ p(v - V)v = —Vp, (1.2)

Gornje dvije jednadzbe cine sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda
te opisuju neviskozno strujanje fluida (koje moze biti i vrtlozno). Ovaj sustav se u
op¢em slucaju moze rjesiti samo numericki, zbog nelinearnosti konvektivnog ¢lana u
jednadzbi koli¢ine gibanja, pa se za dobivanje analitickih rjeSenja uvodi pretpostavka o
bezvrtloznom strujanju (V x v = 0, rotv = 0).

Iz mehanike fluida je poznato da su pojmovi bezvrtloznosti i potencijalnosti vektorskog

polja ekvivalentni.Po definiciji, potencijalno vektorsko polje je ono koje se da prikazati



kao gradijent skalarnog polja, tj.:
v=VOo,

gdje je ® ukupni potencijal brzine. Uz ovu pretpostavku o potencijalnom strujanju
jednadzba kontinuiteta (1.1) prelazi u Laplaceovu jednadzbu:
V- (V®) =0,
AP =0

a nelinearni ¢lan u jednadzbi koli¢ine gibanja moze se za fluid konstantne gustoce (p =

konst.) zapisati kao:

00 0 9D D [(pddad\ 0 [\ [
PN = S on, ~ Or, (Eaxi a) = o (7) =V (7 o 13

gdje je v? oznaka za v -v. UvrStavajudi izraz za konvektivni ¢lan bezvrtloznog toka (1.3)

u jednadzbu koli¢ine gibanja (1.2) slijedi:

oo pw?
V(pE—FT—I—p) = 0.

Obzirom da je gradijent izraza u zagradama jednak nuli, taj izraz moze biti samo funkcija

vremena

oo p?
— 4+ — = B(t 1.4
P T 5 TP =B (1.4)
gdje je B(t) Bernoullijeva funkcija. Ako se odabere sustav referencije u beskonacnosti
vrijedi:
(I)oo = U@,
0P
7%
ot ’

gdje je &, potencijal strujanja konstantnog u beskonacnosti , koji zadovoljava Laplaceovu
jednadzbu (A®,, = 0) slijedi izraz:

pUZ
2

+ poo = B(2). (1.5)

Ako se izraz za Bernoullijevu funkciju (1.5) uvrsti u (1.4) dobije se nestacionarna Ber-

noullijeva jednadzba:

oo p? pUS,
Por T TPT

Ukupni potencijal u nekoj tocki prostora ® moze se zapisati kao zbroj potencijala u

+ Poo-

beskonac¢nosti i perturbacijskog potencijala:
¢ = U,z + 9. (1.6)

3



Perturbacijske brzine dobiju se deriviranjem perturbacijskog potencijala.

do
%—Qm—u Us
9 _

az_qz

Ukupna brzina v moze zapisati kao zbroj brzine u beskonacnosti U,, i pertubacijskih

brzina, pa slijedi:

Us +q
v’ =vly = <Uoo+Q$ Qz> < - x) = UL+ 2s ta+ o+ ¢
4q:

U slucaju tankog aeroprofila usvaja se pretpostavka o malim poremeéajima (g, q, <<
Us) pa se iz prethodnog izraza odredeni ¢lanovi mogu izostaviti. Ako se zanemare
male veli¢ine viseg reda i iskoristi izraz za ukupni potencijal (1.6) dobiva se linearizirana

nestacionarna Bernoullijeva jednadzba koja glasi

09
P =P — onoQa: - pa

U 2200
P =P pooax Pat-

(1.7)

Linearizirana Bernoullijeva jednadzba omogucéuje osim zbranjanja brzina pojedinih stru-
janja i zbrajanje tlakova. Zato je mogudée promatrati posebno sile u razli¢itim strujanjima

te ih naknadno zbrojiti.

Rubni uvjet

Za dobivanje raspodjele tlaka po povrsini aeroprofila potrebno je uz jednadzbu kon-
tinuiteta i jednadzbu koli¢ine gibanja postaviti i uvjet nepromocivosti tijela. Uvjet ne-
promocivosti nekog tijela kaze da je normalna komponenta brzine fluida na povrsini tijela
O®/0n odredena gibanjem tijela. Cestice fluida koje su u doticaju s povrinom tijela
moraju imati istu normalnu brzinu kao i samo tijelo [8].

Neka je dana implicitna povrsina preko skalarne funkcije:
F(z,z,t) = konst.

tako da je
F(z,2,t) =0 (1.8)

upravo povrsina aeroprofila (vidi sliku 1.1 ). Za cestice fluida koje su u doticaju s
povrsinom u svakom trenutku vrijedi jednadzba povrsine (1.8). Zato, ako se proma-

trac¢ giba s tim Cesticama ne primjeéuje promjenu u F'(z, z,t) sve dok se one ne odvoje

4



od tijela, tj.vrijedi:

DF OF oF oF
- = - R h<r< 1.9
Dy pr +uax+waz 0 za —b<z<hb, (1.9)

gdje je duljina aerodinamicke tetive 2b. U teoriji tankih aeroprofila uobicajeno je da se

oblik aeroprofila opise sa:

z = ((z,t) =C4(x, 1) za  gornjaku,
=Ca(x,t) za  donjaku

pa se skalarna funkcija povrsine aeroprofila (1.8) moze zapisati kao [?]:
F(z,z,t) = ((z,t) — 2= 0.

Tada vrijedi:

oF _ o¢

oxr 0z’

or

- 1

0z ’

oFr  o¢

ot ot
Uvrstavanjem gornjih izraza u jednadzbu materijalne derivacije funkcije povrsine (1.9)
dobije se: o o

ot + Um TW= 0.
z
Uso
. VF
z = ((x)
—_—
X

—_—

Slika 1.1: Tanki aeroprofil



Ako se umjesto ukupne brzine uvrste njene komponente, uz uzimanje u obzir da je

ukupna brzina u z smjeru jednaka perturbacijskoj brzini (w = ¢,) gornji izraz prelazi u:

¢ ¢
BT +(Uoo+qz)ax w na z=(_(x,t),-b<z<b

Ova jednadzba je nelinearna jednadzba rubnog uvjeta zato Sto ¢, ovisi o %. Ona se u
teoriji tankih aeroprofila koja pretpostavlja malu zakrivljenost aeroprofila (%) uz pomoc
ve¢ prije spomenute pretpostavke o malim poremecajima (g, q. << Us) moze pojednos-

taviti i preéi u linearizirani oblik koji glasi:

w(z, Gy, t) = % + Uoo% —b<x<b, za gornjaku,
w(z, (g, t) = % + Um% —b<x<b, za donjaku.

Brzina w se moze razviti u Taylorov red oko tocaka na aerodinamickoj tetivi aeropro-

fila:
+ 2 02 +
w(®, G, ) = w(w,07,t) +€g8w(x,0 .t + G~ OPw(z, 07, ) +

0 T2l 92
9 ,O+,t 282 ,O+,t
W, Gaot) = (e, 07, 1) 4 ¢2UETLD | G TWLY

U skladu s prethodnim pretpostavkama o malim deformacijama mogu se zanemariti svi
osim prvog ¢lana na desnoj strani jednadzbe, tj. vrijedi:

w(z, ¢y t) = w(z,0%,1),

w(z, (g, t) = w(z,07,1).

Linearizirani rubni uvjeti su konacno:

¢, ¢ )
+ _ g g. b < <
w(z,07,t) = N + 0 b<xz<b, za gornjaku,
_ 0Ca ICa .
= = — b < < .
w(z,07,t) BT + Us I b<xz<b, za donjaku

Linearizirani rubni uvjeti se mogu prikazati i u bezdimenzijskom obliku pomoc¢u bezdi-

menzijskih koordinata (z = £, 2 =%, { = %)

0y |y 05

w(z,07,t) =10 o + Uooﬁ_:i’g; —1<z <1, za gornjaku,
b 5 (1.10)
o d d _ .
= 0— — —-1<z<1 ku.
w(z,07,1) oy + Us o <z <1, za donjaku

Konformno preslikavanje

Konformno preslikavanje je ono preslikavanje kod kojeg se beskona¢no mali oblici iz

jedne ravnine preslikavaju u drugu ravninu bez promjene oblika uz mogu¢u promjenu



veli¢ine 1 orijentacije [9]. Theodorsen u svojoj teoriji tankih aeroprofila u oscilatornom
gibanju koristi konformno preslikavanje Zukovskog koje je najprikladnije za opisivanje

ovog strujanja [3]. Njime se preslikava kruznica iz praslike u plocu, koja predstavlja tanki

aeroprofil.
Kruznica radijusa: ;
Ry = 3
se iz ravnine XZ preslikava pomoéu formule za preslikavanje Zukovskog u xz-ravninu:
b2
$+iz:(X+iZ)+m. (1.11)

Odnos izmedu polarnih koordinata kruznice Ry i 6 i kartezijevih koordinata X i Z je:

X = Rycosb,
Z = Rysin6,
X +iZ = Rye®.

Onos izmedu tocaka na kruznici XZ-ravnini i tocaka na plo¢i u xz-ravnini se dobije tako
da se gornje formule uvrste u jednazbu za preslikavanje Zukovskog (1.11):

b . .
z+iz = —(e" + ) = beos,
2 (1.12)

z=2X.

2b

Slika 1.2: Praslika i slika djelovanja konformne funkcije Zukovskog na osnovni aeroprofil



Iz poslijednje jednadzbe se vidi da se tocke na kruznici radijusa b/2 preslikavaju u
plocu duljine 2b kao sto je prikazano na slici 1.2. Preslikanje Zukovskog preslikava sve
tocke izvan kruznice u vanjstinu ploce. Tocke unutar ploce se takoder preslikavaju u

vanjstinu ploce, samo u drugu Reimannovu ravninu [8]. Umjesto dimenzijski koordinata

=71 X = %. Njihovim uvstavanjem u

x 1 X uvode se bezdimenzijske koordinate T
formulu za koordinate u preslikanoj ravnini (1.12) dobiva se izraz:

bi’ZQR(]X,

z=X.

(1.13)

Iz gornjeg izraza se vidi da preslikavanjem kruznice iz praravnine XZ u ravninu xz

pomoéu funkcije preslikavanja Zukovskog (1.11) bezdimenzijske koordinate ostaju iste.
U ovom radu ¢e se koristiti bezdimenzijske koordinate u izvodenju izraza za aero-

dinamicke sile pa se zbog jednostavnosti izostavlja crtica u izrazima za bezdimenzijske

koordinate.

1.2.2. Cebisevljevi polinomi prve vrste

Gibanje i deformiranje aeroprofila prikazano je u obliku poniranja, zakretanja i mo-
dova elasticnih deformacija aeroprofila. Ovi oblici gibanja i deformacija su definirani
pomoéu skupa ortogonalnih Cebisevljevih polinoma prve vrste koji se definiraju tako da
se zadaju prva dva polinoma:

T()(I)
T (x)

L,

T,

te ostali slijede iz rekurzivne formule:
Toii1(x) = 22T, (z) — T—1(x),

gdje je x bezdimenzionalna varijabla ¢ija se vrijednost povecava od -1 na napadnom
bridu do 1 na izlaznom bridu. Prvih pet polinoma, danih jednadzbom (1.14) i prikazani

na slici 1.3, iskoristeni su u izvodenju formula u ovom radu.

To(z) =1

Ti(x)=x

Ty(z) =22% — 1 (1.14)
Ts(z) = 42° — 32

Ty(r) = 82* — 82 + 1
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Slika 1.3: Cebisevljevi polinomi prve vrste

Jedan od najvaznijih svojstava Cebisevljevih polinoma je trigonometrijski identi-
tet [10]:
T, (cos0) = cos(nd), (1.15)

gdje je x zapisana kao cosf (0 < 6 < 7). Raspisujuéi prva cetiri polinoma moze se lako

uociti prehodno navedena rekurzivna formula.
To(cosB) = cos(00) =1
T (cos ) = cos(0)
Ty(cos ) = cos(26) = 2cosfcos — 1 = 2cos* 0 — 1
T3(cos ) = cos(36) = 2cosfcos — cosf) = 4cos* ) — 3cos b
Ty(cos ) = cos(46) = cos* 6 + sin* § — 6sin® § cos*
Ortognalnost Cebiéevljevh polinoma prve vrste na intervalu —1 < x < 1 se svodi na

ortogonalnost kosinus funkcije:

i 0 n#m
/ cos(mf)cos(nf)dd =< © n=m=0
° 5 n=m#0



Naime, uvrstavajuéi (1.15) u prethodni izraz dobiva se izvorni izraz za ortogonalnost

Cebisevljevih polinoma prve vrste:

L 0 n#m
/ de: T n=m=20
1 /(1 —x?) * om0

gdje je =) tezinska fukcija w(x).
Prvi Cebisevljev polinom je konstantan sto u ovom okruzenju predstavlja vertikalno
gibanje aeroprofila (pozitivno prema gore). Drugi polinom je linearna funkcija te pred-
stavlja napadni kut ili zakretanje oko sredista aeroprofila. Nadalje, tre¢i Cebisevljev
polinom je kvadratna funkcija koja predstavlja prvi mod zakrivljenosti aeroprofila.
Opdi oblik deformiranog aeroprofila ((z,t) promjenjiv je u vremenu te se moze izraziti

kao linearna kombinacija medusobno ortogonalnih Cebisevljevih polinoma:
C(x,t) = ho ()T (2) (1.16)
n=0

gdje su koeficijenati h,, funkcije vremena [11].
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Poglavlje 2.

Tanki aeroprofil u harmonijskom

gibanju

U Theodorsenovoj metodi za tanke aeroprofile u oscilatornom gibanju, izrazi za aerodi-
namicke sile su rastavljeni na dvije komponente, necirkulacijsku i cirkulacijsku. Obzirom
da oba toka zadovojavaju Laplaceovu jednadzbu te se koriste linearizirane Bernoullijeve
jednadzbe moguée je superponirati posebno promatrane aerodinamicke sile necirkula-
cijskog 1 cirkulacijskog toka. Necirkulacijski tok predstavlja poremecaje nastale zbog
oscilatornog gibanja i deformiranja aeroprofila te kao takav zadovoljava uvjet nepropus-
nosti ali ne i Kuttin uvjet. Dodavanjem cirkulacijskog toka zadovoljava se Kuttin uvjet

bez ometanja uvjeta nepropusnosti aeroprofila [11].

2.1. Necirkulacijski tok

Necirkulacijski tok se sastoji od lista izvora i ponora. Izvori su smjesteni na gor-
njoj polovici kruznice u izvornoj ravnini pa se koordinate ishodista pojedina¢nog izvora
oznacavaju s Xo+ 12y a njegova jakost 2¢. Ponori su smjesteni na donjoj strani kruznice
pa je koordinata pojedina¢nog ponora konjugirano kompleksni broj, X, — iZ,, a jakost
-2e. Sve koordinate normirane su s radijusom kruznice Ry, tj. bezdimenzijske su. Zbra-
janjem potencijala svih izvora i ponora dobiva se potencijal necirkulacijskog toka oko
cilindra u izvornoj ravnini.

Kompleksni potencijal dvodimenzinalnog izvora jakosti ¢ dan je u Eulerovom zapisu:

@:%m&%
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Slika 2.1: Par izvora i ponora

te se moze rastaviti na realni i imaginarni dio:

& =

. q
=5 lnR+z27T8.

Realni dio kompleksnog potencijala predstavlja potencijal izvora, pa je:

¢z = %(@1)7
b; = % In[(X — Xo)2 + (Z — Z)?).

Uvrstavajudi iznos jakosti jednog izvora (¢ = 2¢) s ishodistem u Xy + iZy gornji izraz

dobiva se konacna formula za potencijal izvora:

b = — In[(X — Xo)2 + (Z — Zo)2).

27

Analogno se dobije izraz za potencijal ponora koji je simetrican s obzirom na os X, tj.
ima ishodiste u Xy — 17 i jakosti je ¢ = —2e:
€

Pp=—5_ In[(X — Xo)? + (Z + Zy)*)).

Potencijal jednog para izvora i ponora suprotnih jakosti koji su smjesteni simetri¢no s
obzirom na X os (prikazanog na slici 2.1) je zbroj njihovih potencijala:

e, (X =X+ (Z-2y)?

X2 = o I R X Tz Zo) (2.1)

Da bi se jednadzba potencijala para izvora i ponora (2.1) izrazila kao funkcija samo

koordinate X i vremena t ogranicava se na gornji ili donji dio kruznice. Za dobivanje

12



potencijala uslijed djelovanja para izvora i ponora na gornjem dijelu kruznice uvrstava se

= v/1 — X? a koordinate izvora i ponora se zapisuju kao /1 — X2. Slijedi:

(X — Xo)2+ (V1 - X2 - /1-X2)?
(X — Xo)2 4+ (V1= X24 /1 - X2)?

g
¢i/p(X7 t) = %IH

Potencijal para izvor /ponor u slici preslikavanja Zukovskog na gornjem dijelu ploce se do-
bije uvrstavanjem bezdimenzijskih koordinata u slici x za koje je dokazano da su jednake
bezdimenzijskim koordinatama u praslici (vidi jednadzbu (1.13)):

e (z—w0)*+ (V1 —22—/1—2a2)?

P ) e e (VI 4 VI alf

Ovi parovi izvora i ponora se ne poniste jer gornji i donji dio ploce u preslikanoj ravnini

nisu u kontaktu ve¢ ih dijeli druga Reimannova ravnina [8].
Ukupni potencijal u preslikanoj ravnini na gornjem dijelu ploce se dobije integriranjem

svih parova izvora i ponora na ploci:

(@20 + (VT2 — TR
(. —20)2 + (V1 — 22+ /1 — 12)?

1
b
Pog(7,1) = o /5(1'0,@ In dzg. (2.2)
e

Uvrstavanjem Z = —v/1 — X? uizraz za potencijal para izvora i ponora (2.1) uz primjenu
svojstava logaritamske funkcije te kasnijim integriranjem vidi se da je ukupni potencijal

na donjoj strani ploce jednak:

Cb()d(x?t) = _¢Og(x7t)v (23)

tj. da je antisimetrican s obzirom na os x.

Ako se u jednazbu za ukupni potencijal u preslikanoj ravnini na gornjaci (2.2) uvrsti
koordinata prednjeg ili straznjeg brida (z = 1,z = —1) dobije se da je potencijal u tim
tockama nula, sto mora vrijediti ako su potencijali na gornjaci i donjaci antisimetric¢ni s
obzirom na os z(vidi jednadzbu (2.3)). Ako je potencijal necirkulacijskog toka s gornje
i donje strane ploce u napadnom i izlaznom bridu nula onda nema promjene potencijala
kada se kruznica u praslici okruzi za puni krug, sto je karakteristicno za necirkulacijski
tok [8].

Iznosi jakosti izvora i ponora koji su potrebni za izracunavanje ukupnog potencijala
dobiju se iz uvjeta nepropusnosti. Da bi se ocuvao uvjet nepropusnosti, inducirana verti-
kalna brzina mora biti jednaka zbroju lokalne brzine uslijed gibanja i deformiranja aero-

profila te normalne komponente slobodne stuje na povrsinu aeroprofila, sto je pokazano
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formulom (1.10). Uvrstavanjem opéeg izraza za oblik deformiranog aeroprofila (1.16) u

izraz za linearizirane rubne uvjete (1.10) dobiva se:

¢ ¢
4 = -9 -9
w(xz,07,t) = U x+b "

> AT, (x) = dhn(t)
- w;h”(t) da H’; i @) (2.4)

=Us > _ ha()T(x) + b h(t)To(2)

Obzirom da se je ovom radu aerprofil opisan tankom plo¢om zanemarive debljine nema
razlike u koordinatama gornjake i donjake (;, = (4 = ¢.

Moze se pokazati je da ovakva raspodjela izvora i ponora po kruznici u praslici inducira
samo tangencijalne brzine, tj. da kruznica ostaje strujnica. Kada se ona preslika u plocu
ostaje strujnica pa je zato ploca nepropusna, Sto znaci da ponori nemaju utjecaj na
vertikalnu brzinu induciranu izvorom i obratno [8]. Zato,za racunanje iznosa inducirane

vertikalne brzine na samo gornjaci promatra potencijal svih izvora koji iznosi:

¢i = 2£ /a(xg, t)In[(z — 20)* + 2%)] dao.

™
-1

Vertikalna perturbacijska brzina je gradijent perturbacijkog potencijala izvora u smjeru

z, pa je na gornjaci (07):

w(z, 0%, 1) = %(x,omg,
1 0 /
w(x, 0%, 1) = b Zlir(% % /5(:}60, t) In[(x — x0)* + 2?)] do,

-1
1

1 e(xo,t
w(z,0%,¢) = = lim Z/L dzy.
T 2—0+ (x — x0)% + 22
1
Kada z — 0 integral postaje 0, osim ako se koordinata izvora xy nalazi u blizini tocke x
kada izraz poprima neodreden oblik (7). Stoga je dovoljno uzeti integral u okolini tocke

x, na intervalu duzine 2e¢ s srediStem u x da bi se izracunala inducirana vertikalna brzina:

xr+e€

1 t
w(z,07,t) = = lim £(0, 1)
T y—07t (x — .%'0)2 + y2

Tr—€

d.fC(].

Na tako maloj duljini ploce gustoca jakosti izvora se moze smatrati konstantnom i zvuéi
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iz integrala. Radi pojednostavljenja uvodi se varijabla 2’ = (z — zy), te slijedi:

€

e(z,t) 1
w(z, 07, 1) lim z/m da’

v z—0t

—€

0y e (€) - (2)]

Ako z tezi nuli, izrazi u zagradama teze u beskonacnost pa se dobiva:

w(z,0",t) = ez, ).

Analogno, derivacijom ukupnog potencijala ponora dobije se da je inducirana vertikalna

brzina ispod ploce istog iznosa i smjera kao i povise ploce:
w(z,07,t) = —e(x,t),
w(z, 0%, t) = w(z,0,t) = w(x,t).

Inducirana vertikalna brzina w(z,t) jednaka je polovini jakosti izvora/ponora te je re-
zultat djelovanja lokalnih izvora/ponora. Izvori s polovicom svoje jakosti stvaraju ver-
tikalnu brzinu prema gore, dok druga polovica jakosti inducira vertikalnu brzinu prema
dolje u drugoj Reimannovoj ravnini. Isto tako ponori s donje strane ploce induciraju jed-
naku brzinu prema gore u prvoj Reimannovoj ravnini, ne utjec¢uéi na induciranu brzinu
povise ploce, te induciraju vertikalnu brzinu prema dole u drugoj Reimannovoj ravnini.
Gledajuéi strujanje oko ploce ogranicava se na stujanje u prvoj Reimannovu ravnini,
tj.obzirom da ploca ostaje strujnica ne prelazi se barijera postavljena uzduz nje kako bi
se izbjegao ulazak u drugu Reimannovu ravninu [8].

Ako se u jednadzbi lineariziranog rubnog uvjeta inducirana vertikalna brzina izrazi

preko jakosti izvora (2.4) dobije se konacan izraz za jakost izvora:
e(@,t) = U > ha(O)T(x) + b hn(t)To(2).
n=0 n=0

Sada se izraz za potencijal necirkulacijskog toka (2.2) moze zapisati kao:

o

Gog = > _(hn®n, + ). (2.5)

n=0
Nakon slozene integracije dobiju se izrazi za ¢y, 1 ¢;, dani u tablici 2.1.

Za dobivanje raspodjele tlaka koristi se linearizirana Bernoullijeva jednadzba. Ako se
umjesto dimenzijskih koordinata u jednadzbu (1.7) uvedu bezdimenzijske koordinate do-
bije se linearizirana nestacionarna Bernoullijeva jednadzba u terminima bezdimenzijskih
koordinata:

— oy U00 09
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Tablica 2.1: Necirkulacijski potencijali brzine pojedinih modova gibanja

Png =0 Gy, = —0*V1T — 22
bny = —UsebV/T — 22 ¢y, = —LavI—a?
bny = —2Usobr/1 — 22 b, = %(1 —2)V1 — 22
bns = —Usob(42? — 1)y/1 — 22 oj, = V(1 — 2%)V1 — a2
bny = AU (202 — DV — 22 | ¢, = 22 (62% — 1)(1 — 2?)V/1 — 22

Oduzimanjem izraza za tlak na gornjaci i donjaci se dobije razlika tlakova na aeroprofilu:

= 9¢g _ 0da 9¢g _ O0da
pg_pd__[p]__p[b(ax 8x>+<8t at)] (2:6)

Obzirom da u necirkulatornom toku vrijedi antisimetrija potencijala brzine, obzirom na

os z, konacna formula za razliku tlakova donjake i gornjake u necirkulatornom strujanju

Ua¢09 agb()g
Plo 2”<b or at>‘

Uvrstavajudéi potencijal brzine (2.5) u gornji izraz slijedi izraz za razliku tlakova u sli-

je:

jedec¢em obliku:

U = [, 0dn, 5 000\ = )

Prva suma u gornjoj jednadzbi je oznacena kao S7 a druga kao S,.

x — 272 9z — 1223

ST =h Uoob— 2hoUs b — halUsob———e
! ! V1 — 22 2 V1— 22 ’ vV1—a22
—8rt 4+ 822 —1 b 1— 22

Y S .
V1 —a? T VI—22 2V1-2?
—2hob*aV/1 — 22 + hab? (1 — 422)V1 — 22 + dhyb?x(1 — 222)V1 — 22

Sy =hUsebV'1 — 22 — 2hyU b1 — 22 — halUb(42? — 1)V/1 — 2 (2.7)
—4hyUsebz(222 — 1)V1 — 22 — hob*V/1 — 22 — hl—x\/l — 22
20° -
thy—(1 — 22)V1 — 22 + hgb®z(1 — 2*)V/1 — 22

—4h4Usb

3
40 ,
+h4—5(6x —1)(1 —2*)V1—2a?

Izraz za necirkulacijski uzgon se dobije integrarajuéi razliku tlakova po duljini aero-
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profila.

1

1 1 1
_ _ UOO 8¢09 8¢Og o /a¢09 8gbo‘q
Lo—b/[p]odx—Qpb/( b o + BT dez =2p e dx+2pb/ T dz (2.8)
5 5

Prvi integral u (2.8) jednak je ukupnoj promjeni potencijala i on nestaje jer je ta pro-
mjena, kao Sto je prije objasnjeno, jednaka nuli u necirkulacijskom stujanju. Obzirom da
ostaje samo drugi integral jasno je da je necirkulacijski uzgon iskljucivo posljedica nesta-
cionarnog stujanja [8]. Drugi integral se moze izrazi preko prethodno definirane sume Sy
(jednadzba (2.7)) pa se kona¢no dobiva izraz za necirkulacijski uzgon:

1

Lo = /52 dz = 2pb (—honobf — hob?Z hgbﬂ) ,
2 2 1
-1 (2.9)

Ly = —mpl? (ywhl T big — gh) |
Uzroci sila u necirkulacijskom toku su akceleracije fluida. One mogu doéi od drugih deri-
vacija modova po vremenu i od prvih derivacija pomnozenih s brzinom iz beskonac¢nosti,
Uso. 1z formule (2.9) se vidi da utjecaj na uzgon imaju samo hono, ho i he. Pozitivni ho
predstavlja akceleraciju moda hg u pozitivnom smjeru osi z, a pozitivan hy u negativnom
smjeru. Akceleracije neparnih modova uzroku antisimetriénu raspodjelu tlakova obzirom
na os z pa stoga nece stvarati silu ali o¢e moment. Akceleracije visih parnih modova,
unatoc¢ simetricnosti obzirom na os z, nece stvarati uzgon. Razlog tomu je sto je povrsina
ispod krivulje tlaka na intervalu od —1 < z < 1 nula (vidi sliku 2.2). Brzina moda
hi predstavlja promjenu napadanog kuta pa je clan Usoha jednak promjeni vertikalne
komponente brzine gibanja aeroprofila. Brzine parnih modova stvaraju antisimetri¢nu
raspodjelu tlakova obzirom na os z pa ne stvaraju uzgon. Brzine neparnih modova visih
od h; takoder ne utjecu na uzgon iz istog razloga kao i akceleracije visih parnih modova.
Tijelo koje ubrzava u fluidu djeluje na fluid silom u smjeru pozitivne akceleracije koja je
jednaka:
F=km-a,

gdje je km prividna masa fluida, a a akceleracija tijela. Po zakonu akcije i reakcije fluid
djeluje na tijelo silom istog iznosa u suprotnom smjeru tj. u smjeru negativne akceleracije
tijela. Iz jednadzbe za necirkulacijski uzgon se vidi da je prividna masa za prva dva
¢lana jednaka masi cilindra promjera duljine aerodinamicke tetive mpb?, a za treéi clan
je polovina te mase. Obzirom da je prividna masa funkcija oblika tijela, ovi rezultati su
intuitivni kada se promotri izgled Cebisevljevih polinoma (slika 1.3) koji predstavljaju

oblik aeroprofila.
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- Fcp)

Slika 2.2: Mjera skoka koeficijenta tlaka uslijed akceleracije moda hy

Necirkulacijski moment propinjanja (pozitivan koji spusta nos) se dobije po formuli:

1

1
9 xdxr — 2pb 5 xdx.
1

1
M, = b* /[p]ox dr = —2pUs
S

Ako se podintegralni izrazi opet zamjene sumama, jednadzba za moment (2.1.) poprima

1

1
My = —2pb? /U—goSlx dr + /ngdx
21

-1

oblik:

Integracijom slijedi:
1

_ _ T ho?E ot
Il—/51$d$—h1Uoob2+hob 2+h2b 4,

-1
1

- _ . z . .. 21 . 21
12 = /Sgl‘ dz = hQUOOb4 hlb 16 + hgb 16,
-1

pa je necirkulacijski moment propinjanja je konac¢no:

b2 .. . . b2..
MO = —7pr2 (_Uzohl + §h1 - Uoobho + Uoobhg - ghg) . (210)
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Moment necirkulacijskog toka nastaje zbog nesimetri¢ne raspodjele tlaka, obzirom na os
z, u necirkulacijskom toku kada se lokalne sile na krakovima ne poniste. Stacionarni ne-
parni modovi stvaraju asimetri¢nu raspodjelu tlaka dok parni stvaraju simetricnu. Stoga
stacionarni parni modovi uopée ne stvaraju moment isto kao i neparni visi od h; kojima
se lokalne sile na krakovima poniste. Brzine modova se ponaSaju suprotno. Akcelera-
cije modova stvaraju slicnu raspodjelu tlaka kao i stacionarni modovi, samo $to se kod
visih neparnih modova lokalne sile na krakovima ne poniste. Prividna masa uslijed kutne
akceleracije je jednaka osmini mase cilindra promjera 20.

Da bi se zadovoljio Kuttin uvjet tangencijalna brzina na zadnjem bridu mora biti

I¢o _
(%) r=1 a (Sl)z:h

Kada je z = 1, (S1),, tezi u beskona¢nost osim za poseban slucaj gibanja kada je [8]:

konacna:

. 1 ..
Usobhy + 2Ubhy + 3Usobhs + AU bhy + b2ho + §bzh1 =0

Da bi se postigla konacna brzina na izlaznom bridu za bilo kakvo gibanje potrebno je
dodati cirkulacijski tok.

2.2. Cirkulacijski tok

Obzirom da u praslici necirkulacijskom toku postoji kona¢na brzina na izlaznom bridu
treba dodati strujanje koje ¢e je ponistiti i time zadovoljiti Kuttin uvjet. Theodorsen ovo
postize pomocu kontinuirane raspodjele vezanih i otkinutih vrtloga. Otkinuti vrtlozi nas-
taju na izlaznom bridu kao posljedica svake promjene u cirkulaciji zbog nestacionarnog
strujanja oko aeroprofila. Oni se udaljavaju od izlaznog brida aeroprofila noseni slobod-
nom strujom. Obzirom da se otkidaju s izlaznog brida, ishodista otkinutih vrtloga u
preslikanoj ravnini nalaze se na osi x iza x = b. Da se u praslici ne bi poremetila ne-
propusnost kruznice, koordinate vezanih vrtloga su definirane preko Milne-Thomsonovog
teorema. Tako je sacuvan rubni uvjet kao i zadovoljen Kelvinov teorem o nultoj cirkula-
ciji [8].

Kompleksni potencijal jednog vrtloga dan je u Eulerovom obliku:

T oo T r
O = zgln(Re )= Z%IHR— %6’.

Realni dio tog potencijala predstavlja brzine potencijal cirkulacijskog polja:

¢r1 = R(Pr)

. (2.11)
or1 = —2—9

m
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Slika 2.3: Koordinate vrtloga

Prvo se promatraju dva koncentrirana vrtloga, vezani i otkinuti. Ako se otkinuti
vrtlog nalazi na X,, = X; u praslici vezani se mora nalaziti na X; = 1/X; da bi zadovoljili
Milne-Thomsonov teorem. Te koordinate su bezdimenzijske kao i u necirkulacijskom toku
i prikazane su na slici 2.3. Ako se uvrste koordinate vezanog i otkinutog vrtloga u izraz

za opceniti potencijal vrtloga (2.11) dobiju se izrazi za njihove potencijale:

PR A
b 27r8LgX—XL1
r
= atg ——
or, = oo TR

Ukupni potencijal tog cirkulacijskog polja je zbroj potencijala vezanog i otkinutog vrtloga:

or = ¢r, + ¢r,,,
o L a2 o2 (2.12)
oo |8 x—x,  Mex_2

_X_1

Izraz za ukupni potencijal cirkulacijskog polja (2.12) se uz pomo¢ koristenja matematickog
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svojstva razlike arkus tangens funkcija moze izraziti kao:

z _  Z
T X-X1 X-5
¢F = _atg A Zl
27 1+ s o
1
2r T (X = X)X — ) + 22
r Z(X1 - %)
= — atg

2 T X214 Y2 - X(Xi + 5)

Da bi se dobio izraz za ukupni potencijal u preslikanoj ravnini potrebno je dobiti bezdi-
menzijske koordinate vezanog i slobodnog vrtloga u njoj pomocu formule za preslikavanje
Zukovskog (1.11).Bezdimenzijska koordinata otkinutog vrtloga je:
b b2
b1y = = X1 + ——,
L1 5 1 + gXl
b b1
=X, 4+ ——
SRS o
a bezdimenzijska koordinata vezanog vrtloga:
b, 1%
bry = - Xi— + 55,
b1 n b
T2Xx, 27 h
Slijedi zakljucak da su te koordinate iste, tj. da se otkinuti i vezani vrtlog preslikavaju u

istu tocku ali u razli¢ite Reimmanove ravnine[12].

11 1
=——+-X 2.14
T 5 X, + 5N ( )

Kada se u krajnji izraz jednadzbe (2.13) uvrsti (2.14), te se potencijal promatra samo
za tocke na gornjoj strani kruznice za koje vrijedi Y = /(1 — X?), dobiva se konacan
oblik ukupni za potencijal na gornjoj strani ploce :

Qng — £ atg \/(1 - 372)\/(1’% _ 1) ' (215)

2 1— 22

Iz gornje jednadzbe se vidi da kada bi se promatrao potencijal s donje strane ploc¢e zbog
svojstava arkus tangens funkcije se dobije suprotna vrijednost. To znaci da cirkulacijskom

toku takoder vrijedi antisimetrija potencijala brzine:
¢r, = —¢r,.
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Kada se u izraz za ukupni potencijal brzine cirkulacijskog toka (2.15) uvrsti koordinata
izlaznog brida (z = 1) dobije se da je potencijal na gornjaci u toj tocki I'/2. Obzirom
da vrijedi antisimetrija potencijala, u zadnjem bridu na donjoj strani ploc¢e potencijal
brzine je —I'/2. 1z toga slijedi zakljucak da kod cirkulacijskog strujanja postoji prirast
potencijala u iznosu jacine vrtloga u smjeru kazaljke na satu za razliku od necirkulatornog
gdje je on nula [8].

Prije izracunavanja raspodjele tlaka pomocu linearizirane Bernoullijeve jednadzbe po-
trebno je odrediti promjenu cirkulacijskog potencijala po vremenu. Uzima se pojednos-
tavljeni model u kojem se otkinuti vrtlog giba brzinom U, u smjeru slobodne struje.
Materijalna derivacija cirkulacijskog potencijala zapisanog Lagrangeovim koordinatama
je nula:

qul—‘(gh t)

ZANLY =0,

Dt &1=konst.
gdje je & koordinata vrtloga u trenutku ¢ = 0, jer promatrac koji bi se gibao s ¢esticom

ne bi osjetio promjenu tog potencijala u vremenu. Trajektorija materijalne tocke u Eule-
rovom zapisu je:

.I'l(fl,t) = fl —+ Uoot.

Obzirom da se strujanje promatra u Eulerovim koordinatama, materijalna derivacija

cirkulacijskog potencijala zapisanom u Eulerovim koordinatama glasi:

8q§p(:c1, t) 8¢F(I1,t)

— UOO
ot 833'1

x1=Kkonst.

=0,

t=Kkonst.
pa slijedi da je promjena cirkulacijskog potencijala po vremenu:
Jor _ O¢r Uss

Moze se iskoristiti ista formula za razliku tlakova na aeroprofilu kao i u necirkulacijskom

(2.16)

toku (2.6), obzirom da su potencijali na gornjaci i donjaci antisimetri¢ni. Ako se u nju
uvrsti izraz za derivaciju cirkulacijskog potencijala po vremenu (2.16) dobije se razlika

tlaka na donjaci i gornjaci u cirkulacijskom toku:

20U (06, 00,
(o pele =il =203 (G2 4 )

pUsl [ (V1 —22)* + (/2?2 — 1)?
T \/1—x2\/x%—1(x1—x)>
pUsT x? — z?

L \/1—x2\/x%—1(x1—x))
pU T T+

7 \/1—x2\/x%—1)'
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Za dobivanje cirkulatornog uzgona potrebno je integririrati razliku tlakova po duljini

ploce:
Ly = b/[p]p dx,
21
1
~ pULT T+
T V1—a22\/z} -1

Nakon integracije slijedi konacan izraz za cirkulatorni uzgon:

Ly dz.

Lr = pUT—2L (2.17)

2 —1
Iz konacnog izraza za uzgon se vidi da je njegov iznos manji nego u stacionarnom strujanju
(pUsI) te da se ta razlika smanjuje kako se otkinuti vrtlog udaljava od aeroprofila. Kada
je otkinuti vrtlog dovoljno daleko, tj. ako x; — oo izraz postaje jednak izrazu za uzgon
u stacionarnom strujanju[8].

Cirkulatorni moment propinjanja se dobije integracijom diferencijalnih sila na krako-

vima:
1

Mr = b? /[p]pxdx

-1
1
pUT'b x4+
= x
T J V1—a22y/x? -1
Nakon integriranja cirkulatorni moment propinjanja je konacno:
_ pUbT 1
2 221

Za tocniji opis nestacionarnog toka umjesto koncentriranih otkinutih vrtloga promatra

My dzx.

Mr (2.18)

se kontinuirana raspodjela infinitezimalno malih otkinuti vrtloga:
['= —vy(zy,t)bday, (2.19)

gdje je 7, gustoca cirkulacije. Prethodni izrazi za potencijal brzine, uzgon i moment

propinjanja (2.15), (2.17)I (2.18) u cirkulacijskom toku tada poprimaju slijedece oblike:

PR BV (o Rt

o 1—zxg
1

Y (21, 1) dy, (2.20)

t) day, (2.21)

x
LF = —pUOO/Q—le(xla
% 1
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2
My = pUb

1. (2.22)

’Vw xla d
[

Jagina gustoce vrtloga v, (1, t) je odredena Kuttinim uvjetom koji zahtjeva da ukupna

brzina od oba potencijala bude kona¢na na zadnjem bridu:

0
%(% + ¢r).—1 = konacno,
0 [ .
B (Z(hn¢hn + hny,, ) + <I>r> = konacno,
n=0 o=1
(bh th > 8@1*)
Z "+ hy + — = konacno.
(nO ( a Ox O o=1

Prvi izraz u gornjoj jednadzbi je jednak S; iz jednadzbe (2.7), a drugi je:

8¢F b T I’% —1

_ = - t)dxy. 2.2
ox or 1—a2(x; — 1)%0(%7 ) dzy (223)
1

Da bi zbroj S; i (2.23) postao konacan, treba vrijediti:

1 b 1
Usobhy + 2Usbhy 4+ 3Ubhs + 4U bh4+bzho—|—262h1—2— zl—l—l
L —

Yw(x1,t) dry =0,

xl—i—l
5131—1

. 1. .
Uxhi +2Ushy + 3Usohs + 4Usoha + bhgy + Ebhl = —

Yw(x1,t) da;.
Lijeva strana posljednje jednadzbe je funkcija oblika i gibanja aeroprofila koju Theodor-
sen [3] oznacava slovom Q, pa se ta jednadzba moze napisati na sljede¢i naéin:

1 ZL‘1+1
Il—l

Yol21,t) dzy = Q. (2.24)

Koristeci gornji izraz cirkulacijski uzgon se moze zapisati u ovisnosti o Q:

f /—’Vw ry1,t) dy
Lr = —21pUsbQ— (2.25)

T /5, ) dary
1

Prikladnije je izraz za cirkulatorni moment propinjanja (2.22) prije uvrstavanja izraza za

@ (2.24) zapisati u obliku:
T+ 1 T
- w(xy,t)dry.
Va1 m]”xl )dn

2ol
24

2
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Nakon uvrstavanja (2.24) dobije se izraza za cirkulatorni moment propinjanja u ovisnosti

0 Q.

| A= (21, t)dzy
A/ xi—1
Mp = mpUnb*Q | 2—— -1 (2.26)

f x1+17w (x1,t)dzl

x1—1

Iz ovih izraza za uzgon i moment propinjanja se vidi da utjecaj otkinutih vrtloga ulazi

kao omjer dvaju integrala.

2.3. Harmonijsko gibanje deformabilnog aeroprofila

U izvodenju izraza za aerodinamicke sile do sada se nije uvelo nijedno ogranicenje za
gibanje i deformiranje aeroprofila, osim da pomaci moraju biti mali. Da bi se rijesio omjer
dvaju integrala iz formula za cirkulatorni uzgon i moment propinjanja (2.25) i (2.26) uvodi
se pretpostavka o jednostavnim harmonijskim oscilacijama aeroprofila. U skladu s tim

koeficijenti h,(t) se zadaju u sljede¢em obliku:
ho(t) = hpe™, (2.27)

gdje je h, kompleksni broj ¢ime se dopusta pomak u fazi izmedu razli¢itih deformacija
a w frekvencija oscilacija. Obzirom da se sastoji od koeficijenata h,, () se takoder moze
zapisati kao:

Q=Qe,
Za dobivanje kompleksnog broja @ potrebno je derivirati koeficijente deformacije uz

pomo¢ sljede¢ih formula:

— U .
hy, = hpe™t - wi = h,e™! sz,
_ 2
hn — _hnezwt w2 — _hnezwt k‘2 bc2>o7

pa slijedi:
_ _ 1 _ _ _ _ _
Q = 1kUxho + éikUmhl + Uschy 4+ 2Usohg + 3Uschs + 4Uso hy.

Novi vrtlog otkida se sa zadnjeg brida u svakom trenutku u kojem dode do promjene
cirkulacije, tj. do nove deformacije aeroprofila te se udaljava od aeroprofila brzinom
Us. Iz formule (2.24) se vidi da ako se gibanje odvija dulje vrijeme gustoca vrtloga

Yw takoder mora biti funkcija od e [8].U ovom modelu harmonijskog gibanja v, je
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konstantna u svakoj tocki koja se giba nistrujno brzinom U,,. To znaci da je gustoca

cirkulacije zapisana u Lagrangeovim koordinatama konstantna:

Yw(&1,t) = konst.,

Obzirom da se strujanje promatra u Eulerovim koordinatama, gustoca vrtloga se zapisuje

u ovisnosti o koordinati x:

Yw(x1,t) # konst..

U skladu s tim, gustoc¢a vrtloga 7, u ovisnosti o x; i t zapisuje se u obliku:

t— 2oL tw(wt—kx1)

’Yw(xht) = ﬁweiw< U°°) — ’71116 5

gdje je:

poznata kao reducirana frekvencija oscilacija.
Kvocijent integrala iz izraza za cirkulatorni uzgon i moment propinjanja se sada moze
pojednostaviti. Takav oblik se naziva Theodorsenova funkcija koja se oznacava kao C' i

jednaka je:

00 — ) ik 00 ik
fl z%_17w(x17t) dzy  Fue™ [ /—z%_le I day B f1 /_;%_16 " day

C: =

o T1+1 5 piwt [ 141 —jkx; o 141 ik,
fl xl—l%f(xl’t)dxl Tw€ fl 1—1¢ day fl 1—1¢ da,

= (k).

Theodorsen je dokazao da je C' kompleksna funkcija reducirane frekvencije & i ima formu
Henkelovih funkcija druge vrste:
2
;Y (k)

C(k) = F(k) +iG(k) = 00 T T (2.28)

gdje je J283 kombinacija Besselovih funkcija prve i druge vrste.
H® = J, —iY,. (2.29)

Izvod jednadzbe (2.28) dan je u dodatku A..

Theodorsenova funkcija u kompleksnom obliku prikazana je na slici 2.4. Iz grafa se
vidi da je C'(k) = 1 kada je reducirana frekvencija 1, a kada kK — oo onda C'(k) — 0.5. To
znaci da ova funkcija smanjuje amplitudu cirkulacijskom uzgonu s pove¢anjem reducirane
frekvencije (sto se vidi iz slike A.2 dane u Dodatku A.). Theodorsenova funkcija takoder
mijenja fazu uzgonu i momentu propinjanja u odnosu na oscilacije aeroprofila. Slika 2.4

daje uvid u razumijevanje vaznosti Theodorsenove funkcije kao funkcije samo reducirane
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frekvencije. Sa slike se mogu vidjeti vrijednosti reducirane frekvencije unutar kojih se
moze pretpostaviti kvazistacionarno strujanje, tj. zanemariti utjecaj otkinutih vrtloga.
To su vrijednosti 0 < k£ < 0.025. To znaci da je reducirana frekvencija glavna mjera
nestacionarnosti pa se razlicitim kombinacijama frekvencije w, duljine tetive b i brzine

slobodne struje U,, moze posti¢i tok slicne nestacionarnosti.

02 T T T T T

G(K)

0.2

Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
F(k)

Slika 2.4: Theodorsenova funkcija u polarnom obliku

Sada se amplituda i relativna faza cirkulatornog uzgona i momenta propinjanja mogu

izraziti u ovisnosti o () i Theodorsenove funkcije:

Ly = —2mpU,bQC (k),
My = wpU b*Q[C(k) — 1].

2.4. Ukupni uzgon i moment propinjanja
Ukupni uzgon je zbroj necirkulacijskih i cirkulacijskih komponenti:

E:EO+EF7
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gdje je L kompleksni broj koji dozvoljava pomak u fazi u odnosu na gibanje. Ako se
promatra harmonijsko gibanje opisano jednadzbom (2.27) razli¢iti modovi gibanja mogu
imati razli¢ite fazne pomake.

Ukupni izraz za uzgon je dan u tablici 2.2.

Tablica 2.2: Komponente ukupnog uzgona

hn 1-0) ik- () k- ()
ho 0 —2mpU2 bC (k) wpU2b
hy | —2mpU%bC (k) —mpU2b(C (k) + 1) 0

hy | —4mpU2%bC (k) 0 —3mpUZb
hs | —6mpU2bC (k) 0 0

hy | —8mpU2bC(k) 0 0

Tablica prikazuje komponente uzgona uslijed svakog moda deformacije (prvi stupac),
njegove brzine (drugi stupac) i akceleracije (treéi stupac). Za dobivanje ukupnog uzgona
potrebno je ¢lanove svakog reda tablice pomnoziti s odgovarajué¢im koeficijentom h,,, te
sve izraze zbrojiti. Cirkulacijske komponente su samo one koje sadrze C'(k). Moze se
uociti da su sile uslijed pomaka modova deformacije (prvi stupac) iskljucivo cirkulacijske,
sto je razumljivo jer ne postoje akceleracije da bi nastale necirkulacijske sile. Osim
pomaka modova, brzina poniranja i zakretanja takoder stvara cirkulacijski uzgon. Brzina
poniranja ho ima slican utjecaj kao staticki napadni kut h; (slicno kao i akceleracija
poniranja i brzina promjene napadnog kuta $to je objasnjeno u poglavlju 2.1.). Brzina
zakretanja stvara obe komponente uzgona.

Analogno je dobiven izraz za amplitudu i relativnu fazu momenta propinjanja s obzi-
rom na gibanje:

M = My + M.

Konacni izraz za ukupni moment propinjanja dan je u tablici 2.3.
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Tablica 2.3: Komponente ukupnog momenta propinjanja

hn 1-() ik - () k- ()
ho 0 mpU2 b2C (k) 0

hy mpUZb*C (k) smpUL b (C(k) — 1)  impUZD?
hy | 2npU2.b*(C (k) — 1) —mpU2b? 0

hs | 3mpU2b*(C(k) — 1) 0 —smpUZb?
hy | 4mpU2 b (C(k) — 1) 0 0

Komponente koje u sebi sadrze C'(k) — 1 su iskljucivo cirkulatorne, one s C(k) su
zbroj cirkulatornih i necirkulatornih a ostale su iskljuc¢ivo necirkulatorne. Svi pomaci
modova, osim vertikalnog pomaka aeroprofila hg, stvaraju cirkulacijski moment (kao i
uzgon). Cirkulacijski moment je takoder posljedica brzine poniranja, koja ima slican

utjecaj kao stacionarni napadni kut sto je ve¢ prije spomenuto, te brzine zakretanja.

2.5. Veza sa stacionarnim strujanjem

Ova teorija je bazirana na pretpostavci o malim pomacima kao i klasi¢na teorija tankih
aeroprofila u stacionarnom strujanju. Stoga bi se izrazi za uzgon i moment propinjanja
lako mogli svesti na one u stacionarnom strujanju kada je reducirana frekvencija nula [12].
Kada je £ = 0, C'(k) = 1 i kasnjenje faza je nula pa izrazi iz tablica 2.2 i 2.3 reduciraju

na sljedece izraze:

L = —2mpbU2 hy — 4mpbUZ hy — 6mpbU2 hy — 87 pbUZ hy,
M = wpb*UZ hy.

Ove jednadzbe se normiraju s pUZ2b i 2pU2 b* da bi se dobili koeficijent uzgona i momenta
propinjanja:
Cr = —27hy — 4mwhy — 67hs — 8mhy,
1 (2.30)
Cy = §h1'

Uocljivo je da izrazi uz h; koji predstavlja napadni kut aeroprofila odgovaraju rjesenjima
dobivenima za tanki aeroprofil danima u literaturi [12]. Ovi izrazi mogu posluziti kao
brza aproksimacija uzgona i momenta propinjanja uslijed razli¢itih modova deformacija.
Zbog koristenja Cebisevljevih polinoma za opis oblika aeroprofila pozitivni hy opisuje ne-
gativni napadni kut pa se iz jednadzbe (2.30) vidi da je uzgon u tom slucaju negativan

a moment propinjanja pozitivan (spusta nos).
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Poglavlje 3.

Rezultati

Kada se promatra jednostavno harmonijsko gibanje opisano jednadzbom (2.27) ukupni

uzgon i moment propinjanja se mogu zapisati kao kompleksni brojevi u obliku:
L=Le", M= M

gdje su L i M kompleksni brojevi koji dozvoljavaju pomake u fazi, d; i 657, u odnosu na

deformaciju aeroprofila. Izrazi za L i M za svaki mod pojedinaéno su dani u tablici 3.1.

Tablica 3.1: Amplituda i relativna faza uzgona i momenta propinjanja

R, L M

ho mpbU2 (k? — 2ikC (k) impU2 b*kC (k)

hy | —mpbUZ(C(k) + ik + ikC(k)) wpULV*(C(k) — Sik + iEC(k) + %)
hy | —AmpbULC(k) — LpU2 bk? 2mpULV (C(k) — 1 — i)

hs —6mpbU2 C (k) 3mpUZ 02 (C(k) — 1 — i)

hy —8mpbU2% C(k) 4rpU2 0*(C(k) — 1)

3.1. Prikaz i interpretacija rezultata

Rezultati iz tablice 3.1 nacrtani su za svaki mod deformacije posebno na slikama 3.1,
3.2, 3.3, 3.4, 3.51 3.6 . Uzgon i moment propinjanja prikazani su u bezdimnezijskom
obliku, tj. normirani su s pbUZ2 i pb*UZ..

Prvo su promatrane komponente na malom dijelu vrijednosti reducirane frekvencije
da bi se razumjelo ponasanje komponenata uzgona i momenta propinjanja s njenim

povecanjem. Iz slike 3.1 se vidi da uzgon koji nastaje uslijed prva tri moda deformacija
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raste s povecanjem reducirane frekvencije, dok visi modovi deformacija gube utjecaj na
uzgon s povecanjem k. Razlog tomu je Sto prve tri komponente uzgona sadrze necirkula-
lacijske komponente ¢iji se utjecaj znatno povecava s povecanjem reducirane frekvencije.
Visi modovi se sastoje samo od cirkulacijskih komponenti kojima amplituda drasti¢no
opada s povecanjem k zbog utjecaja Theodorsenove funkcije. Komponente momenta
propinjanja se ponasaju na slican nacin kao i komponente uzgona sto se vidi na slici 3.2.

Da se obuhvati raspon reduciranih frekvencija 0 < k < oo, na aspcisu preostalih slika
je stavljena vrijednost k/(k + 1). Zato kada je ta vrijednost nula, k je nula; kada je 0.5,
k je 1; i kada je 1, k je beskona¢no. Na slikama 3.3 i 3.4 amplitude uzgona i momenta
propinjanja su normirane s k? 4+ 1 zato jer u tom rasponu reduciranih frekvencija oni
rastu u beskona¢nost proporcionalno s k%. Faze uzgona i momenta su izracunate kao
relativne faze u odnosu na pomak pojedinaénog moda deformacije (slike 3.5 1 3.6). Na
njih utjece Theodorsenova funkcija C'(k) i brzine modova koji stvaraju uzgon i/ili moment.
Iz izgleda Theodorsenove funkcije (slika 2.4) se vidi da ona uzrokuje najveéi pomak u fazi
kada je £ ~ 0.2. S poveéavanjem k taj pomak opada te kad £k — oo on je nula, isto
kao i kada je k = 0. Drugi uzrok pomaka faze su brzine odredenih modova koje pomicu
fazu za 90°. Kao sto je ve¢ objasnjeno, s povecanjem reducirane frekvencije utjecaj
cirkulatornih komponenti ¢e se znac¢ajno smanjivati te ¢e na amplitude i faze iskljucivo
utjecati necirkulatorne komponente. Na slici 3.5 krivulje h3 i hy koincidiraju.

Poniranje i zakretanje najbolje pokazuju utjecaj Theodorsenove funkcije na kasnjenje
u fazama uzgona i momenta propinjanja. Na slici 3.5 se vidi da kada je & = 0 kasnjenje
uzgona uslijed poniranja je —90° te Theodorsenova funkcija nema utjecaj na relativnu
fazu. S povecavanjem k utjecaj Theodorsenove funkcije se prvo povecava do k ~ 0.2
(kasnjenje u fazi se poveéava) a zatim smanjuje. Kada k — oo utjecaj cirkulatornog
uzgona nestaje, te s njim nestaje i fazni pomak (imaginarni dio uzgona nema vise utjecaj),

te je uzgon u fazi s poniranjem.
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Slika 3.4: Apsolutna vrijednost normiranog momenta propinjanja
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Slika 3.6: Relativni fazni kut momenta propinjanja u odnosu na gibanje
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Poglavlje 4.

Zakljucak

U ovom radu izrac¢unata su aerodinamicka opterec¢enja na deformabilni aeroprofil u po-
tencijalnoj struji fluida. U tu svrhu, koristen je pristup Theodorsena, modificiran za opis
deformabilnih aeroprofila na nacin kako je to prezentirano u ¢lanku [11]. Za opis pojedinih
modova aeroprofila koristena je linearna kombinacija Cebisevljevih polinoma prve vrste.
Nacelno, mogao se koristiti neki drugi skup ortogonalnih funkcija no izbor Cebigevljevih
polinoma dozvoljava da se dobiveni izrazi usporede s dostupnom literaturom [7]. Iz
rezultata se vidi da povecanjem reducirane frekvencije k utjecaj necirkulacijskih aero-
dinamickih opterecenja, koje su ve¢inom posljedica nestacionarnosti, se povecava. Kod
malih reducirnih frekvencija prevladava utjecaj cirkulacijskih aerodinamickih opterecenja
koje ve¢inom nastaju uslijed pomaka pojedinih modova deformacija. Glavni zakljucak
donesen iz jednadzbi prezentiranih u ovom radu je da Theodorsenova funkcija smanjuje
iznos aerodinamickih optere¢enja povecavanjem reducirane frekvencije te mijenja fazni
pomak u ovisnosti o reduciranoj frekvenciji. Odvajanje toka na cirkulacijski i necirkula-

cijski, kako je to Theodorsen uveo, uvelike olaksava ovog relativno slozenog problema.
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Dodatak A.
Theodorsenova funkcija

Ovdje je pokazan dio izvoda Theodorsenove funkcije koji je dan u literaturi [12], dok
je cijeli izvod funkcije je dan u literaturi [3]. Integralne forme Besselovih funkcija Jy,
J1, Yo 1 Y] koje je Theodorsen izveo dane su ispod jednadzbom (A.1) i prikazane su na
slici A.1.

) o(k) = Cfl(fx_l)l dzy
§Jo(l€) = Oosj;ll(fx_l)l T
. (A1)
AR o et
Ty - [retin)

Iz slike A.1 se vidi da su Besselove funkvije prvog i drugog reda prigusne funkcije u
ovisnosti o reduciranoj frekvenciji. Theodorsenova funkcija se moze zapisati u malo

drugacijem obliku:

O(k) =

1
Ako se gornji izraz zapise u Eulerovom obliku, dobije se:

[e.e]

fxl cos(ka:l) dﬂf fol sin(kz1) dx

1 xl — \/x12—-1
00

= TII cos(kz1) d$1 _fol sin(kz1) dl’ + fcos kzl ifsm (kz1) dx .

1 \/1’12—1 1 V= z12-1 \/ 1 V1 2-1

O(k) (A.2)
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Besselove funkcije prve vrste
T T T T T

3,00

Slika A.1: Besselove funkcije prve i druge vrste

Kombinirajuéi jednadzbe (A.1) i (A.2) Theodorsenova funkcija se moze zapisati preko

Besselovih funkcija:

—5h(k) +i5Ya(k)
W) = 5w+ i) — 2aR) — 3R] A9

2

Ako se gornja jednadzba rastavi na realni F'(k) i imaginarni dio G(k) dobije se:

C(k) = F(k) +iG(k),
T (k) (1 (k) + Yo(k)) + Ya (k) (Vi (k) + Jo(k))
(Ji(k) + Yo(k)2 + (Va(k) — Jo(k))2 (A4)
C Ya(k)Ya(k) + Ji(k) Jo(k)
(J1 (k) + Yo(R))2 + (Ya(k) — Jo(k))2

Slika. A.2 prikazuje realnu i imaginarnu komponentu Theodorsenove funkcije. Ovakav
zapis puno bolje pokazuje utjecaj Theodorsenove funkcije na amplitudu i relativnu fazu

cirkulatornog uzgona i momenta propinjanja.
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Slika A.2: Theodorsenova funkcija

Ako se Besselove funkcije napisu preko Henkelovih funkcija drugog reda (vidi jed-
nadzbu (2.29)) onda je brojnik jednadzbe (A.3) jednak —H\? (k) a nazivnik —H> (k) —

iHé2)(k) pa se Theodorsenova funkcija moze takoder izraziti preko Henkelovih funkcija:

k)
HP (k) + iHS? (k)

C(k) =
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Dodatak B.
Strujanje pojedinih modova

Za ilustraciju strujanja oko tankog deformabilnog aeroprofila u oscilatornom gibanju
dane su slike necirkulacijskog i ukupnog strujanja uslijed pomaka drugog, trec¢eg, cetvrtog
i petog moda. Pomak drugog moda, predstavlja rotaciju dok ostali predstavljaju elasticne

deformacije aeroprofila.
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Strujanje drugog moda s diskretnim vrtlogom

Slika B.1: Necirkulacijski tok uslijed pomaka drugog moda u praravnini (lijevo) i presli-

kanoj ravnini (desno)

Slika B.2: Ukupni tok uslijed pomaka drugog moda u praravnini (lijevo) i preslikanoj

ravnini (desno)

40



Strujanje treceg moda s diskretnim vrtlogom

Slika B.3: Necirkulacijski tok uslijed pomaka tre¢eg moda u praravnini (lijevo) i presli-

kanoj ravnini (desno)

Slika B.4: Ukupni tok uslijed pomaka treteg moda u praravnini (lijevo) i preslikanoj

ravnini (desno)
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Strujanje cetvrtog moda s diskretnim vrtlogom

0

Slika B.5: Necirkulacijski tok uslijed pomaka ¢etvrtog moda u praravnini (lijevo) i pres-

likanoj ravnini (desno)
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Slika B.6: Ukupni tok uslijed pomaka ¢etvrtog moda u praravnini (lijevo) i preslikanoj

ravnini (desno)
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Strujanje petog moda s diskretnim vrtlogom

Slika B.7: Necirkulacijski tok uslijed pomaka petog moda u praravnini (lijevo) i preslika-

noj ravnini (desno)
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Slika B.8: Ukupni tok uslijed pomaka petog moda u praravnini (lijevo) i preslikanoj

ravnini (desno)
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