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SAZETAK

U radu se analizira nestlacivo stacionarno strujanje fluida u blizini slobodno rotiraju¢eg diska
u turbulentnom i laminarnom rezimu strujanja. Za laminarno strujanje sustav Navier-
Stokesovih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi preveden je, uz odredena pojednostavljenja i
uvodenje bezdimenzijske udaljenosti od povrSine diska, u sustav obi¢nih diferencijalnih

jednadzbi. Kao rjeSenja sustava jednadzbi dobivaju se bezdimenzijski profili brzine i tlaka.

Na osnovu dobivenih rezultata za bezdimenzijske profile brzine i tlaka odreden je koeficijent
momenta trenja za laminarno strujanje. Zatim je pokazan nacdin odredivanja koeficijenta
momenta trenja u turbulentnom rezimu strujanja uvodenjem pretpostavki profila pojedinih
komponenti brzine i integriranjem jednadzbi po debljini grani¢nog sloja.

Za turbulentno i laminarno strujanje dobivena analitiCka rjeSenja usporedena su s
eksperimentalnim rezultatima. Ova usporedba pokazuje dobro slaganje u oba analizirana
rezima strujanja.

Na kraju rada, rjesenja dobivena za slobodno rotirajuci disk usporedena su s onima dobivenim
za rotiraju¢i disk smjeSten u kuciStu. Iz te usporedbe se zakljuCuje kako je koeficijent
momenta trenja vec¢i u slucaju slobodno rotiraju¢eg diska nego u slucaju rotirajuceg diska

smjestenog u kucistu.

Kljuéne rijeci: slobodno rotiraju¢i disk, laminarno strujanje, turbulentno strujanje, koeficijent

momenta trenja
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SUMMARY

The paper analyzes the incompressible steady state fluid flow in the vicinity of the free
rotating disk for turbulent and laminar flow regime. For laminar flow, system of Navier-
Stokes partial differential equations was translated into a system of ordinary differential
equations with some simplifications and introduction of the dimensionless distance from the
surface of a disk. As a solutions of the equations, dimensionless profiles of speed and pressure
was obtained.

Coefficient of friction torque for laminar flow was determined on the basis of the results for
dimensionless velocity profile and pressure. The method for determining the coefficient of
friction torque in a turbulent flow regime was then demonstrated with assumptions for
velocity profiles and integration of the equations by the thickness of the boundary layer.

For turbulent and laminar flow, obtained analytical solutions were compared with
experimental results. This comparison shows good agreement in both flow regimes.

At the end of the paper, the solutions obtained for free rotating disk were compared with those
obtained on a rotating disk located in the housing. This comparison shows that in the case of
free rotating disk, the coefficient of friction torque is higher than those obtained on a disk

located in the housing.

Key words: free rotating disk, laminar flow, turbulent flow, the coefficient of friction torque
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1. UvOD

Nestlacivo strujanje fluida u blizini slobodno rotirajuc¢eg diska iznimno je interesantno za
proucavanje zbog moguée primjene na prakticne inZenjerske probleme. Strojevi ¢iji vitalni
elementi izvode rotacijsko gibanje, kao Sto su turbine i kompresori, izrazito su pogodni za
implementaciju modela slobodno rotiraju¢eg diska. Glavni problem pri analizi ovakvog
strujanja bio je konvencionalnim matemati¢kim metodama nerjeSiv sustav Navier-Stokesovih
parcijalnih diferencijalnin jednadzbi koji opisuje takvo strujanje. Njemacki inZenjer von
Karman je 1921. godine navedeni sustav jednadzbi sveo, uz odredena pojednostavljenja i
uvodenje bezdimenzijske udaljenosti od povrSine diska, na bezdimenzijski oblik te ga rijeSio
aproksimativnom metodom. W. G. Cochran je isti sustav rijeSio koriste¢i numeri¢ku

integraciju te takovim postupkom dobio to¢nija rjeSenja u odnosu na von Karmana.

U okviru ovog rada rijeSen je pojednostavljeni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi za
laminarno strujanje. Za rjeSavanje sustava jednadzbi koristen je programski paket ,,Matlab* te
dobiveni profili brzina u bezdimenzijskom obliku. U daljnjoj analizi dobiveni su koeficijenti
momenta trenja za laminarno i turbulentno strujanje. Za usporedbu dobivenih rezultata

posluzili su eksperimentalni podaci pronadeni u literaturi.

RjeSenja dobivena za koeficijent momenta trenja u laminarnom i turbulentnom podrucju
strujanja za model slobodno rotirajuceg diska usporedena su se s rjeSenjima iz literature

dobivenim za model rotirajuc¢eg diska u kucistu.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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2. TEORIJSKE OSNOVE

Ovo poglavlje donosi matematicki i fizikalni opis potrebnih zakona za analizu viskoznog
strujanja fluida, koje je jedno od bitnih predmeta proucavanja dinamike fluida. Osnovni
zakoni dinamike fluida su: zakon ocuvanja mase, zakon oCuvanja koli¢ine gibanja, zakon
o¢uvanja momenta koli¢ine gibanja, zakon o¢uvanja energije i drugi zakon termodinamike. 1z
navedenih zakona, to¢nije iz prva tri navedena, izvodi se sustav parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi koji opisuje viskozno nestlacivo strujanje fluida, a svoj naziv sustav jednadzbi
duguje Claude-Louisu Navieru i Georgeu Gabrielu Stokesu te ¢e se koristiti u ovom radu kao
pocetna tocka opisivanja problema nestlacivog strujanja u blizini rotirajuceg diska. Osim
opisa strujanja fluida, opisat ¢e se i numericke metode koriStene za dobivanje rjeSenja u

programskom paketu ,,Matlab®.

2.1. Navier-Stokesov sustav jednadzbi

Navier-Stokesov sustav jednadzbi u sustini predstavlja zakon ocuvanja koli¢ine gibanja i
zakon ocuvanja mase zapisan u diferencijalnom obliku. Za nestla¢ivi, viskozni fluid u

Kartezijevim koordinatama (x, y, z) prikazan je sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

Za Xx-0s:
ou ou ou  du op o°'u o°u o
Pl —HtU—+V—+W— [=——+ u| — +—+— |+ pg,. (2.1)
ot ox oy oz OX ox- oy° oz
Za y-0s:
N N v oV op o’v. o 0%
Pl —=HU—+V—+W— |=——+u| —+—+— |+ p0,. (2.2)
ot ox oy 0 oy X 0z
Za z-0s:
oW oW ow  ow op o’'w  o°w  o*w
Pl —H+U—+V—+W— |=——+ | — +—+— |+ pJ,. (2.3)
ot OX oy oz oz ox® oy° oz
Jednadzba kontinuiteta:
8—u+ﬂ+@:0. (2.4)
ox oy oz

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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Sustav Navier-Stokesovih jednadzbi moZe se zapisati i u cilindarskim koordinatama (r, 4, z).

Za r-0s:
ou ou vou ou V? op
pl—+tU—+——FW——— |=———
ot or roo oz r or
(2.5)
W EETPEAR NI £
Pryala ) vPee a2 v ool PO
Za 6-0s:
(8v N VOV oV uvj 1 op
Pl —+U —+———+W—t— [=— =+
ot or r oo oz r r oo (2.6)
. ﬁ(r@);a_ma_mza_u_i + 5 |
Mxarlor) a0 a2 oo 2| PO
Za z-0s:
(8W oW Vv ow awj op
ol —+U—+——+W— |=——
ot or roo 0z 0z 27)
. 13(r@)+162_w+82_w+ . |
ﬂrar or ) r*>o6* ozt Pz
Jednadzba kontinuiteta;
10yt v _g (2.8)
ror rofd oz

2.2.  Turbulentno strujanje fluida

Turbulentno strujanje je kaoti¢no, nepravilno gibanje fluida. Ovaj oblik strujanja fluida
najvise je zastupljen u prirodi, stoga je interesantan za proucavanje, a karakterizira ga izrazita
nestacionarnost, intenzivno mijeSanje Cestica fluida, kao i slucajne pulsacije tlaka i brzine.
Posljedica intenzivnog mijesanja Cestica fluida je povecana disipacija energije. Iz opisanog je
jasno da za turbulentno strujanje ne postoje analiticki egzaktna rjeSenja. U turbulentnom
strujanju dominantne su inercijske sile u odnosu na viskozne, $to nije sluc¢aj za laminarno
strujanje kojeg karakterizira dominantnost viskoznih u odnosu na inercijske sile. Upravo je
razlika u prevladavajué¢im silama glavni kriterij koji odreduje rezim strujanja. Bezdimenzijska

veli¢ina koja iskazuje omjer viskoznih i inercijskih sila naziva se Reynoldsov broj:

VX
Re=—, (2.9)
L
gdje v oznacava brzinu strujanja fluida, X karakteristicnu duljinu, a » kinemati¢ku viskoznost

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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fluida. Pri velikim vrijednostima Reynoldsovog broja prevladavajuce su inercijske sile pa

strujanje poprima turbulentni karakter, dok suprotno vrijedi za laminarno strujanje. U
stvarnosti prilikom prijelaza iz laminarnog u turbulentno strujanje fluid prolazi kroz
medufazu strujanja, odnosno tranzijentno podrucje. Slijedeca slika prikazuje, na primjeru

ravne stijenke, formiranje turbulentnog grani¢nog sloja.

o

0
¢

YYVYYVYVYIYYY

L
(o
O

]
) Laminamo Tranajentno Razvijeno turbulentno

Slikal. Prijelaz iz laminarnog u turbulentno strujanje

Na pocetku stijenke strujanje je laminarno, kako se fluid giba duz stijenke grani¢ni sloj

postaje ,,deblji”, a u kriticnom presjeku x=x,, nestabilan. Vrijednost Reynoldsovog broja u
. . . U,_X, . . . . . .
kriti¢cnom presjeku je Re,, =—== i do te vrijednosti strujanje se smatra laminarnim. Jednom
1%

kada struja fluida dosegne kriti¢ni presjek, po€inju se pojavljivati pulsacije tlaka i brzine koje
postaju sve izrazenije daljnjim odmicanjem u smjeru gibanja fluida tako da nakon nekog
presjeka strujanje postaje potpuno razvijeno turbulentno. Zanimljive za razmatranje su
promjene tlaka u vremenu prilikom strujanja fluida u odredenom rezimu strujanja. U toc¢ki A
strujanje je laminarno, stoga je tlak konstantan. Za tocku B, koja je u tranzijentnom podrucju,
karakteristicne su periodiCke pulsacije tlaka i1 brzine, §to bi znalilo da se u jednom
vremenskom periodu tlak ne mijenja u vremenu, dok obrnuto vrijedi za neki drugi vremenski
period. Tocka C se nalazi u podrucju razvijene turbulencije i tlak u toj tocki, u svakom
trenutku, se mijenja u vremenu. Turbulentni grani¢ni sloj zbog nestabilnosti nema jasno
definiran rub, stoga ¢e se to¢ka D, koja se prema prethodnoj slici nalazi na rubu grani¢nog
sloja, u jednom trenutku nalaziti unutar, a u nekom drugom izvan grani¢nog sloja. Poradi

opisanog, promjene tlaka u tocki D karakterizira sli€éno ponasanje kao u tocki B. Pojave koje
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se dogadaju u toc¢ki D literatura [3] naziva intermitirajuca turbulencija. Strujanje u blizini ravne
stijenke, jedan je od krucijalnih modela strujanja za koji je u literaturi [3] opisan, uz laminarni i
turbulentni granicni sloj. Analiza turbulentnog grani¢nog sloja u blizini ravne stijenke prikazana

je u nastavku.

uixy)

P P ety ed x

Slika 2. Profil brzine u turbulentnom grani¢nom sloju ravne stijenke
Budu¢i da se radi o turbulentnom strujanju fluida egzaktno analiticko rjeSenje za granic¢ni sloj
ne postoji, stoga se prilikom rjeSavanja koriste aproksimacije i vremenski osrednjene
vrijednosti veli¢ina. Polazi se od pretpostavke profila brzina:

1

- (1] , (2.10)

u
u, (s

gdje U oznacava osrednjenu brzinu, U_ brzinu neporemecenog strujanja, a n parametar

zavisan od Reynoldsova broja. Vrijednost parametra n za Reynoldsov broj

5.10° < Re:U”L <10" je prema Prandtlovu zakonu jedne sedmine n=7, dok se za vele
L

vrijednosti Reynoldsova broja 5-10° < Re <10° koristi zakon jedne jedanaestine, pri ¢emu je

n=11. Sukladno zakonu jedne sedmine, izraz (2.10) moze se napisati:

G _(yy
5 (5J, (2.11)

takoder moze se pretpostaviti smicno naprezanje koje djeluje na stijenku:

1

1
7 =0,0225p02 —U—|" = 0,0225p074( L | (2.12)
0 ! 0 §LJ ' © 5 . .

o0
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2.3.  Problemi rubnih vrijednosti

Za rjeSavanje sustava nelinearnih diferencijalnih jednadzbi koristit ¢e se programski paket
»,Matlab®. U ,,Matlab“ je ugraden algoritam ,,bvp4c* za rjeSavanje nelinearnih diferencijalnih
jednadzbi prvog reda. Tipi¢ni problem rubnih vrijednosti koji rjeSava ,,bvp4c* zadan je
izrazom:
dy .
L =y’ =f(x,y); as<x<h, (2.13)
dx
te rubnim uvjetima:
g(y(a),y(b)) =0. (2.14)
Aproksimacija rjeSenja S(x) je neprekidna funkcija, koja je polinom treé¢eg stupnja na svakom
od podintervala [x,, X, ,] mreze a=x, < X < --- < X, =b izadovoljava rubne uvjete:
9(S(a),S(b)) =0. (2.15)

Takoder, funkcija S(X) mora zadovoljiti diferencijalnu jednadZbu (2.13) u kolokacijskim

tockama, odnosno na oba kraja i u sredini svakog od podintervala. Prema tome, moze se

pisati:
S™(%,) =F(x,, S(x,)), (2.16)

S((X, +%,,)12) = F (X, +%,,) 12, S(%, +%,.,)/ 2)), (2.17)

S (Xp1) = F (X0 S(X,,0))- (2.18)

Iz postavljenih uvjeta prema izrazima (2.11)-(2.14) dobiva se sustav nelinearnih algebarskih
jednadzbi, ¢ija su rjeSenja koeficijenti funkcije S(x). Valja istaknuti da je rjeSenje y(x)
aproksimirano na cijelom intervalu [a, b], a rubni uvjeti uzeti su u proracun za svaki od

podintervala. S(x) je aproksimacija Cetvrtog reda to¢nosti, stoga vrijedi:

ly(x)-S(x)|| < Ch?, (2.19)
pri ¢emu je h najveci korak:
=X, (2.20)

a C konstantna vrijednost.
Budu¢i da problemi rubnih vrijednosti imaju vise rjeSenja, potrebno je u kod ukljuciti pocetne

pretpostavke za rjeSenja. Imajuci na umu da je funkcija S(x) neprekidna na intervalu [a, b],
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kao i na svakom od podintervala [X,, X,.,,], lako se dolazi do zakljucka da funkcija na skupu

[a, b] ima neprekidne derivacije. Prema tome, rezidual ili ostatak r(x) jednak je:

r(x) =S (x)—f(x, S(x)), (2.21)
odnosno derivacija funkcije koja aproksimira rjeSenje jednaka je:

S (x)=F(x, S(x))+r(x), (2.22)
a prethodni izraz ujedno daje rjeSenje problema zadanog relacijom (2.13). Takoder, iz relacije
(2.22) slijedi rezidual za rubne uvjete g(S(a),S(b)) . Algoritam ,,bvp4c*, omogucava kontrolu
opisanih reziduala. Nakon §to se funkcija S(x) odredi pomocu ,,bvp4c*, upotrebom ,,bvpval*
moguce je rjeSenja evaluirati za bilo koje vrijednosti neovisne varijable X iz intervala [a, b].
Bez obzira na kvalitetu aproksimacije rjeSenja, zbog ve¢ navedene kontrole reziduala, moguce

je reziduale evaluacijom f(x, S(x)) ili g(S(a),S(b)), evaluirati bilo gdje na mrezi.
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3. MODEL LAMINARNOG STRUJANJA FLUIDA U BLIZINI
SLOBODNO ROTIRAJUCEG DISKA

/Cg

Slika 3. Retirajuci disk

Prethodna slika prikazuje disk beskona¢nog polumjera koji rotira jednolikom kutnom brzinom
. Na disk nastrujava fluid te se za laminarno strujanje formiraju pretpostavljeni profili brzina
sukladno slici. Strujanje u blizini diska se opisuje u cilindarskom koordinathom sustavu s
aksijalnom osi z, koja je ujedno i os rotacije, §to upucuje na simetriju problema. Preostale osi
koordinatnog sustava su: r-radijalna i #-cirkularna. U smjeru navedenih osi, pojavljuju se
aksijalna komponenta w, radijalna komponenta u i cirkularna komponenta brzine v. Strujanje
se smatra stacionarnim, viskoznim i nestlacivim, a zanemaruje se masena sila gravitacije.
Komponente brzine i tlak odredeni su Navier-Stokesovim jednadzbama opisanim izrazima
(2.5)-(2.8) u koje je wugradena pretpostavka stacionarnog strujanja, pretpostavka
osnosimetri¢nog strujanja i zanemarena je masena sila gravitacije, te one poprimaju oblik:

ou  ou Vv 10p o(u) o°u &«
PRI S Y e ey A A (3.1)
or oz r p or or\r) or° oz

Fakultet strojarstva i brodogradnje 8



Filip PeSorda Zavrsni rad

o oV wu o(v) 0 o
U—+W—+—=0| —| — [+—+— |, (3.2)
or o0z r or\r) or° oz
2
O 2 100 [10w w Pw] 69
or oz  poz ror o o
Z—Lr‘ %+;ﬂ=o. (3.4)

3.1. Definiranje rubnih uvjeta
Na povrsini diska je brzina Cestica fluida jednaka brzini povrsine diska, odnosno:
Za z=0:
u=0; V="rw, w=0. (3.5)

Dovoljno daleko od diska u smjeru osi z radijalna i cirkularna komponenta brzine su jednake

nuli, odnosno:

Zaz—>w:
u=0; v=0. (3.6)

Ovako definirani rubni uvjeti se u literaturi nazivaju Dirichletovim rubnim uvjetima. Prema
W. G. Cohranu [5] aksijalna komponenta brzine ne iS¢ezava za z — oo ve¢ tezi prema nekoj

negativnoj vrijednosti.

3.2. Definiranje bezdimenzijskog parametra

Za dobivanje rjeSenja sustava Navier-Stokesovih jednadzbi nuzno ga je transformirati u
bezdimenzijski oblik. Kao bezdimenzijski parametar uvodi se bezdimenzijska udaljenost od

povrsine diska za koju se pretpostavlja:

§== (3.7)

z
5
gdje J oznacava debljinu grani¢nog sloja fluida koji struji po povrSini diska, odnosno visinu
grani¢nog sloja u smjeru aksijalne osi z. Zeli li se bezdimenzijski parametar preoblikovati u
neovisnu varijablu, ¢lan ¢ potrebno je izraziti preko konstanti problema. U tome ¢e pomoci

analiza diferencijalnog elementa fluida u gibanju.
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Slika 4.  Diferencijalni element fluida u gibanju

Promatra li se diferencijalni element opisan prethodnom slikom, moze se tvrditi da na njega
djeluje centrifugalna sila koja element nastoji ,,odbaciti* s diska. Kao protusila centrifugalnoj

sili javlja se sila trenja uzrokovana smi¢nim naprezanjem na povrsini diska.

N

I\
A

Slika 5.  Diferencijalni element opterecen silama

Sukladno slikama 4. i 5. moZe se napisati izraz za infinitezimalno malu centrifugalnu silu koja

djeluje na element fluida:

dF. = pre’srdadr, (3.8)
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pri ¢emu je ¢lan ordddr volumen diferencijalnog elementa fluida. Budu¢i da se samo radijalna

komponenta smi¢nog naprezanja opire centrifugalnoj sili, opisana sila trenja definira se kao:
dF =7, sin(g)rdédr, (3.9)
gdje 7, oznacava smi¢no naprezanje na povrsini diska, a ¢ kut izmedu smi¢nog naprezanja i
smjera cirkularne koordinate. Izjednacavanjem izraza za centrifugalnu silu i silu trenja, dobiva
Se:
T =1,SiNg=pro’s, (3.10)

pri ¢emu lijeva strana jednakosti predstavlja radijalnu komponentu smi¢nog naprezanja na
povrsini diska. Smi¢no naprezanje z,, ima i cirkularnu komponentu, koja je sukladno slici 5.

jednaka:
7, =7, COS@. (3.11)

Buduc¢i da se fluid koji nastrujava na disk ponaSa prema Newtonovom zakonu viskoznosti,

cirkularna komponenta naprezanja na povrsini diska moze se izraziti kao:

ov AV
=ul — ~U—. 3.12
7, ﬂ(ﬁzjz_o e (3.12)

Implementiranjem rubnih uvjeta definiranih relacijama (3.5) i (3.6), izraz za cirkularnu
komponentu naprezanja poprima svoj konac¢ni oblik.

7,C08¢ =71, ~,u%0 (3.13)

UvrStavanjem izraza (3.13) u (3.10), dolazi se do relacije koja opisuje debljinu grani¢nog

sloja.
5 ~Ztg(p) (3.14)
w
Ukoliko se pretpostavi da je smjer gibanja fluida na povrSini diska neovisan o radijusu dolazi
se do:
s~ 2. (3.15)
a

Na kraju se bezdimenzijski parametar moze izraziti kao:

£ = z\/é. (3.16)
19
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MoZe se pretpostaviti da se komponente brzine i tlak mogu izraziti kao funkcije

bezdimenzijske udaljenosti od povrsine diska ¢ u obliku:

u=roF (), (3.17)
V=raoG(), (3.18)
w=woH (), (3.19)
p = poaP({). (3.20)

3.3.  Rangiranje ¢lanova u Navier-Stokesovom sustavu diferencijalnih jednadzbi

Sustav jednadzbi (3.1)-(3.4) moze se pojednostaviti rangiranjem ¢lanova pojedine jednadzbe
sustava. U tu svrhu uvode se parametri koji definiraju red veli¢ine pojedinog c¢lana.

Koordinata r bit ¢e reda veli¢ine karakteristi¢ne duljine L:

r-~L, (3.21)
koordinata z ranga je debljine grani¢nog sloja o:

Z~9, (3.22)

karakteristi¢na brzina V opisivat ¢e red veli¢ine brzina:
i o
u,v~or~V, W~IV, (3.23)

a red veliCine tlaka definiran je kao:

p~p(or) ~pv2 (3.24)
Relacija (3.15) u kombinaciji s (3.23), opisuje rang kinematicke viskoznosti.

V&

- (3.25)

L

Valja istaknuti kako je prema teoriji grani¢nog sloja debljina grani¢nog sloja mnogo manja u
odnosu na karakteristi¢nu duljinu L.
L>o (3.26)

Sada se prema izrazima (3.21)-(3.26) mogu rangirati pojedini ¢lanovi u sustavu jednadzbi
(3.1)-(3.4).
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-0 ~0 ~0
2 19 o(u 5/23 o%u
ou ou v
u— ___:———p 1)) —(—]4-—2'1'—2 (327)
or oz r por m|or\r) or° oz
L vo_ L1 |
Ve viooov? v? L v v v
L L L e L 2 L2 5
~0 ~0
2 aZV
Vv oV VU o(Vv) 0OV
U—+W—+—= —(—j-l——z 7 (328)
r oz r . mlor{r) or oz
Vo~ | I—
v2 v? v?2 L v v vy
T T L 2 L2 5
-0 ~0
ow ow 10op 1ow o0°w  o°w
T A R O AL A (3.29)
or 674 poL plror or" oz
| I— | L 1 L ] L ]
Vie Vi v ioooL| v Ve v
2 2 5 L3 3 oL
ou u ow
Bl R Wty o (3.30)
or r oz
| — L  I—
\Y \Y \%
[

U izrazima (3.27) i (3.28) zanemaruju se ¢lanovi reda veli¢ine Y

L; 1

a u izrazu (3.29)

. v . v 253 . . o v .
zanemaruju se Clanovi reda veliCine VTi, dakle zanemaruju se svi oni ¢lanovi s desne strane

jednakosti navedenih izraza koji nisu derivabilni po z. Opisano je moguce uciniti zbog vrlo

male debljine grani¢nog sloja, odnosno zbog paradigme definirane relacijom (3.26). Nadalje,

iz izraza (3.27) moguce je izuzeti promjenu tlaka po r koordinati zbog male dimenzije u

odnosu na promjenu tlaka po z koordinati koja je definirana izrazom (3.29). U jednadzbi

kontinuiteta, odnosno izrazu (3.30) ne zanemaruje Se niti jedan od ¢lanova jer su svi istog

ranga. Shodno opisanom, izrazi (3.27)-(3.29) se transformiraju:

2 2
TR (331)
or oz r 0z
2
uﬂ+w@ ﬂ=08—\2/, (3.32)
or oz r 0z
2
TR XA (3.33)
or 0z p 0z 0z
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3.4. Prevodenje Navier-Stokesovog sustava jednadzbi na bezdimenzijski oblik

Budu¢i da su ¢lanovi Navier-Stokesovog sustava jednadzbi za promatrani problem rangirani,
potrebno ih je prevesti na bezdimenzijski oblik kako bi takav novonastali sustav ukljucivao
samo jednu neovisnu varijablu. Takvim postupkom iz jednadzbi ¢e iS€eznuti parcijalne
derivacije. Kako bi se doslo do opisanog, potrebno je relacije (3.17)-(3.20) uvrstavati u (3.30)
-(3.33).

OFro Fro oHov ¢ o dH g (3.34)
or \f dg
og
Fro G(ar )+H\/— (Fro) (Gro) OZ(Fra))2
5 TR
w
(3.35)
s , dF , d°F
F Hy ® —— -
Gl i
Fro a(ﬁr ) Hioa2Cre) | CF m) =0 az(er)z
W R
a
(3.36)
, d2G
FGY @° + Hy o —§+GFM6 =¥ 472
Fro (Hr)+H Ua) a) = 18 Ppua) 82(H\/U_z)
| W ) PAok) o)
(3.37)

dH dP d?H
0+H e == oo —— g
+ @ d{; @ dé/+ @ dé/z

Naposljetku se derivacije u izrazima (3.34)-(3.37) radi preglednosti mogu prevesti iz

Leibnizovih u Newtonove simboli¢ne oznake.
2F+H'=0 (3.38)

F2+FH-G*-F"=0 (3.39)
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2FG+GH-G =0 (3.40)

P+HH -H"=0 (3.41)

Sukladno izrazima (3.15)-(3.20) transformiraju se rubni uvjeti definirani prema izrazima (3.5)
i (3.6).

Za (=0:
F=0;, G=1 H=0, P=0. (3.42)
Za § —> oo

F=0, G=0. (3.43)
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4. NUMERICKA RJESENJA ZA POLJE BRZINE | POLJE TLAKA

Kako bi se doSlo do bezdimenzijskih profila brzina potrebno je rijeSiti sustav nelinearnih
diferencijalnih jednadzbi opisanih relacijama (3.38)-(3.41). Ve¢ je istaknuto da ¢e se za
rjeSavanje koristiti programski paket ,,Matlab®. Jednadzbe definirane prema (3.38)-(3.41) nije
moguce direktno unijeti u ,,Matlab“ kdd, ve¢ ih treba transformirati tako da sa¢injavaju samo

prve derivacije brzina. Shodno tome, uvodi se supstitucija:

y,=F, (4.1)
y,=F, 4.2)
y; =G, (4.3)
y, =G, (4.4)
Ys =H, (4.5)
Ye =P, (4.6)

Na osnovu tako definiranih supstitucija, sustav jednadzbi (3.38)-(3.41) se transformira, a

novonastale jednadzbe su oblika:

Y=Y, (4.7)

Y, =Yi +Y,.Ys - Vs (4.8)
Y=Y (4.9)

Y4 =2Y,Ys +YsYa, (4.10)
Ys =-2y, (4.11)

Ye = -2, + 2Y.Y,. (4.12)

Prilikom definiranja rubnih uvjeta, za beskona¢nost ¢e se uzeti vrijednost (=10 jer rjeSenja ne
pokazuju znatnija odstupanja ukoliko se za beskonacnost uzme vrijednost (=20. Sukladno

izrazima (4.1)-(4.6) transformiraju se rubni uvjeti definirani izrazima (3.42) i (3.43).
Za (=0:

Y= 0; Ys =1 Ys = 0; Ye = 0. (4-13)
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Za (=10:

y,=0;  y;=0. (4.14)
Tablica 1. Rjesenja dobivena pomoc¢u programskog paketa ,,Matlab*
Radijalna | Cirkularna Aksijalna
Tlak
Para- brzina brzina brzina i i
metar ¢ u v W - © P(&)= P
= — = = v

(&) ro G ro He) Voo r

0 0,0000 1,0000 0,0000 0,5102 | -0,6159 0,0000
0,2 0,0836 0,8780 -0,0179 0,3338 | -0,5987 -0,1674
0,4 0,1364 0,7621 -0,0628 0,1999 | -0,5577 -0,2747
0,6 0,1660 0,6557 -0,1239 0,1015 | -0,5047 -0,3396
0,8 0,1789 0,5605 -0,1933 0,0317 | -0,4476 -0,3764
1 0,1801 0,4766 -0,2655 -0,0157 | -0,3911 -0,3955
1,2 0,1737 0,4038 -0,3364 -0,0461 | -0,3381 -0,4040
1,4 0,1625 0,3411 -0,4038 -0,0640 | -0,2898 -0,4065
1,6 0,1487 0,2875 -0,4661 -0,0728 | -0,2470 -0,4060
1.8 0,1338 0,2419 -0,5226 -0,0754 | -0,2095 -0,4041
2 0,1188 0,2033 -0,5731 -0,0739 | -0,1772 -0,4018
2,2 0,1044 0,1708 -0,6177 -0,0698 | -0,1494 -0,3996
2,4 0,0910 0,1433 -0,6568 -0,0643 | -0,1258 -0,3976
2,6 0,0787 0,1202 -0,6907 -0,0581 | -0,1058 -0,3960
2,8 0,0678 0,1008 -0,7199 -0,0517 | -0,0889 -0,3946
3 0,0580 0,0845 -0,7450 -0,0455 | -0,0746 -0,3936
3,2 0,0495 0,0708 -0,7665 -0,0397 | -0,0626 -0,3928
3,4 0,0421 0,0593 -0,7848 -0,0344 | -0,0525 -0,3922
3,6 0,0358 0,0497 -0,8003 -0,0296 | -0,0440 -0,3918
3,8 0,0303 0,0416 -0,8135 -0,0254 | -0,0369 -0,3914
4 0,0256 0,0349 -0,8247 -0,0217 | -0,0309 -0,3912
4,2 0,0216 0,0292 -0,8341 -0,0184 | -0,0259 -0,3910
4,4 0,0182 0,0244 -0,8420 -0,0156 | -0,0217 -0,3908
4,6 0,0153 0,0204 -0,8487 -0,0133 | -0,0182 -0,3907
4,8 0,0128 0,0171 -0,8543 -0,0112 | -0,0153 -0,3906
5 0,0108 0,0143 -0,8590 -0,0095 | -0,0128 -0,3905
5,2 0,0090 0,0120 -0,8630 -0,0080 | -0,0107 -0,3904
54 0,0076 0,0100 -0,8663 -0,0067 | -0,0090 -0,3904
5,6 0,0063 0,0084 -0,8690 -0,0057 | -0,0075 -0,3903
5,8 0,0053 0,0070 -0,8714 -0,0048 | -0,0063 -0,3902
6 0,0044 0,0058 -0,8733 -0,0040 | -0,0053 -0,3902
6,2 0,0037 0,0048 -0,8749 -0,0034 | -0,0044 -0,3901
6,4 0,0031 0,0040 -0,8763 -0,0028 | -0,0037 -0,3901
6,6 0,0026 0,0034 -0,8774 -0,0024 | -0,0031 -0,3900
6,8 0,0021 0,0028 -0,8783 -0,0020 | -0,0026 -0,3900
7 0,0018 0,0023 -0,8791 -0,0017 | -0,0022 -0,3899
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7,2 0,0015 0,0019 -0,8797 -0,0014 | -0,0018 -0,3899
7,4 0,0012 0,0016 -0,8803 -0,0012 | -0,0015 -0,3898
7,6 0,0010 0,0013 -0,8807 -0,0010 | -0,0013 -0,3898
7,8 0,0008 0,0010 -0,8811 -0,0008 | -0,0011 -0,3897
8 0,0007 0,0008 -0,8814 -0,0007 | -0,0009 -0,3897
8,2 0,0005 0,0007 -0,8816 -0,0006 | -0,0008 -0,3896
8,4 0,0004 0,0005 -0,8818 -0,0005 | -0,0006 -0,3896
8,6 0,0003 0,0004 -0,8819 -0,0004 | -0,0005 -0,3896
8,8 0,0003 0,0003 -0,8820 -0,0003 | -0,0004 -0,3895
9 0,0002 0,0002 -0,8821 -0,0003 | -0,0004 -0,3895
9,2 0,0001 0,0002 -0,8822 -0,0002 | -0,0003 -0,3894
9,4 0,0001 0,0001 -0,8822 -0,0002 | -0,0003 -0,3894
9,6 0,0001 0,0001 -0,8823 -0,0002 | -0,0002 -0,3893
9,8 2,60E-05 3,40E-05 -0,8823 -0,0001 | -0,0002 -0,3893
10 0,0000 0,0000 -0,8823 0,0000 | 0,0000 -0,3892
1 I
e [ (M)
\ 1
\ - GV 6)
0 5 L \ —-H (wz) i
~
~
» M
SR
g N
\s
\w
~
051 ~ .
N
\,,.‘
h._-._
-.--_-—-—-—---—-—-—-—-—-—-—-l
_1 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
¢
Slika 6.  Dijagram bezdimenzijskih profila brzina
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Slika7.  Dijagram bezdimenzijskog tlaka

Slika8. Rotirajudi disk s profilima brzina
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5. KOEFICIJENT MOMENTA TRENJA

Ovim poglavljem zeli se pokazati nacin odredivanja koeficijenta momenta trenja za

laminarno, ali i turbulentno strujanje. Do vrijednosti Reynoldsova broja Re =3-10° strujanje
je laminarno. Rezultati dobiveni analitickom metodom, usporedit ¢e se s dostupnim

eksperimentalnim rezultatima iz literature.

5.1. Koeficijent momenta trenja za laminarno podrudje strujanja

Koeficijent momenta trenja za disk koji je oplakan fluidom s obje strane definiran je izrazom:

2M

C, = (5.1)

1 2p5 ,
—pao°R

2 P

gdje R oznacava radijus diska kona¢nog promjera, a M moment potreban za okretanje diska
konstantnom kutnom brzinom w. Reynoldsov broj, ¢ija je vrijednost kriterij koji odreduje da

li je strujanje laminarno ili turbulentno, moze se napisati kao:

2
Re = RU“’ (5.2)
DISK
o
i )

DIFERENCIJAL POVRSINE

Slika 9.  Diferencijal povrsine
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Na infinitezimalno malu povrsinu dA, prema prethodnoj slici:
dA=2zrdr, (5.3)
djeluje moment:
dM =—z,rdA, (5.4)
gdje je r, cirkularno naprezanje definirano izrazom (3.12). Kada se u (3.12) uvrste

bezdimenzijska cirkularna brzina prema (3.18) i bezdimenzijska aksijalna koordinata prema
(3.16) dobiva se za cirkularno naprezanje:

oy [””G(f) =pv wg/zr[ df)] _ oG (C=0).  (55)
n

Sada se izrazi (5.3) i (5.5) mogu uvrstiti u (5.4) te takav novonastali izraz integrirati.

Jd¢-o

M = j dM = —ZnT P JLa¥?G (¢ =0)r’dr (5.6)

Nakon provedene integracije i uvrStavanja vrijednosti iz tablice 1. za G'(¢ =0)=0,6159,

izraz koji opisuje moment postaje:
M = —% pNLe?’G (¢ = 0)R* = 0,9675pJoa??R*. (5.7)

Prethodni izraz definira potreban moment za okretanje diska koji je oplakan fluidom samo s
jedne strane. Moment koji je potreban za okretanje, u slucaju diska oplakanog fluidom s obje

strane, dvaput je veci:

2M =1,935p/v¥?R". (5.8)

Naposljetku se izraz (5.8) moze uvrstiti u (5.1) Sto rezultira:

c, - 38698 \E | 5.9)
R 0]

Uvazavajuci relaciju (5.2) izraz (5.9) moguce je transformirati te dobiti konacan izraz za

koeficijent momenta trenja u laminarnom podrucju:

3,8698

Cu = Re¥?

(5.10)
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Slijede¢i dijagram i tablice prikazuju usporedbu analitickog rjeSenja s rezultatima

eksperimenta koje su proveli G. Kempf [8] i NACA [9].

T T |
m Analiti¢ko rjesenje
O NACA
€® G.Kempf 7
=
& i
=
>
~—
¢
~ | o ]
[} | | | | |
0.05 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Reynoldsov broj «%10°

Slika 10. Usporedba s eksperimentalnim rezultatima za podruéje laminarnog strujanja

Tablica 2. Usporedba analitickog rjeSenja za koeficijent momenta trenja i rezultata G.
Kempfa
Eksperimentalni
) Analiti¢ko )
Reynoldsov broj o rezultati G.
rjeSenje
Kempfa

1,5-10° 0,0316 0,0440
1,6-10* 0,0306 0,0360
2,7-10" 0,0236 0,0270
3,4-10° 0,0210 0,0260
5.10* 0,0173 0,0218
5,3-10° 0,0168 0,0180
7,5-10 0,0141 0,0155
8-10* 0,0137 0,0160
1,25-10° 0,0109 0,0140
1,6-10° 0,0097 0,0130
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Tablica 3. Usporedba analitickog rjeSenja za koeficijent momenta trenja i rezultata NACA-
e za laminarno strujanje
) Analiti¢ko Eksperimentalni
Reynoldsov broj oL _
rjesenje rezultati NACA-e
0,54-10* 0,0527 0,0501
0,72-10° 0,0456 0,0468
0,94-10* 0,0399 0,0389
1,12-10° 0,0210 0,0372
9,55-10" 0,0173 0,0132
1,32-10° 0,0168 0,0117
1,55-10° 0,0141 0,0102
1,99-10° 0,0137 0,0089
2,57-10° 0,0109 0,0079
2,82-10° 0,0097 0,0071

Kao Sto je vidljivo iz priloZzenog dijagrama i tablica NACA-ini rezultati pokazuju vrlo dobru

podudarnost s analitickim rjeSenjem, dok je u slucaju eksperimenata koje je proveo G. Kempf

podudarnost s analitickim rezultatima nesto losija u odnosu na NACA-ine. lako, i Kempfove

vrijednosti zadovoljavaju. Valja napomenuti, kako su Kempfovi rezultati dobiveni dvadesetak

godina ranije nego NACA-ini te je vrlo vjerojatno kako su NACA-ini rezultati dobiveni uz

koriStenje kvalitetnije opreme.
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5.2.  Koeficijent momenta trenja za turbulentno strujanje

Budué¢i da je turbulentno strujanje po svojim Kkarakteristikama potpuno razlic¢ito od
laminarnog, kako bi se dobio koeficijent momenta trenja potrebno je ponovno opisati grani¢ni
sloj. U turbulentnom strujanju grani¢ni sloj ¢e biti, za razliku od laminarnog strujanja, ovisan
o radijalnoj r koordinati. Slijedeca slika prikazuje diferencijalni element fluida koji se giba u

turbulentnom rezimu strujanja.

cu
+=dr £
b ou e u+—dr

rub graniénog sloja

DISK

Slika 11. Diferencijalni element u turbulentnom reZimu strujanja

Za radijalan smjer vrijedi jednadZba definirana prema (3.31), ukoliko se ista integrira dobiva

se izraz:
S5 ) 5 .,2 5 A2
Iu%z +Jw%z _[V dz= uja—gdz. (5.11)
, or o oz r o 0Z

Provede 1i se parcijalna integracija drugog Clana s lijeve strane jednakosti izraza (5.11),

dolazi se do:
ou
5 a=w db=—dz s
jw%dz: . oz :[uw]j—ju;ﬂdz, (5.12)
0 2 da="dz b= 0
Z

zbog rubnih uvjeta definiranih relacijama (3.5) i (3.6), slijedi:

) )
IW%Z:— u@dz. (5.13)
0L y 0z
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Sada se u prethodni izraz moZe uvrstiti transformirana jednadzba kontinuiteta definirana

izrazom (3.4), Sto rezultira:

S5 5
%:_(G_U_FEJ = IW%Z:JU(G—U+Ede. (514)
0z or r , oz 5 \or r

Implementiranjem izraza (5.14) u (5.11) dobiva se:

0 2 61,2
[ 204 z—jv—dz:u(a—uj |
or r o T 0z

0 0

(5.15)

Prvi ¢lan s lijeve strane jednakosti prethodnog izraza moze se transformirati prema formuli za
derivaciju umnoska, ¢ime se dobiva:

T(ZUZ—:+U—: z =T%{§(ru2)}dz, (5.16)

0 0

dok ¢lan s desne strane jednakosti izraza (5.15) predstavlja radijalno smi¢no naprezanje

podijeljeno s gustoom, pri ¢emu na rubu grani¢nog sloja z=¢ vrijedi:

(a_uj =0. (5.17)
82 =0
Sa spoznajama iz izraza (5.16) i1 (5.17) izraz (5.15) postaje:
) 6.2
Il{iﬁuz)}dz—jv—dz =t (5.18)
o rLor o P

Sada je moguce uz primjenu Leibnizovog integralnog pravila transformirati prvi ¢lan s lijeve

strane jednakosti iz izraza (5.18):
5 )
jl[i(ruz)}dz:|ru2:f|:1 o]~ 1roarirn0S|, (.19
s rLor ridriy dr dr

zbog rubnih uvjeta definiranih prema (3.5) i (3.6), kao i Cinjenice da derivacija nule ne

postoji, moze se izraz (5.19) napisati u obliku:

T%{g(ruz)}dz =%{%ﬁ fdzﬂ. (5.20)

0 0

Uvrstavanjem izraza (5.20) u (5.18), dobiva se:

p{%[ri‘uzdz]—ivzdz}:—rrr. (5.21)
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Izraz (5.21) predstavlja zakon koli¢ine gibanja u radijalnom smjeru definiran za diferencijalni
element prema slici 11. Sli¢an postupak opisanom izrazima (5.11)-(5.21) moze se primijeniti

za cirkularan smijer.

Ukoliko se izraz (3.32) koji opisuje zakon koli¢ine gibanja u cirkularnom smjeru integrira,

dolazi se do:
S5 S5 S5 [ YA
Ju%z+‘[w@dz+‘[ﬂdz = uja—\zldz, (5.22)
, or 5 o0z 2 0Z

parcijalnom integracijom drugi ¢lan s desne strane jednakosti iz prethodnog izraza se

transformira:

ov
5 a=w db=—dz s
IW;ﬂdZ = . oz | _ [VW]g —Iv;ﬂdz, (5.23)
0 da=""dz b= 0 %
z

5 o
jw%z :—jv@dz. (5.24)
y Oz y Oz

Sada se u prethodni izraz moze uvrstiti transformirana jednadzba kontinuiteta definirana
izrazom (3.4), Sto rezultira:
) S5
@Z—(a—u-l—gj = IW%Z=IV(8—U+Ede. (525)
0z or r y 0L or r

Uvrstavanjem relacije (5.25) u (5.22) dolazi se do:

0

) 5 5

Iu%z +J-v@dz+2jﬂdz:u(gj , (5.26)
r

0 0 0

or or 0z

0

Prva dva ¢lana iz prethodnog izraza, moguce je primjenom formule za derivaciju zbroja

spojiti u jedan:

) ) 5
Iu@dz +Iv@dz = jMdz (5.27)
, or 5 oor o Or

dok ¢lan s desne strane jednakosti iz izraza (5.26) predstavlja cirkularno smi¢no naprezanje,
pri ¢emu je:

ov
5. 20
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Implementiranjem izraza (5.27) i (5.28) u (5.26) dobiva se:
o
o(uv
j oWy, j Wz - (5.29)
5 or
Transformacija ¢lanova s lijeve strane jednakosti izraza (5.29) rezultira:

) S5 S5
J.MdZ+ZIEdZ— Zj(a(u) 2+2vurjd izj uvr) (5.30)
y or o T rs\ o 5

r

pri ¢emu je primijenjena formula za derivaciju zbroja. Uvede li se Leibnizovo integralno

pravilo, izraz (5.30) postaje:

51 | 6(uvr? g
jiz (—) dz =uvr? = f|:i2 d jfdz —f(r,5)d—5+f(r,0)d—o . (5.31)
o r or refdrl s dr dr

Sukladno rubnim uvjetima definiranim prema relacijama (3.5) i (3.6) dobiveno izrazom (5.31)

moze se pisati:

1 ¢o( uvr) 1] d( ,¢
—2.([ r—{a(r !uvdzﬂ. (5.32)

Uvrstavanjem dobivenog iz izraza (5.30)-(5.32) u (5.29), dobiva se:

5
p%[rzjuvdzj:—rerz. (5.33)
0

Izraz (5.33) predstavlja zakon koli¢ine gibanja u cirkularnom smjeru definiran za
diferencijalni element prema slici 11. U jednadzbama koli¢ine gibanja (5.21) i (5.33) potrebno
je detaljnije opisati komponente brzina, za opisivanje posluzit ¢e izrazi definirani za
turbulentno nestlacivo strujanje fluida u blizini ravne stijenke. Za pocetak, prema zakonu
jedne sedmine, odnosno prema (2.10) pretpostavit ¢e se relativni profili brzina u radijalnom i
cirkularnom smjeru. Cirkularna komponenta brzine sukladno rubnim uvjetima definiranim
relacijama (3.5) i (3.6) mijenja svoju vrijednost od maksimalne v=re do nule duz grani¢nog

sloja, stoga se prema von Karmanu [11] mozZe pisati:

2\’
v:ra{l—(gj } (5.34)

Radijalna komponenta brzine moze se pretpostaviti sli¢no cirkularnoj, imajuci pritom na umu
pretpostavku von Karmana [11], odnosno da je sukladno rubnim uvjetima definiranim
relacijama (3.5) i (3.6) u(0)=0 i u(d)=0:
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Y7
u= ara)(ij {1—1}, (5.35)
5 5

pri éemu a oznacCava parametar koji prema S. Goldsteinu [12] definira kut izmedu cirkularne i

rezultantne komponente brzine:
a =19(9). (5.36)

Integrali u izrazima (5.21) i (5.33), uz rubne uvjete definirane izrazima (3.5) i (3.6), postaju:

5 _z 12 8 16
furdz=| = "5 |=(aro) j(g? —2T 4T j&d; =0,207126(aro)’ 8,  (5.37)
0 Sd¢=dz 0
s _Zz 1 1 2 .
Vdz=| ¢ 75 =(ro)’ j(g—zf +§7J5d§ =0,027(ro)’ &, (5.38)
0 sd¢=dz 0
5 _Z 1/ 1 2 8 9 .
Juvdz=|~ s =a(ra))zf[§7—§7—§7+§7)5d§=0,06805a(ra))z 5. (5.39)
0 sd¢=dz 0

Uvrstavanje izraza (5.37) i (5.38) u (5.21) rezultira:

d
dr

0,207126r° (aw)’ 5 |-0,027(ro)" 6 = -2, (5.40)
P

a kada se (5.39) uvrsti u (5.33) dobiva se:

. 2
i(o, 06805 r"a)zadj __ Lt (5.41)
dr yo,
Smicno naprezanje koje djeluje na povrsinu diska moze se napisati kao:
T, = ,ULQ] : (5.42)
oz z=0

gdje je U rezultantna brzina fluida. Rezultantna brzina fluida, takoder se moze pretpostaviti

prema zakonu jedne sedmine:

U=U, (gji , (5.43)

pri ¢emu U_ oznacava brzinu strujanja na rubu grani¢nog sloja. Sada se prema izrazu (2.12)

izraz koji opisuje smi¢no naprezanje moze zapisati:
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1
7,=0,0225,U 7/ (%]4 . (5.44)

Ukoliko se Zeli definirati brzina U_ moze se prema S. Goldsteinu pisati [12]:

u -2 (5.45)
cos(p)
Iz trigonometrije poznati su slijedeci identiteti:
1 - tg(¢)
cos(9) = ————; Sing = ———. (5.46)
1+19°(4) V1+19%(¢)
Uvrsti li se parametar o prema izrazu (5.36) u trigonometrijske identitete dolazi se do:
COS(f) =i SiN(g) = =, (5.47)
N V1+a? \/ (1 jz
1+ —
(24
Sto vodi k transformaciji izraza (5.45):
U, =roVl+a’. (5.48)

Smi¢no naprezanje definirano relacijom (5.44) nakon implementiranja izraza (5.48) postaje:

7/4 2
TW:O,OZZSp(ra) 1+a2) (%)4 (5.49)

Radijalna i cirkularna komponenta smi¢nog naprezanja odredene su:

7,=—1,c08(f) = —TWO,0225p(ra) 1+ o )7/4 (%T cos(4), (5.50)

=7, 5in(g) = TWO,OZZSp(ra) 1+a’ )7/4 (%j“ sin(g). (5.51)

Implementiranjem trigonometrijskih identiteta prema (5.47) u relacije (5.50) i (5.51) dolazi se
do:

1
v —_0,02250(rm)"* (gj" (1+a?)”, (5.52)

T,=—
N A

1 ,738
r=r,—2 :0,0225p(ara))7/4(£j4 1+(ij . (5.53)
Vi+a® o a
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Izraz (5.52) moguce je uvrstiti U (5.41):
1

d [o, 06805 r“a)zaaj — 0,0225r5 )"/ (%T (1+a?)”, (5.54)

dr
takoder moguce je izraz (5.53) uvrstiti u (5.40) ¢ime se dobiva:

1 =
. 1 7 n 2 |8
%[0,20712&3(0@)2 5]-0,027(rw)’" 5 =-0,0225r * (aw) (gj" {1{%} } .(5.55)

Izrazi (5.54) i (5.55) predstavljaju sustav jednadzbi koji u tako definirano obliku nije moguce
rijesSiti zbog toga $to je debljina grani¢nog sloja ¢ ovisna o radijalnoj koordinati r, stoga je
potrebno nac¢i ovisnost d(r). U tu svrhu moguce je upotrijebiti izraz (3.10) koji definira

radijalnu komponentu smi¢nog naprezanja. Kada se izraz (3.10) izjednaci s (5.53) dobiva se:

1 273/10
5(r)=0,0481r¥°¢"" (3]5 {1{1) } : (5.56)

w (04

Uvede li se supstitucija:

1 3/10

B =0,0481a"" (g)s {1+ (éﬂ , (5.57)

5= pr°. (5.58)

izraz (5.56) se transformira:

Sada je moguce uvrstiti (5.58) u izraze (5.54) i (5.55) te provesti operaciju deriviranja ¢ime se

dolazi do:
. L ya 1 3/8
0,745654052ﬂ—0,027,8=—0,0225057’4 — (1+—2j , (5.59)
Po a
Y4
v 213/8
0,31305605[3:0,0225(/3—} Q1+a”)™™. (5.60)
()

Izrazi (5.59) i (5.60) tvore sustav nelinearnih jednadzbi ¢ija su rjesenja:

a =0,162, (5.61)
v Y
£ =0,5256 (—j . (5.62)
0

Debljina grani¢nog sloja moze se sukladno izrazu (5.58) napisati kao:

Fakultet strojarstva i brodogradnje 30



Filip PeSorda Zavrsni rad

15
5 =0,5256r%° (3) . (5.63)
(0]

Ukoliko se izraz (5.33) pomnozi s 2zdr dobiva se:
d 5
and—(rzfuvdszr =-2xr’z,dr. (5.64)
r 0

Usporedbom prethodnog izraza i ve¢ ranije definiranih relacija (5.3) i (5.4) moze se zakljuciti

da izraz (5.64) predstavlja diferencijal momenta koji djeluje na disk, prema tome vrijedi:
5
M = de = anrzjuvdz. (5.65)
0

Za rotirajuéi disk radijusa R koji je oplakan s obje strane fluidom i moment iznosi:

15

)
2M =47R%p j uvdz = 0,07154R23/5a)2p(%j . (5.66)
0

Uvrstavanjem prethodnog izraza u (5.1) i uvaZzavanjem izraza (5.2) dolazi se do koeficijenta
momenta trenja.

0,143

Cu = Re'®

(5.67)

Slijede¢i dijagram i tablice prikazuju usporedbu analitickog rjeSenja s rezultatima
eksperimenta koje su proveli W. Schmidt [10], NACA [9] i ,Naval ship research and
devlopment center* [7].

rr! T T T T |
= Analiti¢ko rjesenje
. O NACA
— [ @ Naval ship research and development center||
+ + W.Schmidt

g —| ]
= +
Yy

o | i

=

oc — —

= o]

o
L I I I I | |
=
2 4 6 8 10 12 14 16
Reynoldsov broj «10°

Slika 12. Usporedba s eksperimentalnim rezultatima za podruéje turbulentnog strujanja
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Tablica 4. Usporedba analitickog rjeSenja za koeficijent momenta trenja i rezultata NACA-
e U turbulentnom reZimu strujanja

) Analiti¢ko Eksperimentalni

Reynoldsov broj o _

rjesenje rezultati NACA-e
3,31-10° 0,0113 0,0076
3,63-10° 0,0110 0,0079
3,98-10° 0,0108 0,0087
4,37-10° 0,0106 0,0089
4,79-10° 0,0105 0,0093
5,56-10° 0,0101 0,0100
6,46-10° 0,0098 0,0098
7,76-10° 0,0095 0,0095
8,32-10° 0,0094 0,0093
1-10° 0,0090 0,0091
1,12-10° 0,0088 0,0089
1,26-10° 0,0086 0,0086
1,32-10° 0,0085 0,0085

Tablica 5. Usporedba analitickog rjesenja s eksperimentalnim rezultatima ,,Naval research

and development center u turbulentnom reZimu strujanja

Eksperimentalni
Analiticko rezultati ,,Naval
Reynoldsov broj o _
rjeSenje ship research and
devlopment center*
2,9-10° 0,0116 0,0088
4,42.10° 0,0106 0,0103
5,08-10° 0,0103 0,0107
6,08-10° 0,0100 0,0110
6,94-10° 0,0097 0,0109
7,88-10° 0,0095 0,0107
8,71-10° 0,0093 0,0106
9,83-10° 0,0091 0,0103
1,12-10° 0,0088 0,0101
1,34-10° 0,0085 0,0097
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Tablica 6. Usporedba analitickog rjeSenja i rezultata eksperimenta W.Schmidta u
turbulentnom reZimu strujanja

Eksperimentalni

. Analiti¢ko _

Reynoldsov broj L rezultati W.
rjeSenje _

Schmidta
5.10° 0,0115 0,0104
6-10° 0,0108 0,01
7,2.10° 0,0108 0,0096
8-10° 0,0102 0,0094
9,5-10° 0,0102 0,0091
1,4-10° 0,0095 0,0084
1,55-10° 0,0099 0,0083

Kao sto je vidljivo iz prethodnog dijagrama prikazanog slikom 12. i tablice 4. eksperimenti
koje su proveli W. Schmidt i ,,Naval research and development center® pokazuju odredena
odstupanja od analitickog rjeSenja, iako 1 takvi rezultati zadovoljavaju. NACA-ine

eksperimentalne vrijednosti se gotovo u potpunosti podudaraju s analitickim rjeSenjem nakon
vrijednosti Reynoldsova broja Re =5,56-10°, ogito je da do te vrijednosti Reynoldsova broja

za strujanje ne vrijedi definirana ovisnost izrazom (5.67). Stoga se moZze tvrditi, kako je
strujanje u tom podru¢ju tranzijentno. Na temelju NACA-inih eksperimentalnih rezultata
koeficijent momenta trenja u tranzijentnom podru¢ju strujanja moguce je opisati
aproksimativnom funkcijom, sluzeci se pritom u ,,Matlab“ ugradenim algoritmom ,,polyfit*“.
Algoritam ,,polyfit* sluzi za aproksimiranjem niza tofaka u dvodimenzionalnom prostoru
polinomom po volji odabranog reda. Prvih pet vrijednosti prikazanih tablicom 4. pokazuju
znacajnija odstupanja od analitickog rjeSenja te ¢e se one uzeti u obzir prilikom aproksimacije
rjeSenja. Iz dijagrama prikazanog na slici 12. uocava se kako je najbolje kao funkciju
aproksimacije uzeti polinom prvog reda, odnosno linearnu funkciju. Kao funkcija

aproksimacije se dobiva:
C, =0,0041+1,0875-10"° Re. (5.68)

Sada je moguce prikazati ovisnost koeficijenta momenta trenja na Sirokom spektru vrijednosti
Reynoldsova broja, uvazavaju¢i pritom relacije (5.10), (5.67) i (5.68). Radi preglednosti
dijagrama koristit ¢e se logaritamska skala, a s obzirom da je izraz (5.68) dobiven iz NACA-

inih eksperimentalnih vrijednosti 1 one ¢e biti ukljucene u dijagram.
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==m1 Analiticko rjesenje za turbulentno strujanje
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Slika 13. Koeficijent momenta trenja

na Sirokom spektru vrijednosti Reynoldsova broja

Fakultet strojarstva i brodogradnje

34



Filip PeSorda Zavrsni rad

6. STRUJANJE FLUIDA U BLIZINI ROTIRAJUCEG DISKA
SMJESTENOG U KUCISTU

Model strujanja fluida u blizini rotiraju¢eg diska smjeStenog u kucistu prikazan je slikom16.
Gibanje fluida u blizini rotirajuceg diska smjestenog u kucistu uzrokuje formiranje granicnog
sloja. Granicni sloj se formira na povrsini diska, ali i na povr§inama kucista.

/

e

Slika 14. Rotiraju¢i disk smjesten u kuéistu

6.1. Laminarno strujanje fluida za slu¢aj diska u kudistu

Ukoliko se pretpostavi da je veli¢ina zazora S izmedu povrSine kuciSta i povrSine diska vrlo
mala, odnosno manja od debljine grani¢nih slojeva, grani¢ni slojevi na povrSinama kucista i
diska spajaju se u jedan. Time se dobiva jedan grani¢ni sloj u kojem postoji samo cirkularna
komponenta brzine koja se linearno mijenja duz zazora s. Na povrsini kuciSta brzina je
jednaka nuli, dok je na povrSini diska jednaka rw. 1z opisanog proizlazi da se smi¢no
naprezanje mijenja linearno po r koordinati.

dv ro
_ e 6.1
Ty ﬂ(dz} M s (6.1)
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Za dobivanje momenta koji djeluje na disk posluzit ¢e izraz (5.4), ¢ijom se integracijom

dolazi do:

7 wuR*

> (6.2)

M = '[dM = Zﬁirgrzdr = 2ﬂy§Ir3dr =

Uvrstavanjem relacije (6.2) u (5.1) dolazi se do koeficijenta momenta trenja za slu¢aj malog

Zazora.

R v R 1
C, =21~ 08 2 6.3
M ORE. TS Re (63)

Kada je zazor dovoljno velik, formira se grani¢ni sloj debljine ¢ na povrsini diska, iz kojeg
centrifugalna sila u radijalnom smjeru nastoji ,,odbaciti* fluid sa diska. Zbog toga se na
povrsini kuéista okomitoj na povrSinu diska formira novi grani¢ni sloj debljine & u kojem
fluid struji u aksijalnom smjeru, da bi se naposljetku formirao i tre¢i granic¢ni sloj debljine 9
na povrsini kucista paralelnoj s povrsinom diska u kojem fluid struji suprotno od smjera
strujanja na povrsini diska. Slijedeca slika zorno docarava opisano, pritom valja napomenuti
kako je udaljenost ¢ izmedu Cela diska i gornje povrsine diska dovoljno malena da se formira

grani¢ni sloj prema slici.

s

L —=
i — W
v oy . .
T 'I rub grani¢nog sloja
o -t J

S | I

Slika 15. Grani¢ni slojevi rotirajuceg diska u kuéistu
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Fluid izvan grani¢nih slojeva giba se kao kruto tijelo konstantnom kutnom brzinom,

definiranom kao:
Q=Ko K (0,1, (6.4)
gdje je w kutna brzina diska, K parametar koji definira ovisnost jedne kutne brzine o drugoj.

Analiziraju¢i grani¢ne slojeve, definirane prema prethodnoj slici, F. Schultz-Grunow [13]
pokazao je da za laminarno strujanje vrijedi:

2,67

Cu = Re¥?’

K =0,538. (6.5)

Izrazi (6.3) i (6.5) odreduju koeficijent momenta trenja za laminarno strujanje. Za male
vrijednosti Reynoldsova broja pogodan je izraz (6.3), dok je za vece vrijednosti prikladniji
izraz (6.5), Sto je i empirijski potvrdeno. Prilikom koriStenja pojedinog izraza u obzir je
potrebno uzeti i omjer s/R. Empirijski je takoder utvrdeno da je za male vrijednosti omjera S/R

pogodan izraz (6.3), a za vece vrijednosti (6.5).

6.2. Turbulentno strujanje fluida za slucaj diska u ku¢istu

Za turbulentno strujanje, kao i za laminarno, moze se pretpostaviti rezim strujanja s jednim
graniénim slojem i rezim s viSe grani¢nih slojeva opisanih slikom 15. Turbulentni rezim
strujanja u kojem postoji viSe grani¢nih slojeva opisao je F. Schultz-Grunow [13],
pretpostavljaju¢i da cirkularna brzina zadovoljava zakon jedne sedmine definiran izrazom
(2.11). Ovisnost koeficijenta momenta trenja o Reynoldsovu broju F. Schultz-Grunow [13]

dobio je kao:
Cy=—>r1 uz K =0,512. (6.6)

Relacija (6.6) vrijedi za velike vrijednosti Reynoldsova broja. J.W.Daily i R.E.Nece [14]
utvrdili su empirijski kako za rezim turbulentnog strujanja s vise granicnih slojeva vrijedi:

~ 0,0102[ s j””

C, = > 6.7
M Re*® \R (6.7)

Takoder J.W.Daily i R.E.Nece [14] empirijski su dosli do izraza za koeficijent momenta

trenja za turbulentni slucaj strujanja s jednim grani¢nim slojem, odnosno s malim omjerom

s/R:

1/6
0,08( s
cu-228(2)" 69
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6.3. Usporedba koeficijenta momenta trenja za slu¢aj rotirajuceg diska bez kudista i
rotirajuceg diska smjeStenog u kucistu

Dobiveni rezultati za koeficijent momenta trenja u slucaju rotiraju¢eg diska bez kucista koji

su definirani izrazima (5.10) i (5.67) usporedit ¢e se s onima koje je dobio F. Schultz-Grunow

[13] za rotirajué¢i disk smjesten u kucistu Sto je definirano izrazima (6.5) i (6.6). U svrhu

usporedbe posluzit ¢e i1 dijagram usporedbe koji ¢e radi preglednosti biti logaritamski

skaliran.
w S ' ' T —— — ——]
~ = Turbulentno strujanje za disk bez kuéista
R BICS = =Laminarno strujanje za disk bez kucéista |7
e L B O U U U O S S RTTTEY Turbulentno strujanje za disk s kucistem | |
N Laminarno strujanje za disk s kué¢istem
-~
~
N [~ \ 1
~
=
Q
=
=
Ty —

L . . . L] . . . | . LTt e,
10* 10° 10°
Reynoldsov broj

Slika 16. Usporedba koeficijenta momenta trenja za disk bez kuéista i disk s kuéistem

Iz dijagrama prikazanog prethodnom slikom, kao i iz izraza (5.10) i (5.67) jasno je kako
laminarno strujanje u slucaju diska s kuciStem 1 u slucaju diska bez kuciSta opisuju iste

funkcije s razli¢itim koeficijentima, a funkcije su oblika:

A

M= Re¥2’ (6.9)

gdje je A koeficijent funkcije. Koeficijent koji mnozi funkciju za slucaj diska s kucistem
manji je od onog koji mnozi funkciju za disk bez kuc¢ista. Budu¢i da se u slucaju diska s
kuciStem formiraju tri grani¢na sloja prikazana slikom 15., a izmedu tih grani¢nih slojeva

fluid se giba kao kruto tijelo kutnom brzinom definiranom prema (6.4), gradijent cirkularne

brzine P u grani¢nom sloju na povrsini diska postaje manji u odnosu na isti gradijent za
z

sluc¢aj diska bez kuéista. Shodno izrazu (3.12), cirkularna komponenta naprezanja postaje
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manja za slucaj diska s kuciStem u odnosu na disk bez kucista. Zbog manje vrijednosti

cirkularnog naprezanja iz izraza (5.4) slijedi da je i manji moment koji djeluje na disk
smjesten u kucistu u odnosu na moment koji djeluje na disk koji nije u kucistu. Izrazom (5.1)
definiran je koeficijent momenta trenja te je zbog manjeg momenta koji djeluje na disk u
kuc¢iStu, manji i koeficijent momenta trenja u odnosu na slu¢aj diska bez kucéista. Sli¢na
analiza moze biti upotrjebljena za turbulentno strujanje jer koeficijent momenta trenja za
turbulentnog strujanja fluida u slucaju diska s kucistem i diska bez kuciSta opisuju iste

funkcije s razli¢itim koeficijentima, a one su oblika:

B
M =W’ (610)

gdje je B koeficijent koji mnoZzi funkciju.
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7. ZAKLJUCAK

Sustav Navier-Stokesovih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koji opisuje strujanje u blizini
slobodno rotirajuceg diska je sveden, za slucaj laminarnog strujanja i uz odredena
pojednostavljenja te uvodenje bezdimenzijske udaljenosti od povrSine diska, na sustav
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u bezdimenzijskom obliku. Pri tome je koriStena

pretpostavka da debljina grani¢nog sloja ¢ ne ovisi o radijalnoj koordinati r.

RjeSenja ovog sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi su bezdimenzijski profili brzina i
tlaka na temelju kojih je odreden koeficijent momenta trenja za laminarno strujanje, a

dobiveno rjeSenje se vrlo dobro podudara s eksperimentalnim rezultatima.

Kao i za laminarno strujanje, analiticki dobiveno rjeSenje za koeficijent momenta trenja u
turbulentnom rezimu strujanja u blizini slobodno rotirajuc¢eg diska, u kojem debljina
grani¢nog sloja J ovisi o radijalnoj koordinati r, vrlo dobro se podudara s eksperimentalnim
rezultatima. Za razliku od analitickih rjeSenja za laminarno i turbulentno strujanje,
eksperimentalni rezultati jasno pokazuju i tranzijentno podrucje pri strujanju fluida u blizini

slobodno rotiraju¢eg diska.

Dobivene analiticke rezultate za slobodno rotiraju¢i disk nije moguce koristiti za model
rotirajuceg diska smjestenog u kucistu, ali ih je mogucée usporediti s rezultatima koje daje
literatura za taj model. Usporedbom rezultata dobivenih za dva navedena modela zakljucuje
se kako je koeficijent momenta trenja veci u slucaju slobodno rotiraju¢eg diska nego u slucaju
rotiraju¢eg diska smjeStenog u kucéistu. To je posljedica veceg gradijenta brzine, odnosno

smi¢nog naprezanja na povrsini slobodno rotirajuceg diska.
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