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POPIS OZNAKA

Oznaka Jedinica Opis

B mm Sirina popre¢nog presjeka

C - Rub poprecnog presjeka

E N/mm? Youngov modul elasti¢nosti

Fgr N Sila koja uzrokuje plasti¢ni kolaps konstrukcije

Fr N Sila koja uzrokuje pojavu prvih plasti¢nih
deformacija

G N/mm? Modul smicanja

H mm Visina poprecnog presjeka

ly mm?* Aksijalni moment tromosti poprecnog presjeka oko
osi y

k N/mm? Kriti¢na vrijednost naprezanja

ke - Faktor povecanja nosivosti poprecnog presjeka

L mm Duljina popre¢nog presjeka

My Nmm Moment savijanja oko osi y

My, pl Nmm Moment koji uzrokuje djelomicnu plastifikaciju
poprecnog presjeka

My,gr, Mtgr Nmm Moment koji uzrokuje potpunu plastifikaciju
poprecnog presjeka

Mt Nmm Moment uvijanja

My.1, MeT Nmm Moment koji uzrokuje pojavu prvih plasti¢nih
deformacija

Q: N Poprecna sila u smjeru osi z

q N/mm Kontinuirano opterecenje

S - Faktor sigurnosti

Sy mm?3 Staticki moment tromosti presjeka oko osi 'y

u,v,w mm Pomaci u smjeru osi X,y i z

ze mm Visina elati¢ne jezgre

Wy mm?3 Aksijalni moment otpora poprecnog presjeka

Wy el mm3 Aksijalni moment otpora elasticne jezgre

Wy ol mm? Plasti¢ni moment otpora

£el - Podrucje poprecnog presjeka u kojem se javljaju
samo elasti¢ne deformacije

Qel-pl Podrucje popre¢nog presjeka u kojem se javljaju
samo elasto-plasti¢ne deformacije

K - Zakrivljenost

v - Poissonov faktor

oT N/mm? Granica tecenja

Oekv N/mm? Ekvivalentno naprezanje

01, 02, 03 N/mm? Glavna naprezanja

T N/mm? Posmic¢no naprezanje

7 N/mm? Smicna granica tecenja

W - Deplanacijska funkcija

9 rad/mm Relativni kut zakreta

) - Funkcija naprezanja
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SAZETAK

Tema ovog rada je odredivanje statickih grani¢nih optere¢enja okvirnih nosaca u
elasto-plasticnom podrucju. Proracuni su provedeni analiticki i numericki koriStenjem

programskog paketa Abaqus.

U uvodu su navedeni postupci za odredivanje graniCog optereéenja konstrukcija te je
opisano ponasanje elasti¢no — idealno plasticnog materijala. U drugom poglavlju opisana je
metoda konacnih elemenata te su detaljnije razradeni pojedini tipovi kona¢nih elemenata
koriStenih u ovom radu. Trece poglavlje posveceno je verificiranju konacnih elemenata i
tehnika modeliranja koriStenih u radu. Verifikacija je provedena na jednostavnim primjerima
grede optereCene na savijanje i grede optereCene na uvijanje. KoriSteni su dvodimenzijski
Cetverokutni elementi za analizu ravninskog stanja naprezanja te trodimenzijski heksaedarski
konac¢ni elementi. Takoder, provedena je usporedba rjeSenja koriStenjem elemenata prvog i
drugog reda. Svi prorauni su provedeni za elasticno — idealno plasticni materijal uz
pretpostavku o malim pomacima i deformacijama. U numerickim proracunima grani¢no
stanje je odredeno analizom Sirenja plasti¢nih zona pomocu inkrementalno-iterativnih metoda.

U svim prorac¢unima provedena je usporedba s dostupnim analitickim rjeSenjima.

U cCetvrtom poglavlju prikazani su analiticki 1 numericki proracuni okvirnih nosaca. Za
zadani dvodimenzijski okvirni nosa¢ za analiticko odredivanje granicnog opterecenja
koriSteni su kinematicki 1 stati¢ki poucak grani¢ne analize te pristup krutog plasti¢nog zgloba,
dok je u numeric¢koj analizi praceno Sirenje plastiénih deformacija. Za prostornu Stapnu
konstrukciju je proveden analiticki proracun prema statiCkom poucku granicne analize pri
¢emu je grani¢no opterecenje procijenjeno pomocu statickog elasticnog rjeSenja. Zatim je
provedena numericka elasto-plasticna analiza kako bi se odredilo stvarno grani¢no

opterecenje prostorne Stapne konstrukcije.

Kljucne rijeci: grani¢no opterecenje okvirnih nosaca, grani¢na analiza, Abaqus, metoda

konac¢nih elemenata, plasti¢éne deformacije
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SUMMARY

In this thesis, an estimation of limit load in frame structures has been considered.
Calculations are conducted both analitycally and numerically using the software package
Abaqus, which employs the Finite Element Method (FEM).

In the introduction, the methods for estimating the limit load in frame structures and
the behaviour of elastic — perfectly plastic material are presented. In the second chapter, the
Finite Element Method (FEM) and the software package Abaqus are described. In adition, the
finite elements used in this thesis are further elaborated. The third chapter deals with the
verification of the finite elements and modeling techniques applied in this work. The results
have been verified by studying a beam subjected to pure bending and torsion. The comparison
of the results obtained by two—dimensional plane stress elements and three—dimensional
hexahedron ,,brick® elements is presented. Thereby, both the first- and the second-order
elements has been tested. The analysis has been carried out for a elastic—ideally plastic
material, by assuming the small strains and displacements. In the numerical calculations, the
elasto — plastic analyses is conducted by emplyoing incremental techniques in order to
determine the spreading of the plastic areas and the limit condition of the frame structures. In

all of the calculations, the numerical solutions were obtained by available analytical results.

In the fourth chapter, the analytical and numerical analysis of frame structures are
presented. For the given two-dimensional frame structure, the limit load is estimated
analitically by using the lower and upper bound theorems of the limit analysis, as well as the
rigid plastic hinge approach, while in the numerical the elasto-plastic analysis was preformed
in order to analize the spreading of the plastic areas and to estimate the limit load of frame
structures. For the given space frame structure, the analytical elastic analysis is carried out in
order to determine the lower bound of the limit load. Thereafter, the numerical easlto-plastic
analysis is conducted in order to estimate the limit load of the frame structure.

Key words: limit load of frame structures, limit analyis, plastic strain, Abaqus, the Finite
Element Method
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1. UvVOD

1.1. Grani¢na analiza konstrukcija

Pri analizi konstrukcija i1 dijelova konstrukcija, uobicajeno je dimenzioniranje prema
dopustenom naprezanju, uz koristenje faktora sigurnosti. U sluc¢aju duktilnih materijala,
dopusteno naprezanje odredeno je izrazom

s

O
max
S

(1.1)

gdje je S faktor sigurnosti, a o; je granica teCenja, tj. naprezanje pri kojem se javljaju prve

plastiéne deformacije. Potrebno je odrediti maksimalno naprezanje o, ,tj. maksimalno

max !

ekvivalentno naprezanje o u slucaju dvoosnog ili troosnog stanja naprezanja. Uvjet

ekv.max °

¢vrstoce glasi

Omax < Tgop » 1] (1.2)

O ekv.max < O-dop ' (13)

Dakle, moze se zakljuciti da prema ovom nac¢inu dimenzioniranja konstrukcija iscrpi nosivost
pri pojavi prve plasticne deformacije. Naravno, to nije tako, ve¢ konstrukcija iscpri svoju
nosivost kad optereCenje dostigne neku grani¢nu vrijednost. Stoga je bolje konstrukcije

dimenzionirati prema granicnom opterecenju.

aMm

A 4

Slika 1. Idealizirani dijagram za elasti¢ni-idealnoplasti¢ni materijal
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Za odredivanje grani¢nog optereCenja Kkonstrukcija pomocéu elasto — plastiCne analize
naprezanja koriste se tri pristupa:

e Pristup krutog plasticnog zgloba,

e Pristup elastoplasti¢nog zgloba,

e Pristup analize Sirenja plasti¢nih podrucja.
Pristup krutog plasti¢nog zgloba zanemaruje elasti¢ne deformacije, odnosno do pojave sloma
konstrukcija se smatra krutom. Ovaj pristup je najjednostavniji i najraSireniji u primjeni.
Pristup elastoplasti¢nog zgloba je isti kao i pristup krutog plasti¢énog zgloba, samo $to se kod
ovog pristupa razmatraju i elastiCne deformacije izmedu plasticnih zglobova. Na kraju,
pristup analize Sirenja plasti¢nih zona uzima u obzir tijek Sirenja plasti¢nih deformacija, tj.
plasti¢nih podrugja te je ovaj pristup najsloZeniji.
Potrebno je naglasiti da se grani¢no opterecenje idealiziranih konstrukcija, naravno, razlikuje
od grani¢nog opterecenja stvarnih konstrukcija, no te su razlike zanemarive. Prednost
grani¢ne analize konstrukcije je i izbjegavanje inkrementalno — iterativnog postupka koji se
primjenjuje u numerickoj analizi. Prema [1] se u grani¢noj analizi konstrukcija koriste staticki
i kinematicki poucak. Static¢ki poucak daje donje ograni¢enje grani¢nog opterecenja, tj. prema
tom poucku opterecenje koje odgovara staticki dopustivom optere¢enju manje je ili jednako
grani¢énom opterec¢enju. S druge strane, kinematicki poucak daje opterecenje koje je vece ili

jednako granicnom opterecenju.

1.2. Opisivanje ponasanja materijala

PonaSanje realnih materijala mogucée je opisati matematickim 1 fizikalnim metodama.
Najcesce se pretpostavlja da je ponasanje materijala linearno — elasti¢no, $to znaci da su do
granice teCenja,tj. do pojave prvih plasticnih deformacija, naprezanja 1 deformacije
proporcionalni. Nakon §to naprezanje dostigne granicu tecenja, pocinju se javljati prve
plasti¢ne deformacije, odnosno materijal ulazi u elasto — plasticno podrucje deformiranja.
Elasti¢no i plasticno deformiranje su pojave koje ne ovise o vremenu i o brzini deformiranja.
U elasto — plastiénom podrucju deformiranja vise ne vrijedi linearna veza izmedu naprezanja i

deformacija pa je potrebno uvesti novi, elasto — plasti¢ni model materijala.
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2. METODA KONACNIH ELEMENATA

Metoda kona¢nih elemenata je priblizna numeri¢ka metoda za rjeSavanje diferencijalnih
jednadzbi, a temelji se na fizickoj diskretizaciji kontinuuma [2]. Klasi¢ne metode rjeSavanja
temelje se na rjeSavanju diferencijalnih jednadzbi Cije je rjeSenje teSko zadovoljiti u cijelom
podrucju razmatranog modela te se takve metode rjeSavanja mogu primijeniti samo za
jednostavnije proracunske modele. Stoga se ¢eSée koristi metoda konacnih elemenata koja
zamjenjuje diferencijalne jednadzbe sustavom algebarskih jednadzba. Ovom metodom se
podru¢je kontinuuma s beskona¢no mnogo stupnjeva slobode zamjenjuje sa diskretnim

modelom, kojeg ¢ine medusobno povezani konac¢ni elementi s ogranicenim brojem stupnjeva

slobode. Takoder, potrebno je opisati polja fizikalnih veli¢ina, poput polja pomaka,
deformacija, naprezanja itd., a ta se polja opisuju interpolacijskim funkcijama. Te
interpolacijske funkcije moraju zadovoljiti odredene uvjete kako bi diskretizirani model $to
bolje oponasao ponasanje kontinuuma. Takoder, te se jednadzbe izvode za svaki pojedinacni
element, a kasnije se transformiraju u globalni sustav jednadzbi. Naravno, slozene
konstrukcije potrebno je diskretizirati s velikim brojem konacnih elemenata pa algebarski
sustav jednadzbi sadrzi mnogo nepoznanica. Iz tog razloga koriste se razliciti racunalni
programi koji olakSavaju rjeSavanje problema metodom konacnih elemenata. Postoji mnogo
programskih paketa koji koriste metodu konacnih elemenata, ali se osnovna shema programa

uglavnom ne razlikuje. Struktura programa prikazana je na Slici 2.

PRETPROCESOR
-rubni uvjeti
-geometrija
-materijalne znacajke

v

RJESA\’ANIE PROBLEMA
MATEMATICKOG MODELIRANJA

U

POSTPROCESOR
-graficki prikaz rezultata

Slika 2. Shematski prikaz programa
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U pretprocesoru potrebno je opisati geometriju proracunskog modela, podijeliti kontinuum na
konacne elemente 1 odrediti tipove konacnih elemenata te zadati rubne uvjete optere¢enja. U
procesoru se nalaze algoritmi za rjeSsavanje problema matematickog modeliranja te se na
temelju ulaznih podataka izraCunavaju globalna matrica krutosti te globalni vektori
opterecenja. I na kraju, postprocesor omogucava graficki prikaz rezultata, tj. prikazuju se

deformirani oblici proracunskog modela te raspodjela unutarnjih sila i naprezanja.

2.1. Tipovi konaé¢nih elemenata

Razli¢iti tipovi konacnih elemenata izvedeni su u ovisnosti o obliku i nepoznatim
parametrima u ¢vorovima, a svaki tip elementa primjenjiv je za specifi¢éni problem. U
nastavku su opisani izoparametarski konac¢ni elementi koriSteni za izradu zavrSnog rada te su
navedene i njihove oznake u programskom paketu Abaqus [3]. lzoparametarski konac¢ni
elementi koriste se za opisivanje slozenih geometrijskih oblika, a kod ovih je elemenata polje

pomaka opisano pomocu isth interpolacijskih funkcija kao i geometrija elementa.

2.2. Dvodimenzijski kona¢ni elementi

Koristeni dvodimenzijski kona¢ni elementi Su cCetverokutni elementi prvog reda s
reduciranom integracijom CPS4R te ¢etverokutni elementi drugog reda CPS8R s reduciranom
integracijom. U formulaciji izoparametarskih elemenata do izrazaja dolazi slozenost
podintegralnih funkcija pa se Cesto primjenjuje numericka integracija. Prema [2] velik broj
tocaka integracije za to€no izraCunavanje matrica krutosti utjeCe na povecanje troSkova za
izraCunavanje. Stoga se Cesto nastoji smanjiti red numericke integracije, a da se ne narusi
potrebna toc¢nost. Budu¢i da je mreza konaénih elemenata kruca od realne konstrukcije,
pomaci dobiveni proracunskim modelom manji su od realnih. Smanjenje toc¢nosti pri
izraCunavanju matrica moZe povecati tocnost rjeSenja, tj. smanjenjem toCaka integracije
smanjena je krutost konstrukcije te je na taj nacin postoje¢com mrezom kona¢nih elemenata
omoguceno priblizavanje to¢nom rjeSenju. Numericka integracija s manjim brojem tocaka od
onog broja koji je potreban za tocno izraCunavanje matrica krutosti naziva se reducirana

integracija.
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Cetverokutni dvodimenzijski elementi prvog reda CPS4R sastoje se od 4 &vora s po 2 stupnja
slobode u svakom ¢voru, a stupnjevi slobode u ¢vorovima su pomaci u smjeru koordinatnih
0si X 1 y. Ovi konac¢ni elementi opisuju raspodjelu pomaka nepotpunim polinomom drugog
stupnja. U slucaju potpune integracije, koriste se dvije tocke integracije u oba smjera, dok se

kod reducirane integracije koristi samo jedna tocka, koja se nalazi u teziStu elementa.

a 4 3 b) 4 3
@ L] L 2 9
x3 x4
x 7
v A x1 x2 v A
Y
@ > @ [ 2 > L]
y u 2 1 U 2
X

Slika 3. Shematski prikaz ¢etverokutnih elemenata: a) CPS4 i b) CPS4R

Cetverokutni dvodimenzijski element drugog reda CPSSR sastoji se od 8 &vorova s po 2
stupnja slobode u svakom c¢voru, a polje pomaka opisuje potpunim polinomom drugog
stupnja s 2 dodana ¢lana polinoma tre¢eg stupnja. Primjena Cetverokutnih elementa drugog
reda s potpunom integracijom moze dovesti do pojave locking-a, zbog pocetne pretpostavke o
nezavisnosti pomaka i zakreta elemenata. Stoga se preporucuje koristiti elemente drugog reda

s reduciranom integracijom.
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4 7 3 4 7 3
x 7 x 8 x 9 x 3 x 4
Se x4 x5 x6 ¢6 Se 6
v x / x 2 x 3 v x 1 x2
¥

Slika 4. Shematski prikaz ¢etverokutnih elemenata: a) CPS8 i b) CPSSR

2.3. Trodimenzijski konac¢ni elementi

Heksaedarski elementi prvog reda s reduciranom integracijom C3D8R sastoje se od 8
¢vorova, a svaki ¢vor ima 3 stupnja slobode gibanja, §to znaci da ovaj element ima ukupno 24
stupnja slobode gibanja. Raspodjela pomaka opisana je nepotpunim polinomom treceg
stupnja. Ovim elementima opisuje se kvadratna raspodjela pomaka, tj. linearna raspodjela
deformacija i naprezanja. Takva raspodjela pomaka omogucuje monotonu konvergenciju

rjeSenja, ali je nedostatak ovih elemenata nepotpunost polinoma funkcije pomaka.

Heksaedarski elementi drugog reda s reduciranom integracijom C3D20R sastoje se od 20
¢vorova, a svaki ¢vor ima 3 stupnja slobode, Sto znaci da ovaj element ima ukupno 60
stupnjeva slobode. Kod ovih kona¢nih elementa ¢vorovi su raspodijeljeni samo duz bridova
elemenata. Na taj se nacin, uz istu raspodjelu pomaka duz bridova, smanjuje ukupan broj
stupnjeva slobode elemenata. Ovi elementi ispunjavaju sve uvjete za monotonu konvergenciju

rjeSenja.

a) b)

Wi Wi
A A

Slika 5. Shematski prikaz heksaedarskih elemenata: a) C3D8R i b) C3D20R
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3. VERIFIKACIJSKI PRIMJERI

U ovom zavr$nom radu potrebno je za primijenjene kona¢ne elemente i tehnike modeliranja

izvrsiti verifikaciju na jednostavnijim problemima, Sto ¢e biti prikazano u nastavku.

3.1. Savijanje Stapa pravokutnog poprecnog presjeka

Za gredu pravokutnog popre¢nog presjeka, zadanu i opterecenu prema Slici 6., potrebno je

provesti analizu Sirenja plastificiranih podruéja. Zadane karakteristike su:

L=1000 m, H=100 mm, B=80 mm, E=210 000 MPa, v=0,3 i 0T=600 MPa.

q
ESUSISSLIESASEERERAE,

B IE = konst.— H

71

Slika 6. Greda pravokutnog poprecnog presjeka

3.1.1. Elasti¢no deformiranje
Najprije ¢e se razmatrati deformiranje grede u elasticnom podrucju. Pretpostavke i relacije za

izvod analitickog rjeSenja mogu se pronaci u [4]. Analiti¢ko rjeSenje ¢e se kasnije koristiti za
usporedbu s rjesenjima dobivenim pomoc¢u numericke metode konac¢nih elemenata.

Izraz za raspodjelu naprezanja u popre¢nom presjeku glasi:

M

O'X =I—yZ. (31)

y
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Primjenom uvjeta ravnoteze, slijede dijagrami raspodjele unutarnjih sila, tj. poprecne sile Q; i

momenta savijanja My:

a) Qz
_4ql
2
gl
8
b) M,

Slika 7. Dijagram raspodjele unutarnjih veli¢ina: a) Raspodjela popre¢ne sile i b) Raspodjela
momenta savijanja

Raspodjela unutarnjeg momenta savijanja u ovisnosti o koordinati x dobije se metodom

presjeka te ta raspodjela glasi

LI
M (X)=—x—=xX". 3.2
,0) =T x=5 (32)
Iz dijagrama unutarnjih momenata savijanja moze se vidjeti da najve¢i unutarnji moment

savijanja djeluje u popre¢nom presjeku X = 3 te taj moment iznosi

Mo =db (3.3)
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3.1.2. Elasto - plasti¢no deformiranje
Za elasto — plasti¢nu analizu deformiranja najprije je potrebno definirati model materijala. U

proracunu se uzima najjednostavniji model, a to je model elasticno — idealno plasticnog
materijala. To je idealizirani model materijala, a idealizacije stvarnih dijagrama deformiranja
koriste se zato §to su stvarni dijagrami deformiranja previse sloZeni. Pri idealizaciji dijagrama
deformiranja zadrzane su sve bitne karakteristike stvarnih dijagrama. Idealizirani dijagram
elasticno — idealno plasticnog materijala prikazan je na Slici 1. Elasti¢no — idealno plasti¢ni
materijal ponasa se linearno elasticno sve dok naprezanje ne dostigne granicu tecenja or .
Nakon dostizanja granice teCenja slijedi teCenje materijala, ali bez ocvrS¢enja, odnosno

plasti¢na deformacija raste bez porasta naprezanja.

Nakon odredivanja modela materijala, potrebno je postaviti uvjet tecenja. U presjeku x = 3

djeluje najve¢i moment savijanja pa se za taj presjek postavlja uvjet teCenja koji glasi:

o =0y, (34)

X,max

gdje je o, granica teCenja, odnosno naprezanje pri kojem se javljaju prve plasticne

deformacije. Maksimalna naprezanja javljaju se na udaljenosti z . =+— od neutralne linije.

max ?
1z (3.3) slijedi:
M max M max
o, :y—'zmax =S (3.5)
Iy Wy

gdje je Wy aksijalni moment otpora presjeka, koji za pravokutni popreéni presjek iznosi

bh?
Wy = ? (36)
Uvrstavanjem izraza (3.4) i (3.6) u izraz (3.5) slijedi
4 obh?
Or = 3 le ' 3.7)

gdje je gr kontinuirano optere¢enje kod kojeg naprezanje u kriticnom poprecnom presjeku

dostigne granicu tecenja 1 kod kojeg se javljaju prve plasti¢ne deformacije.
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Ako se u izraz (3.6) uvrste zadane vrijednosti, slijedi optereenje kod kojeg se pojavljuju prve

plasticne deformacije:
gr=640 N/mm. (3.8)

Nakon §to naprezanje dostigne granicu teCenja, greda ulazi u elasto — plasti¢no podrucje
deformiranja. Tada dolazi do preraspodjele naprezanja te se plasti¢ne zone pocinju Siriti. Prve
plasticne zone pojavljuju se na gornjem i donjem rubu poprec¢nog presjeka, odnosno u
tockama koje su najudaljenije od neutralne osi. Dakle, dolazi do djelomi¢ne plastifikacije
poprecnog presjeka, a kako raste naprezanje, rastu i plasticna podrucja. Plasti¢na podrucja Sire
se od gornjeg i donjeg ruba presjeka prema neutralnoj liniji, pri ¢emu se smanjuje visina

elastine jezgre, koja je odredena veli¢inom ze.

A
Y

h/2

h/2

<
<

Slika 8. Prikaz elasti¢na jezgre i dva plastificirana podrudja

Moment savijanja koji izaziva djelomi¢nu plastifikaciju presjeka odreden je izrazom

M, =07 (W

y.p

s +25,), (3.9)

gdje je Sy staticki moment plastificiranih podrucja oko osi Yy, a Wy el je aksijalni moment otpora
elasticne jezgre oko osi y. Za pravokutni poprecni presjek staticki moment plastificiranih

podrucja oko osi Yy iznosi

s, =b(ﬁ—zej(9+i} (3.10)
2 472
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Aksijalni moment otpora elasti¢ne jezgre oko osi Yy za pravokutni poprecni presjek iznosi

2
W, =2z, (3.11)

Uvrstavanjem izraza (3.9) i (3.10) u izraz (3.8) slijedi

bh?|3 (2,
My,pl =U-|— ?{E—Z(ﬁ] :| (312)

Iz izraza (3.5.) i (3.6.) slijedi

b
6

gdje je My1 unutarnji moment savijanja kod kojeg se na donjeg i gornjem rubu javljaju prve

, (3.13)

yT =07

plasti¢ne deformacije. Uvrstavanjem izraza (3.13) u izraz (3.12) slijedi raspodjela unutarnjeg

momenta savijanja koji izaziva djelomic¢nu plastifikaciju popre¢nog presjeka:

3 Z, ’
M y.pl = M y.T |:§— Z(Fj :| (314)

Granica izmedu elasti¢nog i elasto-plasticnog podruc¢ja na donjem i gornjem rubu grede moze

se odrediti ako se moment savijanja u presjeku izjednaci s My,t, 0dnosno

M, (% )=M,;, (3.15)
2
T -y, (3.16)

gdje je X, udaljenost (u ovisnosti o duljini grede) do koje se granice na donjem i gornjem

rubu grede prosirilo plasti¢no podrudje.

Slika 9. Sirenje plasti¢nih podruéja
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1z izraza (3.16) slijedi:

XT,lzli(l_«/l_qETJ'XT,z:%{14‘ _%J (3.17)

Budu¢i da je ovaj problem simetri¢an s obzirom na okomitu ravninu koja prolazi sredinom

grede, analizirana je samo jedna polovina grede OSXSE pa vrijedi izraz

LN P 3
x”_z(l 1 qJ. (3.18)

Takoder, potrebno je odrediti visinu elasti¢ne jezgre Ze, koja ovisi o opterecenju i koordinati X.

Visina elasti¢ne jezgre odreduje se iz izraza (3.2) i (3.13), iz kojih slijedi:

M. (x
zeziE 3-2 ) ),odnosno (3.19)
2 yT
2
7, =0 3 g d[X_X | (3.20)
2 g, LI |

Iz izraza (3.19) slijedi da je granica izmedu elasti¢ne i elasto — plasti¢ne zone raspodijelenja

po zakonu hiperbola.
U grani¢nom stanju cijeli popreéni presjek je plastificiran i dolazi do pojave plasti¢nog

zgloba, a time i do sloma grede. Dakle, visina elasti¢ne jezgre je u grani¢nom stanju jednaka

. I
0. 1z uvjeta z, (X = > qgrj =0, slijedi iznos grani¢nog opterecenja g, :

dg =1,90;. (3.21)
Iz izraza (3.20) slijedi grani¢no opterecenje g, :
Qg = 960 N/mm?, (3.22)

Kada djeluje grani¢no optereéenje, plasti¢na podrucja su se prosirila do granice

=
5

Xy 5 J =211,325mm. (3.23)
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3.1.3. RjeSenje dobiveno metodom konacnih elemenata
Numericki proracun metodom konacnih elemenata izvrSen je pomocu programskog paketa

Abaqus, a u nastavku ¢e biti prikazana konvergencija rjeSenja, tj. priblizavanje numericki
dobivenog rjesenja prema analitickom rjeSenju. Konvergencija ¢e se provjeravati usporedbom
naprezanja prema von Misesu u kriticnom popreénom presjeku, a rezultati ¢e biti prikazani
tabli¢no i graficki. 2D prorac¢unski model diskretiziran je pomocu Cetverokutnih elemenata
prvog reda s reduciranom integracijom CPS4R i cetverokutnih elemenata drugog reda s
reduciranom integracijom CPS8R. Buduc¢i da je problem simetriCan, razmatrana je samo
jedna polovina grede, a duz osi simetrije su horizontalni pomaci izjednac¢eni s nulom. Na
lijevom rubu grede rubni uvjeti su zadani pomocu referentne to¢ke koja je zadana na sredini
lijevog brida. Referentna tocka je s lijevim bridom povezana pomocu opcije Continuum

distributing coupling, a pomak u smjeru osi Y izjednacen je s 0.

u1=0
u=0 Ur2=0

uR3=0

Y

L.

Slika 10. Proracunski model

Materijalne znacajke, definirana geometrija, rubni uvjeti i optereéenje se ne mijenjaju u
proraCunima, a mijenjaju se vrsta i broj, odnosno veli¢ina, kona¢nih elemenata. Zbog
jednostavnosti geometrije koriste se strukturirane mreZe. Najprije se proracun provodi s
Cetverokutnim elementima prvog reda s reduciranom integracijom CPS4R. Za kontrolu
konvergencije usporeduje se naprezanje prema von Misesu u kritichom popre¢nom presjeku.
Slijedi tabli¢ni prikaz rezultata dobivenih za razli¢itu gusto¢u mreZze konacnih elemenata, a
prikazana je i relativna razlika u odnosu na analiticko rjeSenje. Relativna razlika racuna se
pomocu izraza

AX = @.100. (3.25)
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Tablica 1. Prikaz konvergencije kona¢nih elementa CPS4R

Broj kona¢nih Numeric¢ki Relativna
elemenata rjeSenje razlika

231 521.436 N/mm? 13.094%
819 554.102 N/mm? 7.649%

1411 563.778 N/mm? 6.0367%
2398 571.14 N/mm? 4.81%

Iz Tablice 1. je vidljivo monotono priblizavanje numerickog rjeSenja analitickom. Na Slici 11.

prikazana je raspodjela naprezanja prema von Misesu za razli¢itu gusto¢u konaénih

elemenata.

S, Mises a) 231 KE

(Avg 75%)

S, Mises b) 819KE

+4.324e+01

5, Mises c) 1411 KE

(Avg: 15%)
+6.000e+02
+5.530e+02
+5.060e+02
+4.590e+02
+4.121e+02
+3651e+02
+3.181e+02
+2.711e+H12
+2241e+02
+1.771e+02
+1.302e+02
+8317e+H01
+3619%+01

S, Mises d) 2398 KE

+7.504e+01
+2.731e+01

SEENESEENEEN

Slika 11. Raspodjela naprezanja prema von Misesu pri diskretizaciji razli¢itim brojem CPS4R
elemenata u slu¢aju optereéenja q=640 N/mm

Fakultet strojarstva i brodogradnje
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Slijedi numericki proraun pomocu Cetverokutnih elemenata drugog reda s reduciranom
integracijom CPS8R. Rezultati za mreze s razli¢itim brojem konac¢nih elemenata prikazani su

tabli¢no.

Tablica 2. Prikaz konvergencije konacnih elemenata CPS8R

Broj konac¢nih Numericko Relativna razlika
elemenata rjeSenje
231 597.557 N/mm? 0.407%
819 597.611 N/mm? 0.398%
1411 597.622 N/mm? 0.396%
2398 597.629 N/mm? 0.395%

Na Slici 12. prikazana je raspodjela naprezanja prema von Misesu za razli¢itu gustocu

konaénih elemenata.

S, Mises a) 231 KE

—— b) 819 KE

+ 2
+1 033402
[ +5 267e+01
+4.000e+00

e ¢) 1411 KE

— d) 2398 KE

Slika 12. Raspodjela naprezanja prema von Misesu pri diskretizaciji razli¢itim brojem CPS8R elemenata
u slu¢aju optereéenja q=640 N/mm
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Na Slici 13. prikazana je konvergencija rjeSenja dobivenih Koristenjem CPS4R i CPS8R

elemenata u ovisnosti 0 ukupnom broju stupnjeva slobode.

600 e o

550 e -
500

450

400

350

300

—e— Analitick
o rjesenje

—o—CPS4R

250 —e—CPSSR
200

150
100
50

0
0 3000 6000 9000 12000

Ukupan broj stupnjeva slobode

Naprezanje prema von Misesu, N/mm?

Slika 13. Konvergencija rjesenja Koristenjem CPS4R i CPS8R elemenata

Cetverokutni elementi drugog reda s reduciranom integracijom CPS8R brze konvergiraju pa
¢e se oni koristiti u daljnjem prorac¢unu.

Sljedeci korak je prikaz Sirenja plasti¢nih podrucja. Na Slici 14. prikazano je Sirenje plasti¢nih
zona koristenjem CPS8R, ako Kkontinuirano optereCenje naraste na q=800N/mm i

g =880N/mm.

S, Mises . &

(Avg: 75%) a) ¢=800 N/mm
610.631

560.304

509.977

450,650

ey ) g=880 N/mm
610.764

Slika 14. Sirenje plasti¢nih podruéja: a) =800 N/mm i b) g=900 N/mm
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Slijedi tablicna usporedba analitickih i numerickih rjeSenja. U Tablici 3. prikazana je
usporedba analiticki 1 numeric¢ki dobivenih vrijednosti u slucaju kontinuiranog opterecenja

g=800 N/mm.

Tablica 3. Usporedba numerickih i analitickih rjeSenja za =800 N/mm

Numericko Analiticko Relativha
rjeSenje rjesenje razlika
X7 275,229 mm 276,393 mm 0.421%

U Tablici 4. prikazana je usporedba analiticki i numeri¢ki dobivenih vrijednosti u sluéaju

kontinuiranog optere¢enja q=880 N/mm.

Tablica 4. Usporedba numerickih i analiti¢kih rjeSenja za g=880 N/mm

Numericko Analiti¢ko Relativna
rjeSenje rjeSenje razlika
X1 237.375 mm 238.883 mm 0.993%

I na kraju, potrebno je provesti proracun u grani¢nom stanju, u kojem se cijeli poprecni
presjek plastificira i dolazi do formiranja plasti¢nog zgloba. No, kada se primjenjuje metoda
konaénih elemenata, dolazi do poteSsko¢a. U granicnom stanju konstrukcija prestaje biti
staticki odredena i pocinje se ponaSati kao mehanizam, a time matrica krutosti postaje
singularna. Singularna matrica krutosti nema inverznu matricu te je njena determinanta
jednaka O pa sustav jednadzbi nije moguce izraCunati. U ovom radu je prikazano Sirenje
plastificiranih podru¢ja u slucaju kad kontinuirano opterecenje ¢ dostigne vrijednost od

g =940 N/mm.

S, Mises
(Avg: 75%)

Slika 15. Sirenje plasti¢nih podruéja u slu¢aju g=940 N/mm
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3.2. Uvijanje Stapa pravokutnog poprecnog presjeka

Za S$tap pravokutnog poprecnog presjeka, zadan i optere¢enu prema Slici 16., potrebno je

odrediti grani¢no optere¢enje. Zadane veli¢ine su
L =1000mm, H =100mm, B =80mm, v =0, o; =600MPa.

Materijal Stapa je elasticno — idealno plastican.

UK
Y

ls

Slika 16. Stap pravokutnog popre&nog presjeka optereéen na uvijanje

3.2.1. Elasti¢no deformiranje
Najprije ¢e se razmatrati deformiranje Stapa u elasticnom podruc¢ju. U [4] su dane

pretpostavke i ograni¢enja pri analizi Stapa neokruglog popre¢nog presjeka. Pomaci su dani

izrazima
u=-yz§4, (3.25)
vV =Xz9, (3.26)
w=y/(X,Y) (3.27)

gdje je y funkcija pomaka.

Prema [5] slijede rjeSenja za uvijanje Stapa pravokutnog poprec¢nog presjeka. Raspodjela
naprezanja prikazana je na Slici 17.
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R

Tmax
X
-

Tlmax J Toaaz
-« ; e

Thnax
Slika 17. Raspodjela posmi¢nih naprezanja po pravokutnom popre¢nom presjeku

Posmi¢na naprezanja su u kutovima poprecnog presjeka jednaka nuli. Najvece posmicno

naprezanje javlja se na sredini dulje stranice, a ratuna se prema izrazu

t

Na sredini krace stranice djeluje naprezanje koje se ratuna prema izrazu

7' max=KaTmax (3.29)

Relativni kut uvijanja racuna se prema izrazu

M
AT (3.30)
2

Vrijednost faktora ki, k2 i ks dobije se iz omjera h/b [5].

3.2.2. Elasto - plasti¢no deformiranje
Kad moment uvijanja dostigne dovoljno veliku vrijednost, u tockama u kojima posmic¢no

naprezanje dostigne kriticnu vrijednost pocinju se javljati prve plasticne deformacije. Te se
tocke nalaze na sredini dulje stranice poprecnog presjeka, a kako raste moment uvijanja, tako
se plasticne zone Sire prema unutra$njosti. Dakle, radi se o ograni€enoj plasti¢noj deformaciji,
odnosno jedan dio poprecnog presjeka ostaje u podru¢ju elasticnog deformiranja, dok u

drugom dijelu poprecnog presjeka postoje elasto — plasticne deformacije.
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Na Slici 18. prikazana je ograni¢ena plasti¢na torzija za opceniti puni popreéni presjek, pri
¢emu C predstavlja rub poprecnog presjeka, Qe podrucje u kojem se javljaju samo elasticne
deformacije, Qei-pi podrucje u kojem sa javljaju elasto — plasti¢ne deformacije, a /" je granica

koja odvaja elasticno od elasto — plasticnog podrucja.

Qelpi »

¥

Slika 18. Ogranicena plasti¢na deformacija

Plasti¢ne deformacije se pocinju javljati u tockama u kojima je ispunjen uvjet tecenja

7| =47’ +7,,° =k, (3.31)

gdje je k kriti¢na vrijednost 7. Za elasto — idealnoplasti¢ni materijal je parametar k konstantan,
odnosno k=zr, a 71 je smi¢na granica teCenja materijala. Smi¢na granica teenja zr racuna se

pomocu von Misesovog uvjeta teenja. Prema [1] von Misesov uvjet teCenja glasi

1

Oy = \/E[(O'l -0, )2 +(o, -0, )2 +(o, —01)2} =k. (3.32)

Kad je Stap optere¢en na uvijanje, tada u Stapu vlada stanje Cistog smicanja. Vrijednost
konstante k odreduje se pokusom ¢istog smicanja, pri ¢emu tecenje nastaje kad je r=tr te
vrijedi

0, =17, 0,=—7;, 0,=0. (3.33)

Iz izraza (3.33.) 1 (3.33.) slijedi da smicna granica teCenja iznosi

k=r, =2L, (3.34)
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Analiza elasto — plasti¢ne torzije prikazana je detaljno u [6] i [7]. U tockama unutar podrucja
u kojem se javljaju elasto — plasti¢éne deformacije naprezanje ne raste s daljnjim povecanjem

momenta uvijanja, odnosno

|T|=\/£%] +(%} =JV¢-Vg =|Vg|=k (3.35)

oy a

gdje je ¢ funkcija naprezanja. Za funkciju naprezanja vrijede slijedecéi izrazi:

¢ =0 na rubu poprecnog presjeka C, (3.36)
V?¢ =—-2G4 u podruéju u kojem postoje samo plastiéne deformacije, (3.37)
|V ¢| =k u podrucju u kojem se javljaju elasto — plasti¢ne deformacije. (3.38)

Jednadzba (3.37.) je elipti¢na jednadZba za Cije je rjeSavanje potrebno poznavati rubne uvjete
na granicama elastiénog podrucja. No, te rubne uvjete nije moguée eksplicitno postaviti jer
nisu poznati iznos funkcije naprezanja ¢ i oblik granice koja odvaja elasti¢no od elasto —
plasti¢nog podrucja za zadanu vrijednost momenta uvijanja, odnosno relativnog kuta zakreta.
No, budu¢i da je prema (3.36) ¢=0 na rubu C koji pripada plasti¢cnom podruéju, iz paraboli¢ne
diferencijalne jednadzbe (3.38) moguce je odrediti oblik funkcije naprezanja u plasticnom

podrudju.

Slika 19. Ogranicena plasti¢na torzija
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Derivacija funkcije naprezanja ¢ u smjeru normale glasi
%:ﬁ-v¢=|ﬁ|-|v¢|c050°. (3.39)
Budu¢i da je |ﬁ| =1, slijedi

99 _1v4l—
— =|Vg|=k. (3.40)

Za neku toc¢ku P u elasto — plasticnom podruéju vrijedi

P P
j % 4n = j kdn, (3.41)
Py an R
o, =kl (342)

1z (3.38.) slijedi da je

#5, =0, (3.43)
jer je $=0 na rubu C. Integriranjem izraza (3.41.) dobiva se

B — s, =K (N6 =1 ). (3.44)
Uvrstavanjem (3.43.) u (3.44.) slijedi izraz za ¢»

¢, = kd. (3.45)

Iz izraza (3.45.) slijedi da su linije ¢=konst. u elasto — plasticnom podruc¢ju paralelne s
vanjskim rubom popre¢nog presjeka. Za neku to¢ku koja se nalazi u elasto — plasti¢cnom
podrudju je vrijednost ¢ jednaka umnosku kriti¢ne vrijednosti k i udaljenosti tocke od ruba C.

Takoder, iz definicije 71 Vgslijedi

7-Vg=0. (3.46)
Buduc¢i da je vektor posmi¢nih naprezanja 7 okomit na V¢, tj. na normalu i, onda je vektor
posmi¢nih naprezanja 7 paralelan s s tangentom na linije g=konst. U elasto — plasticnom
podrucju vrijedi izraz

[7]=[Vel=k. (3.47)
Dakle, kad se u tocki P jednom jave plasticne deformacije, onda za elasticno —

idealnoplastican materijal posmi¢no naprezanje viSe ne mijenja ni smjer ni iznos, Uz

pretpostavku da se promjene geometrije poprecnog presjeka mogu zanemariti.
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Grani¢no stanje se u slucaju neoc¢vrscuju¢ih materijala postize asimptotski, s povecanjem
relativnog kuta zakreta. U ovom stanju postize se plasticna deformacija istog reda velic¢ine

kao i elasticna deformacija, a na podrucju cijelog poprecnog presjeka vrijedi

V| =k. (3.48)

Slika 20. Plasti¢na torzija

Funkcija naprezanja ¢ ima konstantan nagib na vanjsku plohu pa iz izraza (3.48.) slijedi
B(x, ) = dik, (3.49)

B(xs, ) = dok, (3.50)

gdje su d1 i d2 najmanje udaljenosti tocke od vanjskog ruba. Ako na vanjskom rubu C postoji

vise tocaka koje imaju najmanju udaljenost od npr. to¢ke P2, onda je tocka P2 tocka grebena.

Linija grebena spaja sve to¢ke grebena, a u grebenu se spajaju konture ¢=konst. s razli¢itim
smjerovima, tj. konture koje pripadaju razli¢itim plastiénim zonama pri ograni¢enom
plasti¢nom deformiranju. Greben predstavlja ostatak elasti¢éne zone u grani¢nom stanju, stoga
su brzine plasticnih deformacija na grebenu jednake nuli. Duz linijje grebena posmicna
naprezanja su diskontinuirana. Takoder, iz [7] slijedi moment uvijanja koji uzrokuje grani¢no

stanje:

M., =%kb2(3h —b). (3.51)
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3.2.3. RjeSenje dobiveno metodom konacnih elemenata
Iznos momenta uvijanja kod kojeg se javljaju prve plasticne deformacije dobije se tako da se

maksimalno posmi¢no naprezanje na sredini dulje stranice izjednaci sa smi¢nom granicom

teCenja z1. Iznos smicne granice te¢enja odreduje se iz izraza (3.34.) te iznosi

t71=346.41 N/mm?, (3.52)
Moment uvijanja koji uzrokuje pojavu prvih plasti¢nih deformacija iznosi

M 1=48663700 Nmm. (3.53)
Naprezanje na sredini krace stranice iznosi

7 =321.81N/mm?. (3.54)

Verifikacija je provedena pomocu elemenata za trodimenzijsku analizu. KoriSteni elementi su
heksaedarski elementi prvog reda s reduciranom integracijom C3D8R i heksaedarski elementi
drugog reda s reduciranom integracijom C3D20R. Na Slici 21. prikazan je prora¢unski model

modeliran u programskom paketu Abaqus.

a)

ur=ur=uz=0

up1=ug2=ur3=0

Slika 21. Proracunski modeli: @) Rubni uvjeti pomaka zadani opcijom Encastre i b) Rubni uvjeti
zadani pomocu referentne tocke
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Na lijevom kraju grede je u tezistu definirana referentna toc¢ka u kojoj djeluje opterecenje, tj.
moment uvijanja. Referentna tofka je pomocéu opcije Continuum distributing coupling
povezana sa povrsinom. U prvom proracunskom modelu su na desnom kraju grede rubni
uvjeti zadani tako da su pomocu opcije Encastre pomaci i rotacije oko sve tri osi izjednaceni s
nulom. U drugom proracunskom modelu su rubni uvjeti na desnom kraju grede zadani
pomocéu referentne toCke koja je s povrSinom povezana pomocéu opcije Continuum
distributing coupling te su pomaci i rotacije oko sve tri osi izjednaceni s 0. Na Slici 22.

prikazan je rubni uvjet definiran pomocu referentne tocke.

ur=ur=u3=0

Ur1=ur2=ug3=0

Slika 22. Rubni uvjeti zadani pomocu referentne tocke

Takoder, naprezanja koja su dobivena numeri¢kim prorac¢unom, a koja se usporeduju sa

analitickim rjeSenjem, odreduju se na duljini od 500 mm od ishodista koordinatnog sustava.

Na Slici 23. prikazana su naprezanja prema von Misesu dobivena pri diskretizaciji razli¢itim
brojem C3D8R elemenata u slu¢aju kad moment uvijanja iznosi M¢7=48663700 Nmm, a

rubni uvjeti pomaka definirani su pomocu opcije Encastre.
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€, Mises

(Avg: 75%)
+5.618e+02
+5.197e+02

+2.675e+02
+2.254e+02
+1.834e+02
+1413e+02
+9.931e+01
+5.726e+01

a) 2940 KE

¢) 13000 KE

S, Mises

(Avg: 75%)
+5.438e+02
+5.045e+02
+4.652e+02
+4.258e+02
+3.865e+02
+3.472e+02
+3.079e+02
+2.686e+02
+2.293e+02
+1.900e+02
+1.507e+02
+1.114e402

+7.212e+01

S, Mises

(Avg: 75%)
+5.8512+02
+5.3982+02
+4,94424+02
+4.4312+02
+4.0372+02
+32.5842+02
+3.1302+02
+2.6772+02
+2.2242402
+1.7702+02
+1.3172402
+6.6332+01

+4.0392+01

b) 5760 KE

d) 27440 KE

Slika 23. Raspodjela naprezanja prema von Misesu pri diskretizaciji razli¢itim brojem C3D8R
elemenata u sluc¢aju optereéenja M;1=48663700 Nmm, a rubni uvjeti zadani su opcijom Encastre

Na Slici 234 prikazana je raspodjela naprezanja prema von Misesu dobivena pri diskretizaciji

razli¢itim brojem C3D8R elemenata u sluaju kad moment uvijanja iznosi
M, ; = 48663700Nmm, a rubni uvjeti pomaka zadani su pomoc¢u referentne tocke.
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S, Mses )
heme _ (3) 2940KE = s b) 5760 KE
pefiiaes hvs 7o)
2 +4.653e+D2
Hume ot
+4. +]
+1.125%+02
.68)e.
og %?‘:% +1.J47e+D2
+2417e+02 +1.010e+D2
2.114e+D2 +2.67de+D2
+1.811e+02 +2.1)7e+D2
+1.508e+02 .DD1e+
+1.20%+02 +1.66de+D2
+9.027e+01 .128e

+6.547+D1

5, Woes ¢) 13000 KE sies d) 27440 KE

+7.615+D1
+1.7172+01

.....
tH

Slika 24. Raspodjela naprezanja prema von Misesu pri diskretizaciji razli¢itim brojem C3D8R
elemenata u slu¢aju optereéenja M7=48663700 Nmm, a rubni uvjeti su zadani pomoéu
referentne tocke

Nakon elemenata prvog reda, koristeni su heksaedarski elementi drugog reda s reduciranom
integracijom C3D20R. Na Slici 25. prikazana su naprezanja prema von Misesu dobivena pri

diskretizacijski razlicitim brojem C3D20R elemenata.
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e a) 2940 KE — b) 5760 KE

(Avg: 75%) (Avg: 75%)
+6.7028+02 +6.545e+02
+6.143e+02 +6.000e+02
+5.585e+02 +5.456e+02
+5.026e+02 +4.911e+02
+4.468e+02 +4.366e+02
+3.909e+02 +3.822e+02
+3.351e+02 +3.277e+02
+2.792e+02 +2.732e+02
+2.234e+02 +2.188e+02
+1.675e+02 +1.643e+02
+1.117e+02 +1.098e+02
+5.585e+01 +5.536e+01
+2.616e-06 +8.958e-01

m—— ¢) 13000 KE - d) 27440 KE

(Avg: 75%) (avg: 75%)
+6.463e+02 +6.559e+02
+5.525e+02 +6.012e+02
+5.387e+02 +5.466e+02
+4.849+02 +4.919e+02
+4.210e+02 +4.373e+02
+3.772e+02 +3.827e+02
+3.234e+02 +3.280e+02
+2.696e+02 +2.734e+02
+2.157e+02 +2.187e+02
+1.619e+02 +1.641e+02
+1.081e+02 +1.094e+02
+5.428e+01 +5.481e+01
+4.579e-01 +1.667e-01

Slika 25. Raspodjela naprezanja prema von Misesu pri diskretizaciji razli¢itim brojem C3D20R
elemenata u sluc¢aju optereéenja M1=48663700 Nmm, a rubni uvjeti su zadani pomo¢u opcije
Encastre

Na Slici 26. prikazana je raspodjela naprezanja prema von Misesu dobivena pri diskretizaciji
razli¢itim brojem C3D20R elemenata u sluaju kad moment uvijanja iznosi

M, ; =48663700Nmm, a rubni uvjeti pomaka definirani su pomocu referentne tocke.
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5, Mzes

(Avg: 75%)
+4.516e+02
+4.213e+02
+1501e402

+1.205e+02
+3.0272 401

a) 2940 KE

¢) 13000 KE

S, Maes
(Avg: 75%)

+5.661e+02
+5.159e+02

+1.435e-D1

b) 5760 KE

d) 27440 KE

Slika 26. Raspodjela naprezanja prema von Misesu pri diskretizaciji razli¢itim brojem C3D20R
elemenata u slu¢aju optereé¢enja M;7=48663700 Nmm, a rubni uvjeti su zadani pomocu

referentne to¢ke

Iz Slike 23., Slike 24., Slike 25. i Slike 26. slijedi da definiranje rubnih uvjeta ima utjecaj

samo u blizini rubova Stapa. Stoga se u daljnjem proracunu koristi Samo prora¢unski model u

kojem su rubni uvjeti zadani pomocu referentne tocke. Na taj nacin je omogucena deplanacija

oba kraja Stapa.

Slijedi prikaz raspodjele posmi¢nih naprezanja na popre¢nom presjeku koji se nalazi na

udaljenosti od 500 mm od ishodista koordinatnog sustava. Na Slici 27. prikazana je raspodjela

posmi¢nih naprezanja tmax dobivena pri diskretizaciji razli¢itim brojem C3D8R elemenata.
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M;7=48663700 Nmm

a) 2940 KE

S, 513

(Avg: 75%)
+2.539e+02
+2.116e+02
+1.693e+02
+1.269e+02

-1.269e+02
-1.693e+02
-2,116e+02
-2.53%e+02

¢) 13000 KE

S, 513

(Avg: 75%)
+2.858e+02
+2.382e+02
+1.906e+02
+1.429e+02
+9.528e+01
+4.764e+01
+0.000e+00
-4.764e+01
-9.528e+01
-1.429e+02
-1.906e+02
-2.382e+02
-2.858e+02

Slika 27. Raspodjela posmi¢nih naprezanja zmax pri diskretizaciji razli¢itim brojem C3D8R
konacnih elemenata

U Tablici 5. prikazana je usporedba numericki i analiti¢ki dobivenih rjeSenja u tocki s

koordinatama x=0 mm, y=40 mm, z=500 mm te je prikazana i relativna razlika.

b) 5760 KE

S, 813

(AvQ: 75%)
+2.720e+02
+2.267e+02
+1.814e+02
+1.360e+02
+9.068e+01
+4.534e+01
+0.000e+00
-4.534e+01
. _9.068e+01
-1.360e+02
-1.814e+02
-2.267e+02
-2.720e+02

d) 27440 KE

S, 813

{Avg: 75%)
+2.996e+02
+2.496e+02
+1.997e+02
+1.498e+02
+9.985e+01
+4.993e+01
-2.289e-05
-4.993e+01
-9.985e+01
-1.498e+02
-1.997e+02
-2.496e+02
-2.996e+02

Tablica 5. Prikaz konvergencije kona¢nih elemenata C3D8R u tocki x=0 mm, y=50 mm, z=500

mm
Broj konaé¢nih Numericko Relativna
elemenata rjeSenje razlika
2940 253,932 N/mm? 21,09%
5760 254,941 N/mm? 20,78%
13000 265,616 N/mm? 17,46%
27440 278,514 N/mm? 13,46%
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Na Slici 28. prikazana je raspodjela posmi¢nih naprezanja t'max dobivena pri diskretizaciji

razli¢itim brojem C3D8R elemenata.

M;1=48663700 Nmm
a) 2940 KE b) 5760 KE
§,523 S, 523
(Avg: 75%) (Avg: 75%)
+3.030e+02 +3.138e+02
+2.525e+02 +2.615e+02
+2.020e+02 +2.092e+02
+1.515e+02 +1.569e+02
+1.010e+02 +1.046e+02
+5.051e+01 +5.230e+01
+0.000e+00 +7.629e-06
5.051e+01 -5.230e+01
-1.010e+02 -1.046e+02
-1.515e+02 -1.569e+02
-2.020e+02 -2.092e+02
-2.525e+02 -2.615e+02
-3.030e+02 -3.138e+02
b) 13000 KE a) 27440 KE
S, 523 S, 523
(Avg: 75%) (Avg: 75%)
+3.243e+02 +3.377e+02
+2.702e+02 +2.815e+02
+2.162e+02 +2.252e+02
+1.621e+02 +1.689e+02
+1.081e+02 +1.126e+02
+5.404e+01 +5.629e+01
+7.629e-06 +0.000e+00
5.404e+01 -5.629e+01
-1.081e+02 -1.126e+02
-1.621e+02 -1.689e+402
-2.162e+02 -2.252e+02
-2.702e+02 -2.815e+02
-3.243e+02 -3.377e+02

Slika 28. Raspodjela posmi¢nih naprezanja z'max pri diskretizaciji razli¢itim brojem C3D8R
elemenata

U Tablici 6. prikazana je usporedba numericki i analiticki dobivenih rjeSenja u tocki s
koordinatama x=50 mm, y=0 mm, z=500 mm. Takoder, prikazana je i relativna razlika

analitickog rjesenja u odnosu na numericko rjesenje.

Tablica 6. Prikaz konvergencije kona¢nih elemenata C3D8R u tocki x=40 mm, y=0 mm,

z=500 mm
Broj konaé¢nih Numericko Relativna
elemenata rjeSenje razlika
2940 287,643 N/mm? 16,96%
5760 293,986 N/mm? 15,13%
13000 303,104 N/mm? 12,5%
27440 313,999 N/mm? 9,35%
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Na Slici 29. prikazana je raspodjela posmi¢nih naprezanja wmax dobivena pri diskretizaciji
razli¢itim brojem C3D20R elemenata.

M,;7=48663700 Nmm
a) 2940 KE b) 5760 KE

S, 513 S, 813

(Avg: 75%) (Avg: 75%)
+3.477e+02 +3.497e+02
+2.897e+02 +2.914e+402
+2.318e+02 +2.331e402
+1.738e+02 +1.749e+402
+1.15%e+02 +1.166e+02
+5.795e+01 +5.82%e+01
-2.289e-05 +2.289e-05
-5.795e+01 -5.829%+01
-1.159e+02 -1.166e+402
-1.738e+02 -1.749e+02
-2.318e+02 -2.331e+02
-2.897e+02 -2.914e+02
-3.477e+02 -3.497e+02

¢) 13000 KE d) 27440 KE

S, 513 S, 513

(Avg: 75%) (Avg: 75%)
+3.409e+02 +3.421e+02
+2.841e+02 +2.851e+02

- +2.273e+02 +2.281e+02

= +1.705e+02 +1.711e+02

= +1.136e+02 +1.140e+02
+5.682e+01 +5.702e+01
-2.269e-05 +3.052e-05
-5.682e+01 -5.702e+01

o s L
-1.705e+ e+ EREE
-2.273e+02 2.281e+02 ARTARIR A
-2.841e+02 2.851e+02 apT NN
-3.409e+02 -3.421e+02 r ]

Slika 29. Raspodjela posmi¢nih naprezanja zmax pri diskretizaciji razli¢itim brojem C3D20R
elemenata

U Tablici 7. prikazana je usporedba numericki i analiticki dobivenih rjeSenja te relativna

razlika u tocki x=0 mm, y=50 mm, z=500 mm.

Tablica 7. Prikaz konvergencije kona¢nih elemenata C3D20R u to¢ki x=0 mm, y=50 mm,

z=500 mm.
Broj konaénih Numericko Relativna
elemenata rjeSenje razlika
2940 309,283 N/mm? 3,89%
5760 313,912 N/mm? 2,45%
13000 314,198 N/mm? 2,36%
27440 314,499 N/mm? 2,27%
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Na Slici 30. prikazana je raspodjela posmi¢nih naprezanja 7'max dobivena pri diskretizaciji

razli¢itim brojem C3D20R elemenata.

M;1=48663700 Nmm

a) 2940 KE b) 5760 KE
S, S823 S, 823
(Avg: 75%) (Avg: 75%)
+3.668e+02 +3.731e+02
+3.057e+02 +3.110e+02
+2.445e+02 +2.488e+02
+1.834e+02 +1.866e+02
+1.223e+02 +1.244e+02
+6.113e+01 +6.219e+01
+2.289e-0S5 +0.000e+00
-6.113e+01 -6.219e+01
-1.223e+02 - -1.244e+02
-1.834e+02 -1.866e+02
-2.445e+02 -2.488e+02
-3.057e+02 -3.110e+02
-3.668e+02 -3.731e+02
¢) 13000 KE
S, 523 S, 823
(Avg: 75%) (Avg: 75%)
+3.779e+02 +3.858e+02
+3.149e+02 +3.215e+02
+2.519e+02 +2.572e402
+1.88%e+02 +1.929e+02
+1.260e+02 +1.286e+02
+6.298e+01 +6.430e+01
-2.289e-05 -1.526e-05
-6.298e+01 -6.430e+01
1 -1.260e+02 -1.286e+02
g -1.889e+02 -1.929e+02
-2.519%9e+02 -2.572e+02
-3.149e+02 -3.215e+02
-3.779e+02 -3.858e+02

Slika 30. Raspodjela posmi¢nih naprezanja z'max pri diskretizaciji razli¢itim brojem C3D20R
elemenata

U Tablici 8. prikazana je usporedba numericki i analiti¢ki dobivenih rjeSenja te relativna

razlika u to¢ki x=40 mm, y=0 mm, z=500 mm.

Tablica 8. Prikaz konvergencije kona¢nih elemenata C3D20R u to¢ki x=40 mm, y=0 mm,

z=500 mm.
Broj konaénih Numericko Relativna
elemenata rjesenje razlika
2940 340,694 N/mm? 1,65%
5760 343,988 N/mm? 0,69%
13000 344,257 N/mm? 0,62%
27440 344,606 N/mm? 0,52%
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Slijedi graficki prikaz konvergencije rjeSenja za tmax dobivenih numerickim proracunom.

346,41 o o

303,10875

259.8075
—o— Analiticko
216,50625 rjesenje

C3D8R
173,205

129.90375 —+—C3D20R

Maksimalno posmi¢no naprezanje, N/mm?

86,6025

43,30125

0 207500 415000 622500 830000
Ukupan broj stupnjeva slobode

Slika 31. Konvergencija rjeSenja C3D8R i C3D20R

Iz Slike 31. slijedi da elementi C3D20R konvergiraju brze od elemenata C3D8R, ali ¢e se u
daljnjem proracunu ipak koristiti elementi C3D8R jer imaju manji broj ¢vorova pa je pojas
globalne matrice krutosti uZzi, Sto zahtijeva manje racunalne memorije 1 kraée vrijeme

potrebno za rjeSavanje globalnog sustava jednadzbi za isti broj stupnjeva slobode u modelu.

Takoder, C3D8R elementi su jednostavniji za koriStenje 1 njihove su moguénosti za proracun

zadatka dovoljne.
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Slijedi prikaz Sirenja plasticnih podrucja. Na Slici 32. prikazano je naprezanje prema von
Misesu dobiveno koristenjem C3D8R elemenata, ako moment uvijanja ima vrijednost

M,pi=78000000 Nmm. Proracun je proveden za mrezu od 27440 elemenata C3D8R.

M:p=78000000 Nmm

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.000e+02
+5.565e+02
+5.131e+02
+4.696e+02
+4.262e+02
+3.827e+02
+3.393e+02
+2.958e+02
+2.524e+02
+2.089e+02
+1.655e+02
+1.220e+02
+7.860e+01

Slika 32. Naprezanje prema von Misesu u slu¢aju M;,=78000000 Nmm

Na sljedecoj slici prikazana je raspodjela posmiénih naprezanja u slucaju opterecenja

Mtp=78000000 Nmm.

M:p=78000000 Nmm
a) b)
5,513 5,523
(Avg: 75%) (avg: 75%)
+3.464e+02 +3 464e+02
+2.887e+02 +2.887e+02
+2.309e+02 +2.309e+02
+1.732e+02 +1.732e+02
+1.155e+02 +1.155e+02
—t +5.773e+01 — +5.773e+01
+ +1.526e-05 —+ +0.000e+00
-5.773e+01 - -5.773e+01
-1.155e+02 -1.155e+02
-1.732e+02 -1.732e+02
-2.309e+02 -2.309e+02
-2.887e+02 -2.887e+02
-3.464e+02 -3.464e+02

Slika 33. Raspodjela posmi¢nih naprezanja u slu¢aju My=78000000 Nmm: &) Tmax i b) 7'max
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Potrebno je provesti proracun u grani¢nom stanju. Grani¢ni moment uvijanja ra¢una se prema

izrazu (3.51.) te grani¢ni moment izNosi

Mi,gr=81290917 Nmm.

(3.55)

Na Slici 34. prikazana je raspodjela naprezanja prema von Misesu u sluc¢aju kad moment

uvijanja iznosi Mp=80000000 Nmm.

(Avg

S, Mises
1 75%)

+6.000e+02
+5.573e+02
+5.147e+02
+4.720e+02

+3.014e+02

+2.587e+02
+2.160e+02
+1.734e+02
+1.307e+02
+8.804e+01

M=80000000 Nmm

Slika 34. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju M;;=78000000 Nmm

Na sljede¢oj slici prikazana

M, ., =80000000Nmm.

t,pl

M, ,=80000000
a)

S, 513

{Avg: 75%)
+3.4642+02
+2.887e+02
+2.309e+02
+1.732e+02
+1.155e+02
- +9.773e+01
— + +2.,289e-05
1 -5.773e+01
-1.155e+02
-1.732e+02
-2,30%e+02
-2.887e+02
-3.464e+02

je

raspodjela  posmicnih

b)

S, 523
(A¥g: 75%)
+3.464e+02
+2.887e+02
+2.309e+02
+1.732e+02
+1.155e+02
+2.773e+01
= +7.620e-06
8 -5.773e+01
-1.155e+02
-1.732e+02
-2.309e+02
-2.887e+02
-3 464e+02

naprezanja

u

slucaju

Slika 35. Raspodjela posmi¢nih naprezanja u slu¢aju M;=80000000 Nmm: @) zmax i b) 7'max
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4. NUMERICKA ANALIZA OKVIRNIH NOSACA

4.1. OKkvirni nosaé

Za okvirni nosa¢ zadan i optere¢en prema Slici 36. potrebno je odrediti grani¢no optereéenje
primjenom statickog poucka, pristupa krutog plasticnog zgloba te kinematickog poucka.

Zadane veli¢ine su:
L =1000mm, h =100mm, b =80mm, &, =600N/mm?*, E = 210000N/mm?,v =0.

v

F/2 /

El=konst.

1/2 ? 1/2

Slika 36. Okvirni nosa¢

4.1.1. Stati¢ki poucak

Staticki poucak daje donje ograniCenje vrijednsosti grani¢nog opterecenja, tj. ako se moze
prona¢i dijagram momenta savijanja koji zadovoljava uvjete ravnoteZze sa zadanim
opterecenjem i ako moment savijanja ni u jednom presjeku nije vec¢i od graniénog momenta,
onda je optereCenje manje ili jednako graninom optere¢enju [1]. U proracunu se
pretpostavlja idealizirani M-« dijagram poprec¢nog presjeka, prikazan na Slici 37., pri ¢emu je

Mgr moment potreban za potpunu plastifikaciju popre¢nog presjeka, a « je zakrivljenost.
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MA

Y

Slika 37. ldealizirani M-k dijagram

Primjenom drugog Castiglianovog teorema, slijedi raspodjela momenta savijanja za zadani

okvirni nosa¢, prikazan na Slici 38.

0.190F1
B & D
0.024F1
0.167FI
LA E
0.101F1 0.184F1

Slika 38. Momentni dijagram za zadani okvirni nosa¢

Najve¢i moment savijanja javlja se u tocki D. Primjenom stati¢kog poucka moment savijanja
u tocki D izjednacava se s grani¢nim momentom, Koji uzrokuje pojavu plasti¢nog zgloba u
tocki D.

IM | = 0.190F 1 =M. (4.1)

max|_

Fakultet strojarstva i brodogradnje 38



Ana Vrgoc Zavrsni rad

Iz izraza (4.1) slijedi grani¢no opterecenje koje uzrokuje pojavu plasticnog zgloba u tocki D

M
Fyr =5,25— " = 421052,63N. (4.2)

Na taj nacin dobiveno je donje ogranienje za vrijednost grani¢nog optere¢enja zadanog

okvirnog nosaca.

4.1.2. Pristup krutog plasti¢nog zgloba
Pristup krutog plasti¢nog zgloba zanemaruje elasti¢ne deformacije, odnosno do pojave sloma

se konstrukcija smatra krutom. U analitickom proracunu pretpostavlja se idealizirani dijagram
M-, koji je prikazan na Slici 39., gdje je Mgr moment potreban za potpunu plastifikaciju
popre¢nog presjeka, a « je zakrivljenost.

M
A

L"fgr

A 4

Slika 39. Idealizirani M-k dijagram

Budu¢i da je konstrukcija tri puta staticki neodredena, da bi doslo do plasticnog kolapsa
konstrukcije, tj. da bi konstrukcija presla u mehanizam, moraju se pojaviti 4 plasti¢na zgloba.
Prvi plasti¢ni zglob nastaje u tocki D, a dijagram momenta savijanja u slu¢aju nastanka prvog

plasti¢nog zgloba u tocki D prikazan je na Slici 40.
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0.12M M gr
1ilMlg A

/ /
0, 87 i"lgr

0,97 Mg

0,52Mp

Slika 40. Nastajanje prvog plasti¢nog zgloba

Sila koja uzrokuje nastanak prvog plasti¢nog zgloba iznosi

F =421052,63N. (4.3)

Iz Slike 40. slijedi da ¢e drugi plasti¢ni zglob nastati u to¢ki E. Dijagram momenta savijanja u

slu¢aju nastanka drugog plasti¢nog zgloba prikazan je na Slici 41.

0,14M, Mg

0.92M;r

0,57Mgr M.,

Slika 41. Nastajanje drugog plasti¢nog zgloba

Sila koja uzrokuje pojavu drugog plasti¢nog zgloba iznosi
F*=484210,5247N. (4.4)

Tre¢i plasti¢ni zglob ¢e prema Slici 41. nastati u to¢ki C. Dijagram momenta savijanja u

slu¢aju nastanka tre¢eg plasti¢énog zgloba prikazan je na Slici 42.
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0,17M,r Mer

O s 6 6."‘[ g7 1."1 gr

Slika 42. Nastajanje treceg plasti¢nog zgloba

Sila koja uzrokuje nastanak treé¢eg plasticnog zgloba iznosi
F**=526315,879 N. (4.5)
Cetvrti plasti¢ni zglob nastaje u to¢ki A te tada nastupa grani¢no stanje i konstrukcija prelazi u

mehanizam. Momenti dijagram u grani¢nom stanju te mehanizam plasti¢nog sloma okvirnog

nosaca prikazani su na Slici 43..

a) b)
/ .:‘[ g7
. 4 /
Mg l
Mg Mg

Slika 43. Grani¢no stanje okvirnog nosa¢a: a) Momenti dijagram i b) Mehanizam plasti¢nog
sloma

Sila kod koje nastupa grani¢no stanje iznosi

Fgr=568421.0511N. (4.6
4.1.3. Kinematicki poucak

Kinematicki poucak daje gornje ograniCenje grani¢nog optereCenja, tj. prema [1] je
opterecenje, koje slijedi iz proizvoljno odabranog mehanizma sloma, vece ili jednako
grani¢nom opterec¢enju. Detaljna analiza poucka grani¢ne analize konstrukcija prikazana je u

[1]. Pretpostavljeni mehanizmi sloma prikazani su na Slici 44.
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a)

Mg B l C Mg D

Fer/2 —»—to/ ‘(_0/

do.!

< M, < M,
" gr Y Mgr
) ;9

b) P 8

Fgr/2 B ao. ao. D
“::i':,'
/ el b G _____K-““ -

Mgy M,

A 4

C) Fg"
Fg/2 B D
N - )
2 do oL
s C —“’_.—
95
My Mg
4 E

Slika 44. Pretpostavljeni mehanizmi sloma
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Plasti¢ni zglobovi nastaju u presjecima u kojima momenti savijanja imaju najvece vrijednosti.

Stati¢ki i kinematicki poucak temelje se na principu virtualnih radova, koji glasi
OW® =oW', 4.7)

gdje je OWevirtualni rad vanjskih sila, a dW'je virtualni rad unutarnjih sila. Za prvi
mehanizam sloma, prikazan na Slici 44. a), princip virtualnih radova u trenutku plasti¢nog

sloma glasi

% F, 100 =4M da. (4.8)

Iz izraza (4.8) slijedi da grani¢no opterecenje iznosi

1 _8My

gr |

(4.9)

Za drugi mehanizam sloma, prikazan na Slici 44. b), princip virtualnih radova u trenutku

plasti¢nog sloma glasi

F,loa =6M 0. (4.10)

1z izraza (4.10) slijedi

6M
F oo Vo (4.11)

ar |

Za tre¢i mehanizam sloma, prikazan na Slici 44. c), princip virtualnih radova u trenutku

plasticnog sloma glasi

|
Fy 50 =4M, O (4.12)

1z izraza (4.12) slijedi

8M
F3__"""o (4.13)

gr |

Budu¢i da drugi mehanizam daje najmanju vrijednost, grani¢no opterecenje iznosi

F4r=720000 N. (4.14)
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4.1.4. Numericki proracun

Slijedi proracun u programskom paketu Abaqus. Najprije je analiza provedena pomoc¢u 568
dvodimenzijskih ¢etverokutnih elementa drugog reda s reduciranom integracijom CPS8R. Na
Slici 45. prikazan je 2D prorac¢unski model.

F/2

ur=ur=u3=0
ur=wr=u3z=0 F e

 m———— ur1=ur2=ur3=0
ur1=ur2=ur3=0

Slika 45. 2D proracunski model

Nakon dvodimenzijske analize proveden je i prora¢un pomocéu 3408 trodimenzijskih
heksaedarskih elementa prvog reda s reduciranom integracijom C3D8R, a 3D proracunski
model prikazan je na Slici 46.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 44



Ana Vrgoc¢ Zavrsni rad

u1=u2=u3=0

ur1=uR2>=ugr3=0

ur=ur=u3=0
A ur1=ur2=urs=0
Slika 46. 3D proracunski model

4.1.5. Nastajanje prvih plasti¢nih deformacija
Numeri¢ki proracun proveden je u slucaju optereéenja F=421052,63 N, Sto je dobiveno

primjenom statickog poucka. Na Slici 47. prikazana je raspodjela naprezanja prema von
Misesu u slucaju optere¢enja F=421052,63 N pri diskretizaciji s 2272 kona¢nih elemenata
CPS8R.
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F=421052,63N

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.000e+02
+5.506e+02
+5.013e+02
+4.519e+02
+4.025e+02
+3.532e+02
+3.038e+02
+2.544e+02
+2.051e+02
+1.557e+02
+1.063e+02
+5.695e+01
+7.581e+00

Slika 47. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju optereé¢enja F=421052,63 N

Numeri¢kim proracunom utvrdeno je da su U slucaju opterecenja F=421052,63 N plasti¢ne
deformacije ve¢ nastale i pocele se Siriti. Na Slici 48. prikazana je raspodjela plasti¢nih

deformacija.

F=421052.63 N

PE, Max. In-Plane Principal
(Avg: 75%)
+2.602e-03
+7.000e-04
+6.297e-04
+5.593e-04
+4.890e-04
+4.186e-04
-+ +3.483e-04
= +2.779%e-04
+2.076e-04
+1.372e-04
+6.688e-05
-3.467e-06
-7.381e-05
-1.442e-04

Slika 48. Raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju opterecenja F=421052,63 N
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Ovo odstupanje od analitickog rjesenja javlja se zato §to pri numerickim prora¢unima vlada
viSeosno stanje naprezanja, dok se kod analitickog proracuna, zbog uvodenja pretpostavki i
ograni¢enja o deformiranju, pretpostavlja jednoosno stanje naprezanja i obzir se uzima samo
savijanje. Takoder, tijekom numeric¢ke analize, veliki utjecaj na rezultate, tj. na koncentraciju
naprezanja ima vertikalna koncentrirana sila pa se na mjestu djelovanja te sile uvijek javlja

vece naprezanje u odnosu na rjeSenja dobivena analitiCkim prorac¢unom.

Numeric¢kim prorac¢unom utvrdena je sila kod koje se javljaju prve plasti¢ne deformacije te ta
sila iznosi F=320000 N. Na Slici 49. prikazana je raspodjela naprezanja u slucaju opterecenja
F=320000 N.

F=320000N

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.000e+02
+5.505e+02
+5.010e+02
+4.514e+02
+4.019e+02
+3.524e+02
+3.029e+02
+2.534e+02
+2.038e+02
+1.543e+02
+1.048e+02
+5.526e+01
+5.743e+00

Slika 49. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju optereé¢enja F=320000 N
Na Slici 50. prikazana je raspodjela plasti¢nih deformacija u slucaju opterec¢enja F=320000 N.
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F=320000N

PE, Max. In-Plane Principal

(Avg: 75%)
+1.175e-03
+0.000e+00
-4.133e-06
-8.265e-06
-1.240e-0S
-1.653e-0S
-2.066e-0S
-2.480e-0S
-2.893e-05
-3.306e-05
-3.719e-0S
-4.133e-0S
-4.546e-0S
-4,959e-0S

Slika 50. Raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju optereéenja F=320000 N

Takoder, numericka analiza provedena je 1 pomoc¢u trodimenzijskih heksaedarskih kona¢nih
elemenata prvog reda s reduciranom integracijom C3D8R. Raspodjela naprezanja prema von
Misesu u slucaju optereéenja F=421052,63 N pri diskretizaciji s 3408 konacnih elemenata
C3D8R prikazana je na Slici 51.
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F=421052,63 N

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.000e+02
+5.504e+02
+5.008e+02
+4.512e+02
+4.016e+02
— +3.520e+02
1 +3.024e+02
— +2.528e+02
+2.032e+02
+1.537e+02
+1.041e+02
+5.447e+01
+4.873e+00

Slika 51. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju opterecenja F=421052,63 N

Na Slici 52. prikazana je raspodjela plastiénih deformacija u slufaju optereéenja
F =421052,63N.
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F=421052.63N

PE, Max. Principal

(Avg: 75%)
+5.201e-02
+1.000e-03
+9.167e-04
+8.333e-04
+7.500e-04
+6.667e-04
+5.833e-04
+5.000e-04
+4.167e-04
+3.333e-04
+2.500e-04
+1.667e-04
+8.333e-05
+0.000e+00

Slika 52. Raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju optere¢enja F=421052,63 N

Iz Slike 51. i Slike 52. slijedi da se u slu¢aju optere¢enja F=421052,63 N pocinju javljati prve

plasti¢ne deformacije, $to odgovara analitiCkom rjeSenju.
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4.1.6. Propagacija plasti¢nih zona i nastajanje plasti¢nih zglobova
Numericki proracun proveden je u slucaju opterecenja F=484210,5247 N. Proracunski model

diskretiziran je s 2272 kona¢nih elemenata CPS8R. Na Slici 53.. prikazana je raspodjela

naprezanja prema von Misesu te raspodjela plasti¢nih deformacija.

F=484210,5247N

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.000e+02
+5.508e+02
+5.016e+02
+4.523e+02
+4.031e+02
+3.53%e+02
+3.047e+02
+2.555e+02
+2.062e+02
+1.570e+02
+1.078e+02
+5.858e+01
+9.358e+00

Slika 53. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju opterecenja F=484210,5247 N
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Na Slici 54. prikazana je raspodjela plasticnih deformacija u slucaju opterecenja

F=484210,5247N.

F=484210,524N

PE, Max. In-Plane Principal
(Avg: 75%)

+1.752e-02
+1.752e-04
+1.029e-04
+3.056e-05

L1 -4.175e-05

-6.925e-04

Slika 54. Raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju optereé¢enja F=484210,5247 N

Iz Slike 54. slijedi da su u slucaju optere¢enja F=484210,5247 N nastala tri plasti¢na zgloba.
Dakle, plasti¢ni kolaps konstrukcije nastaje pri optereenju manjem od optereCenja Koje je
izracunato analitickim proraCunom. Numerickom analizom utvrdeno je da plasti¢ni kolaps
konstrukcije nastupa pri optereCenju F=512052,6 N. Na Slici 55. prikazana je raspodjela

naprezanja u slucaju opterecenja F=500000N.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 52



Ana Vrgoc¢

Zavrs$ni rad

F=500000N

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.000e+02
+5.515e+02
+5.030e+02
+4.545e+02
+4.059e+02
+ +3.574e+02
+3.089e+02
+2.604e+02
1 +2.119e+02
+1.634e+02
+1.149e+02
+6.634e+01
+1.783e+01

Slika 55. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju optere¢enja F=500000N

Na Slici 56. prikazana je raspodjela plasti¢nih deformacija u slucaju optere¢enja F=500000N.

F=500000N

PE, Max. In-Plane Principal

(Avg: 75%)
+4.609e-02
+4.609e-04
+3.414e-04
+2.220e-04
+1.026e-04
-1.683e-05
-1.363e-04
-2.557e-04
-3.751e-04
-4.945e-04
-6.139e-04
-7.334e-04
-8.528e-04
-9.722e-04

Slika 56. Raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju opterec¢enja F=500000N
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Takoder, numericka analiza provedena je 1 pomocu trodimenzijskih heksaedarskih kona¢nih
elemenata prvog reda s reduciranom integracijom C3D8R. Proracunski model diskretiziran je
s 3408 konacnih elemenata C3D8R. Prvo je analiza provedena u slucaju opterecenja
F=484210,5247 N. Na Slici 57. prikazana je raspodjela naprezanja prema von Misesu u
slu¢aju optere¢enja F=484210,5247 N pri diskretizaciji s 3408 konac¢nih elemenata C3DSR.

F=484210,52N

I
S, Mises |
(Avg: 75%)

+6.000e+02
+5.500e+02
+5.000e+02
+4.500e+02
+4.000e+02
+3.500e+02
+3.000e+02
+2.500e+02
+2.000e+02
+1.500e+02
+1.000e+02
+5.000e+01
+0.000e+00

1]

< e

Slika 57. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju optereéenja F=484210,5247N

Na Slici 58. prikazana je raspodjela plasticnih deformacija u slucaju optereenja
F=484210,5247 N.
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F=484210,42N

PE, Max. Principal

(Avg: 75%)
+1.466e-01
+1.000e-03
+9.167e-04
+8.333e-04
+7.500e-04
+6.667e-04
+5.833e-04
+5.000e-04
+4.167e-04
+3.333e-04
+2.500e-04
+1.667e-04
+8.333e-05
+0.000e+00

Slika 58. Raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju optereéenja F=484210,5247 N
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Zatim je provedena analiza u slucaju opterecenja F=526315,78 N. Na Slici 59. prikazana je

raspodjela naprezanja prema von Misesu pri diskretizaciji s 3408 konacnih elemenata C3D8R.

F=526315,78N

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.000e+02
+5.500e+02
+5.000e+02
+4.500e+02
+4.000e+02
+3.500e+02
+3.000e+02
+2.500e+02
+2.000e+02
+1.500e+02
+1.000e+02
+5.000e+01
+0.000e+00

1
|
A
|
1
1
I
1
i
i
B
B
B
I
il
.l

Slika 59. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju optereéenja F=526315,78 N ri
diskretizaciji s 3408 konac¢nih elemenata C3DSR

Na Slici 60. prikazana je raspodjela plasticnih deformacija u slucaju optereenja

F=526316,78N.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 56



Ana Vrgoc¢ Zavrsni rad

F=526315,78N

PE, Max. Principal

(Avg: 75%) 4 -
+2.046e-01
+2.046e-03
+1.875e-03
+1.705e-03 o
+1.534e-03
+1.364e-03
+1.193e-03
+1.023e-03
+8.524e-04
+6.819e-04
+5.114e-04
+3.410e-04
+1.705e-04
+0.000e+00

Slika 60. Raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju opterecenja F=526315,78 N

Numeri¢kom analizom dobiven je iznos sile koja uzrokuje plasti¢ni kolaps okvirnog nosaca te
ta sila iznosi F=560000 N, ¢ime je ostvareno dobro podudaranje s analiti¢kim rjeSenjem. Na

Slici 61. prikazana je raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju F=545000 N.
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F=545000N

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.000e+02
+5.500e+02
+5.000e+02
+4.500e+02
+4.000e+02
+3.500e+02
+3.000e+02
+2.500e+02
+2.000e+02
+1.500e+02
+1.000e+02
+5.000e+01
+0.000e+00

.

o o o i i 0 O O O O O

AEEMEE™
el L [ | T

Slika 61. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju F=545000 N

Na Slici 62. prikazana je raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju F=545000 N.

F=545000 N

PE, Max. Principal

(Avg: 75%)
+2.122e-01
+1.000e-03
+9.167e-04
+8.333e-04
+7.500e-04
+6.667e-04
+5.833e-04
+5.000e-04
+4.167e-04
+3.333e-04
+2.500e-04
+1.667e-04
+8.333e-05
+0.000e+00

Slika 62. Raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju F=545000 N
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Iz provedene numeriCke analize slijedi da 3D heksaedarski konacni elementi prvog reda s
reduciranom integracijom daju bolja, tj. realnija rjeSenja mehanizma plastiénog kolapsa
okvirnog nosaca. Granicno optereéenje izraCunato numerickom analizom manje je od
analiticki izraunatog grani¢nog opterecenje. Relativna razlika izmedu numeri¢ki numericki
izraCunatog 1 analiticki izraCunatog grani¢nog primjenom pristupa krutog plasti¢nog zgloba

1znosi opterecenja iznosi 1.48%.

4.2. Prostorna Stapna konstrukcija

Za okvirni nosa¢ zadan i opterec¢en prema Slici 63. potrebno je odrediti grani¢no opterecenje

Zadane veli¢ine su:

L=1000 mm, h=100 mm, b=80 mm, o1=600 N/mm2, E=210000 N/mm2, v=0.

X

.-"/Y
e, “ i
.
i B [ |
zl 1 X
h S A —_—
YD
a " f
s

N i
b

Slika 63. Prostorna $tapna konstrukcija

4.2.1. Analiticko rjeSenje
Zadana prostorna Stapna konstrukcija jedan put je staticki neodredena pa se za odredivanje

nepoznatih reakcija veza primjenjuje drugi Castiglianov teorem [8]. Na Slici 64. prikazani su

dijagrami momenta savijanja i uvijanja.
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Slika 64. Dijagram momenta uvijanja i savijanja

Iz Slike 64. slijedi da je dio prostorne Stapne konstrukcije od A do B opterecen na Cisto
uvijanje, a dijelovi Stapne konstrukcije od B do C te od C do D su optereceni samo na
savijanje. Kako bi se odredili kriti¢ni presjeci u kojima dolazi do pojave prvih plasti¢nih
deformacija, potrebno je postaviti uvjet tecenje prema teoriji najvece distorzijske energije, dan
izrazom (3.32).
Za dio Stapa od A do B, koji je optere¢en samo na uvijanje, izraz (3.32) prelazi u
_ %

Neh

Ako se u izraz (4.11) uvrsti izraz za najvece posmicno naprezanje, koje se kod pravokutnih

(4.11)

77

poprecnih presjeka javlja na sredini dulje stranice (3.28), slijedi da moment uvijanja koji
uzrokuje pojavu prvih plasti¢nih deformacija iznosi

M;,1=48663700 Nmm. (4.12)
Iz Slike 64. slijedi raspodjela momenta uvijanja na dijelu Stapa od A do B

Mi=-FI. (4.13)
Iz izraza (4.12.) 1 (4.13.) slijedi iznos sile kod kojeg dolazi do pojave prvih plasti¢nih
deformacija

F1=48663.7 N. (4.14)
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Za dio Stapa od B do C, koji je opterecen na Cisto savijanje, uvrStavanjem izraza (3.5) 1 (3.6) u
(3.32) slijedi iznos sile kod kojeg dolazi do pojave prvih plasti¢nih deformacija
F2=80000 N. (4.15)

Za dio $tapa od C do D proracun ekvivalentnog naprezanja provodi se u to¢ki C u kojoj je
moment savijanja najveéi. UvrStavanjem izraza (3.5) i (3.6) u (3.32) slijedi iznos sile kod
kojeg dolazi do pojave prvih plasti¢nih deformacija

F3=F?=80000 N. (4.16)
Buduéi da je iznos F1 najmanji, kod tog iznosa se na sredini dulje stranice po Citavoj duzini

Stapa od A do B javljaju prve plasti¢ne deformacije.

4.2.2. Numeri¢ka analiza
Slijedi numeri¢ki proracun koristenjem programskog paketa Abaqus. Na Slici 65. prikazan je

proracunski model.

\

ur=ur=u3z=0

URI=URI=UR3™0

Slika 65. Proraéunski model

Proracunski model diskretiziran je s trodimenzijskim heksaedarskim elementima prvog reda s
reduciranom integracijom C3D8R. Numericki proracun proveden je u slucaju opterecenja

F=48663,7 N. Proracunski model diskretiziran je s 22560 kona¢nih elemenata C3DSR.
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Na Slici 66. prikazana je raspodjela naprezanja prema von Misesu u slucaju optereéenja

F=48663,7 N.

F=48663,7 N

S, Mises
(Avg: 75%)
+5.028e+02
+4.615e+02
+4.203e+02
+3.791e+02
+3.379e+02
+2.967e+02
+2.555e+02
= +2.142e+02
1 +1.730e+02
+1.318e+02
+9.05%e+01
+4.938e+01
+8.161e+00

Slika 66. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju opterecenja F=48663,7 N
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Na

Slici  67.

prikazana

opterecenja F=48663,7N.

F=48663,7TN

PE, Max, Principal
(Avg: 75%)

+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00

je

raspodjela

plasti¢nih

deformacija

u

slucaju

Slika 67. Rapsodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju optereéenja F=48663,7 N

Iz Slike 67. slijedi da se slucaju opterecenja F=48663,7 N ne javljaju plasti¢ne deformacije.
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Slijedi prorac¢un u slucaju kad optereéenje iznosi F=70000 N. Na Slici 68. prikazana je

raspodjela naprezanja prema von Misesu u slucaju opterecenja F=70000 N.

F=T70000 N

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.000e+02
+5.510e+02
+5.020e+02
+4.529e+02
+4.03%e+02
+3.549e+02
+3.059e+02
+2.568e+02
+2.078e+02
+1.588e+02
+1.098e+02
+6.076e+01
+1.174e+01

Slika 68. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju opterec¢enja F=70000 N
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Na Slici 69. prikazana je raspodjela plasti¢nih deformacija u slucaju opterec¢enja F=70000 N.

F=70000 N

PE, Max. Principal
(Avg: 75%)

+1.681e-03
+1.000e-03
+9.167e-04
+8.333e-04
+7.500e-04
+6.667e-04
+5.833e-04
+5.000e-04
+4.167e-04
+3.333e-04

+2.500e-04
+1.667e-04
+8.333e-05

+0.000e+00

Slika 69. Raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju optereéenja F=70000 N

Iz Slike 69. slijedi da opterec¢enje F=70000 N na dijelu Stapa od A do B pocinju javljati

plasti¢ne deformacije.
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Na Slici 70. prikazana je raspodjela posmi¢nih naprezanja zmax Na dijelu stapa od A do B.

F=70000 N

S, 523

(Avg: 75%)
+3.361e+02
+2.800e+02
+2.23%e+02
+1.679e+02
+1.118e+02
+5.572e+01
-3.557e-01
-5.643e+01
-1.125e+02
-1.686e+02
-2.246e+02
-2.807e+02
-3.368e+02

Slika 70. Rapsodjela posmi¢nih naprezanja zmax u slu¢aju opterecenja F=70000 N

Na poprecnom presjeku udaljenom 500 mm od ishodista koordinatnog sustava je u tocki s
koordinatama x=40 mm i y=0 posmié¢no naprezanje zmax ima vrijednost zmax=322,372 N/mm?,
Sto odgovara smi¢nog granici tecenja tr. Dakle, na dijelu Stapa od A do B poc€inju se javljati

prve plasticne deformacije.

Slijedi numericki prora¢un u slucaju optereenja F=90000 N. Na Slici 71. prikazana je

raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju optere¢enja F=90000 N.
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F=90000 N

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.000e+02
+5.513e+02
+5.025e+02
+4.538e+02
+4.050e+02
+3.563e+02
+3.075e+02
+2.588e+02
+2.101e+02
+1.613e+02
+1.126e+02
+6.384e+01
+1.509e+01

Slika 71. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju opterec¢enja F=90000 N
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Na Slici 72. prikazana je raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju opterecenja F=90000 N.

F=90000 N

=

PE, Max, Principal
(Avg: 75%)

+2.028e-01
+4.028e-03
+3.692e-03
+3.356e-03
+3.021e-03
+2.685e-03
+2.350e-03
+2.014e-03
+1.678e-03
+1.343e-03
+1.007e-03
+6.713e-04
+3.356e-04
+0.000e+00

Slika 72. Raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju opterecenja F=90000 N
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Kod zadanog opterecenja u iznosu od F=92400 N vise nije moguce provesti numericki
proracun, $to znaci da je postignuto grani¢no stanje, tj. prostorna Stapna konstrukcija prelazi u
mehanizam. U grani¢nom stanju nastaju dva plasti¢na zgloba u tockama A1 B ili B i C te

konstrukcija postaje staticki odredena.

Na Slici 73. prikazana je raspodjela naprezanja prema von Misesu u slucaju optereenja
F=92000N.

F=920000 N

S, Mises
(AvQ: 75%)

+6.000e+02
[ +5.513e+02
+5.026e+02
+4.539%e+02
+4.051e+02
+3.564e+02
— +3.077e+02
4 +2.590e+02
+2.103e+02

+1.616e+02
[ +1.129e+02

+6.414e+01
+1.543e+01

Slika 73. Raspodjela naprezanja prema von Misesu u slu¢aju optereéenja F=92000 N
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Na Slici 74. prikazana je raspodjela plasti¢nih deformacija u slucaju optere¢enja F=92000N.

F=92000 N

PE, Max. Principal
(Avg: 75%)

+2.447e-01
+1.000e-03
+9.167e-04
+8.333e-04
+7.500e-04
+6.667e-04
+5.833e-04
+5.000e-04
+4.167e-04
+3.333e-04
+2.500e-04
+1.667e-04
+8.333e-05
+0.000e+00

Slika 74. Raspodjela plasti¢nih deformacija u slu¢aju optereé¢enja F=92000 N

Omjer granicne sile i sile koja uzrokuje pojavu prvih plasticnih deformacija naziva se faktor

povecanja nosivosti ks te se ra¢una prema izrazu

K, =, (4.17)

Faktor povecanja nosivosti izraCunat je kao omjer numeri¢kim prora¢unom izraCunate Sile
koja uzrokuje pojavu prvih plasti¢nih deformacija Fr=70000N te grani¢ne sile Fgr=92400 N,

koja je, takoder, izraCunata numeri¢kom analizom.
Faktor povecanja nosivosti iznosi

ki=1.32. (4.18)
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ZAKLJUCAK

Provedena je analiza naprezanja i proracun grani¢nog opterecenja okvirnih nosaca u
elasto-plasticnom podru¢ju. Proracuni su provedeni analiticki i numericki upotrebom

programskog paketa Abaqus 6.13.-1. koji koristi metodu kona¢nih elemenata.

Konac¢ni elementi i tehnike modeliranja verificirani su na jednostavnim primjerima grede
opterecene na Cisto savijanje i Cisto uvijanje. Ispitana je konvergencija rjeSenja te su rezultati
dobiveni numeri¢kim proracunom usporedeni s analitickim rjeSenjima. Tijekom numericke
analize grede optereCene na savijanje u elasticnom 1 elasto — plasticnom podruc¢ju
ustanovljeno je da za dvodimenzijske Cetverokutne konacne elemente najveéu tocnost i
najbrzu konvergenciju s obzirom na broj stupnjeva slobode postizu elementi drugog reda. U
promatranom problemu nije uoceno znacajno produljenje trajanja numerickog proracuna u
odnosu na proracune s elementima prvog reda. Zatim je provedena numeric¢ka analiza Stapa
optere¢enog na Cisto uvijanje, a koristeni su trodimenzijski heksaedarski konacni elementi
prvog 1 drugog reda s reduciranom integracijom. U elasticnom podru¢ju ispitana je
konvergencija maksimalnog posmi¢nog naprezanja koje se javlja na sredini dulje stranice
pravokutnog poprecnog presjeka. Ustanovljeno je da trodimenzijski heksaedarski konacni
elementi drugog reda s reduciranom integracijom kovergiraju brze, ali je uofeno znacajno
produljenje trajanja numerickog prorauna u odnosu na proracune s elementima prvog reda.
Stoga su za proracune okvirnih nosaca koriSteni trodimenzijski heksaedarski konac¢ni elementi

prvog reda.

Nakon verifikacije kona¢nih elemenata, provedena je analiza naprezanja i Sirenja
plasticnih deformacija u okvirnim nosa¢ima. Za zadani dvodimenzijski okvirni nosa¢
grani¢no optereCenje je analiticki odredeno primjenom statickog poucka, kinematickog
poucka te pristupa krutog plasticnog zgloba. Numericka analiza provedena je koristenjem 2D
Cetverokutnih elemenata drugog reda s reduciranom integracijom i 3D heksaedarskih
elemenata prvog reda s reduciranom integracijom. Praceno je Sirenje plasti¢nih deformacija te
porast naprezanja, a numericka rjeSenja usporedena su s analitickim rjeSenjima. Ustanovljeno
je da se numericki i analiticki proracun razlikuju, zbog toga §to u numeri¢kom prora¢unu
vlada viSeosno stanje naprezanja, dok se kod analitickih proracuna, zbog uvedenih
ograni¢enja 1 pretpostavki, pretpostavlja jednoosno stanje naprezanja te se u obzir uzima samo

savijanje. Zatim je provedena analiticka 1 numeri¢ka analiza prostorne Stapne konstrukcije.
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Analitickim proracunom u elasti¢cnom podrucju utvrden je iznos sile kod kojeg nastaju prve
plasti¢ne deformacije. Buduci da bi analiti¢ka analiza elasto — plasticnog deformiranja za ovaj
primjer bila vrlo slozena, ovdje je provedena samo numericka analiza u elasto — plastiénom
podrucju kako bi se odredilo grani¢no opterecenje. Tijekom numericke analize koriSteni su
trodimenzijski heksaedarski elementi prvog reda s reduciranom integracijom, a praceno je
Sirenje plasti¢nih deformacija te raspodjela naprezanja prema von Misesu. Utvrdeno je da se u
elasticnom podrucju analitcki i numericki proracun razlikuju, jer se u analitiCkom proracunu
viSeoosno stanje naprezanja zamjenjuje ekvivalentnim jednoosnim stanjem naprezanja, dok
tijekom numerickog proracuna vlada viSeoosno stanje naprezanja. Nadalje, kod numerickog
proracuna u obzir je uzeta i deplanacija popre¢nog presjeka na dijelovima nosaca koji su
optere¢eni na uvijanje. Numerickom analizom u elasto — plasticnom podrucju odredeno je
grani¢no opterec¢enje prostorne Stapne konstrukcije kod koje dolazi do plasticnog kolapsa.
Takoder, odreden je faktor povecanja nosivosti kao omjer numerickom analizom dobivenog
grani¢nog opterecenja te sile kod koje se javljaju prve plasticne deformacije, a koja je,
takoder, izra¢unata numeri¢kom analizom.

Odredivanje grani¢nog optere¢enja analitickim proracunima temelji se na primjeni
statickog poucka, kinematickog poucka te pristupa krutog platicnog zgloba. Osnovne
prednosti odredivanja grani¢nog opterecenja primjenom navedenih poucka su jednostavnost i
brzo odredivanje granicnog optere¢enja. No, primjenom tih poucka, zbog uvedenih
pretpostavki 1 ograniCenja, ne moZe se izracunati to¢an iznos granicnog opterecenja, ve¢ se
dobivaju donja 1 gornja ograniCenja za vrijednost granicnog opterecenja. S druge strane,
numericki proracun grani¢nog opterecenja daje bolji uvid u ponaSanje konstrukcije od
pocetka plasticnog deformiranja. Takoder, numerickim proraunom dobivene su manje
vrijednosti grani¢nog opterec¢enja u odnosu na vrijednosti dobivene analitickim proracunima,
Sto omogucuje bolje optimiranje konstrukcija. Nedostatak numerickog proracuna koristenjem
metode konac¢nih elemenata jest nemoguénost provodenja prora¢una u granicnom stanju zbog

singularnosti matrice krutosti.
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