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Oznaka Jedinica Opis 

A  2m  površina popre� nog presjeka 

a  2m s toplinska difuznost 

ia  - koeficijenti u interpolacijskim polinomima 

LB  - 
linearna matrica ovisnosti deformacije u elementu i 
pomacima u � vorovima  

NB  - 
nelinearna matrica ovisnosti deformacije u elementu i 
pomacima u � vorovima 

C  - matrica toplinskog kapaciteta 

c  J kgK specifi� ni toplinski kapacitet 

, ijklDD  - tenzor elasti� nosti 

,
ijkl

ep epDD  - elastoplasti� ni tenzor krutosti 

kLD  - linearni kinemati� ki diferencijalni operator 

kND  - nelinearni kinemati� ki diferencijalni operator 

E  2N m  modul elasti� nosti 

tE  2N m  tangentni modul elasti� nosti 

eF  - vektor � vornih sila poradi vanjskog optere� enja 

iF  - vektor unutarnjih � vornih sila 

f  - funkcija te� enja 

G  2N m  modul smi� nosti 

g  - plasti� ni potencijal 

I  A  jakost elektri� ne struje 

1 2 3, ,I I I  - invarijante tenzora naprezanja 

1 2 3, ,J J J  - invarijante tenzora devijatora naprezanja 

K  - globalna matrica krutosti 
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TK  - 
globalna matrica provo� enja, globalna tangencijalna 
matrica krutosti 

ek  - linearna elasti� na matrica krutosti kona� nog elementa 

epk  - elastoplasti� na matrica krutosti kona� nog elementa 

Tk  - tangencijalna matrica krutosti kona� nog elementa 

uLk  - linearna matrica po� etnih pomaka kona� nog elementa 

uNk  - 
nelinearna matrica po� etnih pomaka kona� nog 
elementa 

Lsk  - 
linearna matrica po� etnih naprezanja kona� nog 
elementa 

Nsk  - 
nelinearna matrica po� etnih naprezanja kona� nog 
elementa 

K  2N m  modul plasti� nosti 

L  m duljina plo� e 

l  m duljina 

N  - matrica funkcija oblika 

iN  - matrica funkcija oblika za i – ti � vor 

SN  - matrica rubnih funkcija oblika 

n  - vektor normale 

n  m lokalna koordinata u pravcu normale 

Q J  toplina 

sq  2J m  površinska gusto� a toplinskog toka 

vq  3J m  volumenska gusto� a toplinskog toka 

q  - vektor volumenskih sila osnovnog stanja 
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Dq  - vektor volumenskih sila osnovnog stanja 

bq  - vektor površinskih optere� enja osnovnog stanja 

bDq  - vektor površinskog optere� enja bliskog stanja 

R  - globalni vektor � vornih sila 

eR  - 
globalni vektor � vornih sila poradi vanjskog 
optere� enja 

iR  - globalni vektor unutarnjih � vornih sila 

R - rezidual 

S  - grani� na ploha tijela 

TS  - grani� na ploha tijela sa zadanom temperaturom 

qS  - 
grani� na ploha tijela sa zadanom gusto� om toplinskog 
toka 

ijs  - tenzor devijatora naprzanja 

T  K  vektor � vornih temperatura 

e
iT  K  temperatura u � voru 

pT  K  po� etna temperatura 

ST  K  temperatura grani� ne plohe 

T¥  K  temperatura fluida podalje od grani� ne plohe tijela 

T  K  temperatura 

TD  K  promjena temperature 

t  s  vrijeme 

tD  s  vremenski interval 

U  V  elektri� ni napon 

U1, U2, U3 m pomaci u programskom paketu Abaqus 
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UR1, UR2, UR3 rad kutovi zakreta u programskom paketu Abaqus 

, iuu  m vektor pomaka 

, ,u v w m 
komponente pomaka u Kartezijevom koordinatnom 
sustavu 

V  - vektor globalnih stupnjeva slobode 

V  - vektor globalnih stupnjeva osnovnog stanja 

DV  - vektor globalnih stupnjeva slobode bliskog stanja 

V  2m  volumen 

v  - vektor stupnjeva slobode kona� nog elementa 

v  - 
vektor stupnjeva slobode kona� nog elementa u 
osnovnom stanju 

iv  - vektor stupnjeva slobode i – tog � vora elementa 

Dv  - 
vektor stupnjeva slobode kona� nog elementa u bliskom 
stanju 

v  m s brzina gibanja elektrode 

W m širina plo� e 

iw - te�inske funkcije 

, , , ,, Z x y zX Y  - kartezijeve koordinate 

a  2W m K  koeficijent prijelaza topline 

Ta  1 K  koeficijent toplinskog rastezanja 

ijd  - Kroneckerov delta 

, ije e  - tenzor deformacije 

e  - tenzor deformacije osnovnog stanja 

e
ije  - tenzor elasti� ne deformacije 



Bruno Franin Diplomski rad 

Fakultet strojarstva i brodogradnje XIII 

p
ije  - tenzor plasti� ne deformacije 

p
ekve  - ekvivalentna plasti� na deformacija 

V
ijeD  - tenzor volumenske deformacije uslijed fazne promjene 

trp
ije  - tenzor plasti� ne deformacije uslijed fazne promjene 

h  - koeficijent u� inkovitosti elektri� nog luka 

k  - parametar o� vrš� enja 

,l m  - Lameove elasti� ne konstante 

, ,x y zl l l  W mK koeficijenti toplinske vodljivosti 

d l  - 
plasti� ni multiplikator, skalarni faktor 
proporcionalnosti 

n  - Poissonov faktor 

, ,x h z  - bezdimenzijske prirode koordinate 

, ,i i ix h z  - prirodne koordinate i – tog � vora kona� nog elementa 

r  3kg m  gusto� a 

, ijs�  2N m  tenzor naprezanja 

�  2N m  vektor naprezanja osnovnog stanja 

s  2N m  normalno naprezanje 

, ,x y zs s s  2N m  
normalne komponente naprezanja u Kartezijevom 
koordinantom sustavu 

Ys  2N m  granica te� enja 

0Ys  2N m  po� etna granica te� enja 

h  - faktor u� inkovitosti elektri� nog luka 
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SA�ETAK 
 

U ovom diplomskom radu razmatra se problem numeri� kog odre� ivanja zaostalih naprezanja 

i deformacija pri procesu zavarivanja. Numeri� ke analize ra� ene su metodom kona� nih 

elemenata sekvencijalno spregnutom toplinsko – mehani� kom analizom. Navedeni postupak 

je ra� unalno vrlo skup, stoga se provodi uz odgovaraju� a pojednostavljenja u svrhu 

reduciranja korisni� kog vremena za pripremu modela i vremena ra� unanja, uz zahtijevanu 

to� nost rezultata simulacije. 

Radi lakšeg razumijevanja, nastajanje zaostalih naprezanja i deformacija objašnjeno je na 

pojednostavljenom modelu s tri štapa. Teorijska osnovna izmjene topline i elastoplasti� nog 

ponašanja materijala nu�na je za razumijevanje numeri� kog modeliranja procesa zavarivanja, 

stoga su uz numeri� ke izraze navedeni i analiti� ki. Numeri� ko modeliranje opisano je 

izrazima za nelinearnu toplinsku i mehani� ku analizu, a tako� er su prikazane osnove 

rješavanja nelinearnih problema inkrementalno – iterativnom metodom te korišteni kona� ni 

elementi. 

Modeliranje procesa zavarivanja verificirano je na procesu zavarivanja dviju su� eono 

zavarenih plo� a. Za korištenu klasi� nu metodu i metodu ra� anja elemenata analizirani su 

ljuskasti modeli, potpuni 3D model i kombinirani 3D/ljuskasti model, te je dana usporedba 

dviju metoda. Pojednostavljenje modela odnosi se na reducirano opisan toplinski tok, 

reduciranje trodimenzijskog problema na dvodimenzijski, reducirano opisivanje temperaturne 

ovisnosti materijala, i pojednostavljenje u vidu prolaza elektrode. Primjenom navedenih 

pojednostavljenja nastojalo se do� i do optimalnog numeri� kog modela u slu� aju modeliranja 

navedenim metodama. 

Analiziranjem rezultata i danim zaklju� cima pri analizi dviju su� eono zavarenih plo� a 

pristupilo se modeliranju procesa zavarivanja poklopca rebra linera pri monta�i na 

konstrukciju ispušnog ku� išta plinske turbine tvrtke Alstom. 

 

Klju � ne rije� i: metoda kona� nih elemenata, zaostala naprezanja, klasi� na metoda, metoda 

ra� anja 
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SUMMARY 
 

This master thesis considers the problem of numerical determination of residual stresses and 

strains during the welding process. Numerical simulations were conducted using finite 

element method with sequentially coupled thermal - stress analysis. This procedure is 

computationally very expensive, therefore we are using appropriate simplifications in order to 

reduce user time to prepare model and computation time, with the required accuracy of the 

simulation results. 

For ease of understanding, the formation of residual stresses and strains is explained on 

simplified model with three roods. Theoretical basic of heat transfer and elastic plastic 

material behavior is necessary for the understanding of numerical modeling of welding 

processes, so the are numerical and analytical terms also specified in this thesis. Numerical 

modeling in terms of a nonlinear thermal and stress analysis solving with incremental – 

iterative method, and types of used finite elements are also described. 

Process for numerical modeling of welding is verified on two butt – welded plates, and it was 

modelled using standard method and element birth and death method. Models are discretized 

with shell elements, 3D elements, and combined 3D/shell elements using shell to solid 

coupling method. Simplification of the model refers to the reduced heat flux, reduced 

temperature dependence of material, and simplification with just one pass through the weld. 

Applying the above simplifications, we attempted to find the optimal numerical model. 

By the results and conclusions in the analysis of two butt – welded plates, we apply the 

optimal process for modelling welding of cover rib on liner during assembly of the gas 

turbine exhaust housing from the company Alstom. 

 

Key words: finite element method, residual stresses, conventional method, element birth and 

death method 
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1. UVOD 

Zavarivanje je postupak spajanja materijala koji je zbog svoje jednostavnosti, pouzdanosti i 

isplativosti široko primjenjiv u op� em strojarstvu i brodogradnji. Tijekom postupka 

zavarivanja u osnovni materijal na mjestu spoja unosi se zna� ajan dio topline, što dovodi do 

pojave plasti� nih deformacija u materijalu, a kao posljedica javljaju se zaostala naprezanja � iji 

je iznos u ve� ini slu� ajeva pribli�no jednak iznosu granice te� enja materijala. Takva zaostala 

naprezanja imaju utjecaj na radni vijek i procjenu cjelovitosti same konstrukcije, a 

deformacije koje nastaju nakon zavarivanja uzrokuju geometrijska odstupanja koja stvaraju 

probleme pri samoj monta�i. Odre� ivanje zaostalih naprezanja eksperimentalno je vrlo skup 

postupak, a analiti� ki previše slo�en, stoga se razvojem ra� unalnih tehnologija krenulo u 

numeri� ko modeliranje procesa zavarivanja koje uz odgovaraju� a pojednostavljenja. 

Pojednostavljenja kao što su reducirano opisivanje temperaturne ovisnosti materijala te 

reduciranje trodimenzijskog problema na dvodimenzijski mogu zna� ajno uštediti ra� unalne 

resurse i samo vrijeme ra� unanja i pritom ostvariti odre� ene uštede prilikom numeri� kog 

modeliranja procesa, me� utim takva pojednostavljenja mogu dovesti do odre� ene greške u 

rezultatu. Cilj rada je usporediti numeri� ke metode procesa zavarivanja, klasi� nu metodu i 

metodu ra� anja elemenata (eng. element birth method), te verificirati metodu uz odgovaraju� a 

materijalna i numeri� ka pojednostavljenja. Dobiveni optimalni model potrebno je primijeniti 

za simulaciju procesa zavarivanja poklopca rebra linera pri monta�i na konstrukciju ispušnog 

ku� išta plinske turbine tvrtke Alstom u sklopu projekta Gas Turbine Exhaust System 

Enhanched Design koji se provodi u suradnji fakulteta i tvrtke Alstom iz Karlovca. 
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2. NAPREZANJA I DEFORMACIJE KAO POSLJEDNICA PROCESA 
ZAVARIVANJA 

Zavarivanje uzrokuje nejednoliku raspodjelu temperature, a materijal u zoni zavara zagrijava 

se na nekoliko tisu� a stupnjeva te naglo hladi. Lokalno zagrijavanje i hla� enje uzrokuju 

volumenske promjene te nastaju naprezanja i deformacije. Navedena nejednolika toplinska 

raspodjela u op� em slu� aju uzrokuje slo�eno troosno stanje naprezanja, me� utim u ve� ini 

slu� ajeva dovoljno je razmatrati dvoosno ili � ak jednoosno stanje naprezanja. Pojavu zaostalih 

naprezanja (slika 2.1.) pojednostavljeno (jednoosno stanje naprezanja) je mogu� e objasniti 

modelom sa tri štapa jednake duljine (središnjim – 1, i dva grani� na – 2), koji su me� usobno 

spojeni krutim plo� ama 3. Gornja kruta plo� a mo�e se pomicati u osnom smjeru štapova. 

Središnji štap – 1 predstavlja podru� je zavara i u taj štap se unosi toplina, dok su grani� ni 

štapovi – 2 na konstantnoj temperaturi te predstavljaju ostatak zavarene konstrukcije koji nije 

dio zone utjecaja topline. Po� etno stanje karakterizira ista temperatura svih štapova iznosa T0. 

 

Slika 2.1. Pojednostavljeni model prikaza nastajanja zaostalih naprezanja sa tri toplinski 
optere� ena štapa i � eono zavarene plo� e modelirane sustavom s tri štapa [1] 

Zagrijavanjem središnjeg štapa na temperaturu Tmax, on te�i produljenju, te � e do� i do 

produljenja i grani� nih štapova koji � e tada biti optere� eni na vlak, dok središnji štap postaje 

tla� no optere� en. Ako je temperatura Tmax dovoljno visoka da su nastala tla� na naprezanja 

ve� a od granice te� enja, nakon hla� enja ostaju trajne plasti� ne deformacije. Ukoliko je 
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temperatura Tmax dovoljno niska da naprezanja u srednjem štapu ostanu ispod granice te� enja 

materijala, nakon hla� enja na po� etnu temperaturu T0, naprezanja u svim štapovima biti � e 

jednaka nuli. Prilikom hla� enja srednji štap se sabija, grani� ni štapovi se opiru, te u srednjem 

štapu nastaje vla� no naprezanje dok se u grani� nim štapovima javlja tla� no naprezanje.  

Analogija štapnog modela vidljiva je i na su� eono zavarenim plo� ama pri � emu je zavar 

srednji štap, za zona podalje od zavara analogna je grani� nim štapovima navedenog modela. 

Me� utim, stvarno stanje zaostalih naprezanja znatno je slo�enije i ovisi o faktorima kao što su 

toplinski i mehani� ki rubni uvjeti, svojstva osnovnog i dodatnog materijala, redoslijed i broj 

prolaza  zavarivanja, dimenzije i oblik konstrukcije i sl. [1],[2]. 

2.1. Zaostala naprezanja 

Naprezanja nastala prilikom procesa zavarivanja smatramo unutarnjim naprezanjima (eng. 

internal stresses), nastala bez djelovanja vanjskih sila, te ih mo�emo podijeliti prema vijeku 

trajanja, smjeru i podrijetlu. Prema vijeku trajanja naprezanja nastala zavarivanjem dijele se 

na privremena i zaostala. Privremena naprezanja postoje samo u odre� enom trenutku 

nestacionarnog postupka zagrijavanja i hla� enja zavarene konstrukcije, dok zaostala 

naprezanja smatramo trajnima jer su prisutna i nakon postupka zagrijavanja i hla� enja na 

okolišnu temperaturu. 

Prema smjeru djelovanja razlikujemo:  

·  longitudinalna (naprezanja paralelna sa smjerom zavara),  

·  transverzalna (naprezanja okomita na zavar). 

Prema podrijetlu, naprezanja nastala kao posljedica postupka zavarivanja, mogu se podijeliti 

na: 

·  toplinska naprezanja nastala nejednolikom toplinskom raspodjelom, 

·  naprezanja uzrokovana plasti� nom deformacijom materijala, 

·  naprezanja uzrokovana faznom promjenom materijala. 

Naprezanja uzrokovana plasti� nom deformacijom gotovo uvijek postoje u zavaru i oko njega, 

a naprezanja uslijed fazne transformacije puno su manja te se u ovom radu ne� e razmatrati. 

[1], [2] 

 

 



Bruno Franin Diplomski rad 

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4 

2.1.1. Longitudinalna zaostala naprezanja 

Maksimalna longitudinalna zaostala naprezanja xs  (eng. longitudinal residual stresses) 

prilikom zavarivanja pribli�no su jednaka granici te� enja (eng. yield stress) Ys . Na slici 2.2. 

prikazana je 3D raspodjela zaostalih naprezanja dviju su� eono zavarenih plo� a iz koje je 

vidljivo da su u zoni plasti� nog deformiranja (zona zavara) naprezanja vla� na, a udaljavanjem 

od zone naprezanja u smjeru okomitom na zavar, naprezanja postaju tla� na. Ovakvo stanje 

naprezanja prikazano na slici 2.2. karakteristi� no je isklju� ivo za meke � elike (� elici s malim 

udjelom ugljika).  

 

Slika 2.2. 3D raspodjela longitudinalnih zaostalih naprezanja dviju su� eono zavarenih plo� a 
dobivenih ljuskastim modelom 

Širina plasti� no deformirane zone ovisi o parametrima zavarivanja, svojstvima materijala i 

krutosti promatrane konstrukcije. Svojstva materijala koja utje� u na navedenu širinu su 

granica te� enja Ys , modul elasti� nosti E (eng. elastic modul) i koeficijent toplinske 

rastezljivosti �  (eng. thermal expansion coefficient). Što je granica te� enja materijala ve� a, to 

� e zona plasti� ne deformacije biti u�a, a porastom vrijednosti modula elasti� nosti i 

koeficijenta toplinske rastezljivosti rasti � e i širina plasti� no deformirane zone. Glavni 

parametri zavarivanja su gusto� a toplinskog toka q i brzina zavarivanja v. Ve� a vrijednost 

gusto� e toplinskog toka utje� e na pove� anje zone plasti� ne deformacije, dok se smanjenjem 

brzine zavarivanja smanjuje i širina plasti� no deformirane zone.  
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2.1.2. Transverzalna zaostala naprezanja 

Iznos transverzalnih zaostalih naprezanja bit � e manji ukoliko se plo� e zavaruju slobodno u 

prostoru bez dodatnih ukru� enja i oslonaca. Najve� i iznos transverzalnih zaostalih naprezanja 

je u zoni prije završetka samog zavara. Slika 2.3 prikazuje raspodjelu transverzalnih zaostalih 

naprezanja dviju su� eono zavarenih plo� a. Jasno je vidljivo da su na krajevima zavara 

naprezanja tla� na, dok pri sredini ona poprimaju pozitivan predznak. Uzrok nastanka tla� nih 

naprezanja je longitudinalno sabijanje zone plasti� ne deformacije i savijanje plo� a. 

Raspodjela naprezanja na dvije su� eono zavarene plo� e prikazana na slikama 2.2. i 2.3. 

dobivena je numeri� kim modelom koji je diskretiziran ljuskastim elementima. 

 

 

Slika 2.3. 3D raspodjela transverzalnih zaostalih naprezanja dviju su� eono zavarenih plo� a 
dobivenih ljuskastim modelom 

2.2. Deformacije u zavarenoj konstrukciji 

Deformacije u zavarenoj konstrukciji mogu se podijeliti na: 

·  longitudinalno skupljanje (skupljanje u smjeru linije zavara), 

·  transverzalno skupljanje (skupljanje u smjeru okomito na središnju liniju zavara), 

·  kutno iskrivljenje (iskrivljenje uzrokovano neujedna� enom raspodjelom temperature 

po debljini zavara), tj. rotacija oko linije zavara, 
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·  rotacijsko iskrivljenje (kutno iskrivljenje u ravnini plo� a koje nastaje zbog toplinskog 

stezanja ili širenja, 

·  savijanje (iskrivljenje u ravnini koja prolazi kroz liniju zavara i okomita je na plo� e), 

·  izvijanje (iskrivljenje uzrokovano longitudinalnim tla� nim naprezanjima, posebno kod 

tankih plo� a). 

 

 

Slika 2.4. Vrste deformacija tijekom i nakon zavarivanja [1] 
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3. OSNOVNI ANALITI � KI IZRAZI ZA MODELIRANJE PROCESA 
ZAVARIVANJA 

Zavarivanje je nestacionaran i nelinearan proces, prilikom kojeg se u dijelove konstrukcije 

koji se spajaju lokalno unosi toplina, nakon � ega slijedi hla� enje samih elemenata 

konstrukcije. Unutar samog procesa, prostorna i vremenska raspodjela temperature je 

nejednolika, što uzrokuje deformacije. Visoka temperatura u zavaru i zoni utjecaja topline 

uzrokuju promjene u mikrostrukturi materijala i dovodi do pojave plasti� nih deformacija i 

zaostalih naprezanja [1],[2]. 

3.1. Termodinamika zavarivanja 

Tri osnovna na� ina izmjene topline su: 

·  provo� enje ili kondukcija (eng. conduction) – to� ke promatranog tijela su na razli� itim 

temperaturama, toplina prelazi iz podru� ja više u podru� je ni�e temperature, 

·  konvekcija (eng. convection) – predaja topline od stjenke � vrstog tijela na fluid ( ili 

obrnuto), 

·  zra� enje ili radijacija (eng. radiation) – zra� enje u obliku elektromagnetskih valova. 

Izmjena topline u postupku zavarivanja u ovom radu opisuje se provo� enjem, koje mo�e biti 

stacionarno i nestacionarno. Osnovno svojstvo stacionarnog provo� enja topline je da se 

temperature u temperaturnom polju vremenski ne mijenjaju tj. rubni uvjeti i/ili fizikalna 

svojstva materijala su konstantni. Temperatura je funkcija samo prostornih koordinata i 

opisana je izrazom: 

 
  ( , , ); 0,

T
T T x y z

t
¶

= =
¶

  
  

(3.1) 

gdje je T [K] temperatura, a x, y i z su prostorne koordinate, a t [s] predstavlja vrijeme.  

Ako se temperature u temperaturnom polju vremenski mijenjaju, tj. rubni uvjeti i/ili fizikalna 

svojstva materijala su funkcije ovisne o vremenu, govorimo o nestacionarnom provo� enju 

topline. Temperatura je funkcija i prostornih koordinata i vremena, a opisana je izrazom: 

   ( , , , ).T T x y z t=   (3.2) 

Stacionarno i nestacionarno provo� enje topline mo�e se razmatrati kao linearni i nelinearni 

problem. Linearno provo� enje topline podrazumijeva da fizikalna svojstva materijala, 

toplinski tokovi, toplinski izvori (ponori) i koeficijenti prijelaza topline konvekcijom ne ovise 



Bruno Franin Diplomski rad 

Fakultet strojarstva i brodogradnje 8 

o temperaturi. Tako� er, nema rubnih uvjeta koji sadr�e prijenos topline zra� enjem i nema 

faznih promjena. Ukoliko nije zadovoljen barem jedan od navedenih uvjeta linearnog 

problema, radi se o nelinearnom stacionarnom, odnosno nestacionarnom provo� enju topline 

[3]. 

3.1.1. Osnovne jednad�be 

Osnovni izraz u analizi prijenosa topline je Fourierov zakon toplinske kondukcije koji 

pokazuje kako je gusto� a toplinskog toga direktno proporcionalna temperaturnom gradijentu. 

Fourierov zakon opisan je izrazom: 

 
  ,s

T
q

n
l

¶
= -

¶
  (3.3) 

gdje je qs [W/m2] gusto� a toplinskog toka (eng. heat flux density),  /T n¶ ¶ [K/m] predstavlja 

temperaturni gradijent, a �  [W/mK] je koeficijent toplinske vodljivosti (eng. thermal 

conductivity) koje ovisi o mikrostrukturi materijala i temperaturi. Negativan predznak na 

desnoj strani jednad�be je zbog toga što je smjer vektora gusto� e toplinskog toka suprotan 

gradijentu temperature tj. provo� enje topline usmjereno je s podru� ja ve� e prema podru� ju 

manje temperature. U op� em slu� aju trodimenzijskog temperaturnog polja T = T (x,y,z) u 

pravokutnom koordinatnom sustavu, vektor gusto� e toplinskog toka mo�e se razlo�iti na 

komponente u smjeru koordinata x, y, z: 

 
  

x y z x y z

T T T
q q q q

x y z
l l l

¶ ¶ ¶
= + + = - - -

¶ ¶ ¶
 . (3.4) 

Navedeno je da ukoliko se temperaturno polje mijenja s vremenom, govorimo o 

nestacionarnom temperaturnom polju. Zbog promjena temperature diferencijalne mase krute 

tvari dm = dV = dxdydz, do� i � e do promjene njene unutarnje energije koja je dana izrazom: 

 
  d d .

T
U c V

t
r

¶� �= � �¶� �
  (3.5) 

Uzrok promjene je razlika toplinskog toka koja se provo� enjem dovodi i odvodi susjednim 

elementima dan je izrazom: 

 

  

d ,

d ,

d .

x x x

y y y

z z z

Q q A

Q q A

Q q A

d
d

d

=

=

=

  (3.6) 
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Na slici 3.1. je prikazan jedan smjer prijenosa topline koji se odvija kroz grani� ne plohe 

elementa u smjeru x osi. U op� em slu� aju unutar diferencijalnog volumena dV = dAxdx = 

dAydy = dAzdz, mo�e postojati izvor ili ponor topline koji rezultira toplinskim tokom: 

   d .ip ipQ Vd = ±F   (3.7) 

 

 

Slika 3.1. Bilanca energije elementarne tvari za prijenos topline u smjeru x osi [5] 

Primjenom I. zakona termodinamike (zakon o odr�anju energije) dobivamo jednad�bu: 

   d .x y z ip x dx y dy z dzQ Q Q Q U Q Q Qd d d d d d d+ + ++ + + = + + +   (3.8) 

Uvrštavanjem izraza (3.5), (3.6), (3.7) u izraz (3.8) dobivamo se jednad�ba odr�anja energije 

za nestacionarno trodimenzijsko temperaturno polje s izvorom/ponorom u krutom tijelu: 

 
  .yx z

ip

qq qT
c

t x y z
r

¶¶ ¶¶
+ + + = ±F

¶ ¶ ¶ ¶
  (3.9) 

Nakon uvrštavanja izraza gusto� e toplinskog toka za sva tri smjera (3.4) u jednad�bu (3.9) 

slijedi: 

 
  .x y z ip

T T T T
c

t x x y y z z
r l l l

� �¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶� � � �- - - = ±F� � � �� �¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶� � � �� �
  (3.10) 

Jednad�bu (3.10) (diferencijalna jednad�ba prijenosa topline) mo�emo zapisati i u obliku: 

 
  1

,ip
x y z

T T T T
t c x x y y z z c

l l l
r r

F� �� �¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶� � � �= + + ±� � � �	 
� �¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶� � � �� �� �
  (3.11) 
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pri � emu je c [J/kgK] specifi� ni toplinski kapacitet (eng. specific heat capacity), �  [kg/m3] 

gusto� a materijala (eng. density) a ipF  [W/m3] izvor, odnosno ponor topline. Kako u op� em 

slu� aju c, � , � x, � y i � z ovise o temperaturi jednad�ba je nelinearna. Ako pretpostavimo da 

koeficijenti toplinske vodljivosti ne ovise o temperaturi, i jednaki su u svim smjerovima 

(izotropan materijal) tada dobivamo linearizirani oblik jednad�be (3.11) koji glasi: 

 
  

2 2 2
2

2 2 2 ,ip ipT T T T
a T

t c x y z c c
l
r r r

F F� �¶ ¶ ¶ ¶
= + + ± = Ñ ±	 
¶ ¶ ¶ ¶� �

  (3.12) 

gdje je a [m2s-1] toplinska difuzivnost (eng. diffusion coefficient). Linearizacija jednad�be 

pogodnija je za nala�enje analiti� kog rješenja, a razlika u to� nosti rješenja je zanemariva. 

3.1.2. Uvjeti jednozna� nosti rješenja provo� enja topline 

Da bi se ispravno opisao problem provo� enja topline u � vrstom tijelu, op� oj diferencijalnoj 

jednad�bi provo� enja topline potrebno je pridru�iti uvjete jednozna� nosti, koji se svode na: 

·  geometrijske uvjete – karakteriziraju oblik i veli� inu krutog tijela koje se razmatra pri 

provo� enju topline, 

·  fizikalna svojstva krutine, 

·  po� etne (inicijalne) uvjete – opisuju temperaturnu raspodjelu u � vrstom tijelu u 

po� etnom trenutku (t = 0 s), koji moraju biti zadani pri promatranju nestacionarnih 

slu� ajeva provo� enja topline, a u op� em slu� aju zapisuje se kao funkcija prostornih 

koordinata: 

   ( , , , 0),p pT T x y z t= =   (3.13) 

·  rubne (grani� ne) uvjete koji opisuju toplinsku interakciju izme� u rubnih površina 

� vrstog tijela S i okoliša. 

Rubni (grani� ni) uvjeti dijele se op� enito u tri vrste: 

a) Rubni uvjeti 1. vrste ili Dirichletov rubni uvjet – na rubnim ST promatrane krutine 

propisana je temperatura u svakom trenutku, što se mo�e zapisati kao: 

   ( , , , ) na ,S S TT T x y z t S=   (3.14) 

b) Rubni uvjeti 2. vrste ili Neumannov (Cauchyjev) rubni uvjet – na grani� noj plohi Sq u 

svakom trenutku je zadana gusto� a toplinskog toka, što se mo�e zapisati kao: 
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   ( , , , ) na ,S S qq q x y z t S=   (3.15) 

c) Rubni uvjeti 3. vrste ili Newtonov mješoviti rubni uvjet – � vrsto tijelo izmjenjuje 

toplinu s okolišnim fluidom,a definiran je Newtonovim iskustvenim stavkom koji 

glasi: 

   ( )S sq T Ta ¥= -  , (3.16) 

gdje je �  [W/m2K] ukupni koeficijent prijelaza topline (eng. heat transfer coefficient) koji 

obuhva� a konvektivni dio i udio od zra� enja, TS [K] je temperatura fluida koja odgovara 

temperaturi grani� ne plohe, a T�  [K] temperatura fluida podalje od grani� ne plohe. 

Na nekoj to� ki ruba S = ST �  Sq  mo�e se dodijeliti samo jedan tip rubnog uvjeta. 

 

Slika 3.2. Rubne površine � vrstog tijela [3] 

3.1.3. Toplinski tok 

Postoji više na� ina modeliranja pomi� nog toplinskog toka a najzastupljenije formulacije u 

istra�ivanjima su Goldakova i Gaussova formulacija. Goldakov model u obliku dvostrukog 

elipsoida raspodijeljen po volumenu zavara, a osnovna karakteristika modela je veliki 

gradijent temperature ispred centra izvora topline, dok je iza centra izvora taj gradijent manje 

zbog konvektivnog prijenosa topline u zavaru. Svaki elipsoid definiran je sa � etiri parametra, 

koji fizikalno opisuju dimenzije zone taljenja, a odre� uju se eksperimentalno jer su vezani uz 

karakteristike elektri� nog luka. Koordinanti sustav (x , y, z) vezan je za izvor topline i pomi� e 

se zajedno s njim, stoga se model u svakom trenutku sastoji od prednjeg ( 0x > ) i zadnjeg 

( 0x < ) poluelipsoida gledano u smjeru zavarivanja. Goldakov model prikazan je na slici 3.3. 

U programskom paketu Abaqus [15] Goldakovu formulaciju nije mogu� e odabrati ve�  je 

potrebno samostalno, u jednom od programskih paketa za programiranje, napisati potrebni 

programski kod i jednad�be koje opisuju navedeni toplinski tok (engl. dflux subroutine) stoga 
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je u prora� unu korišten pojednostavljeni toplinski tok koji se dodjeljuje odre� enim setovima 

elemenata te nije vezan za koordinatni sustav kao u prethodno navedenom slu� aju. 

 

Slika 3.3. Goldakov model toplinskog toka [2] 

Kod zavarivanja elektri� na se energija pretvara u toplinsku, me� utim sva toplinska energija se 

ne koristi za zagrijavanje elektrode i dodatne tvari, ve�  postoje odre� eni gubitci nastali zbog 

disipacije topline pa se efektivna energija elektri� nog luka opisuje izrazom: 

   ,Q UIh=   (3.17) 

gdje je Q [W] ulazna energija (u gornjim jednad�bama izvor ili ponor topline), �  faktor 

u� inkovitosti elektri� nog luka koji ovisi o tehnologiji zavarivanja, U [V] napon (eng. voltage), 

a I [A] jakost struje. U ovom radu, zbog pojednostavljena koristi se model toplinskog toka s 

jednoliko raspore� enom toplinom po volumenu zavara. 

3.2. Osnovni izrazi teorije plasti� nosti 

3.2.1. Dijagram deformiranja 

Vla� nim ili tla� nim eksperimentom dobiva se krivulja ovisnosti stvarnog naprezanja o 

deformaciji (eng. true stress-strain). Ako se sila F podjeli s po� etnom površinom popre� nog 

presjeka epruvete A0, dobit � e se tehni� ko ili in�enjersko naprezanje 0s . Stvarno naprezanje 

s  dobije se dijeljenjem sile F sa trenutnom površinom popre� nog presjeka epruvete A. Zbog 

Poissonove kontrakcije A je uvijek manji od A0, stoga je stvarno naprezanje uvijek ve� e od 

in�enjerskog. Dijagram ovisnosti stvarnog naprezanja o deformaciji prikazan je na slici 3.4. 

Dijagram zapo� inje linearno – elasti� nim dijelom u kojem su naprezanja i deformacije 

linearno ovisni preko Youngovog modula elasti� nosti E. Ve� i modul elasti� nosti u dijagramu 

bit � e prikazan strmijim nagibom, što zna� i da � e za isto istezanje biti potrebno ve� e 

naprezanje. Nakon razvla� enja epruvete iza to� ke A koja predstavlja granicu 

proporcionalnosti (u ovom slu� aju granicu elasti� nosti i granicu te� enja), po� inje plasti� no 

te� enje materijala. Granicu te� enja Ys  karakteriziraju dvije vrijednosti, gornja i donja granica 
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te� enja (du�ina AB), a predstavlja stanje metala kada se dislokacije po� inju slobodno gibati 

sve dok ne dostignu granice zrna, što je karakteristi� no za duktilne materijale. U tom podru� ju 

rastu deformacije bez porasta naprezanja. Nakon granice te� enja dolazi do kontinuiranog 

pove� anja naprezanja zbog o� vrš� enja materijala plasti� nim deformiranjem.  

 

Slika 3.4. Dijagram ovisnosti stvarnog naprezanja i deformacije [1] 

Ukoliko se epruveta rastereti u to� ki C dolazi do elasti� nog povrata CD s nagibom gotovo 

jednakim modulu elasti� nosti E, a epruveta zadr�ava plasti� nu deformaciju OD. Ako se 

epruveta optere� uje nakon to� ke D, deformacija pribli�no prati krivulju DCE. Iz toga je 

vidljivo da u ovom slu� aju materijal ima prošireno podru� je elasti� ne deformacije tj. vrijedi 
C A
Y Ys s> . Ako se iz to� ke D epruveta tla� no optereti du� puta DC', nova granica te� enja C' 

odgovara deformaciji koja je bitno manja od one u to� ki C i vrijedi 'C C
Y Ys s> . Ova pojava 

naziva se Bauschingerov efekt i dolazi do izra�aja kod cikli� kih optere� enja. 

3.2.2. Deformacija 

Tenzor ukupnog prirasta deformacije tijekom zavarivanja iznosi: 

   
0d d d d d d ,e p V Trp

ij ij ij ij ij ije e e e e eD D= + + + +   (3.18) 

u kojem indeks e ozna� ava elasti� nu deformaciju, p plasti� nu deformaciju, 0 po� etnu 

toplinsku deformaciju, VD  volumensku deformaciju uslijed fazne promjene, i TrpD  

ozna� ava plasti� nu deformaciju uslijed fazne promjene materijala. Deformacije uslijed faznih 

promjena ne� e se razmatrati. 
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3.2.2.1. Elasti� na deformacija  

Formulacija koja opisuje elasti� no deformiranje glasi da za svaku to� ku deformiranog tijela, 

komponente elasti� nog tenzora deformacije 
e
ije  linearno ovise o komponentama tenzora 

naprezanja i js [1]. Navedeni odnos prikazuje se relacijom: 

   ,e
ij ijkl klDs e=   (3.19) 

pri � emu je Dijkl matrica elasti� nosti opisana tenzorom � etvrtog reda, dok su naprezanje i 

deformacija tenzori drugog reda. U op� em slu� aju matrica elasti� nosti sastoji se od 36 

koeficijenata, a 21. je razli� it od nule i svaki je definiran nezavisnom konstantom materijala. 

Takav materijal nazivamo anizotropnim. Ve� inu tehni� kih materijala smatramo izotropnima, 

a broj koeficijenata razli� itih od nule reduciramo na dva, modul elasti� nosti E i modul 

smicanja G koji su me� usobno povezani Poissonovim faktorom n , relacijom: 

 
  ( )2 1 .

E
G

n= +   (3.20) 

Tenzor elasti� nosti za linearni izotropni materijal jednak je: 

   ( ) ,ijkl ij kl ik jl il jkD ld d m d d d d= + +   (3.21) 

ijd  je Kroneckerov simbol za koji vrijedi: 

 
  

1,
,

0,ij

i j

i j
d

=

= �

¹�
  (3.22) 

uz Lameove konstante: 

 
  

( ) ( ) ( )
, .

1 1 2 2 1
E E

G
n

l m
n n n

= = =
+ - +

  (3.23) 

3.2.2.2. Plasti� na deformacija 

Za slu� aj bez po� etne toplinske deformacije, ukupna deformacija mo�e se rastaviti na 

povrativu elasti� nu deformaciju i trajnu, nepovrativu plasti� nu deformaciju. Za troosno stanje 

naprezanja prirast ukupne deformacije iznosi: 

   d d d ,e p
ij ij ije e e= +   (3.24) 
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a relacija (3.19) se mo�e zapisati u obliku: 

   d ( ),p
ij ijkl kl klDs e e= -   (3.25) 

a u gornjem izrazu i js  predstavlja Cauchyev tenzor naprezanja, a k le  Green-Lagrangeov 

tenzor deformacije koji je jednak: 

   ( ), ,k , ,

1
.

2kl k l l m k m lu u u ue = + +   (3.26) 

Elasti� no deformiranje utje� e na promjenu volumena deformiranog tijela, te u izrazu tenzora 

naprezanja (3.27) sferni dio je taj koji opisuje promjenu volumena, dok devijatorski dio u 

izrazu tenzora naprezanja utje� e samo na promjenu oblika tijela i relevantan je za opisivanje 

plasti� ne deformacije: 

   
1
3ij sf dev kk ij ijss s s s d= + = +  . (3.27) 

Pri jednoosnom stanju naprezanja, kad naprezanje dosegne granicu te� enja, po� inje plasti� no 

deformiranje tijela. Dakle, uvjet te� enja (eng. yield condition) pri jednoosnom stanju 

naprezanja ima oblik: 

   ,Ys s=   (3.28) 

a pri troosnom stanju naprezanja uvjet te� enja opisan je skalarnom funkcijom te� enja (eng. 

yield function): 

   ( ), , .p
ij ijf f s e k=   (3.29) 

Funkcija te� enja ovisi o naprezanju i js , o plasti� noj deformaciji p
ije , i o povijesti plasti� ne 

deformacije (ili promjene plasti� ne deformacije) koja se izra�ava parametrom k  koji se 

naziva parametrom o� vrš� enja (eng. strain hardening parametar). U šestodimenzijskom 

prostoru u kojem su koordinatne osi šest komponenata naprezanja, jednad�ba: 

   ( ), , 0,p
ij ijf s e k =  (3.30) 

a predstavlja implicitnu jednad�bu zatvorene hiperplohe koja se naziva ploha te� enja (eng. 

yield surface). Svako stanje naprezanja u nekoj � estici tijela odre� eno je jednom to� kom u 

prostoru naprezanja. Ako se ta to� ka nalazi unutar plohe te� enja, tj. ako je f  < 0, materijal se 
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nalazi u elasti� nom stanju i nema pove� anja plasti� ne deformacije. Plasti� na deformacija 

mo�e nastati samo ako je f = 0, a stanje f  > 0 nema zna� enja i u stvarnosti se ne mo�e 

dogoditi [6]. 

Funkcija te� enja izvodi se preko invarijanti tenzora naprezanja (eng. stress invariants). Tri 

glavne invarijante tenzora naprezanja jednake su: 

   

1

2

3

,

1
( ),

2
1 1 1

.
3 6 2

kk

ij ij ii jj

ij jk ki ii jj kk kk ij ij

I

I

I

s

s s s s

s s s s s s s s s

=

= -

= + -

 (3.31) 

Navedeno je da devijatorski dio tenzora naprezanja opisuje plasti� no te� enje, a njegove 

invarijante dane su izrazima: 

   ( )
1

2

3

,

1
,

2
1 1 1

.
3 6 2

kk

ij ij ii jj

ij jk ki ii jj kk kk ij ij

J s

J s s s s

J s s s s s s s s s

=

= -

= + -

 (3.32) 

Za izotropno elasti� no – idealnoplasti� ne materijale kod kojih u tijeku plasti� nog 

deformiranja ne nastaje o� vrš� enje, funkcija te� enja ovisi samo o naprezanju: 

   ( ) 0.ijf s =  (3.33) 

Dijagram naprezanje – istezanje za elasti� no – idealnoplasti� ni materijal prikazan je na slici 

3.5. 

 

Slika 3.5. Elasti� no – idealnoplasti� an materijalni model [7] 
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U izotropnim materijalima svi su smjerovi jednako vrijedni, tj. funkcija te� enja ne ovisi o 

pravcima glavnih naprezanja, nego samo o glavnim naprezanjima: 

   ( )1 2 3, , 0,f s s s =  (3.34) 

odnosno: 

   ( )1 2 3, , 0,f I I I =  (3.35) 

Eksperimentalno je dokazano da te� enje metala ne ovisi srednjem normalnom naprezanju 

i is , pa se prva invarijanta naprezanja gubi. Prethodno je navedeno da devijatorski dio opisuje 

plasti� no te� enje, stoga funkcija te� enja ovisi samo o drugoj i tre� oj invarijanti devijatora 

naprezanja: 

   ( )2 3, 0.f J J =  (3.36) 

Funkcija te� enja prikazuje se u trodimenzijskom prostoru naprezanja kojem su koordinatne 

osi glavna naprezanja. Pravac kojem su kutovi sa sve tri koordinatne osi 1 2 3, ,s s s  jednaki 

naziva se hidrostati� ki pravac – u to� kama tog pravca sva tri glavna naprezanja su jednaka: 

   1 2 3.s s s= =  (3.37) 

Ravnina koja je okomita na taj pravac i koja prolazi kroz ishodište ima jednad�bu: 

   1 2 3 0,s s s+ + =  (3.38) 

i naziva se 	  ravnina. Ravnine parelelne 	  ravnini, i 	  ravnina su devijatorske ravnine. Ploha 

te� enja sije� e 	  ravninu u krivulji koju nazivamo krivulja te� enja (eng. yield locus). Srednje 

normalno naprezanje u bilo kojoj to� ki 	  ravnine jednako je nuli (kks = 0). Iz svake to� ke 

krivulje mo�emo povu� i pravac paralelan sa hidostrati� kim, te dobivamo cilindri� nu plohu tj. 

plohu te� enja po kojoj se mijenja srednje normalno naprezanje – za koje je navedeno da ne 

utje� e na pojavu te� enja materijala. Vektor stanja naprezanja koji polazi iz ishodišta mogu� e 

je rastaviti na sferni (komponenta vektora paralelna s hidrostatskim pravcem) i devijatorski 

(komponenta vektora okomita na hidrostatski pravac) dio prema (3.27) kao što je prikazano 

na slici 3.6.  

Na slici 3.6. prikazane su i Misesova i Trescina ploha te� enja. Treschina ploha te� enja je 

pravilna šesterostrana prizma, dok Von Misesovoj plohi odgovara valjak. Za neo� vrš� uju� i 

materijal krivulja te� enja ostaje konstantna tijekom deformiranja, dok za o� vrš� uju� i materijal 
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veli� ina i oblik krivulje te� enja ovise o ukupnoj povijesti deformiranja. Razlikujemo dva tipa 

o� vrš� enja materijala: 

·  izotropno o� vrš� enje (eng. isotropic hardening), 

·  kinematsko (anizotropno) o� vrš� enje (eng. kinematic hardening). 

 

Slika 3.6. Plohe te� enja po Von Misessu (cilindar) i Treschi (pravilna šesterostrana prizma) 

Izotropno o� vrš� enje temelji se na pretpostavkama da su svojstva materijala ista u svim 

smjerovima (izotropan materijal) i da se Bauschingerov efekt mo�e zanemariti, što dovodi do 

širenja krivulje te� enja u jednakom iznosu u svim smjerovima, tj. granica te� enja se pove� ava 

s pojavom plasti� ne deformacije. U slu� ajevima kada su optere� enja cikli� ka u obzir se uzima 

kinematsko o� vrš� enje jer se Bauschigerov efekt ne zanemaruje, a materijal se razmatra kao 

neizotropni kontinuum. Ploha te� enja se tada translatira u prostoru naprezanja. Stvarni proces 

o� vrš� enja sastoji se od kombinacije obe teorije. Pojednostavljeni grafi� ki prikaz prikazan je 

na slici 3.7. 

 

Slika 3.7. Shematski prikaz izotropnog o� vrš� enja (lijevo) i kinematskog o� vrš� enja (desno) 
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Uzimaju� i u obzir izotropno o� vrš� enje, Von Misesov kriteriji te� enja mo�e se zapisati u 

ovisnosti o drugoj invarijatni devijatora tenzora naprezanja J2: 

   ( ) 2
2

1
, 0.

3
p

ij ij Yf Js e s= - =  (3.39) 

U izrazu (3.39) Ys  predstavlja jednoosno naprezanje te� enja za linearno o� vrš� uju� i 

materijal, i vrijedi: 

   0 ,p
Y Y ekvKs s e= +  (3.40) 

a navedena relacija opisuje izotropno linearno o� vrš� enje s parametrom K. 0Ys  je po� etna 

granica te� enja, a parametar K naziva se plasti� ni modul i opisuje nagib krivulje u dijagramu 
p

Y ekvs e-  prikazanom na slici 3.7. 

 

Slika 3.8. Linearno o� vrš� enje [8] 

Naprezanje te� enja za nelinearno izotropno o� vrš� uju� i materijal dan je izrazom: 

   ( )1/

0 ,
mp

Y Y ekvKs s e= +  (3.41) 

i u nastavku ovog rada ne� e se razmatrati.  

Dijagram ovisnosti naprezanja o ukupnoj deformaciji prikazan je na slici 3.9. Veza izme� u 

modula elasti� nosti E, tangentnog modula Et, te modula plasti� nosti K dana je izrazom: 

   .t

t

E E
K

E E
=

-
 (3.42) 
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Slika 3.9. Dijagram ovisnosti naprezanja o ukupnoj deformaciji za elasti� no – linearno 
o� vrš� uju � i materijal [9] 

Inkrement plasti� ne deformacije prikazan na slici 3.9. u op� em slu� aju mo�e se prikazati 

pomo� u neasociranog zakona te� enja: 

   d d ,p
ij

ij

g
e l

s
¶

=
¶

 (3.43) 

gdje je g plasti� ni potencijal i ovisi o: 

   ( ), , ,p
ij ijg g s e k=  (3.44) 

a l  je skalarni faktor proporcionalnosti. Ako je plasti� ni potencijal jednak funkciji te� enja 

dobiva se asocirani zakon te� enja koji glasi:  

   d d .p
ij

ij

f
e l

s
¶

=
¶

 (3.45) 

Naprezanje se mo�e izraziti preko ukupne deformacije, a u tom slu� aju potrebno je definirati 

elastoplasti� ni tenzor krutosti koji za slu� aj Von Misesovog kriterija te� enja glasi: 

   
2

2

3
.

( )
ep
ijkl ijkl ij kl

G
D D s s

J K G
= -

+
 (3.46) 

Veza izme� u inkrementa naprezanja i inkrementa ukupne deformacije jednaka je: 

   d dep
ij ijkl klDs e= ×  (3.47) 
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3.2.2.3. Toplinska deformacija 

U slu� aju promjene temperature dolazi do toplinske deformacije 0
ije . U slu� aju linearne 

termoelasti� nosti toplinska deformacija povezana je linearno s promjenom temperature preko 

koeficijenta toplinskog rastezanja Ta (eng. thermal expansion): 

   
0 .ij T Te a= D  (3.48) 

Uzimaju� i u obzir i toplinske deformacije, relaciju (3.25) mo�emo zapisati: 

   
0d ( ),p

ij ijkl kl kl klDs e e e= - -   (3.49) 

a elastoplasti� ni tenzor krutosti jednak je izrazu (3.46), a relacija (3.47) sada je jednaka: 

   
0d (d d )ep

ij ijkl kl klDs e e= × -  (3.50) 
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4. NUMERI � KO MODELIRANJE PROCESA ZAVARIVANJA 

Za numeri� ko rješavanje problema zaostalih naprezanja pri zavarivanju u ovom radu koristi se 

metoda kona� nih elemenata. Metoda kona� nih elemenata (MKE) je numeri� ka metoda koja se 

temelji na diskretizaciji kontinuuma, koji u op� em slu� aju ima beskona� no mnogo stupnjeva 

slobode gibanja, na kona� an broj me� usobno povezanih elemenata s ograni� enim brojem 

stupnjeva slobode. Kontinuum se dakle dijeli na kona� an broj podru� ja koji se nazivaju 

kona� ni elementi, a kona� ni elementi me� usobno su povezani to� kama tj. � vorovima koji se 

nalaze na konturi svakog elementa. Ponašanje kontinuuma opisuje se diferencijalnim 

jednad�bama koje nakon diskretizacije prelaze u algebarske, i to je razlog zbog � ega su 

rješenja metodom kona� nih elemenata pribli�na. Kontinuum diskretiziran s više kona� nih 

elemenata pokazivat � e to� nije rješenje u smislu polja pomaka, deformacija, naprezanja i sl. 

Numeri� ki modeli u ovom radu ra� eni su u programskom paketu Abaqus 6.13 [15]. [4],[6] 

4.1. Toplinsko – mehani� ke numeri� ke analize 

Rješavanje toplinsko – mehani� kih problema u metodi kona� nih elemenata mogu� e je izvesti 

na dva na� ina: 

·  sekvencijalno spregnutom toplinsko – mehani� kom analizom, 

·  potpuno spregnutom toplinsko – mehani� kom analizom. 

Sekvencijalno spregnuta toplinsko – mehani� ka analiza koristi se kad raspodjela deformacija i 

naprezanja nema zna� ajan utjecaj na temperaturno polje. Prethodno izra� unato toplinsko polje 

u zasebnoj toplinskoj analizi naknadno se ubacuje u mehani� ki model, u kojem se ra� una 

raspodjela deformacija i naprezanja. Dakle, u tom slu� aju toplinska analiza nije spregnuta s 

mehani� kom, a mehani� ka analiza spregnuta je s toplinskom. Potpuno spregnuta toplinsko – 

mehani� ka analiza ra� unalo je zahtjevnija jer u svakom koraku temperaturno polje utje� e na 

raspodjelu naprezanja i deformacija, i obrnuto. Ovakav tip analize je nelinearan i dovodi 

nesimetir� nih matrica � ije je rješavanje mnogo zahtjevnije nego kod slu� aja simetri� nih 

matrica. Tako� er, razvijeni su i posebni kona� ni elementi koji istovremeno za stupnjeve 

slobode imaju i temperaturu i pomake. Koristi se u rješavanju problema kod kojih postoji 

ovisnost toplinskih i mehani� kih rješenja poput procesa oblikovanja deformiranjem, prilikom 

kojeg kod plasti� nih deformacija dolazi do osloba� anja topline [1],[2]. 
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4.2. Toplinska analiza 

Klasi� ni varijacijski principi ne mogu se primijeniti za rješavanje problema nestacionarnog 

provo� enja topline, ve�  se primjenjuje Galerkinova metoda te�inskog reziduuma. Osnova 

ideja metode je da reziduum tj. ostatak nestane u � vornoj to� ci mre�e što se posti�e na na� in 

da se integral umnoška reziduuma R i te�inske funkcije w izjedna� i s nulom: 

   ( ) ( )d 0.
V

R x w x V=�  (4.1) 

U Galerkinovoj metodi kona� nih elemenata se kao te�inska funkcija wi (x) koristi funkcija 

oblika Ni (x): 

   ( ) ( )d 0.i
V

R x N x V=�  (4.2) 

U op� em slu� aju za nestacionarno provo� enje topline, temperatura je funkcija prostornih 

koordinata i vremena (3.2), a nestacionarno provo� enje topline opisano je diferencijalnom 

jednad�bom (3.10). Po� etni rubni uvjeti (poznata raspodjela temperature preko cijele domene 

u trenutku t = 0) i rubni uvjeti u funkciji vremena moraju biti poznati (poglavlje 3.1.2). 

Uvrštavanjem izraza temperaturne raspodjele po kona� nom elementu: 

   
1

,
� vorovaN

e e
i i

i

T T N T
=

» = �  (4.3) 

u kojoj N� vorova predstavlja broj � vorova kona� nog elementa, Ni predstavlja interpolacijske 

funkcije elementa (funkcije oblika), a Ti
e temperaturu u � voru, u izraz (3.10), ostat � e rezidual 

tj. ostatak koji nije jednak nuli: 

 
  ( ) .x y z ip

T T T T
R x c

t x x y y z z
r l l l

� �¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶� � � �= - + + + ± F� � � �� �¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶� � � �� �
  (4.4) 

Uvrštavanjem izraza (4.3) u (4.4) dobivamo rezidualne jednad�be koje se matri� no zapisuju: 

   ( ) ( ) ( ) ( )
.

T q gt t t t+ = +CT K T F F  , (4.5) 

a izraz predstavlja globalnu nestacionarnu jednad�bu provo� enja topline, gdje je C matrica 

toplinskog kapaciteta, T matrica temperaturnog polja, KT  matrica provo� enja, Fq vektor 

toplinskih optere� enja, a Fg vektor Neumanovih rubnih uvjeta. Za rješavanje navedenog 

problema primjenjuju se inkrementalno – iterativne metode (npr. Newton – Rapshsonova 
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metoda) gdje se matrica toplinskog kapaciteta i matrica provo� enja ra� unaju u svakoj iteracij, 

ili kod modificiranih metoda samo na po� etku inkrementa. Vremenska derivacija temperature 

aproksimira se primjenom neke od metoda kona� nih razlika, a razlikujemo tri osnovne 

metode vremenske integracije: 

·  eksplicitna metoda vremenske integracije u kojoj se za aproksimaciju vremenske 

derivacije koristi razlika unaprijed (eng. forward difference): 

 
  ( ) ( ) ( )

,
T t t T tT

t
t t

+D -¶
»

¶ D
  (4.6) 

·  implicitna metoda vremenske integracije u kojoj se za aproksimaciju vremenske 

derivacije koristi razlika unazad (eng. backward difference): 

 
  ( ) ( ) ( )

,
T t t T tT

t t
t t

+D -¶
+D »

¶ D
  (4.7) 

·  implicitna Crank – Nicolsonova metoda vremenske integracije u kojoj se za 

aproksimaciju vremenske derivacije koristi središnja razlika (eng. central difference): 

 
  

( ) ( )
2

T t t T tT t
t

t t

+ D -¶ D� �+ »� �¶ D� �
. (4.8) 

Aproksimacija derivacijom razlikom unaprijed i razlikom unazad uklju� uje grešku 1. reda 

(greška se smanjuje s 1. potencijom vremenskog inkrementa) koja je uklju� ena u implicitni 

odnosno eksplicitni integracijski postupak. Za nestacionarne probleme s nelinearnim 

svojstvima materijala i rubnih uvjeta potrebno je prora� unavati matrice za svaku iteraciju 

unutar svakog vremenskog inkrementa. Aproksimacija derivacijom središnjom razlikom 

uklju� uje grešku 2. reda (greška se smanjuje s 2. potencijom vremenskog inkrementa) koja je 

uklju� ena u integracijski postupak. Ove implicitne metode su bezuvjetno stabilne s obzirom 

na izbor veli� ine vremenskog inkrementa (pove� avanjem vremenskog koraka ubrzava se 

prora� un, ali smanjuje to� nost), za razliku od eksplicitne metode koja je stabilna za 

vremenske inkremente manje od kriti� nih [3]. Programski paket Abaqus [15] za nestacionarnu 

toplinsku analizu koristi implicitnu metodu vremenske integracije unazad. 
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4.3. Mehani� ka analiza 

Linearna analiza � vrsto� e provodi se uz sljede� e pretpostavke: 

·  mali pomaci, ravnote�a se razmatra na nedeformiranom obliku, a optere� enje ne 

mijenja smjer, 

·  ponašanje materijala je linearno elasti� no, 

·  eventualne nehomogenosti i anizotropija u materijalu nisu funkcija optere� enja, 

·  linearna veza izme� u deformacije i pomaka. 

Ako jedan od navedenih uvjeta nije zadovoljen radi se o nelinearnom ponašaju, a razlikujemo 

·  geometrijsku nelinearnost – veliki pomaci, velike deformacije, gubitak stabilnosti, 

·  materijalna nelinearnost (plasti� nost, puzanje, visokoelasti� nost, visokoplasti� nost), 

·  nelinearni rubni uvjeti – kontakti. 

Za linearnu analizu jednad�ba kona� nih elemenata je: 

   ,=KV R   (4.9) 

gdje je K linearna matrica krutosti, V vektor � vornih stupnjeva slobode, a R vektor � vornih 

sila. Kod nelinearnog ponašanja pomaci nisu direktno proporcionalni optere� enju, i jednad�ba 

kona� nih elemenata za nelinearnu analizu glasi: 

   ( , ) ,=K V R V R   (4.10) 

iz koje je vidljivo da krutost ovisi o trenutnom stanju pomaka i optere� enja. Proces rješavanja 

temelji se na inkrementalno – iterativnim metodama koje su mogu� e uz linearizaciju 

jednad�be (4.10). Pritom se iz osnovnog ravnote�nog stanja tra�i ravnote�a bliskog stanja 

koje je definirano prirastom optere� enja ili pomaka. Linearizacijom jednad�be (4.10) dobiva 

se jednad�ba krutosti: 

   ( ) ( ) ,T e iD = -K V V R R V   (4.11) 

gdje je TK  tangencijalna matrica krutosti, V  osnovno poznato ravnote�no stanje, DV  vektor 

inkrementalnih pomaka, eR vektor vanjskog optere� enja i iR  vektor unutarnjih sila. 

Ravnote�a je postignuta kad je desna strana jednad�be (4.11) jednaka nuli, tj. kad su unutarnje 
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sile jednake vanjskom optere� enju ili kada je vektor inkrementalnih pomaka DV jednak nuli. 

Slika 4.1. prikazuje nelinearnu vezu izme� u optere� enja i pomaka. 

 

Slika 4.1. Nelinearna veza izme� u optere� enja i pomaka [11] 

Nelinearna analiza zapo� inje rješavanjem jednad�be krutosti prora� unskog modela (4.11) iz 

koje je mogu� e dobiti inkremente globalnih pomaka DV . Globalne pomake matricom 

transformacije transformiramo u lokalne stupnjeve slobode i dobivamo lokalne pomake 

Dv pomo� u kojih odre� ujemo inkrement deformacije eD . Na to� kama integracije svakog 

elementa provodi se integriranje jednad�be (3.47) i vrijedi: 

 
  d .

d
ep

e e

e

s e
+

D = � D   (4.12) 

Integriranje se naj� eš� e provodi Eulerovom unatra�nom metodom koja se temelji na 

algoritmu povratnog projiciranja. Algoritam se sastoji od elasti� nog prediktora i plasti� nog 

korektora. Elasti� ni prediktor predstavlja pokusno naprezanje te se ispituje da li se u 

odgovaraju� oj to� ki integracije model nalazi u elasti� nom ili plasti� nom podru� ju tj. provodi 

se kontrola uvjeta te� enja. Plasti� ni korektor potreban je uz uvjet da je uvjet te� enja ve� i od 

nule, a sastoji se od iterativnog postupka kojim se provodi povrat pokusnog naprezanja na 

plohu te� enja. Nakon izra� unatog inkrementa naprezanja mogu� e je odrediti ukupno 

naprezanje �  preko kojeg se izra� unava elastoplasti� ni tenzor krutosti te se jednad�bu (4.12) 
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a�urira. Time je završena jedna iteracija prora� una [8]. Za slu� aj materijalne nelinearnosti, a 

geometrijske linearnosti tangencijalna matrica krutosti koja se naziva i elastoplasti� na matrica 

krutosti jednaka je: 

 
  d .T ep

ep L L
V

V= �k B D B   (4.13) 

Matrica BL predstavlja linearnu matricu ovisnosti deformacije u elementu o pomacima u 

� vorovima a definirana je: 

   ,L kL=B D N   (4.14) 

gdje je DkL linearni kinemati� ki diferencijalni operator, a N matrica funkcija oblika kona� nog 

elementa. 

Za slu� aj geometrijske nelinearne elasti� ne analize tangencijalna matrica krutosti zapisuje se: 

   ,T e uL uN L Ns s= + + + +k k k k k k   (4.15) 

gdje je: 

 
  dT

e L L
V

V=�k B DB   elasti� na matrica krutosti, (4.16) 

 

  ( (v) (v) )dT T
uL L N N L

V

V= +�k B DB B DB  linearna matrica po� etnih  

pomaka, 

(4.17) 

 
  (v) (v)dT

uN N N
V

V= �k B DB   nelinearna matrica po� etnih pomaka, (4.18) 

   Lsk  linearna matrica po� etnih naprezanja, (4.19) 

   Nsk  nelinearna matrica po� etnih naprezanja. (4.20) 

Prve tri matrice zajedno � ine elasti� nu matricu krutosti, a linearna i nelinearna matrica 

po� etnih pomaka � ine matricu po� etnih pomaka. Linearna i nelinearna matrica po� etnih 

naprezanja zajedno � ine matricu po� etnih naprezanja, a ne mogu se izraziti eksplicitno u 

op� em obliku ve�  se dobivaju na na� in: 
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  ( ) ( ) ( )1

d ,
2

T T
N N L N

V V

dV V s
� �D = D + = D� �
� �� �B v � B v D B B v v k v   (4.21) 

 
  ( ) d ,T

N L L
V

V sD = D�B v DB v k v   (4.22) 

 
  ( ) ( )1

d .
2

T
N N N

V

V sD = D�B v DB v v k v   (4.23) 

U gornjim izrazima D je matrica elasti� nosti a matrica BN predstavlja nelinearnu matricu 

ovisnosti o deformaciji u elementu o pomacima u � vorovima i glasi: 

   ,N kN=B D N   (4.24) 

gdje je DkN nelinearni kinemati� ki diferencijalni operator, a N matrica funkcija oblika 

kona� nog elementa. U slu� aju geometrijski nelinearne elastoplasti� ne analize tangencijalna 

matrica krutosti je još kompliciranija i u ovom radu ne� e se razmatrati. 

U koraku kad se na razini kona� nog elementa ra� una tangencijalna matrica krutosti, odre� uje 

se i razlika vanjskih i unutarnjih sila, koje su za geometrijski nelinearnu elasti� nu analizu 

dane izrazima: 

 
  ( )d ( )d ,S

V Sq

T T
e b bV S= +D + +D� �F N q q N q q   (4.25) 

 
  

1
( ( )) d ( ( )) ( ) d .

2
T T

i L N L N L N
V V

V V� �= + = + +� �
� �� �F B B v � B B v D B B v v   (4.26) 

U izrazu (4.25) q i qs su volumno i površinsko optere� enje, a Ns je matrica rubnih funkcija 

oblika.  U slu� aju postojanja po� etnih deformacija ukupna deformacija osnovnog stanja �  više 

ne ozna� ava samo elasti� nu deformaciju budu� i da je u ukupnu deformaciju uklju� ena i 

po� etna deformacija. Za slu� aj toplinskih deformacija konstitutivna jednad�ba jednaka je: 

 
  ( ) ( )0 0 01

( ) .
2T L NTe e e a e � �= - = - D = - = + -� �

� �
� D D D � D B B v v �   (4.27) 

Kad bi se razmatralo plasti� no ponašanje materijala, matricu elasti� nosti D u gornjem izrazu 

zamijenio bi elastoplasti� ni tenzor krutosti Dep. Prelaskom iz lokalnog u globalni sustav 

kona� nih elemenata izvodi se na posljetku nova jednad�ba krutosti kona� nih elemenata te 
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cijeli postupak ulazi u sljede� u iteraciju. Tijek postupka sekvencijalno spregnute mehani� ke 

analize prikaza je na slici 4.2. 
T
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r l l l

� �¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶� � � �- - - = ±F� � � �� �¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶� � � �� �
( )S sq T Ta ¥= -

( ) ( ) ( ) ( )
.

T q gt t t t+ = +CT K T F F
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Slika 4.2. Shema sekvencijalnog modela, tok iterativnog postupka, i prikaz postupka provo� enja 
nelinearne numeri� ke analize 
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4.4. Korišteni kona� ni elementi 

U numeri� kim analizama korišteni su elementi ponu� eni u bazi programskog paketa Abaqus 

[], a korišteni su ljuskasti i prizmati� ni elementi prvog reda. 

4.4.1. � etverokutni ljuskasti element 

Za modeliranje � vrstog kontinuuma kojemu je debljina zna� ajno manja od ostalih dimenzija, 

kontinuum se diskretizira s ljuskastim (eng. shell) elementima. U programskom paketu 

Abaqus postoje konvencionalni i kontinuumski ljuskasti elementi. Konvencionalnim 

elementima modelira se samo referentna ravnina, debljina se zadaje naknadno, a za stupnjeve 

slobode imaju pomake i rotacije. Raspodjela po debljini ra� una se po slojevima integracijskih 

to� aka. 

Kontinuumski ljuskasti elementi diskretiziraju cijelo trodimenzionalno tijelo i sa stajališta 

geometrije izgledaju poput trodimenzionalnih kona� nih elemenata, ali relacije s kojima su 

opisani sli� niji su konvencionalnim ljuskastim elementima. Stupnjevi slobode su samo 

pomaci. Usporedba konvencionalnih i kontinuumskih ljuskastih elemenata prikazana je na 

slici 4.3. U radu su korišteni konvencionalni ljuskasti kona� ni elementi. 

Konvencionalni ljuskasti model

Stupnjevi slobode pomaci i rotacije

Kontinuumski ljuskasti model

Stupnjevi slobode pomaci

 

Slika 4.3. Razlika izme� u konvencionalnih i kontinuumskih ljuskastih elemenata [11] 

Gornja površina (SPOS) konvencionalnih ljuskastih elemenata definirana je pozitivnom 

smjerom normale, a donja (SNEG) u negativnom smjeru. Pozitivan smjer normale definiran je 

pravilom desne ruke tj. pra� enjem notacije � vorova elementa, kao što je prikazano na slici 4.4. 
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Ljuskasti elementi korišteni u toplinskoj analizi za stupnjeve slobode imaju temperature, a 

korišten je element naziva DS4, element prvog reda s � etiri � vora, a u svakom � voru po jedan 

stupanj slobode – temperatura. Vektor stupnjeva slobode za taj element jednak je: 

   [ ]1 2 3 4
T T T T T=T  . (4.28) 

 

 

Slika 4.4. DS4 � etverokutni ljuskasti element prvog reda za toplinsku analizu [11] 

U mehani� koj analizi korišten je ljuskasti element prvog reda s reduciranom integracijom 

S4R. Element pripada skupini dvostruko zakrivljenih elemenata op� e namjene, što zna� i da se 

mo�e koristiti za analizu tankostjenih i debelostjenih ljusaka. U slu� aju debelostjene ljuske 

koristi se Reissner – Mindlinova formulacija koja opisuje pojavu posmi� nih deformacija, dok 

Kirchoff – Loveova formulacija zanemaruje utjecaj posmi� nih deformacija te je relevantna za 

tankostjene ljuskaste modele. Reducirana integracija smanjuje vrijeme ra� unanja, te obi� no 

daje to� nije rezultate me� utim ukoliko se zamjeti hourglassing efekt potrebno je napraviti 

finiju mre�u i raspodijeliti koncentrirano optere� enje. Ljuskasti element S4R prikazan na slici 

4.5. ima � etiri � vora s po šest stupnjeva slobode, tri komponente pomaka i tri komponente 

rotacija. Vektor stupnjeva slobode jednak je: 

 
  

[ ]1 2 3 4 ,

, 1...4.

T

i i i i ix iy izu v w ij j j

=

� �= =� �

v v v v v

v
  (4.29) 

 

Slika 4.5. S4R � etverokutni ljuskasti element prvog reda za analizu � vrsto� e [11] 
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U analizi � vrsto� e broj integracijskih to� aka po debljini ljuske je pet, me� utim u toplinskoj 

analizi zbog zadanog toplinskog toka po jedinici volumena (engl. body heat flux) nije mogu� e 

dobiti raspodjelu temperature po debljini ljuske. Raspodjela temperature po debljini ljuske 

mogu� e je uz zadavanje toplinskog toka po jedinici površine (eng. surface heat flux). 

4.4.2. Osnovni prizmati� ni element 

Za trodimenzijsku analizu, uz tetraedarske kona� ne elemente, naj� eš� e se primjenjuju 

prizmati� ni kona� ni elementi u obliku paralelopipeda s osam � vorova. U slu� aju toplinske 

analize koristi se DC3D8 kona� ni element, koji u svakom � voru ima po jedan stupanj slobode, 

temperaturu, a vektor stupnjeva slobode gibanja jednak je: 

   [ ]1 2 3 4 5 6 7 8
T T T T T T T T T=T .  (4.30) 

Raspodjela temperature opisana je nepotpunim polinomom tre� eg stupnja: 

   1 2 3 4 5 6 7 8T a a x a y a z a xy a yz a xz a xyz= + + + + + + + .  (4.31) 

Funkcije oblika izvedene su u prirodnim koordinatama 
 , �  i �  s ishodištem u te�ištu elementa 

jednake su: 

 
  )(1

1
(1 )

8
)(1i i i iN xx hh zz+ += + , za i = 1…8,  (4.32) 

gdje su 
 i, � i i � i koordinate � vorova. 

Raspodjela temperature zapisana je preko funkcija oblika i � vornih temperatura i jednaka je: 

   T = NT , (4.33) 

gdje je N matrica funkcija oblika: 

   [ ]1 2 3 4 5 6 7 8N N N N N N N N N= .  (4.34) 

U mehani� koj analizi korišten je C3D8R, element prvog reda s 8 � vorova s po 3 stupnja 

slobode po � voru, tri translacije. Element je odabran kako bi se izbjegli efekti navedeni u 

nastavku. Raspodjela pomaka opisana je nepotpunim polinomom tre� eg stupnja: 

 

  
1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 23 24

,

,

.

u a a x a y a z a xy a yz a xz a xyz

v a a x a y a z a xy a yz a xz a xyz

w a a x a y a z a xy a yz a xz a xyz

= + + + + + + +

= + + + + + + +

= + + + + + + +

  (4.35) 
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Raspodjela pomaka (4.35) zadovoljava kriterije za monotonu konvergenciju rješenja a to su: 

·  interpolacijske funkcije mogu opisati pomake krutog tijela, 

·  interpolacijskim funkcijama mo�e se opisati polje konstantnih deformacija, 

·  zadovoljeni su uvjeti kompatibilnosti du� ploha du� susjednih elemenata. [4] 

Raspodjela deformacija ovog elementa je linearna. Raspodjela naprezanja istog je reda kao i 

raspodjela deformacija. Osnovni prizmati� ni element u programskom paketu Abaqus, C3D8 

ima 2x2 integracijske to� ke te je zbog svoje formulacije podlo�an shear lockingu i volume 

lockingu. Shear locking efekt javlja se kod elemenata prvog reda s potpunom integracijom a 

zbog numeri� ke formulacije udio energije posmi� ne deformacije postaje precijenjen u 

ukupnoj energiji deformiranja uslijed � ega kona� ni elementi postaju sve više kruti i slabo 

opisuju stvarno ponašanje konstrukcije.  

Volume locking pojavljuje se kod elemenata sa potpunom integracijom kad se diskretizira 

materijal koji je gotovo nestla� iv. U integracijskim to� kama elementa stvaraju se prividni 

tlakovi koji uzrokuju kruto ponašanje elementa. Kona� ni elementi prvog reda koriste 

selektivnu integraciju sa kojom se izbjegava ovaj efekt, na na� in da se elementi matrice 

krutosti koji uzrokuju ovaj efekt ra� unaju reduciranom integracijom. Na slici 4.6. prikazan je 

osnovni prizmati� ni kona� ni element s 8 � vorova i 24 stupnja slobode gibanja. 

 

 

Slika 4.6. Osnovni prizmati� ni kona� ni element s 8 � vorova i 24 stupnja slobode [4] 
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5. VERIFIKACIJA NUMERI � KOG MODELA 

Verifikacija numeri� kog modela te usporedba metoda i pojednostavljenje modela za odabir 

optimalnog, ra� ena je na primjeru dviju su� eono zavarenih plo� a. Simulacije su ra� ene na 

ljuskastom modelu, potpunom 3D modelu, i kombiniranom modelu sastavljenom od 3D i 

ljuskastih elemenata. Proces je modeliran klasi� nom metodom i metodom ra� anja elemenata 

(eng. element birth and death technique). Proces zavarivanja proveden je s dva prolaza 

elektrode tako da svaki prolaz obuhvati jedan sloj kona� nih elemenata, dok je u stvarnosti 

broj prolaza � etiri. Tako� er, radi numeri� kog pojednostavljenja, prikazan je i numeri� ki 

model s jednim prolazom, dakle svi setovi elemenata obuhva� eni su u istom prolazu. 

Prikazani su slu� ajevi sa stvarnim materijalnim modelom, u kojem toplinska i mehani� ka 

svojstva materijala ovise o temperaturi, te pojednostavljeni materijalni model u kojem su 

navedena svojstva konstantna pri sobnoj temperaturi. Na slici 5.1. prikazana je geometrija 

dviju su� eono zavarenih plo� a korištenih u numeri� kim modelima u nastavku. 

 

 

Slika 5.1. Prikaz geometrije dviju su� eono zavarenih plo� a 

Dimenzije plo� a su: 

 

  

duljina plo� e 0,2m,

širina plo� e 0,1m,

debljina plo� e 0,008 m.

L

W

t

=

=

=
 (5.1) 
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5.1. Parametri zavarivanja 

Su� eono zavarivanje dviju plo� a provodi se TIG postupkom sa parametrima: 

·  koeficijent u� inkovitosti elektri� nog luka �  = 81,7 %, 

·  struja zavarivanja I = 200 A, 

·  napon zavarivanja U = 20 V, 

·  brzina zavarivanja v = 10 mm/s. 

V priprema zavara modelirana je pojednostavljeno zbog korištenja dva sloja kona� nih 

elemenata po debljini plo� e. U popre� nom presjeku prikazanom na slici 5.2. vidljivo je da je u 

korijenu zavara smješten jedan element, a u proširenom djelu vidimo tri kona� na elementa. 

 

Slika 5.2. Modelirana V priprema zavara 

Toplinski tok definiran je po jedinici volumena [W/m3] (eng. body heat flux), a zbog uvjeta 

simetrije na volumen seta elemenata unosi se polovica topline, i iznosi: 

 
  10 3

0,81 20 200
2 2 2 1,84 10  W/m

0,005 0,0022 0,004 2seta seta

Q UI

q
V V

h × ×

= = = = ×
× × ×

.  (5.2) 

Simulacija se radi s dva prolaza dok je u stvarnosti � etiri prolaza. Gusto� a toplinskog toka 

koja se unosi u Abaqus jednaka je izrazu (5.2). Svaki od dva prolaza elektrode traje 20 s. 

Nakon prvog prolaza plo� e se hlade 980 s, a nakon drugog 1980 s. Time je simulirano 

hla� enje velikih konstrukcija, tako da nakon prvog prolaza konstrukcija bude ohla� ena na 

sobnu temperaturu. 

5.2. Svojstva materijala 

Materijal se do postizanja plasti� ne deformacije ponaša linearno – o� vrš� uju� e, a nakon 

postizanja plasti� ne deformacije materijal se ponaša idealno – plasti� no, stoga koristimo dvije 

granice te� enja, po� etnu kad materijal ulazi u plasti� no podru� je, te maksimalna granica 
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te� enja, nakon koje je materijal idealno – plasti� an, bez o� vrš� enja. Toplinska i mehani� ka 

svojstva ovisna su o temperaturi. Pretpostavljeno je da osnovni materijal, i materijal popune 

zavara imaju ista toplinska i mehani� ka svojstva. Fazne promjene u materijalu koje nastaju pri 

zavarivanju nisu uzete u obzir. Pregled toplinskih i mehani� kih svojstava prikazan je na 

slikama 5.3. i 5.4. 
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Slika 5.3. Toplinska svojstva materijala 
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Slika 5.4. Mehani� ka svojstva materijala 
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5.3. Pregled numeri� kih modela 

Na slici 5.5. prikazan je dijagram toka numeri� kih simulacija u ovom radu. 
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Slika 5.5. Dijagram toka numeri� kih modela u radu 
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5.4. Klasi� na metoda 

U klasi� noj numeri� koj metodi kona� ni elementi u podru� ju zavara prisutni su u svakom 

trenutku simulacije, što nije realno, no ipak numeri� ki dovoljno to� no. Razmatrani problem 

dviju su� eono zavarenih plo� a je simetri� an, stoga se za numeri� ki model uzima samo jedna 

plo� a (u ovom slu� aju lijeva). Analize su provedene u dva koraka (eng. stepa) a svaki korak 

vezan je za jedan prolaz elektrode i pripadaju� e hla� enje. Prvi prolaz i hla� enje (step 1.) traje 

1000 s, a drugi prolaz i hla� enje traje ukupno još 2000 s. Proces inkrementiranja vršen je 

automatski od strane programskog paketa Abaqus [15]. Minimalni inkrement postavljen je na 

10-5, a maksimalni koji se posti�e prilikom hla� enja postavljen je na 100. To� ke A, B1 i B2 

prikazane na slici 5.7, 5.10, i 5.12, u mehani� koj analizi korištene su za definiciju rubnih 

uvjeta kako bi se sprije� ili pomaci krutog tijela, a rubni uvjeti korišteni u toplinskoj analizi 

objašnjeni su u nastavku. Maksimalna dozvoljena promjena temperature u pojedinom 

inkrementu podešena je na 20 °C. Uz duljinu kona� nih elemenata a = 5 mm (u smjeru x osi) i 

brzinu gibanja elektrode v = 10 mm/s, optere� enje tj. zadana gusto� a toplinskog toka po 

volumenu, obuhva� a dva kona� na elementa po sekundi u prvom prolazu, a u drugom prolazu 

optere� enje je dodjeljivano na set od � etiri elemenata po sekundi. Optere� enje na dodijeljenim 

setovima elemenata djeluje u to� no odre� enom vremenskom trenutku upotrebom amplituda. 

Unos topline u tom slu� aju traje 20 sekundi, dakle svakom od dvadeset setova optere� enja 

dodijeljena je amplituda u trajanju od jedne sekunde. Setovi elemenata na kojima je 

dodijeljena gusto� a toplinskog toka (5.2) za prvi i drugi prolaz prikazani su na slici 5.6. 

 

Z

Y X

 

Slika 5.6. Mre�a kona� nih elemenata 3D modela i dodijeljeni setovi optere� enja za prvi i drugi 
prolaz 
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5.4.1. Toplinska analiza 

5.4.1.1. Ljuskasti model 

Numeri� ki model za diskretizaciju ljuskastim elementima prikazan je na slici 5.7. Na obje 

strane plo� e dodijeljen je Newtonov mješoviti rubni uvjet uz koeficijent prijelaza topline �  = 

30 [W/m2K] i temperaturu okoliša 0T¥ = °C � ime je simulirano hla� enje okolnim zrakom. 

Model je diskretiziran s 400 kona� nih elemenata DS4. Ljuskasti model fizi� ki nema 

dimenziju debljine, te u ovom slu� aju ne mo�e opisati raspodjelu temperature po debljini. 

 

Slika 5.7. Ljuskasti numeri� ki model 

Rezultati toplinske i mehani� ke analize o� itani su s x i y linija, � ije su koordinate definirane u 

lokalnom koordinatnom sustavu. Linija x predstavlja os simetrije, a linija y je linija okomita 

na zavar na polovici linije simetrije. Kako se na taj na� in unos topline vrši po cijeloj debljini 

plo� e, toplinski tok preplovljen je na pola. Mre�a i setovi prikazani su na slici 5.8.  

Z
Y X

 

Slika 5.8. Mre�a kona� nih elemenata ljuskastog modela i dodijeljeni setovi optere� enja za prvi i 
drugi prolaz 
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Na slici 5.9. prikazana je temperatura u po� etku 11. sekunde drugog prolaza elektrode. 

Najve� i gradijenti temperature su u podru� ju zavara, a temperatura je jasno najve� a na dijelu 

kojem se dodjeljuje toplinski tok, dok se preostala zona zavara polagano hladi. Mogu� e je 

uo� iti i konduktivni prijelaz topline s podru� ja više u podru� je ni�e temperature, odnosno od 

podru� ja zavara prema rubovima modela. 
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Slika 5.9. Raspodjela temperature na ljuskastom modelu po� etkom 11. sekunde drugog prolaza 
(T, °C) 

5.4.1.2. 3D model 

Numeri� ki model koji se dikretizira 3D elementima prikazan je na slici 5.9. Rezultati 

prikazani u radu o� itani su sa linija x i y, � ije koordinate u lokalnom koordinatnom sustavu za 

liniju x iznose (x, y, z) = (x, 0, 0,004), a linija y definirana je (x, y, z) = (0,1 , 0, 0,004). 

 

Slika 5.10. 3D numeri� ki model 
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Svim površinama osim linije simetrije dodijeljen je Newtonov mješoviti rubni uvjet naveden 

u ljuskastom modelu. Površina simetrije obuhva� ena je Neumannovim rubnim uvjetom na 

na� in da je proglašena adijabatskom površinom tj. kroz nju nema izmjene topline. Mre�a 

kona� nih elemenata i setovi optere� enja prikazani su na slici 5.6. Elementi na ravnini 

simetrije duplo su manji od reda elemenata iza njih, kako bi se sa� uvao jednak broj i koli� ina 

kona� nih elemenata kojima je modelirana V priprema zavara. Model je diskretiziran s 800 

kona� nih elemenata DC3D8. Razlika izme� u ljuskastog modela i 3D modela je ta što 3D 

model opisuje raspodjelu temperature po debljini, a na modelu su uo� ljive identi� ne promjene 

opisane u ljuskastom modelu, kao što je vidljivo na slici 5.11. 
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Slika 5.11. Temperaturno polje na 3D modelu po� etkom 11. sekunde drugog prolaza (T, °C) 

5.4.1.3. Kombinirani 3D/ljuskasti model 

Kombinirani 3D/ljuskasti model sastoji se od 3D zone širine 3,5t, a ostatak plo� e modeliran je 

ljuskastim elementima. Korištenjem kombiniranog model mogu� e je uštediti vrijeme 

ra� unanja uz grešku koja je zanemariva iz razloga što se optere� enje još uvijek dodjeljuje 3D 

zoni. Na temelju prethodnih istra�ivanja odabrana je optimalna širina 3D zone. Numeri� ki 

model namijenjen diskretizaciji 3D i ljuskastim elementima prikazan je na slici 5.12. Rubni 

uvjeti kao i vrsta kona� nih elemenata dodijeljeni na kombiniranom modelu odgovaraju 

rubnim uvjetima i elementima prethodno opisanih modela. 3D zona dobiva rubne uvjete 3D 

modela, a ljuskasti dio plo� e dobiva uvjete ljuskastog modela. U toplinskoj analizi 

povezivanje dviju zona izvršeno je opcijom tie. U ovom slu� aju odabir slave i master zone 

nije va�an jer obje zone imaju jednaku gusto� u mre�e kona� nih elemenata. Set � vorova (eng. 

 










































































