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Opis zadatka:
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Sazetak

Mihael Cindori
NOVA METODA ZA RACUNALNO MODELIRANJE ATMOSFERSKOG GRA-
NICNOG SLOJA

U ovom radu predlozZena je nova metoda za racunalno modeliranje stacionarnog homogenog at-
mosferskog grani¢nog sloja koriste¢i racunalnu dinamiku fluida. Metoda se temelji na uvodenju
novog izvorskog clana u jednadzbu koli¢ine gibanja ¢ija je glavna svrha postizanje homoge-
nog strujanja u grani¢cnom sloju. Pocetna vrijednost izvorskog ¢lana se racuna koriStenjem
eksperimentalnih vrijednosti naprezanja dobivenih simulacijom atmosferskog grani¢nog sloja u
zracnom tunelu. S ciljem postizanja strujanja sto slicnijeg eksperimentu, tijekom proracuna
je vrsena korekcija vrijednosti izvorskog ¢lana. U radu je modeliran atmosferski granicni sloj
mjeren u zra¢nom tunelu.

Za modeliranje turbulencije je koristen standardni k£ — ¢ model turbulencije uz izmjenjene vri-
jednosti koeficijenata modela.

Tocnost racunalnog modela je provjerena na ruralnom, suburbanom i urbanom tipu terena, te
su u radu dani rezultati za brzinu, naprezanje i turbulentnu kineticku energiju dobiveni na tri
razliCita mjesta u racunalnoj domeni (na ulazu i izlazu, te u sredini domene). Na taj nacin je
pokazano da novi model omogucuje modeliranje homogenog atmosferskog grani¢nog sloja, te

su greske simulacije u veéini domene manje od +=10%.

Kljucne rijeci: Stacionarni homogeni atmosferski granicni sloj, racunalna dinamika fluida,

stacionarni k — € model turbulencije

Fakultet strojarstva © brodogradnje X1V



Mihael Cindori Diplomski rad

Summary

Mihael Cindori
A NOVEL METHOD FOR COMPUTATIONAL MODELLING OF THE AT-
MOSPHERIC BOUNDARY LAYER

A novel approach for computational modelling of the steady-state neutrally-stratified atmosp-
heric boundary layer was introduced in this work. The approach is based on the introducing
of a new source term in the momentum equation, implemented to establish the homogeneous
characteristics of the flow. The initial value of the term is calculated from experimental stress
values and the corrections were applied during the calculation in order to obtain exact results.
The atmospheric boundary layer, modelled in this work, was previously established and me-
asured in a wind tunnel.

Turbulence is modelled by using the standard k& —¢ turbulence model with modified coefficients.
A new model was validated on the rural, suburban and urban terrain and computational results
for velocity, stress and turbulent kinetic energy were sampled at inlet, outlet and middle part
of the computational domain. Thus, it is shown that new approach can be used for simulations
of the steady-state neutrally-stratified atmospheric boundary layer with errors not larger then

+10% in most parts of the computational domain.

Key words: Steady-state neutrally-stratified atmospheric boundary layer, computational mo-

delling, steady RANS, k — ¢ turbulence model
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1. Uvod

Pojave vezane uz atmosferu su kroz povijest bile dio istrazivanja mnogih znanstvenika. U
drugoj polovici 20. stoljeca se pojavila potreba za eksperimentalnim modeliranjem atmosferskog
granicnog sloja (AGS-a) u zra¢nim tunelima. Razlog tome jest napredak u podruéju gradevin-
skog inzenjeringa, te gradnja sve visih nebodera i zgrada. Takoder se eksperimentalnim putem
tezi objasniti uzrok nastanka raznih oblika lokaliziranih strujanja u atmosferi (poput tornada,
down burst-a, bure, itd.), te utjecaj takvih strujanja na gradevinske objekte (zgrade, nebodere,
vijadukte).

Osim utjecaja atmosferskih pojava na gradevinske objekte, podrucje mnogih istrazivanja je i
disperzija Stetnih tvari u velikim industrijskim sredistima. Naime, gomilanje Stetnih plinova
i Cestica nastalih kao produkt industrijske djelatnosti moze dovesti do velikih ekoloskih pro-
blema, ali i predstavljati veliku opasnost za ljude koji zive blizu takvih industrijskih podrucja.
U najnovije se vrijeme javlja i potreba za numerickim modeliranjem atmosferskog grani¢nog
sloja. Naime, racunala i ra¢unalni programi su s vremenom postali sve dostupniji i financij-
ski pristupacniji $to omogucéuje koristenje racunalne dinamike fluida (RDF-a) u istrazivanju
atmosferskih pojava. Takav pristup istrazivanju jest mnogo jeftiniji ako se koriste besplatni

racunalni programi (OpenFOAM®, in-house algoritmi i ostali).
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1.1. Pregled literature

Eksperimentalne metode za simulacije atmosferskog grani¢nog sloja (Irwinova metoda [13] i
Counihanova metoda [3][4][5]) u zra¢nom tunelu su se do sada pokazale pouzdanim i omogu-
¢uju dobra poklapanja s podacima mjerenima u prirodi. Kao sto je ve¢ spomenuto, racunalna
dinamika fluida se sve viSe primjenjuje u modeliranju atmosferskog grani¢nog sloja. Iako se
LES model turbulencije pokazao jako dobrim za modeliranje nestacionarnih strujanja u AGS-u
[39], jos se uvijek najvise koriste standardni RANS modeli turbulencije [30], od kojih je najvise
prihvacen standardni k£ — € model turbulencije. No do sada jos uvijek u potpunosti nije rijesen
problem izbora pravih vrijednosti parametara turbulencije za model turbulencije, kao ni pro-
blem homogenosti strujanja u horizontalnom smjeru.

Problem nehomogenosti strujanja je bio dio mnogih istrazivanja u proslosti. Tako su npr.
Blocken i ostali [2] pretpostavili da su greske uzrokovane zbog nepoklapanja zidnih funkcija s
profilima brzina zadanim kao rubni uvjet na ulazu u domenu, dok su Riddle i ostali [38] za-
kljucili kako greske u rjesenjima mogu biti smanjene koristenjem second order closure modela
turbulencije. Yang i ostali [43] su razvili nove i opéenitije ulazne profile za rubne uvjete, dok su
s ciljem smanjenja gradijenata u smjeru strujanja, Blocken i ostali [2] zakljucili kako je vazno
provesti testove osjetljivosti u praznoj domeni, te pritom obratiti pozornost na slucajne profile
fizikalnih veli¢ina koji se eventualno pojavljuju u domeni (a ne samo ulazne profile), s obzirom
da oni mogu biti indikator stvarnog strujanja kojem ¢e gradevinski objekti u stvarnosti biti
izlozeni. Blocken i ostali [1] su takoder zakljucili kako su se standardne zidne funkcije koje u
obzir uzimaju hrapavost, a koje se nalaze u veéini racunalnih programa za rjesavanje atmosfer-
skog grani¢nog sloja, pokazale nedovoljno dobrima za njegovo modeliranje.

Nekoliko razli¢itih autora je naglasilo vaznost zadavanja valjanih rubnih uvjeta na gornjem
dijelu ra¢unalne domene (Richards and Hoxey [37], Blocken i ostali [2], Franke i ostali [9], Har-
greaves i Wright [12], te Yang i ostali [43]). Nadalje Yang i ostali [43] su predlozili horizontalno
homogeni profil turbulentne kineticke energije (promjenjiv s visinom), a koji se ne mijenja po

duljini domene. Gorle i ostali [10] su postigli homogenost strujanja i smanjenje turbulentne
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kineticke energije s visinom tako da su konstantu o. standardnog k — ¢ modela turbulencije
zadali kao funkciju ovisnu o visini. Parente i ostali [31][32] su predlozili novu formulaciju zidne
funkcije koja u obzir uzima hrapavost, te dodali dodatni izvorski ¢lan u transportne jednadzbe
turbulentne kineticke energije i disipacije turbulentne kineticke energije s ciljem izjednacavanja
turbulentne produkcije i disipacije.

Jureti¢ i Kozmar [21] su pokazali da se koristeéi k — ¢ model turbulencije moze modelirati
parametre turbulencije u atmosferskom grani¢nom sloju s visinom domene uz zanemarivu gre-
sku. Pritom su koristili novi pristup modeliranju koji se bazira na Reynoldsovom naprezanju u
praznoj racunalnoj domeni, gdje se numericki oponasaju uvjeti postignuti u zra¢nom tunelu za

ruralni, suburbani i urbani tip terena, uz automatsku regulaciju tlaka uzduz racunalne domene.

1.2. Cilj rada

S obzirom na navedena istrazivanja i problematiku numerickog modeliranja atmosferskog gra-
ni¢nog sloja, cilj rada je razvoj nove metode bazirane na standardnim algoritmima rac¢unalne
dinamike fluida, kojom ¢e biti moguce reproducirati fizikalne uvjete koji vladaju u atmosfer-
skom grani¢nom sloju toc¢nije nego sto je to slucaj s trenutno dostupnim metodama. Ideja je
ukljuciti dodatni izvorski (ponorski) ¢lan u jednadzbu kolicine gibanja, ¢ija bi se vrijednost ra-
cunala iz eksperimentalnih podataka dobivenih mjerenjima u zracnom tunelu. Na taj nacin bi
se omogucila potpuna homogenost strujanja i turbulencije duz ¢itave duljine racunalne domene

za sva tri tipa terena (ruralni, suburbani i urbani).
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2. Teorija atmosferskog granicnog sloja

Strujanje u atmosferi je skup razli¢itih uzoraka turbulentnog strujanja koja su medusobno
neovisna u vremenu i prostoru. Takva strujanja mogu varirati od kratkotrajne turbulencije
(nastaju vrtlozi veli¢ine nekoliko metara) trajanja do nekoliko minuta, pa do velikih olujnih
sustava i planetarnih strujanja u visim slojevima atmosfere koja se mogu prostirati ¢itavim op-
segom Zemlje (mogu trajati i do nekoliko dana). Takve atmosferske pojave se mogu promatrati
na mikroskali, konvektivnoj skali, te makroskali [6]. Na Slika 1. je dan prikaz takvih strujanja

s prostornom veli¢inom na apscisi i vremenom trajanja na ordinati.

10 1 10 days
5 Fronts and weather systems
10 + 1 day Y
- 10 hours

Q 10 '+
n - 1 hour
c 3
S 1074 , Turbulence
ey - 10 min
E. Convection
5 107 A (thermal conditions)
c 1 min.
R
© 10 A
3
@)

1 .

Microscale Convective scale Macroscale

L L i 1 | 1 1

0.01 010 1 10 10°% 10° 10% 10° 10°% 107

Geographical dimension, m

v

Slika 1: Redovi veli¢ina u prostoru i vremenu za razlic¢ite uzorke strujanja u atmosferi [6]
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2.1. Atmosfersko strujanje

Strujanje zraka u atmosferi se naziva vjetar. Uzrok nastajanju vjetra su razlike u tlaku u atmo-
sferi, a vjetar svojim strujanjem ponovno moze generirati znacajne promjene u atmosferskom
tlaku. Upravo se iz tog razloga na te dvije pojave ne moze gledati odvojeno, s obzirom da jedna
ovisi o drugoj i obratno.

Kako bi se dobro procijenilo strujanje u atmosferskom grani¢cnom sloju, koriste se brzina i
smjer vjetra na visinama od oko z = 1 km. Naime, pri takvim visinama se utjecaj povrsine
Zemlje moze zanemariti i strujanje je veéinom jednodimenzionalno (osim ako se u blizini ne
nalaze lokalna podrucja visokog ili niskog tlaka). Takvo strujanje zraka koje ovisi iskljucivo
o horizontalnom gradijentu tlaka i utjecaju Coriolisove sile (zbog Zemljine rotacije) nazivamo

geostroficko strujanje ili geostroficki vjetar (engl., geostrophic wind).

2.1.1. Geostroficko strujanje ili geostroficki vjetar (geostrophic wind)

Na Slika 2. prikazana je cestica fluida koja ubrzava sve dok se ne postigne ravnoteza izmedu
sile uzrokovane zbog postojanja gradijenta tlaka i Coriolisove sile koja na cesticu djeluje zbog
Zemljine rotacije. Kao sto Slika 2. prikazuje, cestica zraka se ubrzava od podrucja viseg prema
podrucju nizeg tlaka pod djelovanjem gradijenta tlaka. No uslijed djelovanja Coriolisove sile
njezina putanja je izmjenjena. Nakon uspostavljene ravnoteze, obje sile su jednakog iznosa,
suprotnog smjera, te okomite na smjer gibanja Cestice fluida. Jasno je da ¢e se u trenutku
uspostavljanja ravnoteze sila Cestica fluida gibati konstantnom brzinom Uge,, koja se moZze

izracunati pomocu sljedece relacije:

1 Op

U, 0 — ;A
0 pfeon

(2.1)

0
gdje p gustoca fluida koji struji (zraka), op gradijent tlaka, a f. Coriolisov parametar koji se

on

racuna kao:
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fe =2wsin . (2.2)

U jednadzbi (2.2) w predstavlja kutnu brzinu rotacije Zemlje (w = 7.27 - 107° rad/s), dok A

predstavlja zemljopisnu Sirinu.

Isobar Low pressure

Force due to a d
: P
pressure gradient an

——-—4 ——> Wind velocity U geo

Higher pressure
Transient trajectory of
air particle

/
,\ Coriolis force

Slika 2: Gibanje Cestice fluida u geostrofickom strujanju zraka [6]

Geostroficko strujanje zraka ¢e se mocéi odrzati sve dok je sustav izobara isti. To znaci da takvo
strujanje ne utjece na razliku tlaka, te za njegovo odrzavanje nije potreban dodatan energetski
izvor.

Geostroficko strujanje se javlja u slucajevima kada je radijus zakrivljenosti izobara toliko velik
da se centrifugalna sila moze zanemariti. Ukoliko je radijus zakrivljenosti malen (manji od
nekoliko tisuéa kilometara), centrifugalna sila mora biti uzeta u obzir, te se u tome slucaju radi

o strujanju uslijed djelovanja centrifugalne sile (engl., gradient wind).
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2.1.2. Strujanje uslijed djelovanja centrifugalne sile (gradient wind)

Na Slika 3. su prikazane sile koje djeluju na cesticu fluida u slucaju strujanja uslijed djelovanja
centrifugalne sile. Moze se primjetiti da u slucaju postojanja ciklonalnog strujanja oko podru-
¢ja niskog tlaka, sila uslijed gradijenta tlaka koja djeluje na cesticu zraka jednaka je zbroju
centrifugalne i Coriolisove sile (koje su obrnutog smjera u odnosu na silu uslijed gradijenta
tlaka).

Ukoliko postoji anticiklonalno strujanje oko podrucja visokog tlaka, Coriolisova sila jednaka je
zbroju obrnuto usmjerenih sila uslijed postojanja gradijenta tlaka, te centrifugalne sile. Jasno
je kako ¢e u slucaju ovakvog strujanja brzina i smjer vjetra biti uvjetovani ne samo gradijentom
tlaka i Coriolisovom silom, ve¢ i postojanjem dodatne centrifugalne sile, pa se iz toga razloga

ovakvo strujanje naziva strujanjem uslijed djelovanja centrifugalne sile (engl., gradient wind).

Cyclonic wind Anticyclonic wind

Isobar lsobar

Force due to a dp 4

.. ap TCentrifugaI force
pressure gradient g

Wind velocity Ug, —
i ! — F:)ergguc::e :gdai‘ent dpp=——r.
Coriolis force P 9 dn| Wind velocity Ug
l Coriolis force
v

Centrifugal force
Higher pressure Higher pressure

Slika 3: Gibanje Cestice fluida u strujanju zraka uslijed postojanja centrifugalne sile [6]

Jednadzba gibanja ovakvog strujanja u polarnim koordinatama glasi:

Uz 10p

Pritom se predznak + odnosi na ciklonalno strujanje, dok se — odnosi na anticiklonalno struja-

nje, a varijabla r predstavlja radijus zakrivljenosti izobara. Brzina strujanja uslijed djelovanja
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centrifugalne sile u ciklonalnom strujanju se moze odrediti koristeci sljede¢u relaciju:

__fcr ch ? i@
o= (B) 22 o

te za anticiklonalno strujanje:

o fer for\® v op
o= (B) e 25

Za ciklonalno strujanje je moguce geostroficku brzinu Uy, izraziti u ovisnosti o brzini uslijed

djelovanja centrifugalne sile U,:

Uge
Ugeo = Ugr (1 + f;> : (2.6)

iz cega slijedi da je Uy < Ugeo.

2.1.3. Utjecaj strujanja u visim dijelovima atmosfere na formiranje atmo-

sferskog granic¢nog sloja

Utjecaj vjetra opada s visinom c¢emu je uzrok djelovanje povrsine. Naime, brzina strujanja
na povrsini Zemlje je jednaka nuli. Utjecaj povrsine se postupno gubi, te se potpuno moze
zanemariti na visinama koje odgovaraju debljini atmosferskog grani¢nog sloja. Upravo su te
visine (obitno oko z = 1 km) one na kojima se formiraju gore opisana strujanja (geostrophic
wind i gradient wind), a koje su vise od debljine atmosferskog grani¢nog sloja.

Kao sto Slika 4. prikazuje, brzina strujanja se smanjuje s opadanjem visine, a atmosferski
granicni sloj je zakrivljen u odnosu na izobare. Uzrok zakrivljenosti jest ravnoteza sila koje
djeluju na cestice fluida koje struje. Naime, smjer strujanja se postupno mijenja s opadanjem
visine, a brzina strujanja postupno opada (na povrsini je jednaka nuli). Coriolisova sila raste
s porastom visine, dok se sila trenja (zbog otpora povrsine strujanju) smanjuje, te se granicni

sloj zakrivljuje. Ako bi se promatrala cCestica fluida na vise proizvoljno odabranih visina z, u
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svakom presjeku bi bila zadovoljena ravnoteza izmedu Coriolisove sile, sile uslijed postojanja

gradijenta tlaka, te sile trenja uzrokovane otporom tla prema strujanju.

Atmospheric
boundary layer

Slika 4: Strujanje zraka u atmosferskom grani¢nom sloju [6]
Shematski prikaz ravnoteze sila koje djeluju na cesticu fluida u atmosferskom grani¢nom sloju
je dan na Slika 5.

Lower pressure
Isobar

Force dueto a dp

pressure gradient g

% Wind velocity U

Net friction |
\\ | Coriolis force
[

\*,/

Higher pressure

Slika 5: Ravnoteza sila koje djeluju na ¢esticu fluida u atmosferskom grani¢nom sloju [6]
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2.2. Atmosferski granicni sloj

Atmosferski grani¢ni sloj je najnizi sloj Zemljine atmosfere koji se ¢esto naziva troposferom, a
¢ija su svojstva u direktnoj interakciji s povrsinom Zemlje. Upravo iz toga razloga se atmo-
sferski granicni sloj ¢esto u literaturi definira kao sloj zraka u blizini Zemljine povrsine unutar
kojeg efekti na povrsini (poput trenja, grijanja i hladenja) uzrokuju izmjenu koli¢ine gibanja,
energije i mase putem turbulentnog strujanja reda veli¢ine debljine grani¢nog sloja ili manje, a
vremenskog su trajanja kraceg od jednog dana [25].

U ovom radu ¢e temelj numerickog istrazivanja biti stacionarni homogeni atmosferski granicni
sloj, sto znaci da ¢e brzina i ostale fizikalne i turbulentne veli¢ine biti neovisne o vremenu i jed-
nake (uniformne) u horizontalnom smjeru (smjeru strujanja). Homogeni atmosferski grani¢ni
sloj je teoretski granicni sloj koji bi se razvio strujanjem iznad beskonacno duge ravne povrsine.
U tome sluc¢aju se moze pretpostaviti horizontalna homogenost fizikalnih veli¢ina. No takav
granicni sloj se formira i u stvarnosti, a najsli¢niji je prilikom strujanja iznad morske povrsine
ranje iznad ravne povrsine s jednolikom vegetacijom ili jednolikom strukturom objekata na tlu.
Pretpostavkom horizontalne homogenosti moguce je zanemariti sve promjene u horizontalnom
smjeru (smjeru strujanja), ¢ime se jednadzbe matematickog modela znantno pojednostavljuju.
Uvjet horizontalne homogenosti pretpostavlja i uvjet stacionarnosti strujanja, sto znaci da su

sve veli¢ine strujanja neovisne o vremenu [23].

2.2.1. Struktura atmosferskog granicnog sloja

Atmosferski granicni sloj se opéenito moze podijeliti na unutarnji (engl. inner layer) i vanjski
ili Ekmanov sloj (engl. outer or Ekman layer). Nadalje, unutarnji sloj se dodatno moze podi-
jeliti na inercijalni podsloj (engl. inertial sublayer), te prijelazni podsloj (engl. interfacial or
roughness sublayer). Svaki od navedenih slojeva ima turbulentne karakteristike strujanja koje

ga definiraju i razlikuju od ostalih. Jedina posebna iznimka je vanjski ili Ekmanov sloj. Na-
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ime, strujanje u tom sloju je prvenstveno pod utjecajem Zemljine rotacije, odnosno Coriolisove
sile. Strujanje u ostalim slojevima je direktno pod utjecajem Zemljine povrsine, te se utjecaj
Coriolisove sile u njima moze zanemariti.

U ovom radu ¢e se racunalno modelirati upravo unutarnji dio atmosferskog grani¢nog sloja koji

je pod direktnim utjecajem povrsine, te se utjecaj ostalih sila u njemu moze zanemariti.
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Slika 6: Shematski prikaz podjele atmosferskog granicnog sloja na slojeve i podslojeve od
kojih se sastoji [25]
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Strujanje u unutarnjem sloju je u potpunosti pod utjecajem Zemljine povrsine, a proteze se do
priblizno z = 100 m (10-15% debljine atmosferskog grani¢nog sloja). Kao $to je ve¢ spome-
nuto, unutarnji sloj se dijeli na prijelazni i inercijalni podsloj. Brzina promjene mase, koli¢ine
gibanja i energije u inercijalnom podsloju je najvise uzrokovana turbulentnim naprezanjem, dok
se promjena uslijed molekularne difuzije moze zanemariti. U prijelaznom podsloju je brzina
promjene mase, koli¢ine gibanja i energije prvenstveno uvjetovana molekularnom difuzijom, a
upravo je hrapavost Zemljine povrsine glavni generator turbulentnog strujanja koji daje takve
karakteristike strujanja u tome podsloju. Prijelazni podsloj se obi¢no proteze do visine malo
viSe od gradevinskih objekata koji su smjesteni u podrucju strujanja (npr. zgrade, neboderi,
mostovi, itd.).

Pokazano je da je prosjecna debljina atmosferskog grani¢nog sloja 4 priblizno jednaka § = 600 m
za svaki tip terena (ruralni, suburbani i urbani). Uz debljinu atmosferskog grani¢nog sloja d,
postoje jos dvije vazne veli¢ine koje definiraju njegove karakteristike. Prva je visina iznad pod-
loge z, a druga aerodinamicka duljina hrapavosti zy. Podjela atmosferskog grani¢nog sloja u

specificne slojeve i podslojeve je prikazana na Slika 6.

2.2.1.1. Aerodinamicka duljina hrapavosti 2,

Tablica 1. Vrijednosti aerodinamicke duljine hrapavosti zy za razli¢ite tipove terena [6]

zp (m) Tip terena

10~°  Glatke ledene povrsine

10~*  Otvoreno mirno more

1073  Priobalna podrudja

0.01  Otvorena polja s rijetkom vegetacijom i malo gradevinskih objekata
0.05  Poljoprivredna podrucja s malo gradevinskih objekata

0.3  Sela i poljoprivredna podrucja s vise gradevinskih objekata

1 —10 Urbana podrucja
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Aerodinamicka duljina hrapavosti se moze interpretirati kao visina iznad tla (pri z = 0) gdje je
srednja brzina strujanja jednaka nuli (u(z) = 0). Pojednostavljeno se takoder moze interpreti-
rati i kao veli¢ina vrtloga koji su formirani zbog interakcije izmedu povrsine i sloja zraka [6].
Vrijednosti aerodinamicke duljine hrapavosti 2y se razlikuju za razli¢ite tipove terena, te su u
Tablica 1. dane vrijednosti dobivene mjerenjima. Na Slika 7. je dan prikaz pojednostavljenog

strujanja s interpretacijom aerodinamicke duljine hrapavosti zg.

O | 3£'/
S

\

4. ‘ 17 %//// =2y

Slika 7: Interpretacija aerodinamicke duljine hrapavosti zy [6]

\

2.2.1.2. Debljina istisnu¢a atmosferskog grani¢nog sloja d

U slucaju strujanja zraka nad povrsinama s gusto naslaganim elementima povrsinske hrapavosti
(gustom vegetacijom, stambenim cetvrtima, itd.), cijeli atmosferski granicni sloj je pomaknut
(istisnut) u vertikalnom smjeru. U tom sluc¢aju se ne moze zanemariti veli¢ina d koja predstavlja
debljinu istisnuca atmosferskog grani¢nog sloja, a za koju se obi¢no uzima da je jednaka visini
elemenata povrsinske hrapavosti. Na Slika 8. je dan prikaz formiranja novog atmosferskog
grani¢nog sloja uslijed nastrujavanja nad povrSinom s gustom vegetacijom (Sumom). Novi
granicni sloj ¢e se formirati na visini koja predstavlja razliku aerodinamicke duljine hrapavosti

i debljine istisnuca (zg — d).
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>N

U(2)

z:zovd

{) 1351 Lz‘i QJS; :%k] Z

Slika 8: Formiranje atmosferskog grani¢nog sloja uslijed strujanja zraka nad povrsinom s
gusto rasporedenim elementima povrsinske hrapavosti [6]

2.2.2. Struktura strujanja u atmosferskom graniénom sloju

S obzirom da je strujanje u atmosferskom grani¢nom sloju strogo turbulentno, brzine se mogu

matematicki zapisati kao:

Uu=u-+u,
v="0+7, (2.7)
w=w+w,

gdje @ predstavlja srednju brzinu strujanja vjetra u horizontalnom smjeru, v u lateralnom,
a W u okomitom smjeru. Veli¢ine v/, v' i w’ predstavljaju fluktuacijski, vremenski ovisan dio
brzine. Turbulentno strujanje u atmosferskom grani¢nom sloju je najcesée trodimenzionalno, ali
s obzirom da je brzina u horizontalnom smjeru & mnogo vec¢a od druge dvije komponente brzine
(u >> v iu >> w), brzine u lateralnom i vertikalnom smjeru se najéesée mogu zanemariti
(Cesto se zanemaruju i pri eksperimentalnim mjerenjima). To zna¢i da su obi¢no srednja brzina

% i njezin fluktuacijski dio v’ najdominantni i da je njihov utjecaj na sile uzrokovane strujanjem
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najvedi [6]. Na Slika 9. su dani podaci mjerenih brzina i njihovih osrednjenih vrijednosti na tri

razli¢ite visine z.

Height 43.1m

N -
O O

Wind velocity m/s

Minutes

Slika 9: Primjer mjerenih i osrednjenih brzina na tri razlicite visine z [6]

2.2.3. Empirijske relacije za modeliranje atmosferskog grani¢nog sloja

U praksi se Cesto koriste matematicki izrazi kojima se opisuje stacionarni homogeni atmosferski

grani¢ni sloj, a za koje se pokazalo da se dobro poklapaju s podacima mjerenima u prirodi.

2.2.3.1. Logaritamski zakon (Logarithmic law)

Logaritamski zakon (Thuillier and Lappe, 1964.g.) se cesto koristi za modeliranje prvih 10%
debljine atmosferskog grani¢nog sloja, odnosno vrijedi u donjim slojevima AGS-a. Za definiranje
logaritamskog zakona u obzir je uzeta jedino povrsinska hrapavost. Matematicka formulacija

logaritamskog zakona glasi:

1 —d
o =u,—In <Z ) : (2.8)
K 20
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Pritom wu, predstavlja brzinu trenja, d je debljina istisnu¢a atmosferskog grani¢nog sloja, a x

je von Karméan-ova konstanta koja iznosi k = 0,41. Brzina trenja racuna se kao:

70
Ur = ([ —, 2.9
P (2.9)

gdje je 79 posmic¢no naprezanje na povrsini, a p gustoc¢a fluida na visini z iznad tla.

2.2.3.2. Zakon potencije (Power-law)

Zakon potencije (Hellman, 1916.g.) vrijedi kroz ¢itavu debljinu atmosferskog graniénog sloja.

Matematicka formulacija zakona potencije glasi:

u:uref<z_d>a. (2.10)

Zref — d

Varijabla d predstavlja debljinu istisnué¢a atmosferskog graniénog sloja (obi¢no se uzima da je
debljina istisnuca jednaka visini gradevinskih objekata iznad kojih se formira AGS), dok et
predstavlja referentnu brzinu na referentnoj visini z..s . Eksponent zakona potencije je «, a
funkcija je aerodinamicke duljine hrapavosti zy. Na Slika 10. su prikazani profili atmosferskog

grani¢nog sloja dobiveni koristenjem zakona potencije za tri razlicita tipa terena.

hZ, M

600 U@
500 - 0@
400 - z,=0,50m
§ = 450m )
sl o =0,28 [ 2,=0,03m
200 - 5 = 300m
o =0,16
100 1
0 K‘QZH 108Bna

Slika 10: Profili homogenog stacionarnog atmosferskog grani¢nog sloja iznad tri razliCita tipa
terena dobiveni koristenjem zakona potencije [34]
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3. Matematicki model

U prvom dijelu poglavlja ¢e biti dan pregled opcenitih jednadzbi mehanike kontinuuma
kojima se opisuje i modelira turbulentno strujanje fluida, dok ¢e u drugom dijelu poglavlja biti
dan matematicki model koristen za racunalno modeliranje atmosferskog grani¢nog sloja u ovom

radu.

3.1. Osnovne jednadzbe mehanike kontinuuma

Opcenite Navier-Stokesove jednadzbe za nestlacivo izotermno strujanje su skup parcijalnih

diferencijalnih jednadzbi:

e Jednadzba kontinuiteta

VeU=0 (3.1)

» Jednadzba koli¢ine gibanja (momentna jednadzba)

a{;+V-UU:—V-a- (3.2)
Jednadzba (3.1) predstavlja jednadzbu kontinuiteta koja polje brzine U definira kao soleno-
idalno polje, te se moze smatrati nekom vrstom ogranicenja s obzirom da definira nestlacivost
fluida.
Jednadzba (3.2) predstavlja jednadzbu koli¢ine gibanja koja opisuje promjenu koli¢ine gibanja
uslijed djelovanja masenih i povrsinskih sila na cesticu fluida. Takoder, posljednji ¢lan o u

jednadzbi (3.2) je potrebno modelirati, za sto se koristi Newtonov zakon viskoznosti. Tenzor

naprezanja o se moze zapisati na sljede¢i nacin:

o=-pl+3%, (3.3)
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gdje X predstavlja simetri¢ni tenzor viskoznih naprezanja, a ¢lan pl naprezanje uslijed utjecaja
tlaka.

Osnovna ideja Newtonovog zakona viskoznosti jest linearna veza izmedu simetricnog tenzora
viskoznih naprezanja i tenzora brzine deformacije. Ukoliko se dodatno pretpostave izotropna

svostva fluida, tenzor 3 se moze modelirati na sljedec¢i nacin:

Y =pu(VU+ VU - ;u(V-U)I. (3.4)

—_—
= 0 za nestlacivo strujanje

Sada se tenzor naprezanja moze definirati kao:

o=—pl+pu(VU+VU"). (3.5)

3.1.1. Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS) jednadzbe

Osrednjavanje Navier-Stokesovih jednadzbi se temelji na Reynoldsovoj dekompoziciji, odnosno
rastavljanju fizikalnih veli¢ina strujanja na njihov osrednjeni dio, te vremenski ovisan fluk-
tuacijski dio. Ukoliko Reynoldsovu dekompoziciju izvrSimo na vektorskom polju brzine U i

skalarnom polju tlaka p, dobivaju se sljedeéi izrazi:
U(x,t) = U(x) + U'(x, t) (3.6)

p(x,t) = p(x) + p'(x, 1) (3.7)

Nakon sto se jednadzba (3.6) i jednadzba (3.7) zamijene s odgovarajué¢im ¢lanovima u jednadzbi

kontinuiteta i jednadzbi koli¢ine gibanja, dobiva se konac¢an oblik RANS jednazbi:

v.U=0, (3.8)

N 1 — —
S TV UU=—Vp+ V- (»(VU+VU))-V.TT. (3.9)
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Posljednji ¢lan u jednazbi (3.9) predstavlja divergens Reynoldsovog tenzora naprezanja, a mo-
delira se koristenjem Boussinesqove aproksimacije (postoje i drugi modeli kojima se ovaj ¢lan
moze opisati, no njih se nec¢e spominjati s obzirom da je u matematickom modelu koristena

Boussinesqova aproksimacija) na sljedeéi nacin:
— — 2
—~UU =v(VU+VUY) - KL, (3.10)

gdje je vr turbulentna viskoznost, te se mora modelirati pomoc¢u nekog od modela turbulencije,

dok £ predstavlja turbulentnu kineticku energiju koja se racuna na sljedec¢i nacin:

1
k=0T (3.11)

Lako se moze zakljuciti kako ¢e turbulentna viskoznost vt biti jednaka nuli za laminarna, ne-
turbulentna strujanja. No u vecini realnih inzZenjerskih slucajeva, strujanje je ve¢inom izuzetno
turbulentno, te je turbulentna viskoznost vr nekoliko reda veli¢ine veca od fizikalne kinematske
viskoznosti fluida v. Vazno je naglasiti i kako je v fizikalna veli¢ina, dok turbulentna viskoznost
vt to nije, vec sluzi za opisivanje turbulencije u strujanju, te ¢e u vecini slucajeva biti modeli-
rana kao funkcija uvjeta strujanja.

Nakon primjene Boussinesqove aproksimacije, dobiva se konac¢an oblik RANS jednadzbi:

v.U=0, (3.12)

oU

o 1 _ T
—, TV-UU= —;VpethV- (ver(VU + VT ")), (3.13)

gdje je pog efektivni tlak, a veg efektivna viskoznost:

2
Det =P+ §k7 (314)
Veg = V + V. (3.15)
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3.1.2. Modeliranje turbulencije

Osnovna ideja modeliranja turbulencije pomoc¢u Reynoldsovog osrednjavanja jest definiranje
funkcije za racunanje turbulentne viskoznosti vr. Do sada je razvijeno mnogo takvih modela,
a jos uvijek najpopularniji i najvise koristeni u industriji su k — ¢ i K — w modeli turbulencije.
Takoder je razvijeno i mnogo varijacija tih modela od kojih se mnogi takoder cesto koriste. S
obzirom da je u ovom radu koristen standardni £ — ¢ model turbulencije, u ovom poglavlju ¢e
biti dane osnovne jednadzbe tog modela.

Standardni k& — ¢ model turbulencije je model turbulencije koji je opisan s dvije parcijalne
diferencijalne jednadzbe koje je potrebno rijesiti. Prva diferencijalna jednadzba predstavlja
transportnu jednadzbu za disipaciju turbulentne kineticke energije e, a druga za turbulentnu

kineticku energiju k:

Oe _ Ut Pe g2
at+v-U5—v-(<0_a+y)Ve) -a -6 (3.16)
oo
o YUk-vV. ((”T + mw) — P (3.17)
(925 Ok

Disipacija turbulentne kineticke energije ¢ je definirana na sljedec¢i nacin:
e=U0UU VU, (3.18)

a izvorski ¢lan P u jednadzbi se modelira kao:

(VU + VUT) ) (VU + VUT)

P=2 : . 3.19
vt 9 9 ( )
Izraz za turbulentnu viskoznost vt je:
]{?2
vt = Cuf. (320)
€

Standardni koeficijenti £ — ¢ modela turbulencije su dani u Tablica 2.
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Tablica 2. Koeficijenti £ — ¢ modela turbulencije

CM (& Cy o o

0.09 144 192 1 1.3

3.1.3. Modeliranje turbulencije u blizini zida

Glavni problem modeliranja turbulencije uz zid je tzv. obrnuta energetska kaskada. Naime,
dolazi do rolanja manjih vrtloga koji su nakon toga odbaceni od zida, te se na taj nac¢in stvaraju
vedi vrtlozi. Takva energetska kaskada nije uzeta u obzir pri standardnom pristupu modeliranju
gdje veliki vrtlozi u procesu kidanja i raspadanja tvore manje vrtloge (vortex break up i vortex
shedding procesi).

No u vecini inzenjerskih slucajeva nije potrebno rijesiti cjelokupno strujanje uz zidnu stijenku,
veé je najcesce zelja doéi do podataka o utjecaju stijenke na strujanje i obratno (otpor struja-
nju, naprezanja na stijenci i ostalo). Upravo to dovodi do ideje da se strujanje u blizini zida
ne rjesava u cijelosti ve¢ modelira kako bi se smanjila potreba za velikim rezolucijama mreze u
tome podrudju (zbog postojanja velikih gradijenata), a samim time znatno smanjilo i potrebno
racunalno vrijeme za rjesavanje takvog sustava jednadzbi. Modeliranje turbulencije uz zid se
temelji na primjeni zidnih funkcija upravo s ciljem smanjenja potrebe za velikim rezolucijama
mreze, te mnogo manjim racunalnim vremenom racunanja sustava diskretiziranih jednadzbi.
Postoje i modeli turbulencije poput Low-Reynolds modela, koji u potpunosti rjesavaju strujanje
fluida uz zid, ali se u industrijskoj praksi rjede primjenjuju zbog gore navedenih razloga.
Opcenito se turbulentno strujanje u blizini zidne stijenke moze podijeliti na tri osnovna podru-

cja:

 Viskozni podsloj y™ < 5
U viskoznom podsloju se efekti turbulencije mogu zanemariti s obzirom da su efekti

viskoznosti nekoliko redova veli¢ina vedi.
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o Prijelazni podsloj 5 < y™ < 30

U prijelaznom podsloju su oba efekta viskoznosti i turbulencije otprilike istog reda veli¢ine.

o Inercijalni podsloj y* > 30
U inercijalnom podsloju do izrazaja dolaze efekti turbulencije, dok se efekti viskoznosti

mogu zanemariti.

3.1.3.1. Standardna zidna funkcija

Unutrasniji dio grani¢nog sloja Vanjski dio
—_— e
- V . 0,1do 0,156 Lo . [
=+
u u = 1 |Irqn | Prijelazni sloj | Inercijalni podsloj :
Vv 9 } e A
T | | |
s> | I fo =4 I
30 T | | | -
l I I
| I I
l I
I I
I I
I I
I I
I |
I I
| I
-+ I I
20 | |
| I
| I
| I
I |
l
| : 1
1 =+ 4 4
i | u —Iny +B:—ln(Ey )
| | K K
10 T — |
o |
I I
LA |
+ + I
ut=y Y = |
Ve . Y I
_—#/(‘,_I i
‘ | I
l I
——f — |
1 v =3dos 4, Y1 =40 oo 1000 yr=tee VY

Slika 11: Shematski prikaz bezdimenzijske brzine u ovisnosti o bezdimenzijskoj udaljenosti
od zidne stijenke [45]

Zidne funkcije (Launder and Spalding [26]) koriste empirijske relacije s ciljem opisivanja stru-
janja uz zidnu stijenku, a koje se ne moze rijesiti koristenjem standardnih jednadzbi k& — ¢

modela turbulencije. Koriste¢i zidne funkcije, moguée je izraziti osrednjenu brzinu paralelnu

Fakultet strojarstva © brodogradnje 22



Mihael Cindori Diplomski rad

sa stijenkom i parametre turbulencije izvan viskoznog podsloja u ovisnosti o udaljenosti od
zida i uvjetima na zidu poput posmicnog naprezanja na zidu i gradijenta tlaka. Na taj nacin
je mogucée omoguciti definiranje rubnih uvjeta na zidu, te je moguce rijesiti jednadzbu koli-
¢ine gibanja i jednadzbe modela turbulencije bez potrebe za rjesavanjem viskoznog podsloja.
Kako bi to bilo moguce, centar volumena definiranog uz zidnu stijenku mora biti smjesten u
intercijalnom podsloju, nakon ¢ega se smije koristiti zakon zida za definiranje rubnih uvjeta za
disipaciju turbulentne kineticke energije € i turbulentnu kineticku energiju k.

Osnovni oblik standardne zidne funkcije je sljedec¢i (Launder and Spalding [26]):

a1

T= "= "In(Ey" B 3.21
U " Hn(y)%— , ( )

gdje u; predstavlja osrednjenu brzinu paralelnu sa zidom, x = 0,41 je von Karméan-ova kons-
tanta, B je empirijska konstanta koja ovisi o debljini viskoznog podsloja, F je parametar

hrapavosti podloge (E =~ 9 za glatke zidove), dok je u, brzina trenja definirana kao:

-
Uy = | —. 3.22
P (3.22)

Bezdimenzijska udaljenost od zida y™ se racuna na sljedeci nacin:

yt =249 (3.23)

gdje y predstavlja dimenzijsku udaljenost od zida. Bezdimenzijska udaljenost od zida y* je
vazna vrijednost s obzirom da ¢e zidna funkcija biti valjana samo u podrucju u kojem je centar
prvog volumena smjesten u inercijalnom podsloju. U OpenFOAM®-u je grani¢na vrijednost
yt = 11,6, tj. ako je vrijednost y™ > 11,6 koristi se zidna funkcija, a ukoliko je y* < 11,6
koristi se linearan zakon (u* = y*). Ukoliko se zidna funkcija upotrebljava u podrucju gdje je
izracunati y* < 11,6 moze do¢i do ozbiljnih gresaka u rjeSenju s obzirom da u tome podrucju
funkcija zida nije valjana.

Posmicno naprezanje na zidu se moze izracunati pomocu sljedeceg izraza:
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U Upk
Tw = )
In(Ey*)

(3.24)
a kako se posmicno naprezanje na zidu moze racunati i kao

(3.25)

slijedi da je efektivna viskoznost jednaka:

_ Urypk
Vet =

: 3.26
In(Eyg) (3.26)
Direktne numericke simulacije (DNS) strujanja u blizini zida su pokazale kako je turbulentna

disipacija priblizno jednaka turbulentnoj produkciji u podrucju inercijalnog podsloja gdje je

yT = 50. Bududi da se izraz za posmicno naprezanje moze definirati kao:

W =1 =2, (3.27)
p
moze se do¢i do sljedeceg izraza za turbulentnu produkciju:
___0u 3
ce— P — —u’v’l = U (3.28)
dy Ky

Pretpostavlja se jednakost turbulentne disipacije i turbulentne produkcije, dok su svi drugi

gradijenti osim 0u/0Jy zanemareni. Sada se primjenom pretpostavke o turbulentnoj viskoznosti
moze zapisati:

7 2
— ou  Cuk* u,
— 'V =vr— = :

Oy

—. 3.29
ey (3.29)
Konacni oblik za disipaciju turbulentne kineticke energije u blizini zida je:

(3.30)

Kada se jednadzba (3.30) koristi kao rubni uvjet na zidu za disipaciju turbulentne kineticke

energije €, Neumannov zero gradient rubni uvjet se moze koristiti za turbulentnu kineticku
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energiju k. Sada se izvorski (produkcijski) ¢lan u prvom volumenu uz zidnu stijenku moze

jednostavno izracunati tako da se nade njegova srednja vrijednost u polovini volumena, te uz

pretpostavku da je 7, konstantan po volumenu slijedi:

— 1 qvr ou u
P:—/ Tw+ —dy = 7y - —. (3.31)
Yyp JO 0 yp
Produkcijski se ¢lan takoder moze racunati na sljedec¢i nacin:
1 1
Cuikp2? Ou
Pp = Ut u P <yP>, (332)
Kyp dy
te se y dobiva sljedeéim izrazom:
n Cui/fp%yp
yp = ———. (3.33)
v
Kao sto je ve¢ spomenuto, zidna funkcija nije valjana u podrucju viskoznog podsloja. U tom
podrucju se koristi linearna funkcija:
Dy 3.34
oY (3.34)
a posmic¢no naprezanje u viskoznom podsloju je definirano na sljede¢i nacin
(3.35)

U prijelaznom podsloju nije valjana niti linearna funkcija, niti funkcija zida. Stoga kao sto

je ve¢ napomenuto, OpenFOAM® koristi linearnu formulaciju do y™ = 11,6, a za vrijednosti

yT > 11,6 se koristi funkcija zida.
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3.2. Diskretizacija ¢lanova jednadzbi matematickog modela

Diskretizacija ¢lanova jednadzbi matematickog modela bit ¢e ukratko objasnjena na primjeru

opcée skalarne transportne jednadzbe:

Op®P

T 4 Ve(pUD) =V (pleVO) +  Sy(@) (3.36)
ot ——r

— konvektivni ¢lan difuzijski ¢lan izvorski/ponorski élan

nestacionarni ¢lan

Metoda konacnih volumena zahtjeva integralni zapis diferencijalne jednadzbe, Sto znaci da
jednadzba (3.36) mora biti zadovoljena po kontrolnom volumenu volumena Vp i oko tocke P
koja predstavlja teziste tog kontrolnog volumena (Slika 12.), a ¢iji se vektor polozaja rp definira

kao:

rp= [ (x—xp)dV =0. (3.37)

Vp

Slika 12: Proizvoljni kona¢ni volumen [14]
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Jednadzba (3.36) zapisana u integralnom obliku (uz p =konst.) glasi:

§ %gfdv+ ?gqﬁ(n-U)dS — jéF@n-(W)pdS = /VS(¢)dV (3.38)

Kako bi se omogudila formulacija metoda diskretizacije drugog reda toc¢nosti, diskretizacija
¢lanova (prostorna i vremenska) se mora izvrsiti koristedi linearne funkcije. Opéenita prostorna

promjena ®(x) oko tocke P kontrolnog volumena se moze zapisati na sljedeéi nacin:
O(x) =Pp + (x —xp) - (VP)p, gdje je Pp = O(xp), (3.39)
dok vremenska promjena glasi:

t
D(t+ At) =" + At (%f) , gdje je &' = P(t). (3.40)

Volumni integral se moze izrac¢unati koriste¢i jednadzbu (3.39):
/ GdV = DpVp, (3.41)
v

dok se povrsinski integral moze rastaviti na sumu po stranicama kontrolnog volumena:

fi nddS =3 sy, (3.42)
f

gdje je s¢ povrsinski vektor definiran u centru (tezistu) stranice kontrolnog volumena (Slika 12.)

i iznosa je povrsine stranice kontrolnog volumena:

st = [ ndS. (3.43)
St

Pritom se centar (teziste) stranice kontrolnog volumena definira analogno definiciji tezista kon-

trolnog volumena:s:

/S (x—x) =0 (3.44)
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3.2.1. Diskretizacija prostornih ¢lanova

Prostornim clanovima se smatraju gradijent, divergens, konvektivni, difuzijski i izvorski (po-
norski) clan.
Najprije ¢e se opisati postupak diskretizacije operatora gradijenta. Prvi nacin racunanja gra-

dijenta jest upotrebom Gaussovog teorema na sljedeéi nacin:

/ VodV = ¢ dsd, (3.45)
1% ov

gdje se vektor s definira kao:

s = ndS. (3.46)

Konacan izraz za racunanje operatora gradijenta (uz upotrebu jednadzbe (3.42)) glasi:

72 nddS =3 sidy. (3.47)
f

Sada je osnovni problem kako izracunati vrijednost polja @ na stranicama kontrolnog volumena.

To se ostvaruje koristenjem linearne interpolacije na stranice kontrolnog volumena:

Bp = tPp + (1 — t)Dy. (3.48)

.
P f N

Slika 13: Princip odredivanja vrijednosti varijable @ na stranicama kontrolnog volumena
koristenjem linearne interpolacije
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Pritom @p predstavlja vrijednost varijable u sredistu promatranog volumena, dok @y vrijednost

varijable u susjednom volumenu. Faktor ¢ predstavlja faktor linearne korekcije (Slika 13.):

S (3.49)

Drugi nacin racunanja gradijenta je pomoc¢u metode najmanjih kvadrata:

(V@)p == Zw%GfldN(éN — @P)
N

(3.50)
Pritom se vrijednost tezinskog faktora wy odreduje kao:
o (3.51)
wN = , .
TN
dok je G simetri¢ni tenzor drugog reda i racuna se:
N

3.2.1.1. Diskretizacija konvekcijskog ¢lana

Konvekeijski ¢lan predstavlja transport fizikalnih veli¢ina uslijed strujanja fluida (postojanja

brzine). Diskretizacija konvekcijskog ¢lana se vrsi na sljedeéi nacin:

72 B(n-U)dS = Y By(se Up) = 3 . (3.53)

Pritom je F protok kroz stranicu kontrolnog volumena:

F = Sf'Uf. (354)

Veli¢ina &y je vrijednost na stranici kontrolnog volumena koju je potrebno odrediti. Moguce ju

je odrediti na vise na¢ina. Jedan od nacina je linearna interpolacija na stranice kontrolnog vo-
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lumena na nacin na koji je to objasnjeno za racunanje operatora gradijenta (Slika 13.). Takvu
shemu diskretizacije nazivamo shema centralnih razlika (engl., central differencing scheme).
Vrijednost @ je moguée odrediti i shemama poput uzvodne sheme (engl., upwind differencing
scheme, gdje se vrijednost veli¢ine na stranicama kontrolnog volumena odreduje s obzirom na
smjer strujanja fluida), te shemama koje koriste limitere (TVD i NVD sheme).

Za diskretizaciju konvektivnih ¢lanova je u ovom radu koristena NVD shema s limiterom
(gamma differencing scheme) [18], koja osigurava ogranic¢enost i konzervativnost, odnosno rje-

senja bez oscilacija.

3.2.1.2. Diskretizacija difuzijskog ¢lana

Difuzijski ¢lan predstavlja transport uslijed postojanja gradijenata u sustavu, odnosno razlika

u koncentraciji fizikalnih veli¢ina. Diskretizacija se vrsi na sljede¢i nacin:

7{5 Tgn e« (VO)pdS = 3 (L)t (VO):, (3.55)
f

a vrijednost koeficijenta difuzije (I'g)¢ se na stranici kontrolnog volumena odreduje koriste¢i
linearnu interpolaciju (metodom centralnih razlika).
Ukoliko je vektor d; poravnat s duljinom PN (vidi Slika 13.), lako se moZe izracunati kompo-

nenta gradijenta u smjeru vektora dy iz jednadzbe (3.55):

Oy — P
spe (VO)p = |sg| ————

@ (3.56)

Ukoliko vektor d¢ nije poravnat s duljinom PN eventualno je potrebno izvrsiti korekciju uslijed
neortogonalnosti. Takva se korekcija vrsi ako su mreze konac¢nih volumena izrazito neortogo-

nalne.
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3.2.1.3. Diskretizacija izvorskog i ponorskog ¢lana

Svi ¢lanovi jednadzbe koji se ne mogu prikazati kao konvekcijski, difuzijski ili tranzijentni
¢lanovi se nazivaju izvorskim ¢lanom. Opéenito izvorski i ponorski ¢lanovi mogu biti funkcija

prostora i vremena, te se prije diskretizacije lineariziraju:

Se(P) = Sy + Sp®. (3.57)
Pritom je ¢lan S}, definiran kao:
~ 085(?)
Sp = 95 (3.58)

Clanovi S, i Sy, su takoder funkcija varijable @, te se diskretizacija vrsi na sljedeci nacin:

/ Sp(®)dV = S, Ve + SpVpdp. (3.59)
;

3.2.2. Diskretizacija vremenskog (nestacionarnog) c¢lana

U slucaju rjesavanja nestacionarnih nestlacivih strujanja, u jednadzbi koli¢ine gibanja je po-
trebno diskretizirati tranzijentni ¢lan. Rije¢ je o ¢lanu koji daje informaciju o brzini promjene
fizikalne veli¢ine. Diskretizacija nestacionarnog ¢lana se svodi na uvodenje diskretnog vremen-
skog koraka At, ¢ime je mogudée izrac¢unati novi vremenski korak "% = t°'4 + A¢. Na taj nacin
se mogu definirati vrijednosti varijable u starom vremenskom koraku kao @° = &(t°'4), te u
novom vremenskom koraku kao @™ = Q(t"°V).

Diskretizirani oblik nestacionarnog ¢lana je:

o® o _ g0
P2 - .
/V AV = Ve (3.60)
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3.3. Algoritam za rjesavanje sustava Navier-Stokesovih jed-

nadzbi

Kao sto je ve¢ spomenuto, podrucje istrazivanja ovog rada je stacionarni homogeni atmosferski
granicni sloj, pa je u skladu s time koristen stacionarni rjesavac¢ baziran na SIMPLE algoritmu.
Stoga ¢e se dati kratak pregled tog algoritma implementiranog u rac¢unalnom programu kori-

stenom za numericke simulacije, OpenFOAM®-u.

3.3.1. Diskretizirani sustav Navier-Stokesovih jednadzbi

Nakon sto se provede diskretizacija jednadzbi matematickog modela, dobiva se sustav jednadzbi
koji se zapisuje u poludiskretiziranom obliku (s obzirom da gradijent tlaka jos uvijek nije
diskretiziran):

apﬁp = H(U) - Vp (361)

Clan H(U) je matrica koja se sastoji od transportnog dijela koji sadrzi koeficijente svih susjed-
nih konac¢nih volumena pomnozenih s odgovaraju¢im brzinama, te izvorskog dijela koji sadrzi
diskretizirani tranzijentni ¢lan i ostale izvorske ¢lanove (ukoliko postoje). Jedini izvorski ¢lan

koji izvorski dio matrice ne sadrzi jest gradijent tlaka. Matematicki se matrica H(U) zapisuje:

_ _ [0
H(U) = — Z (INUN + —. (362)
N At
Iz jednadzbe (3.61) se moze izraziti brzina:
.  H(U 1
= HU) g, (3.63)
ap ap

te se vrijednost brzine moze interpolirati na stranice kontrolnog volumena:
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U = (H(U)>f— (1)f(vp)f. (3.64)

ap ap

Diskretizirani oblik jednadzbe kontinuiteta (3.12) glasi:
ST =0. (3.65)
f

Kada se jednadzba (3.64) uvrsti u jednadzbu (3.65), dobiva se izraz za racunanje gradijenta

<1Vp> =Ve <H(E)> = ijs- <H(:J>>f (3.66)

ap a a

tlaka:

Kada je gornja jednadzba zadovoljena, osigurava se konzervativnost protoka kroz stranice ko-

nacnog volumena. Konacan oblik diskretiziranog sustava Navier-Stokesovih jednadzbi je:

avUp = H(D) ~ Y8 () (3.67)

>s- [(;}))f(vp)f] —S- (T)f (3.68)

Protok F kroz stranice kontrolnog volumena se ra¢una koristedéi jednadzbu (3.64):

F—S.U;=S- KH(U)>£ _ (1)f(vp)f] | (3.69)

3.3.2. SIMPLE algoritam

Osnovna ideja SIMPLE algoritma (Patankar, Spalding [33]) je povezivanje polja brzine i polja
tlaka, koji se cCesto koristi za rjesavanje stacionarnih problema u racunalnoj dinamici fluida.
Takav nacin rjesavanja se bazira na iterativhom rjesavanju sustava lineariziranih jednadzbi.

Princip rada SIMPLE algoritma je sljedeci:

1. Preuzeti polja tlaka i protoka iz prethodne iteracije

Potrebno je preuzeti polje tlaka i protoka iz prethodne iteracije.
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2. Izracunati novo polje brzine koristeéi podrelaksiranu jednadzbu (3.67)
Kako bi se ubrzala i uspostavila konvergencija, jednadzba (3.67) se implicitno podrelaksira
podrelaksacijskim faktorom «, za brzinu. Tako se dobiva novi sustav podrelaksiranih
jednadzbi koji je potrebno rijesiti da bi se dobilo novo polje brzine (racuna se koristenjem

polja tlaka i protoka iz prethodne iteracije):

LT =H(U) - Y S(p) + Uo. (3.70)

Qy . Qy

3. S tako dobivenim poljem brzina moze se izra¢unati novu matricu H(U), te se nakon toga

moze rijesiti jednadzba (3.68) za tlak. Na taj nacin se dobiva novo polje tlaka p.

4. Izracunati novo polje tlaka i eksplicitno ga podrelaksirati
Izracunato novo polje tlaka je potrebno podrelaksirati. Naime, rjeSavanje stacionarnih
strujanja unosi vecu gresku nelinearnih efekata nego sto je to slucaj kod rjesavanja nesta-
cionarnih strujanja. Stoga je dovoljno dobiti samo aproksimaciju vrijednosti polja tlaka,
a nakon toga ponovno izracunati matri¢ni operator H(U) s novim konzervativnim proto-
cima. lako rjesavanje jednadzbe (3.69) daje nove konzervativne protoke (protoci zadovo-
ljavaju jednadzbu kontinuiteta), novo polje tlaka nosi gresku gradijenta tlaka, konvekcije

i difuzije. Upravo se iz tog razloga uvodi podrelaksacija polja tlaka, s ciljem smanjenja

gresaka koje se javljaju uslijed neto¢nog polja brzine:
pnew — pold + ap(pP _pold)' (371)

5. Izracunati nove protoke koristeéi jednadzbu (3.69)

6. Rijesiti diskretizirane jednadzbe modela turbulencije
U slu¢aju postojanja dodatnih jednadzbi u matematickom modelu (poput skalarnih tran-

sportnih jednadzbi za k i €) potrebno je rijesiti diskretizirane sustave za te jednadzbe.

7. Provjeriti konvergenciju rjesenja

Ukoliko rjesenje nije konvergiralo, nastaviti s postupkom rjesavanja.
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Standardne vrijednosti podrelaksacijskih faktora brzine i tlaka su:

a, =0,8,te o, =0,2. (3.72)

3.4. Novi matematicki model za simulaciju atmosferskog gra-
nicnog sloja

Novi model za simulaciju atmosferskog grani¢nog sloja je stacionaran, jednodimenzionalan,

izoterman i nestlaciv, te su stoga jednadzbe (3.13), (3.16) i (3.17) sljedeéeg oblika:

« Jednadzba koli¢ine gibanja

= W, (3.73)

o Transportna jednadzba za turbulentnu kineticku energiju

- S DB _ )+ o) =0, (3.74)

o Transportna jednadzba za disipaciju turbulentne kineticke energije

0%y, PWel)
)

+ O

— 0. (3.75)

Vazno je naglasiti kako u matematickom modelu koordinata x predstavlja smjer strujanja, dok
koordinata y predstavlja visinu. Sve tri jednadzbe modela ne sadrze konvekcijski ¢lan. Zbog
pretpostavke uniformnosti strujanja, konvekcijski protok mora biti jednak nuli, isto kao sto je

i gradijent tlaka u tome slucaju priblizno jednak nuli zbog uvjeta strujanja u AGS-u:

— =0 (3.76)
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Turbulencija je modelirana koriste¢i standardni k£ — ¢ model, te se turbulentna viskoznost vr

rac¢una iz turbulentne kineticke energije k(y) i disipacije turbulentne kineticke energije e(y) [19]:

k(y)*
vr(y) = C , 3.77
T(y> K €(y) ( )
dok je turbulentna produkcija P(y) modelirana kako slijedi:
o0uy) _(0u())*
P — __aqlay — . .
(v) u'v o v o (3.78)

Za potrebe razvoja novog modela, napravljena je modifikacija standardnih koeficijenata k — ¢

modela turbulencije. Tako se vrijednost koeficijenta C,, ra¢una kao [35]:

1 kly) _ kly) k@)
JCn W) @iy Z,T(au@)' (379)
Jdy

U podrucju inzZenjerstva koje se bavi problemima utjecaja atmosferskih pojava na gradevinske
objekte, uobicajene su malo drugacije vrijednosti parametara turbulencije od onih standardnih.
Prema Jureti¢ i Kozmar [21][22], u novom modelu su koristeni koeficijenti turbulencije dani u

Tablica 3.

Tablica 3. Koeficijenti k¥ — ¢ modela turbulencije koriSteni u novom modelu

O“ Cl 02 O O¢

0.044 144 192 1 1.67

3.4.1. WS izvorski ¢lan

U jednadzbi kolicine gibanja (3.73) je implementiran novi izvorski ¢lan Wi,. Glavna uloga
tog ¢lana je osiguravanje uniformmnosti (homogenosti) atmosferskog graniénog sloja po duljini
racunalne domene, te odgovarajuce razdiobe optere¢enja s visinom. S obzirom da u tome

sluc¢aju konvekcijski ¢lan i izvorski ¢lan gradijenta tlaka moraju biti jednaki nuli, modeliranje
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W« €lana zapocinje iz jednadzbe koli¢ine gibanja u njezinom opcenitom obliku. Prvo se izvodi

tenzor naprezanja iz tenzora viskoznih naprezanja kako slijedi:

_ _ ou
=v(VU + vU? =v—, 3.80
= vOL  )-vg (350
za 1D strujanje = 0
a Reynoldsov tenzor naprezanja slijedi iz
—UU =vp(VU + vU? )= @ (3.81)
: —— toy’ ‘
za 1D strujanje = 0
S obzirom da je ukupan tenzor naprezanja jednak:
— ou
Ryy = vesVU = veg—, 3.82
Yy i Hay ( )
izvorski ¢lan se moze izracunati kao derivacija eksperimentalnih vrijednosti naprezanja:
ORSP
Wox = ——. (3.83)
dy

Upravo taj izraz se koristi kao pocetna formulacija za racunanje izvorskog c¢lana u jednadzbi

koli¢ine gibanja.

3.4.1.1. Korekcija iznosa izvorskog clana

Jednadzba (3.83) je pocetni izraz za racunanje izvorskog clana. Kako je sustav jednadzbi koje
opisuju model nelinearan, takav sustav je potrebno rjesavati iterativnim postupcima. Pokazalo
se da je tijekom rjesavanja sustava diskretiziranih jednadzbi potrebno vrsiti korekciju vrijed-
nosti izvorskog ¢lana, jer njegove inicijalne vrijednosti ne garantiraju da ¢e gradijent tlaka biti
priblizno jednak nuli i da ¢e naprezanje po visini odgovarati mjerenim vrijednostima. Korekcija

se vrsi putem sljedeceg izraza:

W = WO 4 pyggmeeted _ g, (3.84)
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gdje se korekcija izvorskog ¢lana Weoreeted raguna na sljededi nacin:

correcte C eX aﬂ<y)
WS7X ted — Z:f (nyp — UT (&y)) . (385)

Vrijednost zr je vrijednost referentne visine, RGP predstavlja vrijednost mjerenih naprezanja,
U
dok je vy (8(y)> izracunato naprezanje dobiveno numerickim rjeSavanjem sustava jednadzbi.
Y

Cyq je korekeijski faktor koji racunamo kao:

1d
W,O * Zref

Korekcija vrijednosti izvorskog ¢lana je implementirana na nacin da se moze zadavati koliko

Cy = (3.86)

puta se izvorski ¢lan zeli ispraviti. Time se pospjesuje toc¢nost racunalnog modela i omogucuje

bolje poklapanje numerickih rezultata s mjerenim vrijednostima.

3.4.2. Rubni uvjeti na vrhu racunalne domene

Vet je u uvodnom dijelu ovog rada spomenuto kako su mnogi autori pokazali da je u svrhu
pravilnog numeri¢kog modeliranja potrebno zadati konzistentne rubne uvjete na vrhu racunalne
domene. Upravo zbog toga je u programskom paketu OpenFOAM® implementirana aplikacija
koja na vrhu domene zadaje pravilne rubne uvjete za brzinu, turbulentnu kineticku energiju,

disipaciju turbulentne kineticke energije, te turbulentnu viskoznost.

e Rubni uvjet za brzinu
Za brzinu se na vrhu domene definira rubni uvjet gradijenta (fizedGradient), a koji se

racuna iz vrijednosti dobivenih mjerenjima u zra¢nom tunelu.

« Rubni uvjet za turbulentnu kineticku energiju kp
Na vrhu racunalne domene se zadaje vrijednost turbulentne kineticke energije dobivene

iz mjerenih podataka.
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e Rubni uvjet za disipaciju turbulentne kineticke energije e¢qp
Vrijednost disipacije turbulentne kineticke energije na vrhu domene se dobiva iz relacija

koje su definirane standardnim k£ — ¢ modelom turbulencije:

k(y)i
Etop = Oy —2—. 3.87
op : (VT(y))top ( )
* Rubni uvjet za turbulentnu viskoznost (vr),,,

Vrijednost turbulentne viskoznosti na vrhu racunalne domene se racuna pomocu sljedec¢eg

| R
(V1) op = <0u(y)> v. (3.88)
ay top

3.4.3. ABL zidna funkcija

Kako bi se pravilno mogao numericki modelirati atmosferski grani¢ni sloj, odnosno kako bi se
pravilno rijesile sve karakteristi¢ne veli¢ine u atmosferskom grani¢nom sloju, implementirana je

zidna funkcija za hrapave zidne stijenke koja u obzir uzima i aerodinamicku duljinu hrapavosti

20 [21]
u(zp)urk
Tw = <2’F>+Z()>’ (3.89)
In
20
a brzina trenja u, se racuna kao:
1
u, = Cir/k(zp). (3.90)

Disipacija turbulentne kineticke energije u kona¢nom volumenu uz zid se dobiva sljede¢im

izrazom:

u3

p= T 3.91
P K(zp + 20) ( )

a za turbulentnu kineticku energiju k se koristi Neumannov zero gradient rubni uvjet. Turbu-

lentna produkcija P(y) u zidnoj funkciji se dobiva pomoéu sljedeceg izraza:
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Po = 7, V(zp), (3.92)

sto predstavlja formulaciju koju obi¢no koristi OpenFOAM®. Za zadanu vrijednost 2, izracu-

natu kao:

(3.93)

moguce je kreirati brzinu i posmi¢no naprezanje konzistentno s vrijednostima dobivenim mje-
renjima. Takoder valja napomenuti kako je zp centar konac¢nog volumena smjestenog uz zidnu

stijenku, @(zp) je mjerena osrednjena brzina na zadanoj udaljenosti, dok je:

N

(zp)r

D=

(3.94)

Koristenjem zidne funkcije koja u obzir uzima i aerodinamicku duljinu hrapavosti z, moguce je
modelirati uvjete podne hrapavosti koja je koristena prilikom eksperimentalnog mjerenja atmo-
sferskog grani¢nog sloja u zra¢nom tunelu. To je jedan od glavnih preduvjeta za konzistentno

numericko modeliranje AGS-a.
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4. Numericke postavke

U ovom poglavlju ¢e biti opisane postavke koristene za numericku simulaciju atmosferskog
grani¢nog sloja. Prikazat ¢e se racunalna domena, koriStena mreza konac¢nih volumena, kori-

steni rubni uvjeti, te sheme diskretizacija.

4.1. Racunalna domena

Racunalna domena koristena u svrhu simulacija atmosferskog grani¢nog sloja generirana je s
obzirom na dimenzije zracnog tunela u kojem su vrsena eksperimentalna mjerenja na Tehnic-
kom Sveucilistu u Miinchenu [21]. S ciljem anuliranja gradijenta tlaka, zracni tunel je izveden
s difuzorom uslijed kojeg dolazi do ponistavanja pada tlaka, a ¢ime se postize pravilno ekspe-
rimentalno modeliranje grani¢nog sloja.

Kako je osnovna ideja novog modela anuliranje gradijenta tlaka koristenjem izvorskog ¢lana WS

implementiranog u jednadzbu koli¢ine gibanja, racunalna domena je generirana bez difuzora.

| 26m

|a

10,0 m

1,8m

294 m

Slika 14: Shematski prikaz zracnog tunela u kojem su vrsena mjerenja
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10m

294 m

Slika 15: Shematski prikaz racunalne domene koristene za numericke simulacije
atmosferskog grani¢nog sloja

Racunalna domena je omedena s Cetiri ravnine (patch-a) nazvane inlet, outlet, wall i top. U
ravnini inlet se definira ulazni profil atmosferskog grani¢nog sloja, dok se na top-u zadaju
konzistentne vrijednosti (kao $to je ve¢ napomenuto). Ravnina wall predstavlja zidnu stijenku,
a outlet ravninu koja definira kraj ra¢unalne domene u horizontalnom smjeru (smjeru strujanja).

Na Slika 16. je prikazana shema racunalne domene s definiranim ravninama.

top

inlet outlet

wall

Slika 16: Shema racunalne domene s prikazom definiranih patch-eva
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4.2. Prostorna diskretizacija racunalne domene mrezom ko-

nacnih volumena

Racunalna domena je po duljini diskretizirana s petnaest kona¢nih volumena, s obzirom da je
strujanje homogeno, a svi gradijenti po duljini domene jednaki nuli.

Po visini je diskretizacija uvjetovana veli¢inom prvog volumena uz patch wall. Naime, potrebno
je voditi ra¢una o tome da se centar (srediSte) prvog volumena uz zidnu stijenku nalazi u
inercijalnom podsloju. Takoder je za svaki od tri tipa terena koristena mreza konac¢nih volumena
za koju se pokazalo da se rjesenja rezultata vise ne mijenjaju s dodatnim profinjenjem mreze. To
je izrazito vazno s obzirom da se kod strujanja homogenog atmosferskog grani¢nog sloja veli¢ine
mijenjaju samo s porastom visine, te se na taj nacin isklju¢uju eventualne greske prostorne

diskretizacije.

4.3. Zadani rubni uvjeti

o Rubni uvjeti za brzinu @

Za brzinu @ se na patch-evima inlet i outlet zadaje Neumannov zeroGradient rubni uvijet.
Na patch-u wall se zadaje rubni uvjet zadane vrijednosti fized Value (u = 0), dok se na
top-u zadaje vrijednost konstantnog gradijenta koja se racuna iz eksperimentalnih mjere-
nja u zracnom tunelu.

Kako bi se ubrzala konvergencija numerickog rjesavanja diskretiziranih jednadzbi mate-
matickog modela, za brzinu su zadani pocetni uvjeti na nacin da je izracunat pocetni profil
dobiven eksponencijalnim zakonom (engl., power-law). Parametri koristeni za dobivanje

profila brzine za sva tri tipa terena su dani u Tablica 4.
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fixedGradient

zer oGradient

zer oGradient

fixedValue

Slika 17: Zadani rubni uvjeti za brzinu @

Tablica 4. Parametri eksponencijalnog zakona koristenog za definiranje pocetnih uvjeta za

brzinu @(y)

Tip terena QO Zefy M TUpef, M/S  u,, M/

Ruralni teren 0,16 0,202

Suburbani teren 0,20 0,202

Urbani teren 0,37 0,202

14,97 1,11
13,48 1,10
10, 14 1,43
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o Rubni uvjeti za tlak p

zer oGradient

zer oGr adient fixedValue

zer oGradient

Slika 18: Zadani rubni uvjeti za tlak p

Za tlak je potrebno zadati rubni uvjet fized Value na jednom od patch-eva. S obzirom na

uvjete strujanja, na patch-u outlet je tlak zadan s vrijednosti:

Poutlet = 0. (41)

U OpenFOAM®-u se zadaje kinematska vrijednost tlaka (vrijednost tlaka podijeljena s
gustoéom), te tako zadana staticka komponenta tlaka neée utjecati na numericki prorac¢un
s obzirom da je razlika tlaka (gradijent tlaka) izmedu inlet-a i outlet-a jedino Sto nas
zanima.

Na ostalim patch-evima je zadan Neumannov rubni uvjet zeroGradient. Na Slika 18. je

dan shematski prikaz rubnih uvjeta definiranih za tlak.
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o Rubni uvjeti za turbulentnu kineticku energiju k
Za kineticku energiju je potrebno zadati rubni uvjet zidne funkcije na zidu, te je u skladu
s time zadana zidna funkcija kgRWallFunction na patch-u wall. Kako je ve¢ napomenuto,
ukoliko se primjenjuje zidna funkcija za disipaciju turbulentne kineticke energije, za tur-
bulentnu kineti¢ku energiju na zidu je potrebno definirati Neumannov rubni uvjet (Sto je
ucinjeno zadavanjem kgRWallFunction na patch-u wall). Na patch-u top se vrijednost tur-
bulentne kineticke energije racuna iz mjerenih podataka s ciljem zadavanja konzistentnog

rubnog uvjeta.

fixedValue

zer oGradient zer oGradient

kgRWallFunction

Slika 19: Zadani rubni uvjeti za turbulentnu kineticku energiju k
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» Rubni uvjeti za disipaciju turbulentne kineticke energije
Za disipaciju turbulentne kineticke energije je na patch-u wall definirana zidna funkcija
epsilonA BLWallFunction, koja je opisana u matematickom modelu. Na patch-u top se

vrijednost disipacije turbulentne kineticke energije racuna prema jednadzbi (3.87).

fixedValue

zer oGradient

zer oGradient

epsilonABL WallFunction

Slika 20: Zadani rubni uvjeti za disipaciju turbulentne kineticke energije ¢
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e Rubni uvjeti za turbulentnu viskoznost v

Na patch-u wall je potrebno zadati zidnu funkciju (nutABLWallFunction) za rjeSavanje

turbulentne viskoznosti uz zidnu stijenku, dok je na patch-u top potrebno zadati konzis-

tentu vrijednost koja se racuna prema jednadzbi (3.88).

fixedValue

zer oGradient

zer oGradient

nutABLWallFunction

Slika 21: Zadani rubni uvjeti za turbulentnu viskoznost vy
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4.4. Zadani parametri zidne funkcije

U Tablica 5. su dane vrijednosti osnovnih parametara zidne funkcije koristenih za simulaciju

atmosferskog grani¢nog sloja za sva tri tipa terena.

Tablica 5. Parametri zidne funkcije koristeni za simulaciju atmosferskog grani¢nog sloja
(Jureti¢ 1 Kozmar [21])

Tip terena Aerodinamicka hrapavost z;, m Koeficijent turbulencije C,
Ruralni teren 1,7-1073 0,044
Suburbani teren 4,00-1073 0,044
Urbani teren 1,55 - 1072 0,044

4.5. Sheme diskretizacije koriStene za simulaciju atmosfer-
skog granic¢nog sloja

U Tablica 6. je dan kratak pregled shema diskretizacija koristenih za diskretizaciju c¢lanova

jednadzbi matematickog modela.

Tablica 6. KoriStene sheme diskretizacija ¢clanova jednadzbi modela

Clan Shema

Gradijent Metoda najmanjih kvadrata (least squares method)
Interpolacija Linearna interpolacija (linear interpolation)
Difuzijski ¢lan Linearna shema s korekcijom (Gauss linear corrected)

Konvekcijski ¢lan Shema s limiterom (Gamma differencing scheme [18])
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5. Rezultati

Validacija novog numerickog modela za simulaciju atmosferskog grani¢nog sloja je vrsena
na tri razli¢ita tipa terena, ruralnom, suburbanom i urbanom terenu. Rezultati za brzinu @(y),
naprezanje Ry, (y) i turbulentnu kineticku energiju k(y) su mjereni na tri razli¢ita mjesta u
domeni kao Sto je prikazano na Slika 22. Na taj nacin je pokazana najvaznija karakteristika
modela, a to je da omoguéuje homogenost strujanja (fizikalne veli¢ine se ne smiju mijenjati po
duljini domene). Za svaki mjereni profil fizikalne veli¢ine je takoder dana njegova usporedba s
eksperimentalnim vrijednostima (mjerene vrijednosti preuzete iz Jureti¢, Kozmar [21]).

S obzirom da se u podrucju industrijske aerodinamike ili aerodinamike okolisa rezultati cesto

prikazuju u bezdimenzijskom obliku, rezultati za brzinu i naprezanje su u ovome radu normi-

rani. Tako je brzina normirana s referentnom brzinom %..s za zadani tip terena ( ), dok
Uref
. . . . . ny .
je naprezanje normirano s kvadratom brzine trenja u., — | odnosno prema Jureti¢, Koz-
U
2

mar [21]. Vrijednosti veli¢ina @,.f i u, kojima se vrsilo normiranje rezultata su dane u Tablica 4.

Sampleline 1

]

Sampleline 0 Sampleline 2

29m 11m 125m 3m

Slika 22: Mjesta u racunalnoj domeni na kojima su vrsena mjerenja izracunatih velic¢ina
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5.1. Ruralni tip terena

5.1.1. Rezultati brzine u(y) za ruralni tip terena

Na Slika 23. je dana usporedba rezultata brzine @(y) i eksperimentalnih mjerenja u zracnom
tunelu za ruralni tip terena.

Moze se lako primjetiti kako se do visine od y ~ 0,2 m izracunati i mjereni podaci jako dobro
poklapaju, dok su za visine y > 0,2 m izracunate vrijednosti malo veée nego one mjerene.
Takvi rezultati su u skladu s numerickim rezultatima danim u Jureti¢, Kozmar [21], gdje su za
ruralni tip terena pokazane slicne karakteristike profila brzine.

Profili brzina mjereni na razli¢itim mjestima u domeni se u potpunosti poklapaju, ¢ime se moze

potvrditi kako je s obzirom na brzinu strujanje u potpunosti homogeno po duljini racunalne

domene.
1 T | T | T T T |A T
— u-Sampleline0
--- u-Samplelinel A
-—- u-Sampleline2
- A Experimenta values 7
E o5k _
>
0 I | t 1 | 1 | 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 15
u/u.

Slika 23: Normirani rezultati brzine @(y) za ruralni tip terena
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5.1.2. Rezultati naprezanja Ry, (y) za ruralni tip terena

Na Slika 24. je dana usporedba rezultata naprezanja Ryy(y) po visini ra¢unalne domene i
eksperimentalnih mjerenja u zracnom tunelu za ruralni tip terena.

Polje naprezanja mjereno na sva tri mjesta u racunalnoj domeni pokazuje dobra poklapanja s
mjerenim rezultatima (greska je unutar ~ 8%). Najbolja poklapanja su ostvarena u podrucju
gdje je visina y > 0,6 m $to je i o¢ekivano s obzirom da je u gornjem podrucju domene najveci
utjecaj rubnih uvjeta koji su egzaktno zadavani na vrhu racunalne domene.

U podrucju gdje je visina y < 0,2 m razlike su najvece. Razlog tomu je najvjerojatnije utjecaj
zidne funkcije ¢ija matematicka formulacija dovoljno dobro ne opisuje uvjete strujanja.

Profili polja naprezanja mjereni na tri razlicita mjesta u domeni pokazuju da je strujanje
homogeno s obzirom na naprezanje. Rezultati naprezanja mjereni na kraju domene pokazuju

malena odstupanja s obzirom na rezultate u prednjem i srednjem dijelu domene.

1 T | T | T | T
Eosl- i
>
— ny-SampIeIineO
_ ny-SampIeIinel
i — ny— Sampleline2 | |
A Experimenta values
O 1 | 1 | 1
-15 -1.25 -1 -0.75 -0.5

R /u2
Xy T

Slika 24: Normirani rezultati naprezanja Ry, za ruralni tip terena
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5.1.3. Rezultati turbulentne kineticke energije k(y) za ruralni tip terena

Na Slika 25. je dana usporedba izracunatih vrijednosti turbulentne kineticke energije k(y) po
visini racunalne domene i eksperimentalnih mjerenja u zracnom tunelu za ruralni tip terena.
Na visinama ve¢im od y ~ 0,25 m, mjerene i izracunate vrijednosti se gotovo u potpunosti
poklapaju, dok su na visinama manjim od y ~ 0,25 m razlike unutar ~ 5%. U samom
dnu racunalne domene moze se uociti lom profila koji je uzrokovan nekonzistentnim zidnim
funkcijama.

Profili turbulentne kineticke energije k(y) mjereni na prednjem, srednjem i zadnjem dijelu

domene se gotovo u potpunosti poklapaju, ¢ime se potvrduje homogenost strujanja.

1 T T T T T T T | T | T | T
— k- Sampleline0
--- k-Sampleline 1
-—- k-Sampleline 2
B A Experimental values|
E o5k _
>
O 1 | 1 | 1 | 1 1 | 1 | 1

8 9 10

k[m’s”]

Slika 25: Rezultati turbulentne kineticke energije k& za ruralni tip terena
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5.2. Suburbani tip terena

5.2.1. Rezultati brzine u(y) za suburbani tip terena

Na Slika 26. je dana usporedba izrac¢unatih vrijednosti brzine @(y) po visini racunalne domene
i eksperimentalnih mjerenja u zraénom tunelu za suburbani tip terena.

Do visine od y ~ 0,3 m postizu se dobra poklapanja izracunate brzine i mjerenih vrijednosti, a
iznad te visine brzine dobivene numerickim modelom su malo ve¢ih vrijednosti. Takva rjesenja
su u skladu s rezultatima dobivenim metodom rjesavanja atmosferskog grani¢nog sloja danom
u Jureti¢, Kozmar [21].

Jednako kao i u slucaju ruralnog tipa terena, profili brzina mjereni na tri razli¢ita mjesta

racunalne domene se u potpunosti poklapaju sto potvrduje homogenost strujanja.

1 T | T | T T T T\ | T

— u-Sampleline0
--- u-Samplelinel A
-—- u-Sampleline2
B A Experimental values 7

y[m]
o
T

4 T | | | | | | | | |
0O 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75

u/ure,f

Slika 26: Normirani rezultati brzine @(y) za suburbani tip terena
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5.2.2. Rezultati naprezanja Ry, (y) za suburbani tip terena

Na Slika 27. je dana usporedba izracunatih vrijednosti naprezanja Ry, (y) po visini racunalne
domene i eksperimentalnih mjerenja u zra¢nom tunelu za suburbani tip terena.

U gornjem dijelu domene (y > 0,4 m) se rezultati i mjerenja u potpunosti poklapaju, dok u
donjem dijelu domene (y < 0,4 m) naprezanje ima tendenciju ostvarenja profila eksperimen-
talnih vrijednosti, ali s greskom ne ve¢om od =~ 10%.

Kao i u slucaju naprezanja dobivenog za ruralni tip terena, ponovno se moze primjetiti kako pos-
toji problem sa zidnom funkcijom uz zidnu stijenku (u donjem dijelu domene gdje je y ~ 0 m).
Sva tri profila izracunatih profila naprezanja se poklapaju, te se moze zakljuciti kako je ostva-

rena homogenost strujanja s obzirom na dobivena naprezanja u racunalnoj domeni.

1 . .
Eosk i
>
S RXy—SampIeIineO
. RXy—SampIeIinel
i — ny-SampIeIineZ |
A Experimental values
A
| | | | | | |
-9.75 -15 -1.25 -1 -0.75 -0.5

R /u2
Xy T

Slika 27: Normirani rezultati naprezanja Ry, za suburbani tip terena
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5.2.3. Rezultati turbulentne kineticke energije k(y) za suburbani tip te-

rena

Na Slika 28. je dana usporedba izracunatih vrijednosti turbulentne kineticke energije k(y) po
visini racunalne domene i eksperimentalnih mjerenja u zracnom tunelu za suburbani tip terena.
Najbolja poklapanja numerickih vrijednosti i mjerenja su u gornjem dijelu domene, odnosno
na visinama ve¢im od y =~ 0,5 m. Na visinama manjim od y ~ 0,5 m, greska je sve vec¢a kako
se profil priblizava zidu. Upravo u podrucju uz zid se ne moze pravilno reproducirati stvarni
profil turbulentne kineticke energije.

Jednako kao i kod ruralnog tipa terena, ponovno u podrucju uz zidnu stijenku postoji lom

profila turbulentne kineticke energije nastao zbog problema vezanih uz primjenu funkcije zida.

1 T T T T T T T | T | T | T
— k- Sampleline0
A --- k-Sampleline 1
-—- k-Sampleline 2
= A Experimental values|
E o5 _
>
O 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1

k[m’s]]

Slika 28: Rezultati turbulentne kineticke energije k za suburbani tip terena
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5.3. Urbani tip terena

5.3.1. Rezultati brzine @(y) za urbani tip terena

Na Slika 29. je dana usporedba rezultata brzine @(y) i eksperimentalnih mjerenja u zracnom
tunelu za urbani tip terena.

Moze se primjetiti kako se rezultati brzine po cijeloj visini racunalne domene prakticki u pot-
punosti poklapaju s eksperimentalnim mjerenjima u zra¢nom tunelu, te su takvi rezultati sli¢ni
onima dobivenima u Jureti¢, Kozmar [21].

Osim toga, iz rezultata se moze zakljuciti da je strujanje i za urbani tip terena homogeno s

obzirom da se profili brzina mjereni na tri razli¢ita mjesta u ra¢unalnoj domeni u potpunosti

poklapaju.
l T | T | T T T T T | [\ T
— u-Sampleline0
--- u-Samplelinel
-—- Uu-Sampleline2
B A Experimental values 7
/AN
A
E o5k _
>
— A —
A
O 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
u/u o

Slika 29: Normirani rezultati brzine @(y) za urbani tip terena
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5.3.2. Rezultati naprezanja R4y (y) za urbani tip terena

Na Slika 30. je dana usporedba rezultata naprezanja Ry, (y) i eksperimentalnih mjerenja u
zracnom tunelu za urbani tip terena.

Profil naprezanja po visini domene pokazuje najbolja poklapanja s mjerenjima u podrucju
visina izmedu y ~ 0,1 m i y =~ 0,4 m. Takoder se mjerenja i izracunate vrijednosti naprezanja
odli¢no poklapaju na visinama ve¢im od y ~ 0,8 m. U ostalim dijelovima domene se rezultati
i mjerenja malo razlikuju, ali s greSkom do ~ 5%.

Ponovno se moze primjetiti da se u donjim dijelovima domene (y < 0,1 m) naprezanje naglo
mijenja jednako kao i kod rezultata dobivenih za ostala dva tipa terena.

S obzirom da se sva tri izracunata profila naprezanja u potpunosti poklapaju, strujanje je

homogeno po duljini domene.

1 T T yAN T
E os5F |
>
S ny-SampIeIineO
_ ny-SampIeIinel
i — ny— Sampleline2 | |
A Experimental values
O 1 | | 1 | 1 | 1
-15 -1.25 -1 -0.75 -0.5 -0.25

R /u2
Xy T

Slika 30: Normirani rezultati naprezanja R, za urbani tip terena
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5.3.3. Rezultati turbulentne kineticke energije k(y) za urbani tip terena

Na Slika 31. je dana usporedba rezultata turbulentne kineticke energije k(y) i eksperimentalnih
mjerenja u zracnom tunelu za urbani tip terena.

Rezultati turbulentne kineticke energije se izuzetno dobro poklapaju s mjerenjima na visinama
veéim od y =~ 0,6 m, dok na manjim visinama greska raste. Razlike su najvece u podrucju
blizu zida (y < 0,1 m).

Vrijednosti turbulentne kineticke energije mjerene na tri razli¢ita mjesta u domeni se u potpu-

nosti poklapaju sto potvrduje homogenost strujanja za urbani tip terena.

1 T T T T T T T T | T | T | T
— k- Sampleline0
--- k-Sampleline 1
-—- k-Sampleline 2
i A Experimental values| |
Eosl- |
>
O 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1

L
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 -2
k[m's’]

Slika 31: Rezultati turbulentne kineticke energije k za urbani tip terena
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6. Zakljucak

U ovom radu dani su rezultati brzine u(y), naprezanja Ry, (y) i turbulentne kineticke energije
k(y) za tri razli¢ita tipa terena (ruralni, urbani i suburbani teren) dobiveni novim numerickim
modelom za simulaciju atmosferskog grani¢nog sloja. Pritom su usporedeni rezultati dobiveni

na tri razli¢ita mjesta u racunalnoj domeni kako bi se potvrdila homogenost strujanja.

S obzirom na dobivene rezultate, moze se zakljuciti sljedece:

« Najbolja poklapanja izracunatih i mjerenih brzina su dobivena za urbani tip terena, dok
je greska najveca u sluc¢aju ruralnog tipa terena. Takvi rezultati su u skladu s rezultatima
dobivenima u Juretié¢, Kozmar [21], gdje su takoder razlike izmedu izra¢unatih i mjerenih
brzina bile najvece za ruralni tip terena, dok su najmanje bile za urbani tip terena.

Za sva tri tipa terena potvrdena je homogenost strujanja s obzirom da su izra¢unate
vrijednosti brzine @(y) jednake na ulaznom i izlaznom dijelu domene, isto kao i u sredini

racunalne domene.

« Sto se tice rezultata naprezanja, dobivena su dobra poklapanja s eksperimentalnim mje-
renjima za sva tri tipa terena s obzirom da razlike po visini domene nisu veée od ~ 10%.
No ¢ak i na visinama unutar racunalne domene na kojima su greske numerickog modela
najvece, vidljiva je tendencija postizanja egzaktnih vrijednosti naprezanja, odnosno profil
naprezanja je takav da ima tendenciju postizanja mjerenih rezultata.

Najveca odstupanja od eksperimentalnih mjerenja se mogu uoditi u podrucju uz zid (vi-
sine domene manje od y = 0,1 m). Uzrok takvih odstupanja je najvjerojatnije nekon-
zistentnost zidne funkcije kojom se modelira strujanje uz zidnu stijenku i koja bi svojom
formulacijom (u obzir uzima i aerodinamicku hrapavost zj) trebala omoguéiti pravilno
numericko modeliranje rezultata dobivenih mjerenjima u zra¢nom tunelu za svaki od ti-

pova terena.
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Kod numericke simulacije sva tri tipa terena postignuta su homogena polja naprezanja
uzduz racunalne domene. Kod rezultata sva tri tipa terena, a posebno suburbanog i ur-
banog terena, mogu se uociti nagle promjene u vrijednostima naprezanja. Naime, ekspe-
rimentalne vrijednosti se izrazito mijenjaju (posebice u donjem dijelu domene), $to moze
uzrokovati i greske koje su se javile u tom podruc¢ju domene. Razlog tomu je formulacija
racunalnog modela koji vrijednost izvorskog ¢lana racuna iz derivacije eksperimentalnih
vrijednosti naprezanja, a nagle promjene vrijednosti derivacija mogu utjecati i na nume-

ricki postupak rjesavanja.

e Za polje turbulentne kineticke energije se pokazalo da je homogeno kako za ruralni, tako
i za suburbani i urbani tip terena, s obzirom da su rezultati na sva tri mjesta unutar
racunalne domene jednaki.

Najbolja poklapanja izracunatih i mjerenih vrijednosti turbulentne kineticke energije su
dobivena kod simulacije atmosferskog grani¢nog sloja za ruralni tip terena. Greske su
nesto ve¢e kod suburbanog terena, dok su rezultati simulacije atmosferskog grani¢nog
sloja za urbani tip terena dali najvece razlike izmedu eksperimentalnih i izracunatih vri-
jednosti turbulentne kineticke energije. Te greske su najveée u donjem dijelu domene (na
visinama manjim od y &~ 0,5 m). Naime, u tome podrucju eksperimentalni profil turbu-
lentne kineticke energije pokazuje tendenciju naglog pada (vrijednosti se naglo smanjuju
na manjim visinama), Sto se ne moze pravilno modelirati koriste¢i model turbulencije s
konstantnim vrijednostima koeficijenata turbulencije. Tako se npr. vrijednost koeficijenta
modela turbulencije C), odreduje koriste¢i jednadzbu (3.79), te se na taj nacin jako dobro
moze izra¢unati polje turbulentne kineticke energije na veéim visinama (visine veée od
y ~ 0,5 m) u domeni, gdje se eksperimentalne vrijednosti prakticki mogu aproksimirati
pravcem. No jasno je da ¢e na manjim visinama unutar domene, gdje se eksperimentalne
vrijednosti naglo smanjuju, greska biti najveca.

Kod simulacija ruralnog i suburbanog tipa terena je uz podrucje zidne stijenke vidljiv lom
u profilu izracunatih vrijednosti turbulentne kineticke energije. Taj lom je uzrokovan veé

od prije spomenutim problemom s matematickom formulacijom zidne funkcije.
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6.1. Preporuke za daljnji rad

Nakon iznesenog zakljucka o dobivenim rezultatima, moze se definirati nekoliko osnovnih smjer-
nica na temelju kojih ¢e se bazirati buduéi rad na razvoju modela za numericko modeliranje

atmosferskog grani¢nog sloja, a ¢ije su osnove definirane u ovom radu:

« S obzirom da su vrijednosti turbulentne viskoznosti vr(y) i disipacije turbulentne kine-
ticke energije £(y) uz zidnu stijenku modelirane koristenjem zidnih funkcija, a iz rezultata
naprezanja Ry, (y) i turbulentne kineticke energije k(y) u blizini zida je vidljivo da postoji
problem s dosadasnjom formulacijom zidne funkcije, u daljnjem radu ¢e se morati anali-
zirati utjecaj koristene zidne funkcije na numericko modeliranje atmosferskog grani¢nog
sloja, te eventualno postaviti nova matematicka formulacija koja ¢e biti konzistentna s

koristenim numerickim modelom.

o Iz numerickih rezultata se moze vidjeti kako su profili naprezanja izrazito vijugavi ¢emu
su uzrok mjerene vrijednosti koje se takoder izrazito jako mijenjaju (posebno u donjem
dijelu racunalne domene). Stoga se za buduéi rad predlaze aproksimacija eksperimen-
talnih vrijednosti naprezanja metodom najmanjih kvadrata ili nekom drugom metodom
aproksimacije, kako bi se smanjile velike razlike u vrijednostima naprezanja koje mogu

negativno utjecati na numericki postupak rjesavanja.

e Za bududi rad se takoder predlaze koristenje nekog od k£ — ¢ modela turbulencije koji
omogucuje mijenjanje vrijednosti koeficijenata turbulencije tijekom postupka numerickog
rjeSavanja (poput realizable k — e modela turbulencije), s ciljem boljeg numerickog mode-

liranja vrijednosti turbulentne kineticke energije u donjim dijelovima rac¢unalne domene.

o Predlaze se ispitivanje numerickog modela za simulaciju atmosferskog grani¢nog sloja na
mrezi s finijom prostornom diskretizacijom mrezom konac¢nih volumena u smjeru stru-
janja. Time se moze ispitati osjetljivost trenutne formulacije modela, te se eventualno

napraviti neke izmjene modela kako bi se mogli rijesiti konkretni problemi industrijske
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aerodinamike, poput optere¢enja gradevinskih objekata ili simulacije disperzije Stetnih

plinova u urbanom okruzenju.
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Dodatak A

Osnove vektorske analize [11]

Transponiranje vektora

3]
— T _
a = (05} a = {al (05} ag] (Al)
as
Transponiranje tenzora
A A Az A Agr Az
A = Ay A Ay Al = Ay Ay Az (A.2)
Az Azy Ass Az Az Asz
Simetri¢ni tenzor
A=A" (A.3)
Antisimetri¢ni tenzor (skew tensor)
A=—-AT (A4)
Dekompozicija tenzora drugog reda
1 T 1 T
A:§(A+A)+ §(A—A) (A.5)
simetricni dio anti-simetric¢ni dio
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Jacobian vektorskog polja a

O Oay On
&L
Gz Oaz Jdaz
J— |2 %2 YR A6
or 0Oy 0z (4.6)
Oag Oag dag
LOx Oy 0z
Jedinic¢ni tenzor
100
I=1010 (A7)
001
Skalarni produkt dva vektora
by
asb=bea=aleb= [al a9 a3:| bo| = a1by + asby + asbs (AS)
bs
Vektorski produkt dva vektora
i j k azbs — azbs
axb=—-bxa= a1 as az| = |asby — aibs (Ag)
by by b3 arby — azby
Tenzorski produkt dva vektora
ax a1by a1by aibs
acb=ab’ =ab= |, {bl b 53} = |agh; aghy asbs| » acb#bea (A.10)
as azby azby azbs
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Dvostruki skalarni produkt dva tenzora drugog reda

A:B =9, A:B=B:A (A.11)
Skalarni produkt tenzora i vektora
Apay + Ajgas + Agzas
b=Asa=|A4ya + Anas + Asaz| - b:a-A:AT-a, A=A" (A.12)
Azia; + Aspas + Aszas
Skalarni umnozak dva tenzora
C:A'B:AlkBk]:Cw, A'B%B’A (A13)
Trag tenzora
trA =A" = A + Ay + Asg (A.14)
Operator gradijenta
g 0,0 (20 oY e
-~ Ox 0yJ 0z \oz 0y’ 0z '
Gradijent skalarnog polja
vp_ [20 20 2010 (A.16)
or Oy 0z '
Gradijent vektorskog polja
O Oy dar]
5 &k
Q2 Oaz 0ay
Va = |2 222 “22 A7
a Oor 0Oy 0z ( )
Oag Oag dag
LO0x Oy 0z ]
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Divergens vektorskog polja

8@1 8&2 8a3
oq — 21 Y2 YR8 A.18
Vea ox Jy 0z ( )
Divergens tenzorskog polja
'8A11 (9A12 81413_
oA ode 04
VA - 21 22 23 Al
v or dy 0z (A.19)
0Az N 0 Az N 0As3
L Oz oy 0z |
Rotor vektorskog polja
i j k
0 0 0| [das Oay day Das day Day| "
v N ) _ — — A.20
=19z oy 0 by 0z 0z 0z 0x Oy (4.20)
a; a9 as
Divergens gradijenta (Laplacian)
8% P¢  0%¢
2
VeVp=V=A¢p= e + 522 (A.21)
Laplacian vektorskog polja
_82CL1 32a1 82a1_
82352 32 Y2 8222
0°a 0a 0°a
o2, _ 2 2 2
VeVa=V7a=Aa= 02 T og T o (A.22)
82a3 82CL3 82CL3
| Ox? 0y? 072 |
Gaussov teorem
/ VeadV = dsea (A.23)
/ VoAV = ¢ dsd (A.24)
v oV
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Korisne relacije u vektorskom racunu [11]

VeVxa=0

V xVa=0
V(aB) =aV+ Va
V(va) =ae®Va+aVa

(Va)a:Va—;a—axan

a*a

2
(a@b)-Va:b-V¥

as(Va)a=a-V

Vasb=b+Va+a*Vb+axVxb+bxVxa
Ve(aa) =aVea+a-Va
VeVa=V(Vea) -V x (V xa)
Ve(asb)=b+Vxa—a+Vxb
Ve(aeb)=beVa+aVeb
a*Ve(bec)=(a*b)Vec+ (acb)+Vb
Ve(aA) =AVa+aV-A
V+(Ab) = (V+AT)+b+AT-Vb
V x(va)=aV xa+Vaxa
Vx(axb)=aVeb+beVa—(Vea)b—a-Vb
a*(Ab)=A-(a®b)
a+(Ab) = (Aa)+b, ako je A = AT
abtA=a+(b-A)

Atab=(A-a)*b
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Dodatak B

Izvod RANS jednadzbi

Osnovne jednadzbe mehanike kontinuuma za nestlacivo izotermno strujanje su:

e Jednadzba kontinuiteta

V.U=0 (B.1)

o Jednadzba koli¢ine gibanja

(?j+v-UU:—v-a (B.2)

Nakon $to se izraz za Newtonov zakon viskoznosti uvrsti u jednadzbu (B.2), jednadzba koli¢ine
gibanja glasi:
ou

1
5 +VUU=-V. (—ppI + (VU + VUT)> . (B.3)

Valja primjetiti kako su i jednadzba kontinuiteta i jednadzba koli¢ine gibanja podijeljene s

konstantnom vrijednosti gustoc¢e p. Jednadzba koli¢ine gibanja u kona¢nom obliku glasi:

oU 1 -
E+V~UU——;Vp—|—V- (v(VU +VUT)). (B.4)

Osnovna ideja Reynoldsovog osrednjavanja je rastavljanje polja brzine U i polja tlaka p na

vremenski osrednjeni dio i fluktuacijski dio koji ovisi o vremenu:
U(x,t) = U(x) + U'(x,t) (B.5)

p(x,t) = p(x) +p'(x,1) (B.6)

Tako rastavljena polja se sada uvrstavaju u jednadzbu (B.4):

Fakultet strojarstva © brodogradnje 69



Mihael Cindori Diplomski rad

AT 49 (U4 UNT+U)) = = 9+ /) + 9+ (W(V(T+ U+ (V(0 + U))

(B.7)
nakon cega se jednadzba moze vremenski osrednjiti, Sto dovodi do konacnog oblika vremenski
osrednjene jednadzbe koli¢ine gibanja:

ou

e 1 — —
—, TV-0U= —;Vp + V- (v(VU+VU")) - UT. (B.8)

Posljednji ¢lan u jednadzbi (B.8) se naziva Reynoldsov tenzor naprezanja, te se modelira sli¢no

kao i tenzor naprezanja o:
— — 2
—UU = (VU4 VU — AL (B.9)

Nakon kombiniranja jednadzbe (B.9) i jednadzbe (B.8), slijedi:

ou

I S a2
G TV 00U =~ Vpt Ve (1(VU +VO")) - V- (—VT(VU +vOh) 4+ 3I<:I) (B.10)

Konac¢no se uz upotrebu osnovnih relacija vektorskog i tenzorskog racuna dobiva konacan oblik

vremenski osrednjene jednadzbe koli¢ine gibanja (RANS jednadzbe):

ou S 1 2 _ _
+V-UU:—V<p+k> + V- (v +v0)(VU + VTT)). (B.11)
ot p 3
Ukoliko se pretpostavi da je:
2
Pett = (p + 3l<:) , (B.12)
te
Vef = V + v, (B.13)

jednadzba (B.11) se Cesto moze nadi i u sljede¢em obliku:
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oU

_ 1 _ —T
B +V 00 =~ Vpa+ V- (ver(VT + VTT)). (B.14)

Jednadzba kontinuiteta se osrednjuje na isti nacin kao i jednadzba koli¢ine gibanja. Upotrebom

Reynoldsove dekompozicije slijedi:
V.(U+U)=0, (B.15)

te se nakon vremenskog osrednjavanja dobiva konacan oblik vremenski osrednjene jednadzbe

kontinuitetas:

V.U =0 (B.16)

Osnovna pravila osrednjavanja [11]

o' = g =0
3% = 9+ 5
740
TP #0
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