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Sazetak

U zavrsnom radu predstavljena je regresijska analiza s naglaskom na jednostavnu i visestruku
linearnu regresiju te logaritamsku i polinomnu nelinearnu regresiju.

Prvo poglavlje predstavlja pojam i definiciju statistike te opisuje osnovne pojmove statistike
koji su vazni za razumijevanje rada. Nakon toga predstavljen je regresijski model. Sredisnji dio
rada sastoji se od dva poglavlja: jednostavne linearne regresije i visestruke linearne regresije.
U poglavlju jednostavne linearne regresije opisana je metoda najmanjih kvadrata koja je vazna
za dobivanje procijenjenih regresijskih parametara. Nadalje, predstavljen je model jednostavne
linearne regresije nakon kojeg slijedi statisticko zakljucivanje i verificiranje osnovnih
statistickih podataka (standardna pogreska modela, tablica analize varijance, koeficijent
determinacije, te F i T testovi koji su vazni za testiranje nulte hipoteze). U poglavlju visestruke
linearne regresije opisana je metoda najmanjih kvadrata za dobivanje procijenjenih regresijskih
parametara te je predstavljen matri¢ni pristup visestrukoj linearnoj regresiji. Kao i kod
jednostavne linearne regresije poglavlje je zakljuceno statistickim zakljuéivanjem i
verificiranjem osnovnih statistickih podataka. Nakon linearne regresije predstavljena je
nelinearna regresija, odnosno polinomna i eksponencijalna regresija. Na kraju zavr$nog rada
dani su primjeri jednostavne i visestruke linearne regresije te eksponencijalne regresije koji
ukljuéuju usporedbu ru¢nog nadina ra¢unanja parametara regresije sa vlastitim algoritmom u
programskom alatu Excel za olakSavanje racunanja parametara regresije.

Fakultet strojarstva i brodogradnje \



Ivan Luli¢ Zavr$ni rad

1. Uvod

1.1. Pojam i definicija statistike

Statistika je posebna znanstvena disciplina koja u svrhu realizacije postavljenih ciljeva
istrazivanja na organiziran nacin prikuplja, odabire, grupira, prezentira i vrsi analizu
informacija ili podataka, te interpretira rezultate provedene analize [1]. U raznim segmentima
drustva u ekonomiji statisticke se metode i tehnike Kkoriste na razini poduzeéa 1 na
makroekonomskoj razini. Statistika se moze podijeliti na deskriptivhu i inferencijalnu
statistiku.

Deskriptivna ili opisna statistika temelji se na potpunom obuhvatu statistickog skupa, ¢iju
masu podataka organizirano prikuplja, odabire, grupira, prezentira i interpretira dobivene
rezultate analize. Na taj nacin se, izraCunavanjem razli¢itih karakteristika statistickog skupa,
sirova statisticka grada svodi na lakse razumljivu i jednostavniju formu. Ako se statisticke
metode i tehnike primjenjuju na citav statisticki skup, dakle ako su istrazivanjem obuhvaceni
svi elementi skupa oni tvore populaciju.

Inferencijalna statistika temelji se na dijelu (uzorku) jedinica izabranih iz cjelovitog
statistiCkog skupa, pomoc¢u kojeg se uz primjenu odgovarajucih statistiCkih metoda i tehnika
donose zakljuéci 0 ¢itavom statistickom skupu. Uvijek je prisutan odgovarajuci stupanj rizika
kada se Kkoriste rezultati iz uzorka, za kojeg je pozeljno da bude izabran na slu¢ajan nacin i da
bude reprezentativan.

1.2. Predmet proucavanja statistike - statisticki skup, statisti¢ke
jedinice
Predmet proucavanja statistike su odredene zakonitosti koje se javljaju u masovnim pojavama

[1]. Zadaca statistike je da uoci zakonitosti u masovnim i slu¢ajnim pojavama, te da ih iskaze
brojcano.

Pri definiranju statistickog skupa potrebna je velika preciznost da bi se na temelju takve
definicije moglo jednoznacno utvrditi da li neki element pripada ili ne pripada tom skupu.
Statisticki skup je skup elemenata kojima proucavamo jedno ili vise obiljezja ¢ije se
vrijednosti mijenjaju od elementa do elementa.

Statisti¢ki skup potrebno je definirati pojmovno, prostorno i vremenski.

e Pojmovno - odrediti pojam ili svojstvo svakog elementa promatranog skupa.

e Prostorno - odrediti prostor na koji se odnosi ili kojemu pripadaju elementi statistickog
skupa.

e Vremenski - odrediti vremenski trenutak ili razdoblje kojim ¢e se obuhvatiti svi
elementi koji ulaze u statisticki skup.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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1.3. Osnovne faze statistickog istrazivanja

Osnovne faze statistickog istrazivanja su [1]:
e statisticko promatranje (mjerenje, brojanje, opazanje, evidencija, anketiranje)
e grupiranje (tabelarno i graficko prikazivanje statistickih podataka)

e statisticka analiza i interpretacija rezultata provedene analize.

1.3.1.  Sekundarni i primarni podaci
U ovisnosti o karakteru izvora podataka, statisti¢ki podaci se dijele na:

e sekundarne podatke
e primarne podatke.

Sekundarni podaci su oni koji se pribavljaju iz ve¢ postoje¢ih baza podataka razlicitih
drzavnih ustanova, npr. u Hrvatskoj su to: Drzavni zavod za statistiku, Hrvatska gospodarska
komora i sli¢ne institucije. Sekundarni podaci su uglavnom broj¢ani. Predoceni su tablicama, a
vrlo ¢esto i grafickim prikazima.

Jedan od najéesce koristenih sekundarnih izvora podataka o gospodarskom i drustvenom
zivotu, te 0 demografskom razvitku i stanju okolisa u Republici Hrvatskoj je Statisticki ljetopis
u izdanju Drzavnog zavoda za statistiku.

Primarni podaci prikupljaju se neposrednim promatranjem svojstava elemenata statistickog
skupa u skladu s unaprijed definiranim ciljevima statistickog istrazivanja.

1.4. Uredivanje i prikazivanje podataka

Prikupljeni statisticki podaci u svom izvornom obliku ¢esto nisu pregledni, pa ih je potrebno na
odgovaraju¢i nac¢in urediti [1]. Ako se urede prikupljeni statisticki podaci prema nekom
obiljezju ili karakteristici, dobiva se statisticki niz.

Grupiranje statistickih_podataka je postupak diobe statistickog skupa na odredeni broj pod
skupova prema prethodno utvrdenim modalitetima promatranog obiljeZja i uz postivanje nacela
iskljucivosti i iscrpnosti.

e Nacelo iskljucivosti podrazumijeva da svaki element statistickog skupa istovremeno
moze pripadati samo jednoj grupi, tj. podskupu.

e Nacelo iscrpnosti podrazumijeva da postupkom grupiranja trebaju biti obuhvaceni svi
elementi statistickog skupa.

Tabeliranje je postupak svrstavanja grupiranih prikupljenih statistickih podataka u tablice.
Tablica nastaje crtanjem okomitih i vodoravnih linija prema odredenim pravilima. Svaka
statisticka tablica mora imati:

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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e Naslov tablice mora biti jasan i kratak, a istovremeno mora u sebi sadrzavati pojmovnu,
prostornu i vremensku definiciju statistickog skupa.

e Tekstualni dio statisticke tablice sastoji se od dva dijela: zaglavlja i pred stupca. U
zaglavlju ili tumacu stupaca opisuje se i objasnjava sadrzaj redaka. To su najc¢esce oblici
statistiCkog obiljezja po kojemu je promatran statisticki niz.

e Brojcani ili numericki dio tablice sastoji se od polja u koja se unose frekvencije,
odnosno rezultati grupiranja statistickih podataka. Zbirni ili marginalni stupac sadrzi
zbrojeve pojedinih redaka.

e lzvor podataka se navodi ispod tablice. On omogucuje provjeru ispravnosti
prikupljenih podataka u tablici, kao i eventualnu dopunu podataka.

Statisticke tablice mogu se podijeliti na:
e opce ili izvjestajne statisticke tablice

e analiti¢ke ili sumarne statisti¢ke tablice.

Opce statisticke tablice prikazuju ogroman broj statistickih podataka o nekom promatranom
statistiCkom skupu.

Analiticke statisticke tablice se konstruiraju za neku posebne analize i one su u pravilu
preglednije.

Grafikonima se na jednostavan i pregledan nacin uz pomo¢ razlic¢itih geometrijskih likova
prezentiraju osnovne karakteristike statistickih nizova. Graficki prikazi statistickih podataka su

omogucuju jednostavnije uocavanje glavnih karakteristika promatranih pojava, ali vrlo Cesto ta
preglednost ide na stetu preciznosti statisti¢kih informacija. Stoga je pozeljno uz graficki prikaz
prezentirati i tablicu s originalnim vrijednostima statisti¢kog niza. Oznake na grafikonu moraju
biti takve da onaj tko ¢ita sliku moze jasno raspoznati koje su jedinice i koja je pojava prikazana.

Grafikon mora imati naslov, jedinice mjere promatranog obiljezja, oznake modaliteta
obiljezja, izvor podataka i po potrebi kazalo ili tumac oznaka.

Postoje 3 skupine grafickih prikaza:
1. povrsinski grafikoni
2. linijski grafikoni i

3. kartogrami.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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Povrsinski grafikoni su: jednostavni stupci, dvostruki stupci, razdijeljeni stupci, strukturni
krugovi ili polukrugovi, kvadrati.

Jednostavni stupci imaju jednake baze i jednako su udaljeni jedan od drugog i razlikuju se
samo po visini koja odgovara veli¢ini apsolutnih frekvencija.

Dvostruki ili razdijeljeni stupci upotrebljavaju se za graficko prikazivanje dvaju ili vise
statisti¢kih skupova koji su grupirani prema modalitetima istog obiljeZja.

Strukturni stupci takoder sluze za prikazivanje vise statistickih skupova podijeljenih na iste
grupe prema jednom obiljezju. Oni su jednake veli¢ine, a razlikuju se po strukturi.

Proporcionalni strukturni krugovi i polukrugovi takoder prikazuju dva ili vise skupova
podijeljena na jednake grupe. Krugovi, odnosno polukrugovi, mogu biti iste veli¢ine i
razlikovati se samo po strukturi, a mogu biti i razlic¢itih polumjera, tj. proporcionalni veli¢inama
promatranih statisti¢kih skupova

Kartogrami su geografske karte na kojima se na razli¢ite nacine pokazuje prostornu
rasprostranjenost statistickog skupa. Razlikuju se tri vrste kartograma:

e Dijagramske karte - crtaju se spajanjem zemljovida i povrSinskih grafikona, na
primjer, kvadrata, trokuta, krugova, i sli¢no. Povrsinski grafikoni, odnosno likovi,
moraju biti proporcionalni apsolutnim frekvencijama skupa, ¢ime se izrazava intenzitet
promatranog obiljezja ili pojave. Likovi se ucrtavaju unutar granica povr$ine na
zemljovidu koja predocava odgovarajué¢i modalitet prostorno statistickog obiljezja,
Cime Se izrazava prostorna rasprostranjenost elemenata statistickog skupa.

e Piktogrami - prostornu rasprostranjenost i intenzitet elemenata statistickog skupa
prikazuju gusce ili rjede rasporedenim tockama (ili nekim drugim znakovima) na
odgovaraju¢em zemljovidu..

o Statisticke karte - crtaju se tako da se na zemljovidu razli¢itim bojama ili sjen¢anjem
po pojedinim dijelovima nekog podru¢ja pokazuje intenzitet neke pojave, koji je
najcesce izrazen relativnim brojevima.
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1.5. Srednje vrijednosti i mjere rasprSenosti

1.5.1. Srednje vrijednosti - mod, medijan, aritmeticka sredina, geometrijska i
harmonijska sredina

Prikupljeni statisticki podaci u svom izvornom obliku ¢esto nemaju razumljivu formu [1]. Zbog
toga se vrsi njihovo grupiranje, odnosno formiranje statistickih nizova. Na taj na¢in se dobiva
detaljniji uvid u svojstva promatranog statistickog niza.

Racunanjem srednjih vrijednosti dolazi se do informacija o vrijednostima statistickog obiljezja
oko kojih se rasporeduju elementi statistickog niza.

Srednja vrijednost je vrijednost statistickog obiljezja oko koje se grupiraju podaci statistickog
niza. Drugi naziv: mjera centralne tendencije.

Srednje vrijednosti mogu se podijeliti na:
1. Polozajne srednje vrijednosti — odreduju se polozajem podataka u nizu.
Najvaznije polozajne srednje vrijednosti jesu:
a) mod
b) medijan.
2. P_otpune srednje vrijednosti — raunaju se upotrebom svih podataka u statistickom
nizu.
Potpune srednje vrijednost jesu:
a) aritmeticka sredina,

b) geometrijska sredina i
c) harmonijska sredina.

Mod je vrijednost statistickog obiljezja koja se najc¢esce javlja u nekom nizu, tj. vrijednost
obiljeZja kojoj pripada najveca frekvencija.

Izraz za izraCunavanje moda:

(b—a)

(b—a)+(b—c)xi (1.1)

Mo = L1+
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gdje je:

L1- donja prava ili precizna granica modalnog razreda,

b —najveca korigirana frekvencija (tj. frekvencija modalnog razreda),
a — korigirana frekvencija ispred frekvencije modalnog razreda

¢ — korigirana frekvencija iza frekvencije modalnog razreda,

I — veli¢ina modalnog razreda.

Medijan je vrijednost statistiCkog obiljezja koja statisti¢ki niz dijeli na dva jednaka dijela.

Izraz za izraCunavanje medijana:

N_ ym
- — .:f.
2 L

i (L.2)
fmed

Me=L1+

gdje je:

L1 — donja prava ili precizna granica medijalnog razreda,
N/2 — polovina elemenata statistickog niza,

™. fi— zbroj svih apsolutnih frekvencija do medijalnog razreda, ne uklju¢ujuéi
medijalni razred, tj. kumulativna frekvencija ispred kumulativne frekvencije medijalnog
razreda,
f med — apsolutna frekvencija medijalnog razreda,
I — veli¢ina medijalnog razreda.

Aritmetic¢ka sredina je omjer zbroja svih vrijednosti numerickog obiljezja jednog niza i broja
elemenata tog niza.

YaXi X+ X+t Xy

v _ i= 1.3
X N (1.3)

Geometrijska sredina je N-ti korijen umnoska svih vrijednosti negrupiranog numerickog
obiljeZja jednog niza.

(1.4)
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Harmonijska sredina je recipro¢na vrijednost aritmeticke sredine recipro¢nih vrijednosti
numerickog obiljeZja u jednom nizu.

v L 15)

1.5.2. Varijanca, standardna devijacija i koeficijent varijacije

Varijanca je prosje¢no kvadratno odstupanje vrijednosti numeri¢kog obiljeZja od aritmeti¢ke
sredine [1]. Varijanca spada u potpune mjere rasprsenosti jer obuhvaca sve elemente odabranog
numerickog statistickog niza. Ovaj pokazatelj mjeri odstupanja, tj. rasprSenost elemenata skupa
od aritmeticke sredine.

_ ?I:l(Xi_X)Z: NiX?

2
o N N

_ g2 (1.6)

Standardna devijacija je pozitivan korijen iz varijance i izrazena je u originalnim jedinicama
mjere. Stoga je kao potpuna i apsolutna mjera disperzije vrlo ¢esto u upotrebi. Moze se
definirati kao prosje¢no odstupanje vrijednosti numerickog obiljezja od aritmeticke sredine.
Pomocu standardne devijacije u originalnim mjernim jedinicama obiljezja moze se usporedivati
rasprSenost 0Ko aritmeticke sredine nizova koji su grupirani po jednakom obiljeZju.

N L ¥Y\2 N 2
0=++\02=+ i=1()j\l, X = + %Xl_ X2 (1.7)

Standardizirano obiljezje (zi) je linearna transformacija originalnih vrijednosti numeri¢kog
obiljeZja Xi, a pokazuje odstupanje vrijednosti obiljezja od aritmeticke sredine u standardnim
devijacijama.

X;—X

L

Z; = , i:1,2,3, vy N (18)

Koeficijent varijacije je postotak standardne devijacije od aritmeticke sredine. Koeficijent
varijacije spada u potpune relativne mjere rasprsenosti jer obuhvacéa sve elemente odabranog
numerickog statistiCkog niza, a izrazava se u postocima (%).

o
V == 100. (1.9)
X
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2. Regresijska analiza

Regresijska analiza je statisticki postupak za procjenu odnosa medu varijablama. Cilj
istrazivanja odnosa medu varijablama je utvrditi statistiCku ovisnost i pokazatelje jakosti takve
ovisnosti [3]. Odnosi medu pojavama mogu biti funkcionalni (deterministicki) i statisticki
(stohasticki):

e Funkcionalni ili deterministicki odnosi su postojani, izrazavaju zakonitosti koje se
iskazuju analiticki (formulom, jednadZzbom). Svakoj vrijednosti jedne pojave odgovara
to¢no odredena vrijednost druge pojave.

Y = f(X) (2.1)

e Statisticki ili stohasti¢ki odnosi su slabiji od funkcionalnih. Jednoj vrijednosti jedne
pojave odgovara vise razli¢itih vrijednosti druge pojave. Takva odstupanja su u praksi
CeSca.

Y =f(X)+e (2.2)

gdje je:

f(X) - funkcionalna (deterministicka) komponenta
e - stohasticka varijabla koja predocuje nesistematske utjecaje na zavisnu
varijablu.

Dijagram rasipanja u pravokutnom koordinatnom sustavu to¢kama prikazuje parove
vrijednosti dviju promatranih numerickih varijabli. U sljede¢im slikama prikazane su razlicite
veze dviju promatranih numeri¢kih varijabli.

a) pozitivna funkcionalna veza

Y|l

o]

o

o

o}

O

O

»

X

Slika 1: Pozitivna funkcionalna veza [3]
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b) pozitivna statisticka veza

Yi s

Slika 2: Pozitivna statisticka veza [3]

c) negativna funkcionalna veza

Yia

X;

Slika 3: Negativna funkcionalna veza [3]
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d) negativna statisticka veza

Yia

X;
Slika 4: Negativna statisticka veza [3]
e) pozitivna funkcionalna krivolinijska veza
Yi A
o]
O
(o]
O
O
o
o
O
5 C
o o0 ©
X;

Slika 5: Pozitivna funkcionalna krivolinijska veza [3]
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f) pozitivna statisti¢ka krivolinijska veza

Yi 'y

Slika 6: Pozitivna statisticka krivolinijska veza [3]

g) nema veze medu pojavama

yiA
(o)
0
0 (o]
0 0
0 0 o
0
(o} O [¢]
(o]
O (o]
o]
0O 0

Slika 7: Nema veze medu pojavama [3]
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Regresijska analiza uklju¢uje mnoge tehnike za modeliranje i analizu varijabli, gdje se fokus
stavlja na odnosu izmedu zavisne varijable i jedne ili vise nezavisnih varijabli [8]. Konkretnije,
regresijska analiza pomaze razumjeti kako se mijenja vrijednost zavisne varijable kada bilo koja
nezavisna varijabla varira, dok su ostale nezavisne varijable fiksne. Najcesce, regresijska
analiza procjenjuje uvjetno ocekivanje zavisne varijable s obzirom na nezavisne varijable - to
jest, prosje¢nu vrijednost zavisne varijable kada su nezavisne varijable fiksne. Ciljana procjena
je funkcija nezavisnih varijabli odnosno regresijska funkcija. U regresijskoj analizi vazno je
karakterizirati varijacije zavisne varijable oko regresijske funkcije, a to se moze opisati pomocu
distribucije vjerojatnosti.

Regresijska analiza cesto se koristi za predvidanje i prognoziranje. Takoder Koristi se za
razumijevanje odnosa nezavisnih o zavisnim varijablama i istrazivanje oblika tih odnosa. U
odredenim okolnostima, regresijska analiza se moze Koristiti za zakljucivanje uzro¢nih odnosa
izmedu nezavisnih i zavisnih varijabli. Medutim to moze dovesti do pogresnih ili laznih odnosa
iz razloga sto korelacija ne podrazumijeva uzro¢nost tako da je pozeljan oprez.

Razvijene su mnoge tehnike regresijske analize kao $to su jednostavna, visestruka, linearna i
nelinearna. Najpoznatije metode su linearna regresija i metoda najmanjih kvadrata gdje se
regresijska funkcija definira preko kona¢nog broja nepoznatih parametara koji se procjenjuju
na temelju podataka.
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3. Povijest regresije

Najraniji oblik regresije je metoda najmanjih kvadrata koju su objavili Legendre 1805. i Gauss
1809. godine [8]. Na temelju astronomskih promatranja Legendre i Gauss su primijenili metodu
na problem utvrdivanje orbite nebeskih tijela oko Sunca (uglavnom kometa, a kasnije i tadasnjih
novootkrivenih manjih planeta). Gauss je objavio daljnji razvoj metode najmanjih kvadrata u
1821. godini u Gauss-Markov teoremu.

Izraz "regresija” prvi put je uveo Francis Galton u devetnaestom stolje¢u kako bi opisao bioloski
fenomen spustanja visine potomaka visokih predaka prema normalnom prosjeku, odnosno rasta
visine potomaka niskih predaka. Taj fenomen nazvao je regresija prema prosjeku. Njegov rad
kasnije su prosirili Udny Yule i Karl Pearson. U radu Yule i Pearson-a pretpostavlja se da je
zajednicka distribucija zavisnih i nezavisnih varijabli Gaussova. Pretpostavlja se da visina
sinova ovisi 0 visini njihovih oceva te se moze izraziti kao funkcija y = f(x), pri cemu je y
zavisna ili kriterijska varijabla (visina sinova), a x nezavisna ili prediktorska varijabla (visina
o¢eva). Tu pretpostavku nadopunio je R.A. Fisher u svojim djelima 1922 i 1925. godine u
kojima pretpostavlja da zajednicka distribucija nuzno ne treba biti Gaussova.

1950-ih i 1960-ih godina ekonomisti su koristili elektromehanicke stolne kalkulatore za izra¢un
regresije. Prije 1970. godine na rezultate jedne regresije ¢ekalo se preko 24 sata.

4. Regresijski modeli

Neka je (X, Y) vektor slu¢ajnih varijabli X i Y [9]. Zanima nas kako je distribuirana varijabla
Y uz uvjet da varijabla X poprima vrijednost x (Pisemo Y | X = x). Funkcijaf (x) =E (Y I X =
X) zove se regresija. U slucaju kada imamo slucajni vektor (X, Y) normalno distribuiran N(a,
B, o, T, @), regresijska funkcija je oblika E (Y I X=X) =B + @ ;—(x - a) Sto naravno predstavlja
pravac y = o+ Bx koji nazivamo pravac regresije. Parametar 3 se zove regresijski koeficijent, a
a je regresijska konstanta.

Regresijski model ima tri osnovna elementa: jednadzbe, hipoteze i uzro¢ne pretpostavke.

1. Jednadzba regresijskog modela

Neka nezavisna varijabla X ima vrijednost xi, . . ., Xn, & zavisna varijabla'Y ima vrijednosti yi,
., Yn. Promatramo vrijednost zavisne varijable Y.

Odnos izmedu dvije varijable X i Y moze se prikazati preko modela
yi=fx)+e(i=1,...,n) (4.2)

gdje je f(x) regresijska funkcija, a e1, ... ,en nezavisne slucajne varijable. Kada imamo samo
jednu nezavisnu varijabla tada govorimo o jednodimenzionalnom ili jednostavnom
regresijskom modelu, a kada imamo vise od jedne nezavisne varijable tada se radi o
viSestrukom regresijskom modelu.
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2. Hipoteza
Hipoteze u regresijskoj analizi su definirane na temelju regresijskih koeficijenata u regresijskoj
funkciji.

3. Uzroéne pretpostavke

Mjerenja provedena na manjem dijelu populacije nazivamo uzorak. S obzirom da je uzorak
reprezentativan mora biti izabran nepristrano i mora biti dovoljno velik.}

5. Jednostavna linearna regresija

Regresijska analiza koristi se za donosenje zakljucaka 0 nizu sluc¢ajnih varijabli Y1, ..., Ya
koje ovise 0 nezavisnoj varijabli x [2]. Zakljucci se donose na temelju niza sparenih mjerenja
(X1, y1), - - ., (Xn, Yn), 0dje su Xg, . . ., Xn Vrijednosti nezavisne varijable X, a y1, . . ., Yn
odgovarajuce vrijednosti slu¢ajnih varijabli yi, . . ., Yn.

U konkretnim primjerima nezavisnu varijablu X ¢&esto zovemo kontroliranom ili
prediktornom varijablom.

Cilj je na temelju sparenih mjerenja (X1, y1), . . . , (Xn, Yn) Ustanoviti ovisnost slu¢ajnih varijabli

Yi 0 nezavisnoj varijabli x.

Matematicki model definirali smo relacijom
yi=f(xi)+e (i=1,...,n) (5.1)

gdje je:

x — f(x) realna funkcija jedne realne varijable,
e, . . ., €n Nezavisne slucajne varijable tako da je E[ei] = 0i Var(ei) = 62

Prvi korak u uspostavljanju veza izmedu varijabli y i x je prikaz podataka u dijagramu
rasprsenosti iz kojeg se lako vidi grupiraju li se tocke (sparena mjerenja) oko pravca (linearna
zavisnost) ili neke krivulje.

Da bismo postavili sto realniju pretpostavku o regresijskoj funkciji, parove podataka (X1, y1), .
.., (Xn, yn) prikazujemo tockama u koordinatnom sustavu (dijagram rasprsenosti ili scatterplot).

Ako pretpostavimo da je graf funkcije f(x) pravac, tj. da je zakonitost koja povezuje nezavisnu
varijablu x i vrijednosti slu¢ajnih varijabli yi linearnog tipa, regresijsku funkciju u algebarskom
obliku zapisujemo na sljedeci nacin:

f(x) = o + Px (5.2)
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U tom se slucaju parametar  (koeficijent smjera) naziva koeficijent regresije, a pravac y = o
+ Bx regresijski pravac.

5.1. Statisticki model jednostavne linearne regresije

Pretpostavljamo da su vrijednosti zavisne varijable y; povezane s vrijednostima nezavisne
varijable na sljedeci nacin [2]:

Vviz=o+pBxi+te (i=1,...,n) (5.3)
gdje je:
X1, X2, . . ., Xn - Vrijednosti nezavisne (prediktorne) varijable x
e1, €2, . . ., en - Nnepoznate komponente greske koja je dodana na linearnu vezu. Ovo su

slu¢ajne varijable za koje pretpostavljamo da su medusobno nezavisne i da sve imaju
normalnu distribuciju s oéekivanjem 0 i istom varijancom o2,
a i ff - nepoznati parametri pretpostavljene veze koje treba procijeniti

5.2. Metoda najmanjih kvadrata

Problem procjene nepoznatih parametara o i B identificira sa procjenom nepoznatog
regresijskog pravca [2].

U sklopu dijagrama rasprSenja nacrtan je proizvoljan pravac y = a + px. Iz slike je vidljivo da

za vrijednost X; nezavisne varijable x, zavisna varijabla y; poprima vrijednost (predicted value)
o + Pxi.

y;

a+Bxi

.\’l' X

Slika 8: Dijagram rasprsenja
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Nas zanima razlika di = yi — (a + Bxi). Pretpostavljamo da su podaci (X1, y1), . . ., (Xn, Yn) Zadani
eksperimentalno. Tada regresijske parametre o i B procjenjujemo metodom najmanjih kvadrata.

Ideja metode je da se minimizira suma kvadratnih odstupanja teoretskih od eksperimentalnih
vrijednosti, tj. procjene @ i B regresijskih parametara o i § trebamo odrediti tako da vrijedi:

p=(@p)= ) lw- @+ px)I
i=1 , (5-4)
= min Z[yi - (@ + px)]> = min D(a,p)

(a,B)ER? (a,B)ER?

=1

Procjene @i f3 regresijskih parametara a i p nazivamo procjenama u smislu metode najmanjih
kvadrata ili least square estimates. Najbolja procjena nepoznatog regresijskog pravca y = a +

Bx jepravac § = @ + PBx.
Za analiti¢ko rjeSenje procjena @ i B regresijskih parametara o i p potrebno je:

Aritmeticka sredina varijable X;

i X; (5.5)

Aritmeticka sredina varijable y;

<l
Il
S|kE=

zn: Vi (5.6)
i=1

1
Sg = = Z(xi — x)* (5.7)

Srednje kvadratno odstupanje varijable y od y

1 n
2 __§ =2
Sy T n ._1()’1 y) (5.8)
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Uzroc¢na kovarijanca

1 n
Sxy = o z(xi - )i —Y) (5.9)
i=1

Dobre procjena @ i 8 regresijskih parametara o i f U smislu metode najmanjih kvadrata su:

. Sy

= — 5.10
I 52 (5.10)
a=y—[px (5.11)

Konacni izrazi za koeficijente regresijskog pravca oblika y = o + pBx:

B = Yicq Xyi—nXy
?=1 x;2—ni? (5.12)

a=j—px (5.13)

Koriste¢i formulu regresijskog pravca, za svaku pojedinu eksperimentalnu vrijednost X;
mozemo izracunati pripadnu teorijsku vrijednost yi, pa mozemo to¢no izracunati koliko iznosi
svako odstupanje teorijske od eksperimentalne vrijednosti:

&=vi—9i=yi— (@ + px) (5.14)

Ovako dobiven niz vrijednosti €1, . . ., € zovemo rezidualima. Suma kvadrata svih reziduala
(sum of squares of errors = SSE) je minimalna postignuta vrijednost za D(a, ) i predstavlja
mjeru kvalitete modela koju oznac¢avamo sa SSE:

n

i=1

i=1
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5.3. Statisticko zakljucivanje

Nakon ocijene parametara regresijskog modela postavlja se pitanje reprezentativnosti, odnosno
sposobnosti modela da objasni kretanje ovisne varijable y uz pomo¢ odabrane neovisne
varijable x [1]. U tu svrhu koriste se neki apsolutni i relativni pokazatelji. Ovi pokazatelji
temelje se na raspodjeli odstupanja vrijednosti ovisne varijable yi u regresijskom modelu od
njene aritmeticke sredine y i njenih o¢ekivanih vrijednosti y;.

5.3.1. Procjena varijance ¢? (standardne greske regresije)

To je objektivna procjena pogreske regresijskog modela i oznadava se s 62, a zapisujemo ju
kako slijedi [1]:

1 SSE

E[yi ~@tpe)] = | (.16
i=1

n—2' 2

6% =

Standardna greska regresije ili standardna devijacija regresije je apsolutni pokazatelj
reprezentativnosti regresijskog modela, a pokazuje prosjecni stupanj varijacije stvarnih
vrijednosti ovisne varijable u odnosu na ocekivane regresijske vrijednosti [1]. Prikazani izraz
odnosi se na standardna gresku (devijaciju) regresije jednostrukog modela. Ovaj pokazatelj
izrazen je u originalnim jedinicama mjere ovisne varijable y. Stoga je na temelju standardne
greske regresije teSko usporedivati reprezentativnost modela s razli¢itim mjernim jedinicama.

Taj problem eliminira relativni pokazatelj - koeficijent varijacije regresije, koji predstavlja
postotak standardne greske regresije od aritmetic¢ke sredine varijable y:

x 100 (5.17)

‘<|| >

Najmanja vrijednost koeficijenta varijacije je 0%, a najveéa nije definirana. Sto je koeficijent
varijacije regresijskog modela blizi nuli, to je model reprezentativniji. Cesto se uzima
dogovorena granica reprezentativnosti od 30%. Dakle, ako je koeficijent varijacije manji od
30%, kaze se da je model dobar.
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5.3.2. Analiza varijance (ANOVA)

SST=Y",(y; — ¥)* Suma kvadrata odstupanja varijable x od % [1] (5.18)

SSR=Y".(9; — ¥)? Suma kvadrata odstupanja regresijskih vrijednosti varijable y od
y (odstupanja protumacena modelom) (5.19)

SSE=Y" . (v; — $;)* Suma kvadrata odstupanja empirijskih vrijednosti varijable y od
¥ (odstupanja ne protumacena modelom) (5.20)

SST =SSR + SSE

i()’i —y)? = Zn:(f’i -y + i(%’ — 9)? (5.21)
i=1 i=1

i=1

Ovaj izraz koji je u skracenom obliku dan formulom SST = SSR + SSE zove se jednadzba
analize varijance i predstavlja temelj analize reprezentativnosti regresijskog modela.

Slika 9: Dekompozicija sume kvadrata odstupanja [10]
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Tablica 1: ANOVA - Analiza varijance jednostavne linearne regresije [10]

Izvor varijacije SS Suma Sredina F-omjer
kvadrata kvadrata

Protumacen Sg
modelom 1 SSR SSR = s —
SR
Ne protumacen
modelom
n-2 SSE S5E ¢
n—2
Ukupno n-1 SST

5.3.3. Test jakosti modela

Koeficijent determinacije r?:

Koeficijent determinacije r? je pokazatelj reprezentativnosti regresijskog modela, koji se temelji
na analizi varijance [1,2]. Daje nam informaciju o tome koliko rasipanja izlaznih podataka
potjece od funkcijske ovisnosti X — a + Bx, a koliko otpada na tzv. rezidualno ili neobjasnjeno
rasipanje. Takoder nam daje informaciju o tome koliko je jaka funkcijska veza izmedu X i y.
Sto je vrijednost koeficijenta r? bliza 1, zavisnost je jaca. Koeficijent determinacije r?
zapisujemo na sljedeci nacin:

r2 SSR (5.22)

~ SST

odnosno:
r2 — ?=1(5}i B }7)2

= 2k & (5.23)
i—1(Vi — )

Vrijednost koeficijenta determinacije kre¢e se u intervalu 0 < r> < 1. Regresijski model
reprezentativniji je ako je ovaj pokazatelj blizi 1. Teorijska granica reprezentativnosti modela
je 0,9. U praksi je ponekad vrlo tesko pronaci varijablu koja dobro objasnjava ovisnu pojavu pa
se ta granica reprezentativnosti spusta i do 0,6.
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Korigirani koeficijent determinacije 72:

(1 — 7,.2) (5.24)

e moze biti manji ili jednak od koeficijenta determinacije

e ovisi i 0 broju vrijednosti za koje se ra¢una

e nepovoljno obiljeZje je to $to moze biti manji od nule

e kada se govori 0 jacini veze ne smije se govoriti na nivou r, ve¢ treba uzeti u obzir i
koeficijent determinacije

5.3.4. Testovi hipoteza jednostavne linearne regresije

Vazan dio procjene adekvatnosti linearnog regresijskog modela je testiranje statistickih
hipoteza o parametrima modela [1,2]. Za testiranje hipoteza moraju biti zadovoljeni uvjeti da
su greske relacije ej medusobno nezavisne, normalno distribuirane slucajne varijable s
o¢ekivanom vrijednosti nula i varijancom c2.

Osnova ovog testa hipoteza je utvrditi je li model yi = a + Bx; + ej bolji od nul-modela yi = o +
ei, tj. modela u kojemu je koeficijent regresije g = 0.

Ukoliko je p = 0 tada ne postoji linearna ovisnost izmedu y i X. Taj problem svodi se na testiranje
nulte hipoteze koju formuliramo na jedan od sljedec¢a dva nacina:

Ho: Linearna veza izmedu y i X ne postoji.
Ho: B = 0.

Alternativna hipoteza postavljena je na sljedec¢i naéin:

H1: Linearna veza izmedu y i X postoji.
Hi: B #0.

Za testiranje ovih hipoteza koristi se T-test, pri cemu je vrijednost parametra ,,t* dana izrazom:

iy
=2 T r- 2 (5.25)
o
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gdje je:
n
1 Y
Se = |— Z(xi — %) (5.26)
=1
n a2
62 = SSE _ |&i= & (5.27)
n—2 n—2
odnosno:

t = (5.28)

5.3.5. Analiza reziduala

Potrebno je utvrditi da li su ispunjene sve pocetne pretpostavke koje reziduali trebaju
ispunjavati, a to su [2]:

1. Varijance gresaka su jednake. Homogenost varijanci reziduala provjeravamo analizom
grafickog prikaza ovisnosti reziduala ei o procijenjenim vrijednostima 9 = & + Sx.
Jednostavno donosenje zakljucaka 0 varijanci dano je pomocu sljedeéih slika:

a) Horizontalno rasporedene tocke sugeriraju homogenost varijanci.

><V

Slika 10: Horizontalno rasporedene tocke koje sugeriraju na homogenost varijance [2]
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b) Ovakav raspored tocaka sugerira stalan rast varijance, dakle varijance nisu homogene.

Y

Slika 11: Raspored tocaka koji sugerira na nehomogenost varijance [2]

c) Ovakav raspored to¢aka sugerira neadekvatnost linearnog modela.

Slika 12: Raspored tocaka koji sugerira na neadekvatan linearni model [2]

2. Reziduali su normalno distribuirani. Normalnost reziduala provjeravamo analizom
histograma reziduala i p-plota reziduala.

3. Reziduali moraju biti medusobno nezavisni, tj. vrijednost reziduala koji se odnosi na
realizaciju yi sluc¢ajne varijable y nema nikakvog utjecaja na vrijednost reziduala koji se
odnosi na realizaciju y; iste slucajne varijable. Ovu pretpostavku provjeravamo
analizom grafickog prikaza reziduala za svaki pojedini slucaj i crtanjem dijagrama
rasprSenja uredenih parova reziduala (&, &-1),1=2,...,n.

4. Ako reziduali & zadovoljavaju prethodno navedene pretpostavke smatramo ih dobrim
procjenama stvarnih normalnih gresaka e.
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6. Visestruka linearna regresija

Mnoge primjene regresijske analize uklju¢uju situacije u kojima postoji vise od jedne nezavisne
ili regresorske varijable [6]. Regresijski model koji sadrzi vise od jedne regresorske varijable
naziva model visestruke regresije.

Op¢i oblik modela visestruke regresije je:

y = f(xy, X0, X3, e, Xjy e, X ) + € (6.1)
ili

y = f(xq1,X9, X3, e, Xjy e, Xg) X € (6.2)

U navedenom modelu y je zavisna varijabla [5]. To je pojava ¢ije se varijacije izrazavaju
pomocu nezavisnih (regresorskih) varijabli x,x,,...,xx . Varijabla e izrazava nepoznata
odstupanja od funkcionalnog odnosa. Prva jednadzba je aditivni, a druga multiplikativni oblik
modela. Pretpostavi li se da je veza izmedu y i x4, x5, ..., X linearna, model iz gornje jednadzbe
je model visestruke linearne regresije:

y= Bo+ B1x1+ Boxy+ -+ Bixj+ -+ Brxp t+e (6.3)

U navedenom modelu y je zavisna ili regresand varijabla, x;,x,,xs, ..., X, SU nezavisne,
regresorske ili eksplanatorne varijable, S;, B,, 3, ..., Bx Su nepoznati parametri ili regresijski
koeficijenti, a e je slucajna varijabla. Pretpostavi li se da se linearna regresijska veza izmedu
varijable y i odabranog skupa regresorskih varijabli utvrduje na osnovi uzorka veli¢ine n (n
opazanja ili mjerenja odabranih varijabli), tada se vektorska jednadzba moze napisati u vidu
sustava od n jednadzbi:

y1 = Bo+ Bixyy + Baxipx + -+ ,Bjx1j + o+ Brxik +eq
V2 = Bo+ Bixz1 + Baxzp + -+ Bszj + o+ Brxak + e

Vi = Bo+ Bixis + BaXip + -+ Bixy; + o+ BrXix + €

Yn = ﬁO + :lenl + .Bzxnz + o+ ﬁjxnj + ot ﬂkxnk + e, (6.4)
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Polazne pretpostavke u analizi modela visestruke linearne regresije su jednake polaznim
pretpostavkama za model jednostavne linearne regresije, proSirenim za pretpostavku kojom se
izrazava priroda odnosa regresorskih varijabli. Te se pretpostavke mogu izraziti na slijedeci
nacin:

e Vezaizmedu zavisne varijable i odabranog skupa nezavisnih varijabli je linearna.

e Greske relacije su medusobno nezavisne, identi¢éno normalno distribuirane slucajne
varijable s oéekivanom vrijednosti nula i varijancom o?:

E[e]=0 Var(e) = 6? e;~ N(0,0?%)
Cov(ei,ej) =E(eie) =0, i#A 1,j=1,...,n

o Nadalje se pretpostavlja da su varijable x; medusobno nezavisni vektori, te da je matrica
X punoga ranga. Ta se pretpostavka uvodi iz numerickih razloga.

6.1. Procjena parametara metodom najmanjih kvadrata

Uvrste lise u Y = X + e umjesto vektora parametara B vektor njihovih procjena, tada je [5]:

Y=Xp+é (6.5)

é=Y—-Xp (6.6)

é je procjena slucajne varijable na bazi uzorka e i zove se rezidualna odstupanja. Procjena
koeficijenta p metodom najmanjih kvadrata dobit ¢e se iz zahtjeva da se minimizira suma
kvadrata rezidualnih odstupanja:

L= Zn:éiz = Zn:()’i — Bo - Zﬁjxij)z — min (6.7)

S obzirom da su u to¢ki u kojoj funkcija dostize minimum njene prve parcijalne derivacije
jednake nuli, to se svodi na rjesavanje sustava jednadzbi [6]:

L
2

n k
o7 = —2 Z()’i - Bo _zﬁjxij) =0 (6.8)
i=1 =1

Fakultet strojarstva i brodogradnje 25



Ivan Luli¢ Zavr$ni rad

n k
oL N A
FY A —2 z(yi — Bo —Z,Bjxij)xij =0 (6.9

i=1,2,.,k

Pojednostavljivanjem gornjeg izraza dobivamo normalne jednadzbe metode najmanjih

kvadrata:
n n n n
n,éo + 312951'1 + ,ézzxiz + "'+,gkzxik = Z)’i
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
Bo z Xq + B Z X%+ B, z X Xiz + -+ P z Xi1Xix = z Xi1Yi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n ' n ' n
Bo Z Xpe + P Z XX + B z XieXiz + -+ Pi z Xige? z Xiy; (6.10)
i=1 i=1 i=1

Postoje p = k + 1 normalne jednadzbe, po jedna za svaki od nepoznatih regresijskih
koeficijenata. RjeSenja normalnih jednadzbi biti ¢e procjenitelji najmanjih kvadrata
regresijskih koeficijenata. Normalne jednadzbe mogu se rijesiti rjesavanjem sustava linearnih
jednadzbi.

6.1. Matri¢ni pristup kod visestruke linearne regresije

U postavljanju modela viSestruke regresije prakti¢nije je izraziti matematicke operacije
koriste¢i matri¢ni zapis [6]. Kao §to smo ranije pretpostavili da postoji n regresorskih varijabli
i k promatranja (x;q, Xi2, Xi3, -, Xig, ¥i), L = 1,2, ..., n, model koji povezuje regresore zapisali
smo:

Yi = Po+ Pixiy + BoXip + -+ Prxix + e i=12,..,n (6.11)

Ovaj model je sustav od n jednadzbi koje se mogu izraziti u matricnom zapisu kao
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gdje je:
V17 1 X11 Xqp ... X1j 0 e Xak] e B
Y2 1 %21 X . X2j - X2k e, S,
= || x=|; ' : R le= 1. = |/
Y Yi 1 X1 xp o X Xik €i p Bi
L Yn 1 Xx,1 Xp2 o Xnj o Xnk] L€n LS} ]

U jednadzbi y = X + e y je vektor opazenih vrijednosti zavisne varijable, X je matrica ciji
prvi stupac sadrzi jedinice, a ostali stupci promatrane vrijednosti nezavisnih varijabli
X1, X4, ., Xg , B je vektor nepoznatih parametara, a e je vektor slu¢ajnih varijabli e;, tj n-
dimenzionalna slucajna varijabla. X matrica se takoder naziva matrica modela.

Zelimo pronaéi vektor procjene najmanjih kvadrata 3. Procjenitelj najmanjih kvadrata 3 dobiva
se iz jednadzbe:

oL _ 0 (6.13)
Y '
gdje je:
n
L= Y&l =&6=@-XP)' (- Xp) (6.14)
i=1

Rjesenje gornje derivacije daje nam normalne jednadzbe metode najmanjih kvadrata, a one
iznose:

X'XB =Xy (6.15)

Ove jednadzbe predstavljaju normalne jednadzbe metode najmanjih kvadrata zapisane u
matri¢nom obliku. One su identi¢na ranije prikazanom skalarnom zapisu normalnih jednadzbi
metode najmanjih kvadrata. 1z tih jednadzbi dijeljenjem sa X'X dobivamo procjenitelje
najmanjih kvadrata varijable f:

g =XX)"Xy (6.16)

Ako je ispunjena polazna pretpostavka o nezavisnosti regresorskih varijabli matrica X'X je
inverzibilna matrica.
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Iz jednadzbi X'XB = X'y slijedi da je:

X(y-XB)=Xe=0 (6.17)

Odnosno da je:

Y=Xp=XX'X)"'X'y =hy (6.18)

pri ¢emu je matrica X(X'X)~1X’ (tzv. ,hut* matrica) projektor (odnosno simetri¢na i
idempotentna matrica).

Kao $to je ve¢ dokazano procjenitelj vektora parametara metodom najmanjih kvadrata je uz
pretpostavku da su ispunjene sve polazne pretpostavke o modelu, najbolji linearni nepristrani
procjenitelj.

6.2. Procjena varijance ¢

Kao i kod jednostavne linearne regresije vazna je procjena varijance 62 [6]. Prisjetimo se kako
se kod jednostavne linearne regresije procjena standardne greske regresije 62 dobila dijeljenjem
zbroja kvadrata reziduala sa n-2. S obzirom da kod jednostavne linearne regresije postoje dva
parametra, kod visestruke linearne regresije javlja se p parametara, stoga je logi¢na procjena
varijance 62:

62 = (6.19)

Formula za zbroj kvadrata reziduala SSE glasi:

n

n
SSE = Z(yi —9)? = z e’ = ee (6.20)
i=1

i=1

Uvritavanjem e =y — 9 = y — XB u gornju formulu dobivamo formulu za zbroj kvadrata
reziduala SSE matri¢nog zapisa:

SSE =y'y —B'X'y (6.21)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 28



Ivan Luli¢ Zavr$ni rad

6.3. Testovi hipoteza kod visestruke linearne regresije

Kod visestruke linearne regresije odredeni testovi hipoteza korisni su za mjerenje adekvatnosti
modela [6]. U ovom poglavlju opisat ¢emo nekoliko vaznih procedura za testiranje hipoteza.
Kao i kod jednostavne linearne regresije, za testiranje hipoteza moraju biti zadovoljeni uvjeti
da su greske relacije ei medusobno nezavisne, identicno normalno distribuirane slucajne
varijable s oéekivanom vrijednosti nula i varijancom o2.

6.3.1. Testiranje hipoteze o znacajnosti regresije

Testiranje hipoteze o0 znacajnosti regresije je test kako bi se utvrdilo da li postoji linearni odnos
izmedu zavisne varijable y i nezavisnih regresorskih varijabli x;, x5, ..., xx [6]. Postupci
testiranja hipoteza o0 znacajnosti regresorskih varijabli u modelu visestruke linearne regresije
mogu se svrstati u tri grupe [5]:

e Test 0 znacajnosti jedne regresorske varijable (pojedinacni test)

e Test 0 znacajnosti svih regresorskih varijabli (skupni test; test 0 znacajnosti regresije)

e Test 0 znacajnosti podskupa regresorskih varijabli

Test 0 znacajnosti jedne regresorske varijable (pojedinacni test)

U regresijskoj analizi najcescée se provode jednosmjerni testovi 0 znacajnosti pojedine varijable
Xj, jer se na osnovi kvalitativne ekonomske analize zna smjer veze izmedu varijabli y i X;. Pri
tom se tvrdnja istrazivaca (radna hipoteza) formulira kao alternativna hipoteza.

Hipoteze jednosmjernih testova o znacajnosti regresijskog parametra:
Hoﬁ]:() Hoﬁjzo
HI,B]>0 Hlﬁj<0

Uz razinu signifikantnosti o (tj. uz zadanu vjerojatnost pogreske da se nul-hipoteza odbaci
premda je istinita) hipoteza Ho se odbacuje ako je tj > t, u testu na gornju granicu, odnosno ako
je tj < -t, u testu na donju granicu. Ako testovi pokazuju da podaci nisu u skladu s odabranim
modelom, model je neprihvatljiv i treba ga zamijeniti novim modelom.

Test 0 znacajnosti svih regresorskih varijabli (skupni test; test 0 znacajnosti regresije)

Nultom se hipotezom pretpostavlja da niti jedna od k regresorskih varijabli nema utjecaja na
varijacije zavisne varijable. Alternativna hipoteza je po svom sadrzaju suprotna nultoj hipotezi,
pa glasi da je barem jedna od regresorskih varijabli zna¢ajna u modelu. Formalno, hipoteze se
formuliraju:
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Hi:B;#0  j=12,..k

Odbacivanje Hy:f; =, =+ = P = 0zna¢i da barem jedan od regresorskih varijabli
X1, X2, ..., Xg znacajno doprinosi modelu [6].

Test 0 znacajnosti regresije je generalizacija postupka koji se koristi kod jednostavne linearne
regresije. Ukupnu suma kvadrata SST ¢ini zbroj sume kvadrata odstupanja regresijskih
vrijednosti varijable y od y i sume kvadrata odstupanja empirijskih vrijednosti varijable y od
regresijskih vrijednosti odnosno:

SST =SSR + SSE (6.22)

AKo je hipoteza Hy: f; = B, = - = B) = 0 istinita, SSR/c? je hi-kvadrat slu¢ajna varijabla s
k stupnjeva slobode. Broj stupnjeva slobode hi-kvadrat slucajne varijable jednak je broju
regresorskih varijabli u modelu. Takoder SSE/c? je hi-kvadrat slu¢ajna varijabla s n — p
stupnjeva slobode. Statistika ispitivanja za Hy: B; = 8, = - = By = 0 glasi:

_ SSR/k
°" SSE/(n-p)

(6.23)

Ukoliko ni jedna regresorska varijabla nije znacajna u modelu procjene varijanci vrijednosti u
brojniku i nazivniku trebale bi biti priblizno jednake. Hipotezu Ho odbacujemo ako su
izraCunate vrijednosti Fo vece od foinp. POStupak se najéesce prikazuje preko tablice analize
varijance.

Tablica 2: ANOVA - Analiza varijance visestruke linearne regresije

Izvor varijacije SS Suma Sredina F-omjer
kvadrata kvadrata
Protumacen
SSR SSR/k
modelom k SSR
k SSE/(n —p)
Ne protumacena
odstupanij SSE
panja n-p SSE
n—p
Ukupno n-1 SST
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6.4. Koeficijent determinacije r? i korigirani koeficijent
determinacije 7

, _ SSR SSE (n —p) 62
= _=1-_—=1-= _ (6.24)
SST SST iz (Vi — ¥)?

Taj pokazatelj poprima vrijednosti u intervalu 0 <r? <1, a promatrani model je reprezentativniji
Sto je koeficijent determinacije blizi jedinici [5]. Medutim, kao $to se vidi iz gornjeg izraza taj
pokazatelj ima nedostatak da nije nepristran. Ako je populacijski koeficijent determinacije
jednak nuli, oéekivana vrijednost r? je razli¢ita od nule, jer je koeficijent determinacije veéi §to
je veci broj regresorskih varijabli uklju¢enih u model, bez obzira na to jesu li one znacajne za
objasnjavanje varijacija regresand varijable ili nisu. Nepristrana procjena varijance varijable y
iznosi:

n =2
A2 i=1(yi - y) (625)
n —

Ona uvrstena u izraz za koeficijent determinacije daje izraz za korigirani koeficijent
determinacije 72:

2_ 4 n—l(l 2y 1 n—lSSE_1 62 (6.26)
L T T T ssT 62 '

Korigirani koeficijent determinacije koristi se kao jedan od moguc¢ih Kriterija za izbor modela

visestruke linearne regresije. Prema tom kriteriju najbolji je model s najve¢im 72, §to je
ekvivalentno izboru modela s najmanjom procijenjenom varijancom.
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7. Nelinearni regresijski modeli

7.1. Polinomni regresijski model

U situacijama u kojima funkcionalan odnos izmedu zavisne varijable y i nezavisne varijable x
ne moze biti adekvatno aproksimiran linearnim odnosom, odnosno kada je odgovor (nezavisna
varijabla) nelinearan, koristi se polinomna regresija [7].

Model polinomne regresije drugog stupnja sa jednom nezavisnom varijablom glasi:

y= Bo+ P1x+ Byx?+ -+ Brxk +e (7.1)

U navedenom modelu y je zavisna ili regresand varijabla, X je u nezavisna ili regresorska
varijabla, fB,,f;,...,Bx Su nepoznati parametri ili regresijski koeficijenti koje trebamo
procijeniti, a e je slucajna varijabla. Procjene parametara f;, 52, ..., Bx dobit ¢emo metodom
najmanjih kvadrata tako da minimiziramo

n
L= Z()’i = Po = Prxi — Pox — = Bix[)? - min (7.2)
i=1

gdje su By, By, ..., B procjene parametara Sy, By, ..., B S obzirom da su u tocki u kojoj funkcija
dostize minimum njene prve parcijalne derivacije jednake nuli, to se svodi na rjesavanje
jednadzbe:

— =0 (7.3)

Pojednostavljivanjem gornjeg izraza dobivamo normalne jednadzbe metode najmanjih
kvadrata:

= i=1 i=1 i=1
n n n n n
2] 2 2] 3 2] k+1 __
Z ﬁ z Xi +:Bzzxi+ +ﬁkle _Z iYi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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n n n n
Bo ) x4 fu Y x4k fi ) X2 = ) by,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
Bo ) ik +B ) A bk B = Y by (4
i=1 i=1 i=1 i=1

Postoje k + 1 normalne jednadzbe, po jedna za svaki od nepoznatih regresijskih koeficijenata.
Rjesavanjem normalnih jednadzbi dobiti ¢emo procjenitelje najmanjih kvadrata regresijskih
koeficijenata.

7.2. Jednostavni eksponencijalni regresijski model
Jednostavni eksponencijalni regresijski model je nelinearan u parametrima i ima oblik [11]:
y = a'Bx (7.5)

Da bi pronasli parametre "metodom najmanjih kvadrata™ potrebno je model transformirati da
bude linearan u parametrima pomocu logaritamskih transformacija:

logy = loga + x logp (7.6)

Pri tome logaritmirane vrijednosti parametara dobijemo minimizirajuéi:

n n
L= Z log?e; = z(logyl- —log¥,)? -» min (7.7)
i=1 i=1

odnosno vrijedi:
i=1x;logy; — nxlogy

m > — (7.8)
o1 Xi% —nx

a = logy —logfx (7.9)
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Logaritamskom transformacijom model postaje linearan u parametrima (iako nelinearan u
varijablama), a nezavisna varijabla x ostaje u nepromijenjenom obliku. Kona¢no logaritmirane
vrijednosti parametara anti logaritmiramo po bazi 10 da bismo dobili parametre u pocetnoj
jednadzbi eksponencijalne regresije.

Mijere reprezentativnosti, kao i jednadzba analize varijance se izvode isto kao kod linearne
regresije, koristeci logaritmirane vrijednosti log y i originalne vrijednosti varijable x.

Procjena varijance varijable y iznosi:

6 = = (7.10)
logy n—p
Koeficijent varijacije regresije iznosi:
o
V= =9 %100 (7.12)
logy
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8. Primjeri

8.1. Jednostavna linearna regresija

Sljedeci primjer preuzet je iz literature Montgomery D.C., Runger G.C.: Applied Statistics and
Probability for Engineers, str. 412. Clanak u ¢asopisu Wear (Vol. 152, 1992, str. 171-181)
prikazuje podatke o trosenju mekog celika i viskoznosti ulja. Varijabla x prikazuje viskoznost
ulja, a varijabla y volumen trosenje (10 mm?q)

Tablica 3: Zavisnost trosenja mekog celika o viskoznosti ulja 1

y 240 181 193 155 172 110 113 75 94

X 1,6 9,4 15,5 20,0 22,0 35,5 43,0 40,5 33,0

Prvi korak u regresijskoj analizi je crtanje dijagrama rasipanja, grafickog prikaza tocaka T(X,y).
Na horizontalnoj osi isti¢e se dio aritmetickog mijerila koji obuhvaca opazene vrijednosti
varijable x, a na vertikalnoj dio aritmetickog mjerila koji obuhvaca opazene vrijednosti
varijable y. Dijagram rasipanja omogucuje da se uoci:

e Oblik veze medu odabranim varijablama
e Smjer povezanosti
e Jakost povezanosti

Zavisnost volumena troSenja mekog Celika o viskoznosti ulja
n=9

300,00

250,00
................. y = -3,5086x + 234,07
o ° R? = 0,8794
150,00 RO

200,00

100,00

50,00

y, volumen troenja [10* mm?3]

0,00
0,00 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00 30,00 3500 40,00 45,00 50,00

X, viskoznost ulja

Slika 13: Dijagram rasipanja
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Na temelju dijagrama rasipanja zakljucuje se da je veza izmedu X i y linearna (jer su tocke
rasporedene blizu nekog zamisljenog pravca) i negativna. Realno je za pretpostaviti da se
troSenje mekog celika i viskoznost ulja moze opisati modelom:

y=oa+px+e
Kako bi se odredio procijenjen model:

y=a+fx

Potrebno je odrediti vrijednosti regresijskih koeficijenata @ i 8

Tablica 4: Zavisnost trosenja mekog celika o viskoznosti ulja 2

i X y Xy X2 y?
1 1,60 240,00 384,00 2,56 57600,00
2 9,40 181,00 1701,40 88,36 32761,00
3 15,50 193,00 2991,50 240,25 37249,00
4 20,00 155,00 3100,00 400,00 24025,00
5 22,00 172,00 3784,00 484,00 29584,00
6 35,50 110,00 3905,00 1260,25 12100,00
7 43,00 113,00 4859,00 1849,00 12769,00
8 40,50 75,00 3037,50 1640,25 5625,00
9 33,00 94,00 3102,00 1089,00 8836,00
Suma 220,50 1333,00 | 26864,40 | 7053,67 | 220549,00

Iz gornje tablice dobiveno je:

9

Z x = 220,50

i=1
9

ny = 26864,40

i=1

9
Zy = 1333,00
i=1

9

i=1

i=1

9
sz = 7053,67 Zyz = 220549,00

Uvrstavanjem konkretnih vrijednosti u jednadZzbe za dobivanje koeficijenata regresije dobiva

se da je:

_ nYy(xy)- XxYy _ 9x26864,4—220,5x1333

B =

nYy(x2)—(X x)?

9x7053,67—220,52

= -3,5086
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_ Yy¥(x?)-XxX(xy) _ Xy-BY¥x _ 1333—-(—3,5086x220,5) _

Y (02— 1) - = 5 = 234,0707
U konkretnom slucaju, procijenjena regresijska jednadzba glasi:
y = 234,0707 — 3,5086x
Regresijski koeficijent § = —3,5086 pokazuje da ¢e se na temelju procijenjenog modela, za

smanjenje volumena trosenja mekog &elika za 10 milimetara kubnih viskoznost ulja u prosjeku
smanjiti za 3,5086.

U konkretnom sluc¢aju vrijednost @ = 234,0707 oznacava ocekivanu vrijednost volumena
troenja (10 milimetara kubnih) ako viskoznost ulja iznosi 0.

Ako se za svaki i =1, 2,..., n u procijenjenu regresijsku jednadzbu y = 234,0707 — 3,5086x
uvrste stvarne vrijednosti nezavisne varijable x, dobivaju se regresijske vrijednosti y zavisne
varijable y. Prva regresijska vrijednost y dobiva se uvrStavanjem prve vrijednosti varijable x
koja iznosi x1 = 1,60 pa je

y = 234,0707 — 3,5086x1,6 = 228,46

Analogno se dobivaju i ostale regresijske vrijednosti. Regresijske vrijednosti y procjene su
vrijednosti stvarnih vrijednosti zavisne varijable y . U konkretnom se primjeru, y se interpretira
na slijedeé¢i nacin: za viskoznost ulja od 1,6 o¢ekivana vrijednost volumena troSenja mekog
¢elika iznosi 228,46 milimetara kubnih. Stvaran volumen trosenja mekog celika y za vrijednost
viskoznosti ulja x = 1,6 je 240. Razliku ¢ini rezidualno odstupanje é.

Rezidualna odstupanja razlike su stvarnih vrijednosti zavisne varijable od procijenjenih.

él’:yi_yi i:1,2,...,7’l

U konkretnom primjeru, prvo rezidualno odstupanje je:

6, =y, — P, = 240 — 228,46 = 11,54
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U sljedecoj tablici prikazana su sve ostale regresijske vrijednosti i rezidualna odstupanja:

Tablica 5: Zavisnost trosenja mekog celika o viskoznosti ulja 3

i X y yi e g?
1 1,60 240,00 228,46 11,54 133,24
2 9,40 181,00 201,09 -20,09 403,62
3 15,50 193,00 179,69 13,31 177,21
4 20,00 155,00 163,90 -8,90 79,20
5 22,00 172,00 156,88 15,12 228,54
6 35,50 110,00 109,52 0,48 0,23
7 43,00 113,00 83,20 29,80 887,87
8 40,50 75,00 91,97 -16,97 288,12
9 33,00 94,00 118,29 -24,29 589,93
Suma 220,50 1333,00 1333,00 0 2787,96
9
SSE = z &% = 2787,96
i=1

Pearsonov koeficijent regresije r iznosi:

ny(xy) — XxXy

VInZ () - Ex)?n X () — Ey)?
_ 9x26864,4 — 220,5x1333 00378
J[9x7053,67 — 220,52][9x220549 — 13332] '

Pripadna p vrijednost iznosi p = 0,0002. Budu¢i da je p < 0,05, dobiveni koeficijent je statisticki
znacajan, tj. na uzorku od 9 promatranja postoji statisticki znacajna linearna veza izmedu
volumena trosenja mekog celika i viskoznosti ulja.

Procjena pogreske regresijskog modela 6 iznosi:

12 = SSE __ 278796
T n-2  9-2

~ 1
6 = — Xizalyi — (@ + Bxy) = 19,96
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Standardna greska regresije ili standardna devijacija regresije je apsolutni pokazatelj
reprezentativnosti regresijskog modela, a pokazuje prosjecni stupanj varijacije stvarnih
vrijednosti ovisne varijable u odnosu na oc¢ekivane regresijske vrijednosti. Prikazani izraz
odnosi se na standardna gresku (devijaciju) regresije jednostrukog modela. Ovaj pokazatelj
izrazen je u originalnim jedinicama mjere ovisne varijable y. Stoga je na temelju standardne
greSke regresije tesko usporedivati reprezentativnost modela s razli¢itim mjernim jedinicama.

Taj problem eliminira relativni pokazatelj - koeficijent varijacije regresije, koji predstavlja
postotak standardne greske regresije od aritmetic¢ke sredine varijable y:

o 19,96
— X 100

V = = ——
y 1333/9

X 100 =13,29 %

Najmanja vrijednost koeficijenta varijacije je 0 %, a najveca nije definirana. Sto je koeficijent
varijacije regresijskog modela blizi nuli, to je model reprezentativniji. Cesto se uzima
dogovorena granica reprezentativnosti od 30 %. U konkretnom primjeru koeficijent varijacije
je manji od 30 % stoga zakljucujemo da je model dobar.

Kako bi olaksali izracun regresijskih koeficijenata te pokazatelja reprezentativnosti modela
izradena je Excel tablica. Narancastom bojom oznacene su varijable x i y koje samostalno
unosimo dok su zutom bojom oznacene varijable koje su automatski izratunate pomocu Excel
funkcija. Na sljedecoj slici prikazana je Excel tablica sa svim potrebnim podacima za
jednostavnu linearnu regresijsku analizu.

A B C D E F G H I
1| I |» N - D Xy |~ x° [~ y: [+ 5\' v e |~ e’ [~
2 1 1,60 240,00 384,00 2,56 57600,00 228,46 11,54 133,24
3 2 9,40 181,00 1701,40 88,36 32761,00 201,09 -20,09 403,62
4 3 15,50 193,00 2991,50 240,25 37249,00 179,69 13,31 177,21
5 < 20,00 155,00 3100,00 400,00 24025,00 163,90 8,90 79,20
6 5 22,00 172,00 3784,00 484,00 29584,00 156,88 15,12 228,54
7 6 35,50 110,00 3505,00 1260,25 12100,00 108,52 0,48 0,23
8 7 43,00 113,00 4859,00 1849,00 12769,00 83,20 29,80 887,87
9 8 40,50 75,00 3037,50 1640,25 5625,00 91,97 16,97 288,12
10 9 33,00 94,00 3102,00 1089,00 8836,00 118,29 24,29 589,93
11 10 0,00 0,00 0,00 0,00
12 Suma 220,50 1333,00 26864,40 7053,67 220549,00 1333,00 | 0,00 2787,96
13
14
15
16 n 9
17 Koeficijent 8 (Slope) -3,5086
18 Koeficijent a (Intercept) 234,0707
19 Pearsonov koeficijent regresije, r (Correlation coefficient) = -0,9378
20 Koeficijent determinacije, r2 (R-squared) 0,8794
21 Standardna pogreska, o (Standard error) 19,9570
22 Test linearne regresije, t -7,1444
23 Pripadna p-vrijednost, p 0,0002

Slika 14: Excel tablica jednostavne regresijske analize
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Funkcije koriStene pri izradi tablice:

Tablica 6: Excel funkcije za jednostavnu linearnu regresiju

n

Koeficijent # (Slope)
Koeficijent a (Intercept)

Pearsonov koeficijent regresije, r
(Correlation coefficient)
Koeficijent determinacije, r2 (R-squared)

Standardna pogreska, o (Standard error)
Pripadna p-vrijednost, p

COUNT

SLOPE
INTERCEPT

CORREL
RSQ

STEYX
TDIST

Dobivene rezultate mozemo usporediti sa rezultatima dobivenim pomoc¢u programske naredbe
,Dana Analysis“ u programskom alatu Excel. Na sljedecoj slici prikazani su rezultati dobiveni
pomocu programske naredbe ,,Dana Analysis* u programskom alatu Excel:

SUMMARY QUTPUT
Regression Statistics
Multiple R 0,9378
R Square 0,87%4
Adjusted R Square 0,8622
Standard Error 19,9570
Observations 9,0000
ANOVA
df SS MsS F Significonce F
Regression 1,0000 20328,9259 20328,9259 51,0417 0,0002
Residual 7,0000 2787,9630 398,2804
Total 8,0000 23116,8389
Coefficients Standord Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95% Lower 95,0% Upper 95,0%
Intercept 234,0707 13,7484 17,0253 0,0000 201,5609  266,5805 201,5609 266,5805
X -3,5086 0,4911 -7,1444  0,0002 -4,6698 -2,3473 -4,6698 -2,3473
RESIDUAL QUTPUT PROBABILITY OUTPUT
Observation Predicted y Residuols Standard Residuals Percentile y
1 228,4570 11,5430 0,6183 5,5556 75,0000
2 201,0903 20,0903 -1,0762 16,6667 94,0000
3 179,6881 13,3119 0,7131 27,7778  110,0000
4 163,8996 -8,8996 -0,4767 38,8883  113,0000
5 156,8825 15,1175 0,8098 50,0000 155,0000
6 109,5170 0,4830 0,0259 61,1111 172,0000
7 83,2028 29,7972 1,5962 72,2222  181,0000
8 91,9742 -16,9742 -0,9093 83,3333 193,0000
9 118,2884 -24,2884 -1,3011 94,4444  240,0000

Slika 15: Rezultati jednostavne linearne regresije dobiveni pomodéu naredbe Data Analysis u
programskom alatu Excel
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Kao sto je vidljivo na slici svi rezultati podudaraju se s rezultatima dobivenim ru¢nim
postupkom ili pomoc¢u izradenog algoritma u Excel tablici. U praksi koeficijenti regresijske
analize kao i svi ostali statisticki pokazatelji ne racunaju se ru¢no nego se koriste gotovi
programski alati kao npr. naredba ,,Dana Analysis* u programskom alatu Excel ili programski

alat Statistica.

8.2. Visestruka linearna regresija

Sljedeci primjer preuzet je iz literature Ross S., Probability and Statistics for Engineers and
Scientists, str. 434. Vrijeme potrebno za otkaz komponente stroja povezano je s radnim
naponom Xxi, brojem okretaja motora u okretajima po minuti X2 i radnom temperaturom xz. Na
temelju eksperimenata provedenih u laboratoriju za istrazivanje i razvoj dobiveni su sljedeéi

podaci gdje y predstavlja vrijeme potrebno do pojave kvara komponente stroja u minutama:

Tablica 7: Zavisnost vremena otkazivanja komponente stroja o radnoj temperaturi, radnom naponu i

broju okretaja motora 1

i y, min X1, V X2, mint X3, °C
1 2145 110 750 140
2 2155 110 850 180
3 2220 110 1000 140
4 2225 110 1100 180
5 2260 120 750 140
6 2266 120 850 180
7 2334 120 1000 140
8 2340 130 1000 180
9 2212 115 840 150
10 2180 115 880 150
Suma 22337 1160 9020 1580

Kako bi se odredio procijenjen model:

Potrebno je odrediti vrijednosti regresijskih koeficijenata & i £, 85, Bz

9 =@+ f1x, + frxy + B3xs

Fakultet strojarstva i brodogradnje

41



Ivan Luli¢

Zavr$ni rad

Iz tablice 6 dobiveni su sljede¢i podaci:

10 10

le — 1160 sz — 9020

i=1 i=1

10 10

Z x2 = 134950 z X2 = 8260000
i=1 i=1

10 10
lexz — 1046800 zx1x3 — 183500
i=1 i=1

10 10
ley — 2594430 szy —~ 20179580
i=1 i=1

10

Zx3 — 1580

i=1

10
Zy = 22337
i=1

10 10

Z x5 = 253000 Zyz = 49934931

i=1 i=1
10

Zx2x3 — 1432000

i=1
10

Zx3y — 3530540

i=1

Normalne jednadzbe za viSestruku linearnu regresiju dobivene metodom najmanjih kvadrata u

poglavlju 6.1. glase:

n

i=1 i=1

n n n

n n
na + [?12961'1"‘ ,ézzxiz +"'+ﬁkzxik = 23&'
=1 im1
n

n

@qu + 3129%12 +B22xi1xi2 + - +ﬁkzxi1xik = inlyi

i=1 i=1 i=1

n n

i=1 i=1

n n

&zxik + Blzxikxil + Bzzxikxiz + et ﬁkzxikz = inkyi

i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

Uvrstavanjem konkretnih vrijednosti u normalne jednadzbe dobiva se:

10& + 11608, + 90208, + 158035 = 22337

1160& + 1349508, + 104680083, + 1835008, = 2594430

90204 + 10468004, + 82600008, + 1432000 5 = 20179580

1580& + 1835008, + 143200083, + 2530008; = 3530540
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Rjesavanjem sustava jednadzbi dobivaju se koeficijenti visestruke linearne regresije:

@ = 1108,72 B, = 8,6393

A A

B, = 0,2608 p; = —0,7114
Za konkretni slucaj, procijenjena regresijska jednadzba glasi:

$ =1108,72 + 8,6393x, + 0,2608x, — 0,7114x;

Ako se zasvakii=1,2,..., nuprocijenjenu regresijsku jednadzbu y = 1108,72 + 8,6393x; +

0,2608x, — 0,7114x; uvrste stvarne vrijednosti nezavisnih varijabli x, dobivaju se regresijske

vrijednosti ¥ zavisne varijable y. Prva regresijska vrijednost y dobiva se uvrstavanjem varijabli
X1, X2, X3 pa je

y = 1108,72 + 8,6393x110 + 0,2608x750 — 0,7114x140 = 2155,03

Analogno se dobivaju i ostale regresijske vrijednosti. Regresijske vrijednosti y procjene su

vrijednosti stvarnih vrijednosti zavisne varijable y . U konkretnom se primjeru, ¥ se interpretira

na slijede¢i na¢in: za radni napon od 110 V, broj okretaja motora 750 mini radnu temperaturu

140 °C ocekivano vrijeme pojave kvara komponente stroja je nakon 2155,03 minute. Stvaran
vrijeme pojave kvara komponente stroja y za radni napon od 110 V, broj okretaja motora 750

minti radnu temperaturu 140 °C iznosi 2145 minuta. Razliku ¢ini rezidualno odstupanije é.

Rezidualna odstupanja razlike su stvarnih vrijednosti zavisne varijable od procijenjenih.

él’:yi_yi i:1,2,...,7’l

U konkretnom primjeru, prvo rezidualno odstupanje je:

&, =y, — 9, = 2145 — 2155,03 = —10,03
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U sljedecoj tablici prikazana su sve ostale regresijske vrijednosti i rezidualna odstupanja:

Tablica 8: Zavisnost vremena otkazivanja komponente stroja o radnoj temperaturi, radnom naponu i
broju okretaja motora 2

i y, min X, V. X, min?t Xz °C yi ei e2
1 2145 110 750 140 2155,03 -10,03 @ 100,64
2 2155 110 850 180 2152,65 | 2,35 5,51
3 2220 110 1000 140 2220,22  -0,22 0,05
4 2225 110 1100 180 2217,85 | 7,15 51,18
5 2260 120 750 140 2241,43 18,57 | 345,01
6 2266 120 850 180 2239,05 | 26,95 | 726,50
7 2334 120 1000 140 2306,62 27,38 | 749,76
8 2340 130 1000 180 2364,56 | -24,56 | 602,96
9 2212 115 840 150 221458 -2,58 6,68
10 2180 115 880 150 2225,01 | -45,01 | 2026,35
Suma 22337 1160 9020 1580 0 4615
n
SSE = z &2 = 4615
i=1

Kao i kod primjera jednostavne linearne regresije vazna je procjena varijance 6. Kod
jednostavne linearne regresije procjena standardne greske regresije & dobila dijeljenjem zbroja
kvadrata reziduala sa n-2. S obzirom da kod jednostavne linearne regresije postoje dva
parametra, kod viSestruke linearne regresije javlja se p parametara, stoga je logi¢na procjena
varijance & :

L _ |ssE _ |a615
77 h=p  J10-4 “"

Koeficijent varijacije regresije koji predstavlja postotak standardne greske regresije od
aritmeticke sredine varijable y:

27,73

V = =
22337/10

x 100 x100=1,24%

G
y

U konkretnom primjeru koeficijent varijacije iznosi 1,24 % sto je manje od 30 % stoga
zakljucujemo da je model dobar.
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Kako bi olaksali izracun regresijskih koeficijenata kao i kod primjera jednostavne linearne
regresije izradena je Excel tablica. Naran¢astom bojom oznacene su varijable X1, X2, X3, 1 y koje
samostalno unosimo dok su zutom bojom oznacene varijable koje su automatski izracunate
pomoc¢u Excel funkcija. Na sljedecoj slici prikazana je Excel tablica sa svim potrebnim
podacima za visestruku linearnu regresijsku analizu:

A B C D E F G H I
1] i [~ ~ . Lo -y v kv (k2] (32 oy v
2 1 110 750 140 2145 12100 562500 19600 4601025
3| 2 110 850 180 2155 12100 722500 32400 4644025
4 | 3 110 1000 140 2220 12100 1000000 19600 4528400
5 ‘ 4 110 1100 180 2225 12100 1210000 32400 4950625
6 5 120 750 140 2260 14400 562500 19600 5107600
7 ‘ 6 120 850 180 2266 14400 722500 32400 5134756
8 | 7 120 1000 140 2334 14400 1000000 19600 5447556
9 | 8 130 1000 180 2340 16900 1000000 32400 5475600
10 | 2 115 840 150 2212 13225 705600 22500 4892944
11| 10 115 880 150 2180 13225 774400 22500 4752400
12| Suma 1160 9020 1580 22337 134950 8260000 253000 49934931
13 |
14 |
15 |
16 |
17 |
18 |
19 xx2 (v|  xIx3 (v xly |[v| x23 |+ 2y -] wy -] ¥ [+ e |~ e2 |+]
20 | 82500 15400 235950 105000 1608750 300300 2155,03 -10,03 100,64
21| 93500 19800 237050 153000 1831750 387900 2152,65 2,35 5,51
22| 110000 15400 244200 140000 2220000 310800 2220,22 -0,22 0,05
23 ‘ 121000 19800 244750 198000 2447500 400500 2217,85 7,15 51,18
24 | 90000 16800 271200 105000 1695000 316400 2241,43 18,57 345,01
25 ‘ 102000 21600 271920 153000 1926100 407880 2239,05 26,95 726,50
26 | 120000 16800 280080 140000 2334000 326760 2306,62 27,38 749,76
27 | 130000 23400 304200 180000 2340000 421200 2364,56 -24,56 602,96
28 | 96600 17250 254380 126000 1858080 331800 2214,58 -2,58 6,68
29 101200 17250 250700 132000 1918400 327000 2225,01 -45,01 2026,35
30 1046800 183500 2594430 1432000 20179580 3530540 , 22337,00 0 4615
31 |
32
3| Rje3enja koeficijenata jednadibe pravca:
34 | B3 B2 B1 a
35| -0,7114 0,2608 8,6393 1108,7245

Slika 16: Excel tablica visestruke regresijske analize

Funkcija koristena pri izradi tablice:

Tablica 9: Excel funkcija za visestruku linearnu regresiju

Koeficijenti o i f H LINEST
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Kao i u primjeru jednostavne linearne regresije dobivene rezultate mozemo usporediti sa
rezultatima dobivenim pomoc¢u programske naredbe ,,Dana Analysis“ u programskom alatu
Excel. Na sljedecoj slici prikazani su rezultati dobiveni pomoc¢u programske naredbe ,,Dana
Analysis®“ u programskom alatu Excel:

Regression Statistics

Multiple R 0,9417
R Square 0,8868
Adjusted R Square 0,8302
Standard Error 27,7328
Observations 10,0000
ANOVA
df SS MS F Significance F
Regression 3,0000 36159,4495 12053,1498 15,6716 0,0030
Residual 6,0000 4614,6505 769,1084
Total 9,0000 40774,1000
Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95% Lower 95,0% Upper 95,0%
Intercept 1108,7245 175,8723 6,3041 0,0007 678,3804 1539,0686 678,3804 1539,0686
x1 8,6393 1,4310 6,0373 0,0009 5,1378 12,1409 5,1378 12,1409
x2 0,2608 0,0836 3,1191 0,0206 0,0562 0,4653 0,0562 0,4653
x3 -0,7114 0,5162 -1,3781 0,2174 -1,9746 0,5517 -1,9746 0,5517
RESIDUAL OUTPUT PROBABILITY OUTPUT
Observation Predicted y Residuals Standard Residuals Percentile y
1 2155,0322 -10,0322 -0,4430 5,0000 2145,0000
2 2152,6530 2,3470 0,1036 15,0000 2155,0000
3 2220,2249 -0,2249 -0,0099 25,0000 2180,0000
4 2217,8457 7,1543 0,3160 35,0000 2212,0000
5 2241,4255 18,5745 0,8203 45,0000 2220,0000
6  2239,0463 26,9537 1,1903 55,0000 2225,0000
7  2306,6182 27,3818 1,2092 65,0000 2260,0000
8  2364,5552 -24,5552 -1,0844 75,0000 2266,0000
9  2214,5841 -2,5841 -0,1141 85,0000 2334,0000
100 2225,0150 -45,0150 -1,9880 95,0000 2340,0000

Slika 17: Rezultati visestruke linearne regresije dobiveni pomocu naredbe Data Analysis u
programskom alatu Excel

Kao i u primjeru jednostavne linearne regresije svi rezultati se podudaraju sa ru¢no dobivenim
rezultatima te rezultatima dobivenih pomocu izradenog algoritma u Excel tablici.
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8.2.1. Optimizacija nezavisnih varijabli uz ciljanu izlaznu
vrijednost (nezavisnu varijablu)

Nakon dobivanja procijenjenih koeficijenata viSestruke linearne regresije te procijenjene
regresijske jednadzbe y = 1108,72 + 8,6393x; + 0,2608x, — 0,7114x5 pretpostavimo da
zelimo dobiti ciljanu izlaznu vrijednost odnosno vrijeme potrebno za otkaz komponente stroja
y = 2100 min uz uvjete da nezavisne varijable iznose: radni napon stroja x; < 110 V, broj
okretaja motora x2 < 900 min, radna temperatura stroja xs< 150 °C. S obzirom da je vrijeme
potrebno za otkaz komponente stroja povezano s radnim naponom Xz, brojem okretaja motora
X2 1 radnom temperaturom X3 imamo jednu jednadzbu s tri nepoznanice. Za optimizaciju
parametara X1, X2 i X3 koristi se naredba ,,Solver* u programskom alatu Excel. Na sljedecoj slici
prikazana je naredba ,,Solver te dobiveni rezultati uz zadane uvjete:

A B C D E P Q R S X U

2
3 Rjesenja koeficijenata jednadZbe pravca:
4 Set Objective: $5510 £ B3 B2 g1 a
5 - i : -0,7114  0,2608 8,6393  1108,7245
6 To: ) Max ©) Min © Value Of: 2100
7 : )
By Changing Variable Cells:
8 $5511:$5513 s Rjedenja x1, x2 i x3 za Zeljeni y uz
9 uvjete da je x1 <110, x2 <900 i x3 < 150:
10 Subject to the Constraints: = i____2_1_09;
11 $5511 <= 110 A X1= 99,11234
$5512 <= 900 £,
12 5513 <= 150 X2= 899,6714
13 1 Change X3 = 140

[
~l
E IEHIB>
o
o

19 - Load/Save
20 Q] Make Unconstrained Variables Non-Negative

21 Select a Solving Method: GRG Nonlinear E]

22

23 Solving Method

24 Select the GRG Nonlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear, Select the LP
25 Simplex engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver

problems that are non-smooth.

28 [ Sabis ] [ Close ]

Slika 18: Naredba "Solver™ u programskom alatu Excel

Za ciljanu vrijednost zavisne varijable y = 2100 optimizirane nezavisne varijable iznose x1 =
99,11, x2 = 899,67, x3 = 140 $to znaci da ¢e se otkaz komponente stroja pojavit nakon 2100
minuta rada ako je radni napon stroja 110 V, brzina vrtnje stroja 899,67 min™ te radna
temperature stroja 140 °C.
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8.3. Jednostavna eksponencijalna regresija

U slijedecem primjeru podaci su simulirani. Troskovi proizvodnje tvrtke ovise 0 koli¢ini
proizvedenih proizvoda. Promatrani su troskovi i proizvodnja svaki mjesec tijekom jedne
godine i dobiveni su sljedeci podaci:

Tablica 10: Zavisnost troskova proizvodnje o kolicini proizvoda 1

i X, kom y, kn
1 950 11000
2 2500 19000
3 1450 13000
4 2000 15000
5 4500 27000
6 2450 16000
7 3700 24000
8 5500 38000
9 4100 24000
10 2900 18000
11 3320 20000
12 5200 31000
Suma 38570 256000

Prvi korak u regresijskoj analizi je crtanje dijagrama rasipanja, grafickog prikaza tocaka T(X,y).
Na horizontalnoj osi isti¢e se dio aritmetickog mijerila koji obuhvaca opazene vrijednosti
varijable x, a na vertikalnoj dio aritmetickog mjerila koji obuhvaca opazene vrijednosti
varijable y.

Zavisnost troskova proizvodnje o kolicini proizvoda
n=12

40000

35000 ;

30000 y =9008,2€%000 e
R*=0,9767 e

25000 pa—

20000 PR——

15000

10000 L

5000

y, troskovi proizvodnje [kn]

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

X, koli¢ina proizvoda [kom]

Slika 19: Dijagram rasipanja

Fakultet strojarstva i brodogradnje 48



Ivan Luli¢ Zavr$ni rad

Na temelju dijagrama rasipanja zaklju¢ujemo se da je veza izmedu X i y nelinearna odnosno
logaritamska i pozitivna. Realno je za pretpostaviti da se troSkovi proizvodnje i koli¢ina
proizvedenih proizvoda moze opisati modelom:

y=ap”*

Kako bi se odredio procijenjen model:
y = ap*

Potrebno je odrediti vrijednosti regresijskih koeficijenata @i . Da bi pronaili parametre
metodom najmanjih kvadrata potrebno je model transformirati da bude linearan u parametrima
pomocu logaritamskih transformacija:

logy = log@ + x logf
Metodom najmanjih kvadrata dolazimo do izraza za regresijske koeficijente & i :

iz1x;logy; — nxlogy

logB = —
9 T X2 — n

logd = logy — logfx

Tablica 11: : Zavisnost troskova proizvodnje 0 kolicini proizvoda 2

i X y log y logy x X2 logy?

1 950 11000 4,04 3839,32 902500 16

2 2500 19000 4,28 10696,88 6250000 18

3 1450 13000 4,11 5965,22 2102500 17

4 2000 15000 4,18 8352,18 4000000 17

5 4500 27000 4,43 19941,14 20250000 20

6 2450 16000 4,20 10300,09 6002500 18

7 3700 24000 4,38 16206,78 13690000 19

8 5500 38000 4,58 25188,81 30250000 21

9 4100 24000 4,38 17958,87 16810000 19

10 2900 18000 4,26 12340,29 8410000 18

11 3320 20000 4,30 14279,42 11022400 18

12 5200 31000 4,49 23355,08 27040000 20
Suma | 38570 @ 256000 51,63 168424,09 = 146729900 @ 222,44
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Iz gornje tablice dobiveno je:

12 12 12
Zx — 38570 Zy — 256000 z logy = 51,6335
D 'S ‘T
z logyx = 168424,09 sz — 146729900 z logy? = 222,44
i=1 i=1 i=1

Uvrstavanjem konkretnih vrijednosti u jednadZzbe za dobivanje koeficijenata regresije dobiva
se da je:

—— 38570 51,63
m . xilogy; — nxlogy _ 168424,09 — 12x —5—x —>

logp = n .2 =2
i=1 %" X 146729900 — 12x(3815270)2

= 0,0001008325

N ~ 51,63 38570
logé = logy — logfx = v 0,0001008325x 17

= 3,9546

U konkretnom slucaju, logaritamska regresijska jednadzba glasi:

log$ = 3,9546 + 0,000108325x

Nakon antilogaritmiranja logaritamska regresijska jednadzba glasi:

¥y =9007,8 x 1,00023*

Parametar 8 = 1,00023 pokazuje kako mozemo oc¢ekivati porast troSkova u prosjeku za 0,023
% ako proizvodnja poraste za 1 komad.

Parametar « = 9007,8 pokazuje kako moZzemo ocekivati troskove od 9007,8 kuna, kada
proizvodnja iznosi 0 komada (fiksni troskovi).

Ako se zasvakii=1,2,.., n u procijenjenu regresijsku jednadzbu y = 9007,8 = 1,00023*
uvrste stvarne vrijednosti nezavisne varijable x, dobivaju se regresijske vrijednosti y zavisne
varijable y. Prva regresijska vrijednost y dobiva se uvrStavanjem prve vrijednosti varijable x
koja iznosi x1 = 950 pa je

$ =9007,8 x 1,00023* = 9007,8 * 1,00023%°° = 11207
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Analogno se dobivaju i ostale regresijske vrijednosti. Regresijske vrijednosti y procjene su
vrijednosti stvarnih vrijednosti zavisne varijable y . U konkretnom se primjeru, ¥ se interpretira
na slijede¢i nac¢in: za 950 komada gotovih proizvoda oc¢ekivana vrijednost troskova iznosi
11207 kuna. Stvarni troskovi y za 950 komada proizvoda je 11000 kuna. Razliku ¢ini rezidualno
odstupanje é.

U sljedecoj tablici prikazana su sve ostale regresijske vrijednosti i rezidualna odstupanja:

Tablica 12: : Zavishost troskova proizvodnje o0 kolicini proizvoda 3

[ X y log y yi logy; loge log?e
1 950 11000 404 112073 40495 -0,0081  0,0001
2 2500 19000 428 1600698 42043 = 00744 0,005
3 1450 13000 411 1257301 40994 00145  0,0002
4 2000 15000 418 1426827 41544 = 00217 0,005
5 4500 27000 443 253549 44041 00273  0,0007
6 2450 16000 420 1582397 41993 = 0,0048 | 0,0000
7 3700 24000 438 2109409 43242 00561  0,0031
8 5500 38000 458 3191083 45039 00758  0,0058
9 4100 24000 438 2312658 43641 00161 0,003
10 2900 18000 426 175493 = 42443 = 00110  0,0001
11 3320 20000 430 1932893 42862 00148 0,002
12 5200 31000 449 2978346 44740 00174 0,003
Suma | 22337 1160 9020  238027,6 51,3077 0,3259  0,0169

12 12
SSE = Z(logyi —logy)? = z log?e; = 0,0169
i=1 i=1

Kao i kod primjera linearne regresije vazna je procjena varijance. Procjena varijance varijable

y iznosi:
. SSE 0,0169
Ology = n—p= 12_2=O,0411

Koeficijent varijacije regresije koji predstavlja postotak standardne greske regresije od
aritmeticke sredine varijable y:

Blogy 0,0411

X 100 = go—rmme——
1 51,6335
0gy /12

V =

X 100 = 0,96 %

U konkretnom primjeru koeficijent varijacije iznosi 0,96 % s$to je manje od 30 % stoga
zakljucujemo da je model dobar.
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