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Sazetak

U ovom radu razmatra se metoda kontrolnih volumena koja se temelji na diskretizaciji pro-
izvoljnog reda to¢nosti. Navedena metoda primijenjena je na elipticke probleme, toc¢nije
probleme stacionarnog provodenja topline kroz krutine. Diskretizacija viseg reda to¢nosti
temelji se na aproksimaciji povr8inskih integrala koriste¢i Gaussovu integraciju te na inter-
polaciji metodom lokalne regresije. Kod takvog pristupa diskretizaciji, proizvoljni su red
interpolacije, broj tocaka integracije te veli¢ina prora¢unske molekule. U radu su dobiveni
rezultati usporedeni s analitickim rjeSenjima i sa standardnom diskretizacijom drugog reda
toCnosti. Za rjeSenja diskretizacijom drugog reda tocnosti koristio se OpenFOAM paket,
dok je za diskretizaciju visim redom to¢nosti koristen kod pisan u Python programskom
jeziku pod nazivom HoPyFOAM. Numericki primjeri obuhvac¢aju jedno- i dvodimenzijske
probleme provodenja topline, uklju¢ujuéi provodenje topline kroz stap, kvadratnu plo¢u
i stijenku elipti¢ne cijevi. Analiza sadrzi usporedbu toc¢nosti i brzine konvergencije za
razli¢ite mreZe, a poseban naglasak stavljen je na utjecaj redova interpolacije i izbora pro-
racunske molekule na to¢nost rjeSenja. Rezultati pokazuju da diskretizacija viseg reda
moze znacajno poboljsati to¢nost u odnosu na standardne metode, uz $to naravno ide i
povecana ra¢unalna sloZenost i vrijeme izvodenja proracuna.

Kljué¢ne rijeci: metoda kontrolnih volumena, racunalna dinamika fluida, diskretizacija viseg
reda toc¢nosti, lokalna regresija, HoPyFOAM.
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Summary

This work analyses the high-order control volume method which allows for arbitrary order
of accuracy. The method is applied to elliptic problems, specifically stationary heat conduc-
tion problems through solids. Higher-order discretization is based on the approximation of
surface integrals using Gauss integration and interpolation by the local regression method.
In such discretization, the order of interpolation, the number of Gauss integration points,
and the size of the computational molecule are arbitrary. The results obtained in the
work are compared with standard second-order discretization and analytical solutions. For
second-order accuracy discretization, the OpenFOAM package was used, while for higher-
order accuracy discretization, a code written in the Python programming language called
HoPyFOAM was used. Numerical examples include one-dimensional and two-dimensional
heat conduction problems, including heat conduction through a rod, a square plate, and
the wall of an elliptical tube. Accuracy and convergence are analysed using different mesh
densities, with special emphasis given to the influence of interpolation order and the choice
of the computational molecule on the accuracy of the solution. The results show that
higher-order discretization can significantly improve accuracy compared to standard met-
hods, which, of course, comes with increased computational complexity and calculation
time.

Keywords: Finite Volume Method, Computational Fluid Dynamics, high-order discretiza-
tion, local regression, HoOPyFOAM.
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1. Uvod

1.1. Metoda kontrolnih volumena

Metoda kontrolnih volumena - MKV (engl. Finite Volume Method - FVM) danas se naj-
¢esée koristi za numericko rjeSavanje problema iz podru¢ja mehanike fluida, kao i razli¢itih
problema polja poput temperaturnih i elektromagnetskih polja. Osim toga, ova metoda
pronalazi primjenu i u mehanici deformabilnih tijela te u rjeSavanju brojnih drugih inZe-
njerskih problema.

Jedna od klju¢nih prednosti metode kontrolnih volumena jest njezina konzervativna pri-
roda. Osnove relacije koje opisuju problem (npr. zakon o¢uvanja mase, energije, koli¢ine
gibanja) zadovoljene su u integralnom obliku u svakom pojedinom volumenu. Ovaj pris-
tup osigurava ocuvanje fizikalnih veli¢ina i na diskretiziranoj razini, ¢ime se postize visoka
to¢nost i pouzdanost numerickih simulacija. Diskretizacija se temelji na podjeli razmatra-
nog podrudja na odgovarajuéi broj potpodrucja koji se nazivaju kontrolni volumeni, pri
¢emu se fizikalne veli¢ine najcesce ra¢unaju u njihovim sredi§tima (tezistima), dok se pro-
toci interpoliraju na granicama, odnosno stranicama kontrolnog volumena. Ovaj pristup
omogucava fleksibilno rjesavanje problema s razli¢itim vrstama rubnih i pocetnih uvjeta.

Postupak metode kontrolnih volumena ukljucuje nekoliko glavnih koraka [5]:

1. Integriranje po proizvoljnom volumenu:

Diferencijalni oblik jednadzbi koje opisuju problem integrira se po svakom proizvolj-
nom kontrolnom volumenu. Ovaj korak pretvara lokalne diferencijalne jednadzbe u
integralne jednadzbe koje opisuju o¢uvanje mase, energije ili drugih fizikalnih veli¢ina
unutar volumena.

2. Primjena teorema divergencije:

Teorem divergencije (Gauss-Ostrogradsky teorem [6]) primjenjuje se na integralne
jednadzbe kako bi se volumenski integrali protoka zamijenili povr§inskim integralima.
Time se analiza fokusira na interpolaciju protoka kroz granice volumena, ¢ime se
smanjuje sloZenost problema i omogucuje diskretizacija rubnih uvjeta.

3. Aproksimacija integrala:

Volumenski integrali i povrsinski integrali protoka aproksimiraju se koristeéi interpo-
lacijske sheme. Ove sheme omogucéuju procjenu vrijednosti fizikalnih veli¢ina unutar
i na stranicama volumena. Sheme viSeg reda omoguéuju preciznije rjeSenje problema,
smanjujué¢i numericke pogreske.

4. Diskretizacija:

Nakon aproksimacije integrala, dobivene se jednadzbe diskretiziraju na konacan broj
volumena unutar domene proracuna. Ovaj korak pretvara kontinuirani matematicki
model u sustav algebarskih jednadzbi, koji se zatim rjeSsava numerickim tehnikama i
algoritmima.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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1.2. Racdunalna dinamika fluida

Racunalna dinamika fluida - RDF (engl. Computational Fluid Dynamics - CFD) pocela
se razvijati, kao trec¢a grana mehanike fluida uz teorijski i eksperimentalni pristup, napret-
kom i razvojem rac¢unala ¢ime su se stvorili uvjeti za numericko rjeSavanje matematickih
modela koji opisuju strujanje fluida. Iako se ova grana mehanike fluida temelji na teorij-
skom pristupu (rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koje su Cesto nelinearne i
nema opceg analitickog rjeSenja), ima puno sli¢nosti i s eksperimentalnim pristupom, jer
se iz jednog numeric¢kog rjesenja nekog problema takoder ne moZe zakljucivati o utjecaju
pojedinih parametara.

Proces rjesavanja problema ra¢unalnom dinamikom fluida, odnosno tijek numericke simu-
lacije podijeljen je na tri glavne faze |7]:
1. Predprocesor:

U ovoj se fazi definira problem, odabire matematicki model koji ga najbolje opisuje
te se diskretizira razmatrana domena (geometrijska mreza). Matematicki se model
sastoji najc¢esée od parcijalnih diferencijalnih jednadzbi te pocetnih i rubnih uvjeta.

2. Procesor:

Proces numeric¢kog rjeSavanja matematickog modela ukljucuje diskretizaciju jednadzbi
(numericke sheme) i rjeSavanje sustava diskretiziranih jednadzbi. U ovom koraku
kljuénu ulogu ima metoda kontrolnih volumena.

3. Postprocesor:

Nakon dobivanja numerickog rjeSenja, podaci se vizualiziraju i analiziraju. Rezultati
se Cesto prikazuju graficki kako bi se dobila jasnija slika raspodjele fizikalnih veli¢ina.

Primjere primjene ra¢unalne dinamike fluida u raznim inZenjerskim granama moguce je
vidjeti na slici 1.

Slika 1. Primjena RDF-a: a) turbostroj [1], b) aerodinamika bolida F1 [2],
c) aerodinamika biciklista [3], d) biomedicinsko inZenjerstvo [4]
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1.3. Kilasifikacija parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Klasifikacija parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi temelji se na analizi njihovih koeficije-
nata, posebno onih koji prate derivacije drugog reda, a opcenito se dijele na elipticke,
hiperbolicke i parabolicke, Sto nam daje teorija klasifikacije realnih parcijalnih diferencijal-
nih jednadzbi drugog reda funkcije skalarne varijable ¢ = ¢(z,t) zavisne od dvije varijable.
Jednadzba u opéem obliku glasi [8]:

dp

2 2 2
0¢  pl¢ o0, p% 5%  p,_g, (1.1)

A ot? otox Ox? ot oz

gdje najvise derivacije, u ovom slucaju druge derivacije, predstavljaju principijelni dio
parcijalne diferencijalne jednadzbe. Glavna karakteristika koja odreduje tip parcijalne
diferencijalne jednadzbe (1.1) jest njezina diskriminanta:

A = B? - 4AC, (1.2)
koja moze biti:
a) A < 0 — nema realnih karakteristika — elipticki tip jednadzbe,
b) A > 0 — dvije realne i razli¢ite karakteristike — hiperboli¢ki tip jednadzbe,

¢) A =0 — jedna realna karakteristika — parabolicki tip jednadzbe.

U nastavku ¢ée biti objasnjeni navedeni tipovi jednadzbi zajedno s njihovom primjenom i
primjerima:

e Elipticke jednadzbe

Elipticke jednadZbe opisuju stacionarna stanja sustava, tj. sustave koji ne ovise o
vremenskoj koordinati. Karakteristike eliptickih jednadZzbi su da koeficijenti uz druge
derivacije imaju iste predznake po svim koordinatama, zone utjecaja i zavisnosti
su C¢itavo podrudje te je rubne uvjete potrebno zadati po svim rubovima domene.
Primjer elipticke jednadzbe je Laplaceova jednadzba stacionarnog provodenja topline,
slika 2: 2T o2
2
VT—W+a—y2—O. (1.3)
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Slika 2. Elipticka jednadzba

e Hiperbolicke jednadzbe

Hiperbolicke jednadzbe opisuju valne pojave, tj. gibanje valova u prostoru i vremenu.
Karakteristike hiperboli¢kih jednadzbi su da je jedan koeficijent uz drugu derivaciju
razli¢itog predznaka od preostalih te je za nju mogucée primijeniti numericku me-
todu karakteristika. Rubne uvjete je potrebno zadati tamo gdje izviru karakteristike.
Primjer hiperboli¢ke jednadzbe je valna jednadzba [9], slika 3:

0? 0?
92 257y, (1.4)
o2 00a2
gdje je cg brzina Sirenja valnog poremecaja.
I 0.8
106

0.4

0.2

0

A [m]

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

0.5 0.5

z [m] 10 t [s]

Slika 3. Hiperboli¢ka jednadZba
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e Parabolicke jednazbe

Parabolicke jednadzbe modeliraju procese koji ovise o vremenu i ukljuc¢uju difuzijske
efekte. Karakteristike parabolickih jednadzbi jesu da izostaje druga derivacija po
nekoj od koordinata, koja se naziva paraboli¢ka koordinata te numericki postupak
ima marsirajuéi karakter po toj koordinati. Najces¢e je vremenska koordinata pa-
raboli¢ka. Primjer parabolicke jednadzbe je jednadZba nestacionarnog provodenja
topline, slika 4:

oT 0*T
— —a——5=0 1.5
ot “ou2 T (1.5)
gdje je a temperaturna difuzivnost.
0.9
1 0.8

0.8

0.6

T K]

0.4

0.2

0.5

= [m] 10 t [s]

Slika 4. Paraboli¢ka jednadZba

U kontekstu ovog rada razmatrat ¢e se elipticke jednadzbe, odnosno problem stacionarnog
provodenja topline koji pripada ovoj klasi. Stacionarna jednadzba provodenja topline opi-
sana je Poissonovom jednadzbom u slucaju postojanja toplinskih izvora ili Laplaceovom
jednadzbom kada nema toplinskih izvora, koje se rjesavaju metodom kontrolnih volumena.
Razlikovanje izmedu razlic¢itih klasa parcijalnih diferencijalnih jednadzbi klju¢no je za oda-
bir odgovarajué¢ih numerickih metoda rjesavanja.
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1.4. OpenFOAM

OpenFOAM [10](engl. Open Field Operation and Manipulation) je programski paket otvore-
nog koda za rac¢unalnu dinamiku fluida. Razvijen je prvenstveno u programskom jeziku C++
i koristi se za numericko rjeSavanje i simulaciju raznih problema strujanja fluida, prijenosa
topline, kemijskih reakcija, interakcije fluida i ¢vrstih tijela te mnogih drugih fizikalnih
pojava. Vrlo je popularan u akademskoj zajednici. OpenFOAM se sastoji od velikog broja
biblioteka i tutorijala koji korisnicima omoguéuje prilagodbu, prosirenje i razumijevanje
raznih modela i metoda ovisno o njihovom razmatranom problemu.

OpenFOAM nema graficko sucelje te se rad s njim temelji na tekstualnim datotekama u
kojima se nalaze ulazne vrijednosti i parametri simulacije. Tekstualne datoteke nalaze se
u tri glavne mape koje definiraju strukturu OpenFOAM simulacije:

1. Mapa 0/:

U ovoj se mapi nalaze datoteke koje specificiraju pocetne vrijednosti i rubne uvjete
za simulaciju, u obliku tekstualnih datoteka za razne fizikalne veli¢ine (temperatura
T, brzina U, tlak p,...).

2. Mapa constant/:

Ova mapa sadrzi sve podatke o fizikalnim svojstvima sustava (tekstualne datoteke
transportProperties, turbulenceProperties,...) i koriStenoj geometrijskoj mrezi
(mapa polyMesh s tekstualnim datotekama koje opisuju mrezu: boundary, owner,
faces,...).

3. Mapa system/:

U ovoj mapi se nalaze datoteke koje specificiraju metodologiju numerickog rjeSavanja
i upravljanje iterativnim rjeSavac¢ima, uklju¢ujuéi metode za diskretizaciju, postavke
za rjeSavanje sustava jednadzbi, vremenske korake i trajanje simulacije i drugo. Na-
vedene su informacije zapisane u obliku tekstualnih datoteka od kojih su bitnije
controlDict, fvSchemes i fvSolution.
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2. Opéi oblik elipticke jednadzZbe

Polazna jednadzba je opéa konvekcijsko-difuzijska jednadzba, odnosno skalarna trans-
portna jednadzba za specifiénu fizikalnu veli¢inu ¢ koja za opéi trodimenzijski nestacionarni
slu¢aj u diferencijalnom obliku glasi:

d(pp)

—5r TV (Up) = V- (I'Vyp) =S, (2.1)

gdje je p gustoéa, ¢ specificna veli¢ina, odnosno masena gustoca ekstenzivne fizikalne
veli¢ine, U vektor brzine, I' koeficijent difuzije, S izvor/ponor, a V Hamiltonov (nabla)
operator.

d(py)

Prvi ¢lan jednadzbe, oznacava tranzijentnost pojave, odnosno ovisnost o vremenu.

Drugi ¢lan, V - (pUyp) oznacava konvekcijski transport, a treéi, V- (I'Vy) difuzijski trans-
port. Na desnoj se strani jednadzbe nalazi izvorski ¢lan S.

U ovom ¢e se radu razmatrati problem stacionarnog provodenja topline kroz krutine. Naj-
prije ¢e se napisati energetska jednadzba, odnosno skalarna transportna jednadzba za tem-
peraturu analogno izrazu (2.1), a ona glasi:

d(pc,T)

ot
gdje je T temperatura, c, specifiéni toplinski kapacitet pri konstantnom tlaku, k koeficijent
toplinske provodnosti, dok S oznacava toplinski izvor, odnosno ponor. Kao sto je prethodno
navedeno, razmatrat ¢e se stacionarno provodenje topline kroz krutine pa vrijedi sljedece:

+ V- (pc,UT) =V - (EVT) = 5, (2.2)

— = 01U =0, odnosno otpadaju prva dva ¢lana jednadzbe (2.2) te ona sada glasi :

ot
~V - (kVT) = 8. (2.3)

Hamiltonov operator moze se raspisati po tri prostorne koordinate pa puni (raspisani) oblik

jednadzbe glasi:
0 oT 0 oT 0 oT
e (kagc) o ("@) EE <ka> =5 (24)

Daljnji ¢e se postupak provoditi jednadzbom (2.3). Prvi korak rjesavanja metodom kon-
trolnih volumena prema potpoglavlju 1.1. jest integriranje po proizvoljnom volumenu,
odnosno ¢eliji V' kako slijedi:

—/V-(kVT) dv = /de. (2.5)
14 14

Nakon primjene iduéeg koraka metode kontrolnih volumena, odnosno teorema Gauss-
Ostrogradsky, volumenski integral s lijeve strane jednadzbe prelazi u povrsinski po strani-
cama kontrolnog volumena A pa izraz (2.5) sada glasi:

—/(kVT-n) dA = /de, (2.6)
y) %

gdje je n vektor vanjske normale na stranice kontrolnog volumena. Ova jednadzba pred-
stavlja integralni oblik zakona oCuvanja toplinske energije. Clan s lijeve strane jednadzbe
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oznacava difuzijski protok, odnosno ukupni toplinski tok koji prolazi kroz granicu volu-
mena A, dok ¢lan s desne strane jednadZbe predstavlja unutarnji izvor topline unutar
kontrolnog volumena V', odnosno ukupnu koli¢inu topline proizvedenu unutar volumena.
U kontekstu metode kontrolnih volumena, ova integralna jednadzba koristi se kao pocetna
osnova. Povrsinski integral po granici A diskretizira se kao zbroj toplinskih tokova za svaki
kontrolni volumen, dok se volumenski integral po V' diskretizira kao zbroj volumenskih
izvora topline. To omoguéava pretvorbu ove jednadzbe u sustav algebarskih jednadzbi za
numericko rjeSavanje.

U nastavku ¢e biti predstavljena diskretizacija jednadzbe (2.6) primjenom dva pristupa:

1. Standardna diskretizacija (drugi red to¢nosti),

2. Diskretizacija viseg reda to¢nosti.

Diskretizacija drugog reda to¢nosti ima pretpostavku linearne promjene zavisne varijable, a
integracija se vrsi koriStenjem pravila srednje tocke. Kod diskretizacija viseg reda promjena
je varijable viSeg (kvadratnog, kubnog) ili istog reda (linearna), a integracija po stranicama
se vrdi koristenjem vise Gaussovih tocaka integracije.
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3. Diskretizacija metodom kontrolnih volumena

Domena prora¢una diskretizira se njenim dijeljenjem na konacan broj kontrolnih volu-
mena s prorac¢unskim ¢vorovima u njihovim tezistima. Kontrolni volumeni su konveksni
i ne preklapaju se. Diskretizacija jednadZbi neovisna je o obliku kontrolnih volumena i
strukturi mreze. Najprije ¢e se prikazati diskretizacija drugog reda toc¢nosti, a kasnije
viSeg, proizvoljnog reda to¢nosti.

3.1. Standardna diskretizacija drugog reda toc¢nosti
3.1.1. Diskretizacija prostora

Na slici 5. je prikazan proizvoljan poliedarski kontrolni volumen Vp s prora¢unskim ¢vorom
P u tezistu koji je definiran vektorom poloZaja rp u odnosu na nepomic¢ni, Kartezijski ko-
ordinatni sustav. Prorac¢unski ¢vor N susjednog kontrolnog volumena povezan je s ¢vorom
P preko vektora dy. Kontrolni volumeni imaju jednu zajednicku stranicu Ay ¢ije je teziste
tocka f, a koja se ne mora nuzno poklapati s tockom presjecita vektora dy i stranice Ay
oznacene s f’. Normala na zajednicku stranicu oznacena je s ny te je u odnosu na volumen
Vp ona vanjska normala.

Z l
y
Slika 5. Proizvoljni trodimenzijski kontrolni volumen - standardna diskretiza-
cija

X
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Na slici 6. prikazan je proizvoljan kontrolni volumen u dvodimenzijskoj situaciji. Vidljivo
je da se na stranici kontrolnog volumena nalazi jedna tocka integracije.

y
X

Slika 6. Proizvoljni dvodimenzijski kontrolni volumen - standardna diskretiza-
cija

3.1.2. Diskretizacija jednadzbi

Diskretizacija difuzijskog ¢lana

Difuzijski ¢e se ¢lan najprije diskretizirati za opéu skalarnu transportnu jednadzbu pa
kasnije za potrebe ovog rada za problem provodenja topline.

Diskretizacija drugog reda tocnosti temelji se na pretpostavci linearne raspodjele zavisne
varijable ¢ po unutrasnjosti kontrolnog volumena i stranicama kontrolnog volumena [11]:

p(r) =¢p+ (r—rp)- (Vo)p, (3.1)

pr(r) =@r+(r—1p)- (Vo)y. (3.2)

Primjenom izraza (3.1) volumenski integral fizikalne veli¢ine po kontrolnom volumenu Vp
moze se raspisati:

[0 av = [lor+w=rr) (orlav = [ av+ / (r—rp)dV| (Vo)p, (33)

Vp Vp Vp Vp

dok je zbog pretpostavke da je proracunski ¢vor P u tezistu kontrolnog volumena drugi
integral u izrazu (3.3) jednak nuli pa prelazi u:

/cp(r) dV = ¢pVp, (3.4)
Vp

Sto se u literaturi naziva formula srednje tocke (engl. midpoint integration formula) [5].
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Analogno se moZe napisati i kona¢ni izraz aproksimacije za povrsinski integral po stranici
kontrolnog volumena uz pretpostavku da je tocka f u teziStu stranice:

[esmaan gy (3.5)
Ay

U opcoj skalarnoj transportnoj jednadzbi, nakon primjene teorema divergencije na volu-
menski integral, povrsinski se integral moze zapisati kao zbroj integrala po svim stranicama
kontrolnog volumena:

Ny
/(FV@ .n) dA = Z/[FV@ ‘ng]dAy, (3.6)

-1
A f=14,

pri cemu je I' koeficijent difuzije, a Ay povrSina stranice kontrolnog volumena. Ukupan
broj stranica kontrolnog volumena oznacen je s Ny.

Uz pretpostavku linearne raspodjele zavisne varijable izraz (3.6) prema (3.5) prelazi u:

Ny Ny
> / [[Ve-ngdAs ~ Y [T4(Ve)s-nglA;. (3.7)
leAf f=1

Na slici 7. prikazan je sluCaj neortogonalne mreze izmedu kontrolnih volumena c¢ije su
prora¢unske tocke P i N. Neortogonalnost se definira kutem izmedu vektora spojnice
prorac¢unskih tocaka i vektora normale na zajednicku stranicu.

Slika 7. Neortogonalna stranica na dodiru dva kontrolna volumena

Ako je mreZa ortogonalna, odnosno vektori dy i ny su paralelni, moguce je koristiti shemu
centralne diferencije za izra¢unavanje gradijenta u smjeru vanjske normale u sredistu stra-
nice:

YN — P
(Ve)g - my = S - [l (3.8)
[yl

Gradijent u sredistu stranice moze se izrac¢unati i interpolacijom gradijenata iz centara
¢elija koji dijele stranicu |7]:

(Vo)p=fo- (Vo)p+ (1= fu) - (Vo) N, (3.9)

gdje je f, faktor linearne interpolacije. Ovime se dobije trenutnu vrijednost na spojnici
kontrolnih volumena PN, a ne srednju vrijednost na stranici. Takav izracun je eksplicitan
jer se ne koristi vrijednost zavisne varijable u centrima ¢elija ve¢ njezin gradijent.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 11



Noah Lukovnjak Zavrsni rad

U praksi je nazalost ortogonalna mreza rijetkost, pa kako bi se zadrzala to¢nost diskreti-
zacije prema jednadzbi (3.8) umnozak gradijenta i vektora normale se prema [12| razdvaja
na dva dijela:

(Ve)g-np=(Vo)r- A+ (Vo) - ki, (3.10)
gdje prvi ¢lan oznacava ortogonalni doprinos, a drugi neortogonalnu korekciju.

Vektori predstavljeni u prethodnom izrazu moraju zadovoljavati sljedeé¢i uvjet:
ny=Ar+ky. (3.11)

Vektor Ay se bira takav da je paralelan s vektorom d;y pa je moguce ortogonalni dio
ra¢unati analogno izrazu (3.8):

(Vo) Ay = 1Ayl (3.12)
[ldy]]
Ortogonalni se dio tretira implicitno jer su vrijednosti zavisne varijable u prorac¢unskim
¢vorovima nepoznanice, odnosno ortogonalni dio odlazi u matricu koeficijenata sustava u
sustavu linearnih algebarskih jednadzbi ¢ime se povecava stabilnost i konvergencija nume-
rickog postupka.

Neortogonalni dio se tretira eksplicitno i ra¢una se jednadzbom (3.9), odnosno koriste se
vrijednosti iz prethodne iteracije ili po¢etne pretpostavke unutarnjeg polja ako se radi o
prvoj iteraciji te odlazi u vektor desne strane u sustavu algebarskih jednadzbi Sto povecava
nestabilnost numerickog postupka i moguénost divergencije rjesenja.

Cilj je sto viSe smanjiti neortogonalnu korekciju kako bi numericki postupak bio $to stabil-
niji, odnosno implicitniji i na neortogonalnoj mrezi te tako postoji viSe pristupa dekompo-
zicije vektora normale ny od kojih ¢e se razmotriti tri kao u [12]:

e Pristup minimalne korekcije (engl. Minimum correction approach)

Dekompozicija vektora, slika 8., provodi se na takav na¢in da neortogonalna korekcija
bude Sto manja, tako da vektori Ay iky zatvaraju pravi kut, odnosno ortogonalni su:

d fonf
= . 3.13
f=a,d, Y (3.13)
Kako neortogalnost raste (kut izmedu vektora Ay i ny raste), doprinos ¢lanova ¢p
i N pada.
[
P

Slika 8. Neortogonalnost - Pristup minimalne korekcije
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e Pristup ortogonalne korekcije (engl. Orthogonal correction approach)

Znacajka je ovog pristupa da je doprinos implicitnih ¢lanova ¢p i N isti kao i kod
ortogonalne mreze, neovisno o neortogonalnosti, odnosno ortogonalni vektor ostaje
iste duljine, slika 9. Ortogonalni vektor se rac¢una kao:

Ay = =—Ingll. (3.14)

(a) manji kut neortogonalnosti

(b) veéi kut neortogonalnosti

Slika 9. Neortogonalnost - Pristup ortogonalne korekcije

e Pristup nadrelaksacije (engl. Over-relazed approach)

Temelji se na pove¢anju implicitnog doprinosa, slika 10., gdje doprinos ¢lanova ¢p
i pn raste s porastom neortogonalnosti. Vektori ny i k¢ zatvaraju pravi kut pa se
s porastom kuta neortogonalnosti povecava iznos vektora Ay, koji se racuna prema
formuli:

dy

A= 2, 1
f df'anan (3.15)
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Slika 10. Neortogonalnost - Pristup nadrelaksacije

Razlaganjem vektora normale na dvije komponente izraz (3.7) se moze napisati kao:

Ny Ny Ny
S Ip(Ve)s-nplAr =D [Tp(Ve)s - AfAs+> [Tp(Veo)s - kel Ay (3.16)
f=1 f=1 f=1

Prvi ¢lan s lijeve strane ra¢una se pomocu izraza (3.12) pa vrijedi:

Ny Ny Ny

PN — ¢
D (V) ngdp = {Pfjlvdfll . HAfII] Ap+ ) [Ti(Ve)p-kflAp.  (3.17)
f=1 F=1 F=1

Prethodni je izraz radi kompaktnosti moguée zapisati pod jednim znakom sume pa on sada
glasi:
Ny Ny

SO0Vl mglds = 3Ty [W A+ (T | (39
=1 =1

Naposljetku se radi pregleda svih operacija nad difuzijskim ¢lanom od volumenskog inte-
grala do diskretizacije moze izraziti relacija:

/ (V- (TV)) dV = / (V- n) dA

14 A

Ny

= Z/[FVQO : Ilf] dAf
leAf
Ny

~ Y [Dp(Ve)s nylAy
f=1

(3.19)

Ny

N — ¥P

~ Y Trdy [sodeﬁ) JApl+ (Ve)r-ky
/=1

Koeficijent difuzije, koji se pojavljuje u prethodnim izrazima, fizikalno je svojstvo i funkcija
termodinamickih veli¢ina koje su definirane u prorac¢unskim ¢vorovima te je u skladu s
time i koeficijent difuzije definiran u prora¢unskim ¢vorovima. Koeficijent difuzije nam je
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u jednadzbama potreban na stranicama kontrolnog volumena pa je potrebna interpolacija.
Interpolacija koeficijenta difuzije vrsi se na nacin da se provodi harmonijska interpolacija,
tj. interpoliraju se otpori difuziji, odnosno recipro¢ne vrijednosti koeficijenta difuzije |7]:

1 1 1

I‘*f:fx’ﬁ"i_(l_fw)‘m? (3'2())

odnosno ukupni otpor difuziji od ¢vora P do ¢vora N sastoji se od zbroja otpora od ¢vora
P do tocke f uz koeficijent difuzije I'p te otpora od tocke f do ¢vora N uz koeficijent
difuzije Iy (otpori u seriji se zbrajaju).

Metode za rac¢unanje gradijenata

Racunanje gradijenata fizikalnih veli¢ina kljucni je korak u numeri¢kim metodama za rje-
Savanje diferencijalnih jednadzbi. U kontekstu metode kontrolnih volumena gradijenti se
Cesto racunaju pomocéu Green-Gaussove metode ili metode najmanjih kvadrata [13]. U
programskom paketu OpenFOAM nadin racunanja gradijenata fizikalnih veli¢ina moguce je
podesiti u tekstualnoj datoteci system/fvSchemes pod gradSchemes. Ovdje ¢e se de-
taljno opisati jedna od Green-Gaussovih metoda - metoda temeljena na ¢elijama (engl.
Green-Gauss Cell-Based Gradient Scheme). Ostale metode koje su uklju¢ene u vecini pro-
gramskih paketa su Green-Gaussova metoda temeljena na ¢vorovima (engl. Green-Gauss
Node-Based Gradient Scheme) i metoda najmanjih kvadrata (engl. Least-Squares Gradient
Scheme).

Green-Gaussova metoda ra¢unanja gradijenta temelji se na teoremu divergencije, koji za
proizvoljno vektorsko polje B glasi:

/(V-B)dV - /(B-n) dA. (3.21)
\% A

Ukoliko se vektorsko polje B zapiSe kao produkt skalarnog polja ¢ i vektorskog polja C,
manipulacijom nad izrazom (3.21) dolazi se do:

/chdV: /cpndA. (3.22)
Vv A

Povrsinski se integral moZe zapisati kao suma integrala po svim stranicama kontrolnog
volumena, dok se taj integral moze aproksimirati vrijednoséu u tezistu stranice:

Ny
/w dV =Y oAy (3.23)
v f=1

Uz pretpostavku da je proracunska tocka P u tezistu promatranog kontrolnog volumena,
nakon sredivanja prethodni izraz prelazi u:

(Vo)p = > wmysAy. (3.24)

Ovaj izraz predstavlja kona¢nu jednadzbu za Green-Gaussovu metodu ra¢unanja gradijenta
fizikalne veli¢ine. Kao §to prije navedeno, postoje dvije vrste ove metode koje se razlikuju
u ra¢unanju vrijednosti fizikalne veli¢ine u teziStu stranice.
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Green-Gaussova metoda temeljena na ¢elijama koristi linearnu interpolaciju za izra¢una-
vanje vrijednosti u tezistu stranice:

pr=rfe-op+ (1= fo) on, (3.25)

gdje je f, faktor linearne interpolacije. Ovim se prora¢unom dobije trenutnu vrijednost na
spojnici kontrolnih volumena, a ne srednju vrijednost na stranici, odnosno Green-Gaussova
metoda temeljena na éelijama rac¢una vrijednost fizikalne veli¢ine na presjecistu vektora
spojnice izmedu kontrolnih volumena i zajednicke stranice, $to kod iskrivljene mreze dovodi
do greske (engl. skewness error).

Diskretizacija izvorskog ¢lana

Diskretizacija volumenskog integrala izvorskog ¢lana, u slu¢aju konstantnog iznosa izvora,
vrsi se analogno izrazu (3.4), odnosno formulom srednje tocke:

Vp

Diskretizirana jednadzba

Diskretizirana jednadzba opce skalarne transportne jednadzbe (2.1) za stacionarno stanje
bez konvektivnog ¢lana glasi:

Ny
—> Tp4y [W NAfll+ (Ve)y -ky| = SvVe (3.27)
f=1

Diskretizirana jednadzba provodenja topline

Na temelju jednadzbe (3.27), jednadzba stacionarnog provodenja topline kroz krutinu iz-
razava se tako da se kao koeficijent difuzije stavi koeficijent toplinske provodnosti k te
temperatura T" kao zavisna skalarna varijabla analogno jednadzbi (2.2):

Ty =T,
=S ks [Pt A+ (7T ey | = v (3.25)

Kao sto je prije navedeno, diskretizacija difuzijskog c¢lana daje ortogonalni dio koji se
tretira implicitno i odlazi u matricu koeficijenata sustava u sustavu linearnih algebarskih
jednadzbi te dio neortogonalne korekcije koji se tretira eksplicitno (koriste se stare vrijed-
nosti gradijenta u centrima ¢elija) i odlazi u vektor poznatih veli¢ina na desnoj strani. U
vektor desne strane odlazi i izvorski ¢lan, ako je konstantnog iznosa. Ukoliko linearno ovisi
o zavisnoj varijabli tretira se ovisno o predznaku: eksplicitno ako je veé¢i od nula, implicitno
ako je manji od nula kako bi se povecava dijagonalna dominantnost matrice sustava. U
slu¢aju nelinearnog izvorskog ¢lana potrebno ga je linearizirati.

Matrica koeficijenata sustava koja se dobije standardnom diskretizacijom je:
e dijagonalno dominantna - apsolutne vrijednosti elemenata na glavnoj dijagonali

matrice su vece ili jednake sumi apsolutnih vrijednosti ostalih elemenata u istom
retku ili stupcu,
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e pozitivno definitna - sve vlastite vrijednosti su pozitivne, determinante glavnih
podmatrica su pozitivne, kvadratna forma je pozitivna,

e simetri¢na - prilikom formiranja koeficijenata u jednadzbama dvaju susjednih vo-
lumena pojavljuju se ista plostina pripadne stranice i udaljenost izmedu tezista,

Sto ¢e se 1 vidjeti u numerickim primjerima u poglavlju Numericki primjeri i validacija.
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3.2. Diskretizacija viseg reda to¢nosti

3.2.1. Diskretizacija prostora

Kao i kod standardne diskretizacije, najprije ¢e se prikazati proizvoljan poliedarski kon-
trolni volumen Vp s ¢vorom P u teziStu koji je definiran vektorom poloZzaja rp u odnosu na
nepomic¢ni, Kartezijski koordinatni sustav, slika 11. Susjedni kontrolni volumen definiran
je vektorom r,. Za razliku od standardne diskretizacije, zajednicka stranica A; volumena
P i susjednog kontrolnog volumena ima vise toc¢aka integracije oznacenih s g. Lokacija g-te
tocke na f-toj stranici kontrolnog volumena oznacena je vektorom poloZaja ry,. Vanjska
normala na stranicu oznacena je s nj.

ZI
y
X

Slika 11. Proizvoljni trodimenzijski kontrolni volumen - diskretizacija viSeg
reda

Na slici 12. prikazan je proizvoljan dvodimenzijski kontrolni volumen. Takoder je na
stranici kontrolnog volumena, koja je za dvodimenzijski sluc¢aj linija, moguée uociti vise
Gaussovih tocaka integracije, dok su po unutrasnjosti kontrolnog volumena tocke v koje se
koriste za rac¢unanje integrala po volumenu, odnosno izvorskog ¢lana.

X

Slika 12. Proizvoljni dvodimenzijski kontrolni volumen - diskretizacija visSeg
reda
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3.2.2. (Gaussova integracija

Gaussova integracija jedna je od kljuénih metoda za numericko integriranje, osobito u kon-
tekstu numerickih metoda poput metode kontrolnih volumena. Za razliku od metoda kao
Sto su trapezno pravilo ili Simpsonova formula u kojima se pomocé¢u n zadanih ¢évorova
tocno rac¢una vrijednost integrala polinoma najvise n-tog stupnja (trapezno pravilo - po-
vr8ina ispod pravca, Simpsonova formula - povrsina ispod polinoma 2. stupnja), pomocu
Gaussove kvadraturne formule moguce je to¢no ra¢unati integrale polinoma stupnja viseg
od interpolacijskog polinoma.

U jednodimenzijskom slucaju linijski integral funkcije f(z) na intervalu [a,b] Gaussova
kvadratura aproksimira integral kao:

b Ny
/f(:c) do ~ Y wif(xg), (3.29)
a 9=1

gdje su w; tezinski koeficijenti, 4 tocke (¢vorovi) integracije, a Ny ukupan broj Gaussovih
tocaka integracije. Za N, Gaussovih tocaka integracije to¢no je moguce rac¢unati integral
polinoma reda p = 2N, — 1 i manjih redova.

U viSedimenzijskim problemima, poput povrSinskih ili volumenskih integrala, Gaussova
integracija se primjenjuje koristenjem visestrukih ¢vorova na svakoj stranici ili volumenu.
Zahvaljujuéi svojoj toc¢nosti i fleksibilnosti, Gaussova integracija predstavlja klju¢nu kom-
ponentu u numeric¢koj aproksimaciji integralnih ¢lanova u problemima viseg reda to¢nosti.

3.2.3. Diskretizacija jednadzbi

Diskretizacija difuzijskog ¢lana

Diskretizacija difuzijskog ¢lana iz izraza (2.6) provodi se na nacin da se povrsinski integral
aproksimira sumom vrijednosti podintegralne funkcije po stranicama kontrolnog volumena,
a podintegralna funkcija ra¢una pomoéu Gaussove integracije:

Ny Ny

/ (Ve - n) dA = Z / IV -nfldAr =) | Y wyllrgVelrry) ng| Ap,  (3.30)

A f= 1Af f=1]9=1

gdje je Ny broj stranica kontrolnog volumena, N, broj Gaussovih tocaka integracije na
stranici kontrolnog volumena, w, teZinski koeficijent tocke integracije, ary , vektor polozaja
Gaussove tocke na stranici kontrolnog volumena.

Potrebno je odrediti vrijednost gradijenta zavisne varijable u Gaussovoj tocki integracije.
Neka je # = [Z § 2] tocka u domeni u kojoj Zelimo izracunati vrijednost fizikalne veli-
¢ine, §to su u ovom slucaju Gaussove tocke integracije. Vrijednost gradijenta odredena je
vrijednostima iz centara susjednih celija na sljedeé¢i nacin:

ancn 2 chn “Pn Zczn Pn| (3-31)

gdje je N, ukupan broj kontrolnih volumena u proracunskoj molekuli (engl. computa-
tional stencil), czm,Cyn 1 2y koeficijenti interpolacije, a ¢, vrijednost zavisne varijable
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u susjednom ¢voru n. Daljnji postupak interpolacije, odnosno odredivanja koeficijenata
interpolacije moZe se provesti pomoc¢u dvije metode [14]:

e Metoda pomi¢nih najmanjih kvadrata (engl. Moving Least Squares - MLS)

e Metoda lokalne regresije (engl. Local Regression Estimators - LRE),
dok ¢e se u ovom radu razmatrati metoda lokalne regresije.

Metoda lokalne regresije

Metoda lokalne regresije koristi lokalni skup podataka (obi¢no susjedne ¢vorove oko tocke
interesa) kako bi procijenila ponasanje funkcije u toj tocki. Ideja je da se za svaki lokalni
skup podataka odredi funkcija koja najbolje odgovara tim podacima. Za aproksimaciju
interpolacijske funkcije koristi se razvoj u Taylorov red:

PE) + 5o (0= D)+ 2D (=) + 52 @) (2 2)
2

@ -2+ L) (- D)y ) (332
2

U NURE L NP

Neka je © skracena Taylorova ekspanzija za ¢ koriste¢i N, ¢lanova. Tada se  moZe zapisati
u matriénom zapisu kao:

() = aT(r — ¥) - a(F), (3.33)
gdje je q* vektor polinomnih baznih funkcija, a a(¥) vektor parametara koji sadrzi parci-
jalne derivacije zavisne varijable:

r—-t)=[1,z—2,y—9,2—%2,...],

3.34
aT(F) = [@(f% P gm0 (334

Umjesto ra¢unanja to¢nih derivacija zavisne varijable, metoda lokalne regresije trazi pri-
blizan vektor a(r) minimiziranjem tezinske sume kvadrata greske:

1o o~ g 1 Al ~ T <\ = (= 2
R =52 wlra =) [p(rn) = oal® = 5 3 wlra =) - [a" (rn = 9) - a(F) = wu] ", (3.35)
n=1 n=1

gdje je w tezinska funkcija koja moze biti raznih oblika, no za potrebe ovog rada ona je
uzeta kao radijalno simetri¢na eksponencijalna funkcija [14]:

2
<r> k2
2
e \Tm — ek

w(r,ry, k) = = , (3.36)
gdje je r = ||r — r,|| udaljenost tocke interpolacije od &vora sadrzanog u proracunskoj
molekuli, 7, = 2max||r — r,|| = 2rs (s je maksimalna udaljenost tocke interpolacije od

¢vora sadrzanog u proracunskoj molekuli, odnosno ona odreduje domet utjecaja tocaka),
a k parametar oblika. Na slici 13. prikazan je dijagram ovisnosti tezinskog faktora o
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udaljenosti za razli¢ite vrijednosti parametra oblika k. Prema dijagramu je vidljivo da
manja udaljenost odgovara veéem utjecaju, odnosno vecoj vrijednosti tezinskog faktora,
i obratno. Za potrebe ovog rada uzeta je vrijednost parametra oblika k& = 6, Sto je i
preporuceno u [14].

[
SN

R

0.2}

Slika 13. Ovisnost tezinskog faktora o udaljenosti za razli¢ite vrijednosti para-
metra oblika

Proracunska molekula je skup ¢vorova koji se koristi za interpolaciju. Mogucée ju je defini-
rati na mnogo nacina. Moze se odrediti tako da se postavi broj N, i u obzir uzima samo
N,, najblizih ¢vorova interpolacijskoj tocki r. Zatim se izracuna maksimalna udaljenost,
odnosno prije navedeni rg te se svi ¢vorovi koji su unutar tog podrucja maksimalne udalje-
nosti od tocke r ukljucuju u prora¢unsku molekulu (u dvodimenzijskom slu¢aju navedeno
podrudje ¢ini kruznicu, dok je u trodimenzijskom to sfera). Prorac¢unska molekula moze
sadrzavati vise od N,, ¢vorova, §to je ¢eS¢e u strukturiranim mrezama, no postoji minimalni
broj ¢vorova koje prora¢unska molekula obuhvaca. Za 2D je to Ny min = (1 + 1)(i + 2)/2,
a za 3D Ny min = (i + 1)(i +2)(i + 3) /6, gdje je i red interpolacije.

Za raCunanje integrala potrebno je odrediti koeficijente interpolacije za svaku Gaussovu
tocku integracije na svakoj stranici kontrolnog volumena, odnosno prora¢unsku molekulu
koja sadrzi N, ¢vorova za svaku Gaussovu tocku, $to je racunalno skupo. Dva nacina za
odredivanje prorac¢unske molekule za svaku Gaussovu tocku:

e odredi se prora¢unska molekula za srediSte stranice te se ona koristi za sve Gaussove
tocke na toj stranici, slika 14.,

e za svaku Gaussovu tocku integraciju odreduje se nova proracunska molekula, slika
15.

Na slikama 14. i 15. za primjer je uzeto NV,, = 11, odnosno 11 tezista kontrolnih volumena
najblizih ¢voru f na slici 14. te ¢voru g na slici 15, tj. koristen je pristup u kojem sve
tocke imaju istu molekulu. Moguce je uociti da prvi nacin za ovaj slucaj rezultira veéim
brojem ¢vorova u proracunskoj molekuli jer je udaljenost od f do ¢vora 11 ujedno jednaka
udaljenosti od f do ¢vora 12, odnosno ¢vor 12 pada u kruznicu najveée udaljenosti.
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Slika 15. Odredivanje proracunske molekule N,, = 11 za svaku Gaussovu tocku
pojedina¢no

Kako bi se pronasao minimum tezinske sume (3.35), potrebno je funkciju derivirati s ob-
zirom na nepoznate parametre parcijalnih derivacija zavisne varijable, odnosno vektor a i
izjednaditi je s nula. Navedenim postupkom dobije se skup linearnih (normalnih) jednadzbi:

N,
OR = - - N
adk - nz:lw<rn - I') ' qk(rn - I') ' [qT(rn - I‘) ' a(r) - (pn] = 07 (337)
za svaki k = 1,2,..., Ny,. Normalne jednadzbe predstavljaju sustav linearnih jednadzbi

koje se mogu rijeSiti za a. Prethodni se izraz moze preformulirati u:

Nn Nn
Zw(rn — %) qu(r, —F)-q(r, —T)-a= Zw(rn — 1) - qi(ry, —T) - op. (3.38)
n=1 n=1

Matri¢no se jednadzba zapisuje na sljedeéi naéin:

M(r)a(r) = Q(r) W(F) ¢, (3.39)

gdje je M(¥) = Q(¥) W(¥) QT () matrica tezinskih proizvoda (Gramova matrica) veli-
¢ine Ny x Ny, Q(r) matrica baza veli¢ine N, x Ny, ¢iji je n-ti stupac q(r, — 1), W(F)
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dijagonalna matrica tezinskih koeficijenata veli¢ine N,, x N,, ¢iji su elementi w(r, — ), a
@’ = [p1,02,...,0n,] vektor zavisne varijable u ¢vorovima velicine N, x 1.

Ako matrica M(T) nije singularna, odnosno ako se moze invertirati, rjesenje (3.39) glasi:

a(F) = M(E) ' Q) W(E) . (3.40)
pri éemu se moze definirati matrica A(f) = M(¥)~! Q(F) W(F) veli¢ine N, x N,, pa rjesenje
sustava sada glasi:

a(F) = A(F) o, (3.41)

odnosno:

—— (1) Y2
=A(F) |¥3]. (3.42)
-2 (T) P4

Usporedbom izraza (3.31) i (3.42) mogude je uoiti da matrica A(F) sadrzi koeficijente
interpolacije ¢z n,Cyn 1 2. Za potrebe diskretizacije nuzna su samo prva cetiri retka,
odnosno koeficijenti za interpolaciju vrijednosti zavisne varijable te prvih derivacija zavisne
varijable.

Jos ¢e se za potrebe ovog rada prikazati klju¢ne jednadzbe diskretizacije viseg reda tocnosti
za probleme provodenja topline. Difuzijski se ¢lan diskretizira prema jednadzbi (3.30) na
sljedeéi nacin:

Ny Ny | Ng
/(kVT-n) dA:Z/[k:VT-nf] dA; = > | wlkpgVT(rsg) - ngl| Ap.  (3.43)

Prema (3.31) vrijednost gradijenta temperature odredena je vrijednostima iz centara su-
sjednih éelija na sljedeéi nacin:

N N, Ny, T
VT(F) = [Z Con(®) T, Y eyn(®) - Tn s Y can(® - Tn| (3.44)
n=1 n=1 n=1
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Krajnja jednadzba nakon provedbe metode lokalne regresije analogno (3.42) glasi:

af) = A(H) T, (3.45)

odnosno:

o Ty
—(¥) T
=A®F) T3] . (3.46)
Ty

Neka od svojstava prikazanog postupka diskretizacije jesu [15]:

Broj éelija u proracunskoj molekuli N,, je proizvoljan, no veéi broj ne mora nuzno
znaciti i bolju to¢nost.

Broj Gaussovih tocaka integracije IV, je proizvoljan. Pravilan odabir ovisi o trazenoj
tocnosti metode, a nepravilan odabir dovodi do uveéane greske ili vremena ra¢unanja.

Odabir tezinske funkcije i njezinih konstanti (u ovom radu odabrana je teZinska funk-
cija prikazana jednadzbom (3.36) i k = 6) utjece na ponderiranje utjecaja pojedine
Celije u prora¢unskoj molekuli.

Prikazana diskretizacija je implicitna, a za slucaj vektorskog polja zavisne varijable
koeficijenti sustava jednadzbi su tenzori drugog reda.

Standardna diskretizacija drugog reda to¢nosti podrazumijeva linearan oblik Taylo-
rove ekspanzije, jednu tocku integracije po stranici te dvije ¢elije u proracunskoj
molekuli. Na strukturiranoj mrezi prikazana diskretizacija rezultira istim sustavom
jednadzbi.
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4. Numericki primjeri i validacija
4.1. 1D problem stacionarnog provodenja topline bez izvorskog ¢lana

Prvi primjer na kojem ¢e biti usporedene prije navedene metode diskretizacije je jedno-
dimenzijski problem stacionarnog provodenja topline bez izvorskog ¢lana. Na slici 16.
je prikazan Stap diskretiziran s deset kontrolnih volumena jednakih veli¢ina sa zadanim
rubnim uvjetima u kojem se toplina provodi samo u smjeru uzduzne osi Stapa x.

Ay, ky

/=

TA L

Slika 16. 1D problem stacionarnog provodenja topline - diskretizirani Stap

Zadane su sljedece vrijednosti: L =10 m, Ay =10 m?, kf=1W/mK, Ty =0 K,
T =10 K.

4.1.1. Analiticko rjesSenje

Analiticko je rjeSenje trivijalno i moguée ga je dobiti rjesavanjem diferencijalne jednadzbe
(2.3) koja za jednodimenzijski slu¢aj s konstantnim koeficijentom toplinske provodnosti i
bez izvorskog ¢lana glasi:

d*T

Dvostrukom integracijom i uvrstavanjem rubnih uvjeta dobije se funkcija temperaturnog
polja u ovisnosti o uzduznoj koordinati stapa u sljede¢em obliku:

T(x) =z, (4.2)

odnosno dobivena je linearna raspodjela temperature po duljini stapa.
4.1.2. Standardna diskretizacija drugog reda tocénosti

Polazna jednadzba za standardnu diskretizaciju je jednadzba (3.28) koja glasi:

Ty —T
_Zkaf [W'||Af”+(VT)f'kf = Sy Vp, (4.3)

a koja se za potrebe ovog primjera moze znacajno pojednostaviti:

e nema izvorskog ¢lana, odnosno Sy = 0,

e mreZa je ortogonalna, odnosno nema potrebe za neortogonalnom korekcijom: ks = 0
— vektor normale i ortogonalni vektor se poklapaju: ny = Ay,
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e Kkoeficijent toplinske provodnosti i povrSina poprecnog presjeka Stapa su konstantni,

pa prethodna jednadzba sredivanjem prelazi u:

Ny

Ty —Tp
=

Pomoéu ove jednadzbe moguée je dobiti jednadzbe za rubni lijevi, rubni desni te sve
unutarnje kontrolne volumene.

Konac¢na jednadZba za sve unutarnje kontrolne volumene glasi:
2Tp — T —Tw = 0. (4.5)

Koeficijent uz temperaturu u razmatranom kontrolnom volumenu Tp oznacuje se s ap i
odlazi u glavnu dijagonalu matrice koeficijenata sustava u sustavu linearnih algebarskih
jednadzbi. Koeficijent uz temperaturu u susjednim kontrolnim volumenima Tg i Ty oz-
nacuju se s ag 1 ay te odlaze van glavne dijagonale u matrici koeficijenata sustava. Na
desnoj strani jednadzbe (4.5) nalazi se nula $to znac¢i da u vektoru poznatih veli¢ina, od-
nosno vektoru desne strane u sustavu linearnih algebarskih jednadzbi za sve unutarnje
kontrolne volumene ide nula.

Konac¢na jednadZzba za rubni lijevi kontrolni volumen glasi:

3Tp — T = 2T4. (4.6)

Razmatrani kontrolni volumen P je u ovom slu¢aju kontrolni volumen 1, dok mu je isto¢ni
(desni) susjed kontrolni volumen 2:

3Ty — Ty = 2Ty, (4.7)

Koeficijent uz temperaturu u kontrolnom volumenu 1 oznacuje se s ap; i odlazi na mjesto
A1 umatrici koeficijenata sustava (glavna dijagonala), dok se koeficijent uz temperaturu u
kontrolnom volumenu 2 oznacuje s ag; i odlazi na mjesto A; 2. Na desnoj strani jednadzbe
nalazi se poznata temperatura iz Dirichletova rubnog uvjeta i taj se ¢lan oznacuje sa S
te odlazi u vektor desne strane u sustavu linearnih algebarskih jednadzbi.

Konac¢na jednadZba za rubni desni kontrolni volumen glasi:

3Tp — Ty = 2T. (4.8)

Razmatrani kontrolni volumen P je u ovom slucaju kontrolni volumen 10, dok mu je
zapadni (lijevi) susjed kontrolni volumen 9:

3Ty — Ty = 2T5. (4.9)

Koeficijent uz temperaturu u kontrolnom volumenu 10 oznacuje se s apig i odlazi na
mjesto Ajg10 u matrici koeficijenata sustava (glavna dijagonala), dok se koeficijent uz
temperaturu u kontrolnom volumenu 9 oznacuje s awio i odlazi na mjesto Aigg. Na
desnoj strani jednadzbe nalazi se poznata temperatura iz Dirichletova rubnog uvjeta i taj
se C¢lan oznacuje sa Sig te odlazi u vektor desne strane u sustavu linearnih algebarskih
jednadzbi.
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Pomocu izraza (4.5), (4.7) i (4.9), odnosno izrac¢unatih koeficijenata u sustavu linearnih
algebarskih jednadzbi moguée je postaviti sustav AT = b na sljedeéi naéin:

3 -1 0 0 O O 0 0 0 0777117 [0
-1 2 -1 0 0 O O O 0 O Ty 0
o -12 -1 0 O O O O O T3 0
o 0 -1 2 -1 0 0O O 0 O T, 0
o o o0 -1 2 -1 0 0 0 O T5 0
o o0 o0 o0 -1 2 -1 0 0 O Ts| |0’ (4.10)
o o0 o0 o0 o -1 2 -1 0 O T 0
o o o0 o o o0 -1 2 -1 0 13 0
o o o0 O o 0 0 -1 2 -—-1| |1y 0
Lo 0 o o0 0 o0 0 0 =1 3] [Tl 120

iz Cega je moguce zakljuciti da je matrica koeficijenata sustava A dijagonalno dominantno,
pozitivno definitna i simetri¢na.

4.1.3. Diskretizacija viSseg reda to¢nosti

Zadani problem rijesit ¢e se diskretizacijom viSeg reda toc¢nosti na viSe nacina prorac¢una,
odnosno uz razli¢ite veli¢ine prorac¢unske molekule (N,,) i razli¢iti broj ¢lanova u Taylorovoj
ekspanziji (Ny).

Najprije ¢e se postaviti da je broj susjeda jednak dva (N, = 2) te linearna interpolacija

(Ngq = 2), odnosno skracena Taylorova ekspanzija glasi:

T(r)=T(F) + gZ(f) (z— 7). (4.11)

Matrice Q, W, M i A iz metode lokalne regresije sve su veli¢ine 2 x 2. Nakon §to se
dobije matrica A, odnosno koeficijenti interpolacije za stranice, moguce se postaviti sustav
linearnih algebarskih jednadzbi AT = b na sljedeéi naéin:

r3 -1 0 0 0 O 0 0 0 077 117 [0
-1 2 -1 0 O O O O 0 O 15 0
o -12 -1 0 O O O O O T3 0
o 0 -1 2 -1 0 0 O O O Ty 0
o o o0 -1 2 -1 0 0 0 O T5 0
o o0 o0 o0 -1 2 -1 0 0 O Ts| |0’ (4.12)
o o o0 O o -1 2 -1 0 O ik 0
o o0 o0 o o o0 -1 2 -1 0 T3 0
o o o0 o0 o o0 0 -1 2 -1| |19 0
Lo 0 0o o o0 o0 0 0 =1 3] [Tl 120

odnosno dobivena matrica jednaka je onoj iz standardne diskretizacije za slucaj kada se
postavi broj susjeda jednak dva i linearna interpolacija.
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Kada se uzme vecéi broj susjeda u prorac¢unskoj molekuli (npr. N,, = 4), uz isti broj ¢lanova
iz Taylorove ekspanzije (N, = 2) rezultirajuci sustav jednadzbi sada glasi:

2,9915024  —0,995493 —0,0010047 --- 0 0 0 T 0
—0,9979919  1,9949805 —0,9959852 --- 0 0 0 T 0
—0,0010034 —0,9959866 1,9939798 --- 0 0 0 T3 0
: : S : : L= | (A1)
0 0 0 soo 0 1,9939798  —0,9959866 —0,0010034| | T3 0
0 0 0 -oo —0,9959852  1,9949805 —0,9979919| | Ty 0
0 0 0 .-+ —0,0010047 —0,995493  2,9915024 To 19,9500472

Matrica A je punija nego u prethodnom slucaju jer je za izracunavanje gradijenta tem-
perature, odnosno koeficijenata interpolacije za svaku stranicu koriStena vecéa proracunska
molekula te je simetri¢na do na neku decimalu zbog ograni¢ene numericke preciznosti (pro-
gramski jezik Python koristi 64-bitne float brojeve, sto uvodi male pogreske kod operacija
poput mnozenja, dijeljenja i zbrajanja). Nadalje, dijagonalna dominantnost matrice nije
zadrzana samo za jedan redak, ponovno zbog numericke preciznosti, odnosno strojne toc-
nosti.

4.1.4. Usporedba rjesenja

Na slici 17. prikazan je dijagram usporedbe rjeSenja navedenog problema za analiticko
rjeSenje, standardnu diskretizaciju drugog reda toc¢nosti i diskretizaciju viSeg reda tocnosti.
Za diskretizaciju viseg reda prikazana su rjeSenja za razli¢ite prora¢unske molekule (N,,) i
redove interpolacija (IN).

147
Analiticko rjesenje
o) Standardna diskretizacija v
12 m =
O Visi red (N, = 6, v
Visi red (N, = 4,
- Visi red (N,
10 \v4 Visi red (N, \V4
Visi red (N,
X Visi red (N, v
.g 8 - X Visi red (N, = 6. v
& gt v
\%
4t
2t
o =L 1 =L =L 1 =L =L 1 =L X7 1 Aww Aw 4 1
0 2 4 6 8 10

Slika 17. Usporedba rjesenja za 1D problem stacionarnog provodenja topline
bez izvora

Iz dijagrama je vidljivo da se sva rjeSenja gotovo pa poklapaju s analitickim, osim za
slucajeve N, < N4 Broj clanova Taylorove ekspanzije odreduje razinu aproksimacije.
Ve¢i N, omogucuje ukljucivanje visih derivacija, $to teoretski poboljSava toc¢nost. Broj
susjeda definira koliko informacija imamo za aproksimaciju. Svaki susjed pridonosi jednoj
jednadzbi u sustavu. Kada je N; > N,,, broj nepoznanica (¢lanovi Taylorove ekspanzije)
premasuje broj dostupnih jednadzbi. To ¢ini sustav neodredenim, odnosno matrica M
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dimenzija N, x N, nema dovoljno informacija za invertiranje jer je rang matrice ogranicen
na N, (maksimalni broj informacija koje N,, susjeda moZze pruziti). Neke od kombinacija
kojima se dobiva singularna matrica M i koje nisu prikazane na dijagramu su: N,, = 2,
Ny, =41iN, =2, N, =5. Za kombinacije prikazane obrnutim trokutima na dijagramu
(N, =4, Ny =51 N, =4, N, = 6) matrica je blizu singularnosti, odnosno lose je
uvjetovana te numericke pogreske eksponencijalno rastu. S obzirom na to da je analiticko
rjeSenje linearna funkcija, standardna diskretizacija te diskretizacija viSeg reda to¢nosti uz
N, = 2 daju egzaktna rjeSenja.
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4.2. 1D problem stacionarnog provodenja topline uz izvorski ¢lan

Drugi je primjer problem jednodimenzijskog stacionarnog provodenja topline uz izvorski
¢lan kroz $tap konstantnog poprec¢nog presjeka sa zadanim nultim temperaturama na ru-
bovima. Skica zadatka jednaka je onoj iz prethodnog primjera - Slika 16.

Zadane su sljedece vrijednosti: L = 10 m, Ay = 10 m?, ky =10W/mK, Ty =0 K,

Tp =0 K.

Izvorski ¢lan nije zadan, ve¢ se izracunava pomoc¢u metode proizvedenih rjeSenja (engl.
Method of Manufactured Solutions - MMS [16]). Ova se metoda koristi za validaciju nume-
rickih metoda i provjeru to¢nosti numerickih rjeSenja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.
Temelji se na odabiru proizvoljnog, ocekivanog analitickog rjeSenja i njegovom stvaranju
odgovarajuceg izvorskog ¢lana koji osigurava da to rjeSenje zadovoljava jednadzbu. Napo-
sljetku se dobiveno numericko rjesenje usporeduje s analitickim rjeSenjem.

4.2.1. Standardna diskretizacija drugog reda tocénosti

Jednadzba koju je potrebno rijesiti jest difuzijska jednadzba stacionarnog provodenja to-

pline uz izvorski ¢lan:
d dT
- (k) =9, (4.14)

¢ijom se diskretizacijom pomocéu metode kontrolnih volumena prikazanom u prethodnom
poglavlju dobiva:

T — 1T,
=Sk [T A+ (71 | = [ sav. (1.15)

pri ¢emu se moze uociti da je izvorski ¢lan ostao u integralnom obliku, odnosno nije aprok-
simiran formulom srednje toc¢ke. Kako se opet radi o savrS8eno ortogonalnoj mreZi, nema

potrebe za neortogonalnom korekcijom, a ortogonalni vektor se poklapa s vektorom nor-
male:

Tn —Tp
Zkaf PH gl = [ sav, (4.16)

Zadani je problem jednodimenzijski pa postoji ovisnost samo o jednoj varijabli, a to je
uzduZna os Stapa x. Diferencijalni volumen na desnoj strani jednadzbi moze se napisati
kao umnozak povrsine poprec¢nog presjeka i diferencijalne duljine:

/de = /SAf dz, (4.17)
Vp l

pa izraz (4.16) prelazi u:

b
T T
Zkf B lgll = [ () da, (418)
] J

gdje a predstavlja z-koordinatu lijeve, a b desne granice kontrolnog volumena.
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Funkcija S(z) izracunava se pomoc¢u metode MMS. Kao $to je prije navedeno, metoda
proizvedenih rjeSenja temelji se na odabiru o¢ekivanog analitickog rjesenja koje je za ovaj
primjer uzeto kao:

T(x) = sin <27rf020> . (4.19)

U jednadzbi stacionarnog provodenja topline (4.14) nalazi se druga derivacija temperature
pa je i oCekivano analiticko rjeSenje potrebno derivirati dva puta po x-koordinati. Nakon
sto se dobivena druga derivacija supstituira u osnovni izraz (4.14) te provede analiticka
integracija za svaki kontrolni volumen i sredi, dobivamo kona¢nu jednadZbu za svaki kon-
trolni volumen koja glasi:

Ny Ty —T T b2 ra®

Zu‘HnJcH:— bcos| — ) —acos | — ) | . (4.20)
||d ]| 25 50 50

f=1

Pojedina¢ne jednadzbe za rubni lijevi, rubni desni te sve unutarnje kontrolne volumene

jednake su kao i u pro§lom primjeru, uz dodatni izvorski ¢lan na desnoj strani jednadzbe

te redom glase:

3T — Ty = 51+ 2Ty,
3110 — Ty = S10 + 213, (4.21)
2Tp — T —Tw = S.

Pomoéu navedenih izraza, odnosno izra¢unatih koeficijenata u sustavu linearnih algebar-
skih jednadzbi moguce je formirati sustav AT = b:

r3 -1 0 0 0 O 0 0 0 07/ 11T [ —0,125416 T
-1 2 -1 0 0 O O O 0 O 15 -0, 118016
o -1 2 -1 0 0 0O O 0 O T3 —0,0748726
o 0 -1 2 -1 0 0O O 0 O Ty 0,0489682
o o o0 -1 2 -1 0 0 0 O T5 _ | 0,269336 (4.22)
o o o0 O -1 2 -1 0 0 O Ts 0,480606 | - '
o o0 o0 o o -1 2 -1 0 0 17 0,397304
o o0 o0 o0 o o0 -1 2 -1 0 T3 —0, 237102
o o o0 O o o0 o0 -1 2 =1 |19 —1,05715
Lo o o0 o o0 0 0 0 -1 3] Tl | —0, 840298 |
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4.2.2. Diskretizacija viSseg reda tocCnosti

Kao i u prethodnom primjeru, najprije ¢e se analizirati slucaj kada se postavi da je broj
susjeda jednak dva (N, = 2) i linearna interpolacija (N, = 2). Takvom diskretizacijom
dobiva se sljedeéi sustav linearnih algebarskih jednadzbi u obliku AT = b:

r3 -1 0 0 0 O 0 0 0 O07T/[T1] [ —0,125416 T
-1 2 -1 0 0 O O O 0 O Ty —0, 118016
o -1 2 -1 0 0 O O 0 O T3 —0,0748726
o 0 -1 2 -1 0 0O O 0 O T, 0,0489682
o o o0 -1 2 -1 0 0 0 O T5 _ 0,269336 (4.23)
o o o0 0O -1 2 -1 0 0 0 Tk 0,480606 |’ '
o o o0 O o -1 2 -1 0 O ik 0,397304
o o o0 o o 0 -1 2 -1 0 T3 —0, 237102
o o o0 O o 0 0 -1 2 -1| |1 —1,05715
Lo 0 0 o0 0 o0 0 0 =1 31 [Tl | —0, 840298 |

odnosno dobivena je matrica ista kao i kod standardne diskretizacije. Takoder je moguce
pogledati slucaj kada se uzme vise susjeda za interpolaciju gradijenta (npr. N, = 4) ¢ime
sustav jednadzbi sada glasi:

2,9915024  —0,995493 —0,0010047 --- 0 0 0 T —0,125416
—0,9979919  1,9949805 —0,9959852 - -- 0 0 0 T —0,118016
—0,0010034 —0,9959866 1,9939798 - -- 0 0 0 T3 —0,0748726
: : : : : z L= : . (4.24)
0 0 0 <o 1,9939798  —0,9959866 —0,0010034 T3 0,397304
0 0 0 s —0,9959852  1,9949805 —0,9979919 Ty —0,237102
0 0 0 <.+ —=0,0010047 —0,995493  2,9915024 Tho —1,05715

Dobivena je matrica koeficijenata sustava ponovno simetri¢na do na neku decimalu i dija-
gonalno dominantna za sve osim jednog retka. S obzirom na to da se koristi viSe susjeda
matrica je punija.
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4.2.3. Usporedba rjesenja

Na slici 18. prikazan je dijagram usporedbe rjeSenja navedenog problema za analiti¢ko
rjeSenje, standardnu diskretizaciju drugog reda tocnosti i diskretizaciju viSeg reda tocnosti.
Za diskretizaciju viSeg reda prikazana su rjeSenja za razli¢ite prorac¢unske molekule (N,,) i
redove interpolacija (Ny).

157

*
H
1
0.5
=
0 *
&~ Analiticko rjesenje
O Standardna diskretizacija
0 Visi red (N, = 2)
057 ‘
O 9
17 4 Vii red (1
X Visi red (N
X
¢
.15 L L L L |
0 2 4 6 8 10

Slika 18. Usporedba rjesenja za 1D problem stacionarnog provodenja topline s
izvorom

Za procjenu pogresaka numerickih rjeSenja cesto se koriste Lo i Lo, norme jer omoguéuju
kvantitativnu usporedbu numerickog i analitickog rjesenja. Lo norma predstavlja prosje¢nu
kvadratnu pogresku izmedu numeric¢kog i analitickog rjeSenja u svim tockama domene. Za
diskretni slucaj s N tocaka, Lo norma definira se kao:

1 N

analiticko) 2
Ly = N;(Ti—Ti liticko) = (4.25)

Lo norma (maksimum norma) predstavlja maksimalnu apsolutnu pogresku izmedu nume-
rickog i analitickog rjeSenja, a definira se kao:

Lo = max |1-1L o Tianalitiéko‘ ) (4.26)
i€{1,2,...,N}

U ovom ¢e se primjeru analizirati konvergencija numerickog rjeSenja pri ¢emu su pogreske
izraCunate za razli¢ite parametre:

e broj kontrolnih volumena (N = 10, 50, 100, 500, 1000, 5000),
e broj ¢lanova Taylorove ekspanzije (N, = 2,3,4,5),
e standardna diskretizacija.

Broj ¢elija u prora¢unskoj molekuli uzet je kao N, = 8, osim za standardnu diskretizaciju
drugog reda tocnosti gdje je IV, = 2. Za svaku kombinaciju N i IV, izracunate su norme
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prema gore definiranim formulama te prikazane na log-log dijagramima, slika 19. i slika
20.

100\

10-10 L

10! 102 10° 10* 10t 102 10° 104
N N

Slika 19. Konvergencija L, norme Slika 20. Konvergencija L., norme

Prema slikama je vidljivo da se s pove¢anjem broja kontrolnih volumena norme smanjuju,
Sto ukazuje na konvergenciju numerickog rjeSenja prema analitickom. Brzina smanjenja
norme ukazuje na red to¢nosti metode. U tablici 1. su prikazani nagibi Ls i Lo, normi za
razli¢ite metode diskretizacije, izracunati metodom najmanjih kvadrata. Za standardnu
diskretizaciju drugog reda toc¢nosti nagibi su vrlo blizu teorijskoj vrijednosti od -2, §to
ukazuje na ocekivanu kvadratnu konvergenciju, odnosno greska opada proporcionalno kva-
dratu broja volumena N. Za metodu s N, = 2 (i N,, = 8) vidljivo je blago poboljsanje
stope konvergencije u odnosu na standardnu metodu, dok su za N, = 3 vrlo sli¢ni onoj za
N, = 2. Kod metode s N, = 4 dolazi do znacajnog povecanja stope konvergencije, dok je
za Ny = 5 ona sli¢na redu nize.

Tablica 1. Nagibi Ly i L, normi za razli¢ite metode diskretizacije

Metoda diskretizacije | Nagib Lo norme | Nagib L, norme
Standardna (N,, = 2) -2,0087 -1,9942
Visa Ny =2 (N, =8) -2,0793 -2,0986
Visa N, = 3(N,, =8) -2,0611 -2,0222
Visa Ny =4 (N, =8) -3,7860 -3,7481
Visa Ny = 5(N,, =38) -3,8429 -3,8423

Za vedi red interpolacije, odnosno ve¢i Ng, pogreske su manje, $to ukazuje na poboljsanje
preciznosti metode diskretizacije. Medutim, povec¢anje N, moZe dovesti do nestabilnosti
ako broj susjeda nije dovoljan. Takoder, vidljivo je da neparni redovi interpolacije imaju
sli¢ni red to¢nosti kao i prvi nizi parni red (npr. za N, = 31 N, = 2). Isto ponaSanje
potvrdeno je i u [14].

Fakultet strojarstva i brodogradnje 34



Noah Lukovnjak Zavrsni rad

4.3. 2D problem stacionarnog provodenja topline kroz kvadratnu plocu
uz izvorski ¢lan - Prva konfiguracija

U klasi dvodimenzijskih problema provodenja topline uz izvorski ¢lan bit ée provedene
dvije konfiguracije uz istu geometrije, ali primijenjene drugacije rubne uvjete.

Prva konfiguracija prikazana je na slici 21., s geometrijom problema i rubnim uvjetima.

o _
on
Tg
L, /
Ty on
L,

Slika 21. Geometrija i rubni uvjeti prve konfiguracije

Zadane su sljedece vrijednosti: L, =1 m, Ly =1 m, k=1W/mK, Ty =273 K,
Tg =373 K, S=—1000 W/m3.

Uslijed adijabatskih rubnih uvjeta na gornjoj i donjoj stranici, odnosno nultog gradijenta
temperature u smjeru normale, ovaj problem ima rjeSenje koje ovisi samo o jednoj pros-
tornoj koordinati, odnosno rjesenje ovisi o jednoj prostornoj koordinati.

4.3.1. Analiticko rjeSenje

Analiticko je rjeSenje moguce dobiti rjesavanjem jednadzbe (2.4) koja za dvodimenzijski

slucaj glasi:
0 oT 0 oT
k=)= (k=) =¢5. 4.2
ox (kﬁx) dy <k8y) S (427)

Kao sto je ranije navedeno, problem se moze promatrati kao jednodimenzijski u smjeru osi
x pa derivacije po y iSCezavaju, a takoder je i koeficijent toplinske provodnosti konstantan
pa izraz prelazi u:
d*T
—k@ =S. (4.28)
Dvostrukom integracijom i uvrstavanjem rubnih uvjeta dobije se funkcija temperaturnog
polja u ovisnosti o uzduznoj koordinati u sljedeé¢em obliku:

- T 4.2
TAd +< I. +5 )¢t Ta (4.29)

odnosno dobivena je raspodjela temperature u obliku kvadratne parabole. UvrStavanjem
poznatih numerickih vrijednosti prethodni izraz glasi:

T(z) =
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T(z) = 5002% — 400z + 273. (4.30)

Moguce je izra¢unati i iznos i mjesto postizanja ekstrema u temperaturnoj raspodjeli iz-
jednacavanjem derivacije funkcije s nulom:

Tamin = 0,4m = Thin = 193K. (4.31)

4.3.2. Standardna diskretizacija drugog reda toc¢nosti

Proracun standardnom diskretizacijom drugog reda tocCnosti provodi se u programskom
paketu OpenFOAM. Za diskretizaciju racunalne domene koriStena je trokutna mreza u dvo-
dimenzijskom prostoru ekstrudirana za malu vrijednosti u smjeru trece (z) osi. Broj je
kontrolnih volumena variran kako bi se analizirao utjecaj gustoc¢e mreze na rezultate. Ra-
¢unalne simulacije ¢e se provesti na nestrukturiranim trokutnim mrezama. Koristene nu-
mericke sheme definirane su u datoteci system/fvSchemes na sljedec¢i nacin:

e ddtSchemes = steadyState (stacionarni problem),

e gradSchemes = Gauss linear (racun gradijenata pomoc¢u Gaussovog teorema i line-
arne interpolacije - Green-Gauss metoda temeljena na ¢elijama),

e divSchemes = none (nema konvektivnog ¢lana),
e laplacianSchemes = Gauss linear corrected (s korekcijom za neortogonalne mreze),
e interpolationSchemes = linear (linearna interpolacija vrijednosti izmedu &vorova),

e snGradSchemes = corrected (korekcija gradijenta u slucaju neortogonalnosti na
rubu).

U provedbi analize na nestrukturiranim mrezama generirane su mreze razli¢itih gustoca,
pocevsi od grube mreze s 14 volumena, preko mreza s 26, 90, 944 i 3046, do vrlo fine mreze
s 5116 volumena, ¢ime je omogucéeno detaljno ispitivanje konvergencije rjeSenja. Mreze su
generirane u alatu Gmsh, $to je omogucéilo fleksibilnu kontrolu nad gusto¢om i kvalitetom
mreze. Na iducoj su slici prikazane dvije od generiranih nestrukturiranih mreza, najgrublja
i najfinija, odnosno mreZe s 14 i 5116 kontrolnih volumena.

(a) 14 KV (b) 5116 KV

Slika 22. Nestrukturirane mreze
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Buduéi da razli¢ite gustoée mreZze mogu utjecati na tocénost numerickog rjeSenja, bit ée
analizirana raspodjela temperature na najgrubljoj i najfinijoj mrezi, prikazana na slici 23.

T K] TIK
193 220 240 260 280 300 320 340 360 373 193 220 240 260 280 300 320 340 360 373
D —— : " i — b L

(a) 14 KV (b) 5116 KV

Slika 23. Raspodjela temperature po ploéi - Prva konfiguracija

Uocava se da gruba mreza s 14 kontrolnih volumena daje grubo i nisko razluceno rjesenje
s izraZenim numerickim greskama, dok fina mreza s 5116 KV omogucuje glatku raspodjelu
temperature koja odgovara o¢ekivanom analitickom rjeSenju. Ovim se potvrduje konver-
gencija rjeSenja s povecanjem broja kontrolnih volumena.

Na slici 24. prikazan je dijagram usporedbe raspodjele temperature na y = 0,5m za
analiticko rjesenje i numericke rezultate dobivene razli¢itim gustoéama nestrukturiranih
mreZa. Analiticko rjeSenje sluzi kao referenca za procjenu to¢nosti numerickih rezultata
dobivenih razli¢itim gusto¢ama mreZe.

400

== wm= == Analiticko rjeSenje
14KV

26 KV

90KV

944KV

3046 KV

5116 KV

350

200

150 ' ' ' ' '

Slika 24. Raspodjela temperature na y = 0,5m - Prva konfiguracija

Moguce je uociti da ve¢ mreza sa srednjom gustoc¢om (reda veli¢ine 1000 kontrolnih vo-
lumena) vrlo dobro prati analiticko rjeSenje, $to potvrduje ocekivanu konvergenciju. Na
grubljim mrezama odstupanja su izrazenija jer mali broj kontrolnih volumena nije dovoljan

Fakultet strojarstva i brodogradnje 37



Noah Lukovnjak Zavrsni rad

za preciznu aproksimaciju kvadratnog profila temperaturnog polja.
4.3.3. Diskretizacija viSseg reda tocCnosti

Diskretizacija viSeg reda to¢nosti provodi se koriste¢i programski paket HoPyFOAM (engl.
High-order Python FOAM) [17], €iji je stil koda i nacin rada slican onom u OpenFOAM
paketu. Analize ¢e se provesti na nestrukturiranim mrezama (slika 22.) uz variranje reda
interpolacije N, odnosno broja ¢lanova iz Taylorove ekspanzije IV, te veli¢ine proracunske
molekule N,,. Broj Gaussovih toCaka integracije po stranici za sve simulacije uzet ¢ée se
kao N, = 7. KoriSteni su sljedeci redovi interpolacije:

e N =1 (linearna interpolacija) = Nq =3, N, =14, Ny =7,
e N =2 (kvadratna interpolacija) = N, = 6, N, = 16, Ny =7,
e N =3 (kubi¢na interpolacija) = N, = 10, N,, =20, Ny = 7.

Kako bi se analizirala to¢nost razli¢itih redova interpolacije, na slikama 25. i 26. prikazane
su temperaturne raspodjele dobivene na gruboj i finoj mrezi. Ocekuje se da ¢e veéi red
interpolacije dati rjeSenje blize analitickom modelu, uz smanjene numericke pogreske.

3

20 240 260 280 300 a7

1 10 160 180 200 2 \ n
——— ol el H ‘# il

T [l(]

(a) N =1 (b) N =2 (c) N=3

Slika 25. Raspodjela temperature na najgrubljoj mrezi (14 KV) za razli¢ite
redove interpolacije - Prva konfiguracija

320 320
o

(a) N=1 (b) N =2 (c) N=3

1
320
o

Slika 26. Raspodjela temperature na najfinijoj mrezi (5116 KV) za razli¢ite
redove interpolacije - Prva konfiguracija
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Na dijagramima (slika 27a.—27c.) prikazane su usporedbe temperaturnih raspodjela na
presjeku y = 0,5 m za razli¢ite redove interpolacija i gusto¢e mreza u odnosu na analiticko
rjeSenje. VaZno je napomenuti da su svi dijagrami generirani u vizualizacijskom programu
ParaView, koji primjenjuje linearnu interpolaciju pri prikazu rezultata. Zbog toga visi re-
dovi polinoma mozda nisu u potpunosti vizualno prikazani, ali razlike u preciznosti metode
i dalje su jasno uocljive.

400 400
wvred” / mwy” /
350 r ggjekxf(wzl)l) / 350 r ggjé(r:vg(;v;;) /
516KV (N =1) // SLI6KV (N =2) //
— 300
=
& 250}
200
150 : : : : ! 150
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z [m]  [m]
(a) N=1 (b) N =
400 400
350 I il(’\'lGKV(N :’1.] ///
5116 KV (N = 3) //

— 300 1 —
53 = \
& 250} &~ "\ )
Of \ /
200 | N
150 ' ' ' ' 200 ' ' ' ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(c) N=3 (d) Mreza s 14 KV

Slika 27. Raspodjela temperature na y = 0,5m za razli¢ite redove interpolacije
- Prva konfiguracija

Moguce je uociti da se za sva tri reda interpolacije numeric¢ko rjeSenje gotovo pa poklapa
s analitickim veé kod mreze s 944 kontrolnih volumena. Iako kvadratna i kubi¢na interpo-
lacija na finijim mrezama daju gotovo identi¢ne rezultate, na vrlo gruboj mrezi (14 KV)
dolazi do numericke nestabilnosti, pri ¢emu se pojavljuju negativne, nefizikalne vrijednosti
temperature u sredistu ploce (slika 27d.). Ova pojava je rezultat ¢injenice da metoda viseg
reda zahtijeva odredeni minimalni broj kontrolnih volumena za stabilno rjeSenje. Za ovaj
sluc¢aj geometrije i rubnih uvjeta, analiza je pokazala da broj kontrolnih volumena mora
biti najmanje priblizno 25 KV kako bi se osigurala numericka stabilnost diskretizacije viseg
reda, zbog ogranic¢enja broja ¢vorova u prora¢unskoj molekuli (V).

Fakultet strojarstva i brodogradnje 39



Noah Lukovnjak Zavrsni rad

Jos ¢e se analizirati vrijeme izvrSavanja koda za sve simulacije. Simulacije su izvodene
na prijenosnom rac¢unalu s procesorom Intel Core i7-10875H, 2.3 GHz, uz 16 GB RAM-a.
Vrijeme izvodenja moZe varirati ovisno o specifikacijama sustava i opterecenju procesora
tijekom izvodenja. Ocekivano, vrijeme izvrSavanja raste s pove¢anjem broja kontrolnih vo-
lumena. Dok se kod manjih mreza vrijeme izvodenja mjeri u sekundama, kod veéih mreza
dolazi do znacajnog povecanja, gdje se simulacija na mrezi s 5116 kontrolnih volumena iz-
vodi gotovo 10 minuta. Tako metode viSeg reda zahtijevaju veée vrijeme izvodenja, rezultati
pokazuju da ve¢ s umjerenim brojem kontrolnih volumena (944 KV) dolazi do znacajnog
poboljsanja preciznosti, $to opravdava koristenje viSe razine interpolacije u primjenama
gdje je potrebna visoka to¢nost.

Tablica 2. Vrijeme izvrSavanja koda za razli¢ite redove interpolacije i gustoée
mreze

Broj KV | N=1 [s] | N=2 [s] | N=3 [

14 0,17 0,20 0,24
26 0,32 0,36 0,49
90 1,05 1,25 1,70
944 25,56 | 28,59 | 32,22

3046 205,22 | 221,94 | 226.82
5116 575,77 | 579,21 | 589,44

4.3.4. Usporedba rjesSenja

Na slici 28. prikazana je usporedba raspodjele temperature duz presjeka y = 0,5m za sve
metode na najfinijim mrezama, uz analiticko rjeSenje.

400 1
== == == Analiticko rjeSenje
5116 KV— Vigi red (N = 1) 7
— — —5116KV— Visi red (N = 2) /
350 + 5116 KV~ Visi red (N = 3)
————— 5116 KV — Standardna /
/
/
_ 300t /
= //
N,
&~
250 \\ //
\\ //
200 | \\.____,/
150 - - - - -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z [m]

Slika 28. Usporedba raspodjela temperature na y = 0,5m na najfinijim mre-
zama - Prva konfiguracija

Vidi se da sve metode dobro prate analiticko rjeSenje na najfinijim mrezama.
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S obzirom na to da je poznata analiticka vrijednost minimalne temperature u plo€i (Tipin =
193 K), tabli¢no ¢e se usporediti dobivene vrijednosti svim metodama na svim gusto¢ama
mreZa, tablica 3.

Tablica 3. Minimalne temperature za razlicite metode i gustoée mreze

Broj KV | Standardna [K] Visi red [K]

N=1 N =2 N =3

14 200,158 136,868 | -102,172 | -101,849

26 201,787 173,267 | 206,003 | 206,003

90 194,076 188,516 | 195,066 | 195,066
944 193,240 192,703 | 193,226 | 193,226
3046 193,031 192,884 | 193,049 | 193,049
5116 193,044 192,944 | 193,040 | 193,040

Moze se primijetiti da sve metode ve¢ za srednji broj volumena (reda veli¢ine 1000) daju
dosta dobra rjeSenja u usporedbi s analitickim. Standardna diskretizacija pokazuje dobru
konvergenciju prema analitiCkoj minimalnoj temperaturi te za 3046 kontrolnih volumena
postiZe najmanju apsolutnu razliku od svih metoda. Za kvadratnu i kubi¢nu interpolaciju
viSeg reda tocCnosti rjeSenja gotovo savrSeno prate analiticku minimalnu temperaturu veé
pri mrezi s 944 kontrolnih volumena, dok se kod linearne interpolacije to¢nost poboljsava s
povec¢anjem gustoce mreze. Ovo potvrduje da metode viSeg reda interpolacije omoguéuju
brzu konvergenciju i veéu preciznost pri manjem broju kontrolnih volumena u usporedbi sa
standardnom metodom. Medutim, primjetna je i nestabilnost metoda viseg reda kod vrlo
grubih mreza, gdje dolazi do znacajnih odstupanja, ukljuc¢ujuci i fizikalno neprihvatljive
negativne temperature. Nestabilnost metoda viseg reda kod vrlo grubih mreza rezultat
je ograni¢enog broja susjednih ¢vorova u prora¢unskoj molekuli, §to uzrokuje oscilacije i
fizikalno neprihvatljive vrijednosti. Rezultati pokazuju da se metode viSeg reda interpo-
lacije mogu koristiti za postizanje visoke preciznosti uz manji broj kontrolnih volumena,
ali je potrebno osigurati odgovarajuéu gusto¢u mreZe ili broj susjeda kako bi se izbjegle
numericke greske.

Nadalje ¢e se prikazati dijagram norme konvergencije Lo koja se ra¢una volumenskim
ponderiranjem jer Celije nisu jednakih volumena:

N
1 oy
Lo — T — Tanahtlcko Vv 4.32
2 N-Vukzizl(l ’ ) Vi (4.32)

gdje je Vyx volumen cijele domene, a V; volumen pojedinog kontrolnog volumena. Na osi
apscise nalazi se srednja duljina trokuta.
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Slika 29. Dijagrami L norme konvergencije

Iz grafova normi konvergencija vidljivo je da norme postizu ekstremno male vrijednosti
(do na strojnu to¢nost) kod kvadratne i kubi¢ne interpolacije jer je analiticko rjeSenje
kvadratna funkcija, a navedenim interpolacijama pretpostavljena je kvadratna, odnosno
kubicna raspodjela pa se dobiva to¢no analiticko rjeSsenje. Kod linearne interpolacije

(N = 1) norme s pove¢anjem kontrolnih volumena oc¢ekivano padaju. Standardna diskre-
tizacija drugog reda daje isti nagib pravca norme kao i linearna interpolacija metode viseg
reda, Sto je ocekivano jer obje metode koriste istu pretpostavku o linearnosti raspodjele
zavisne varijable unutar kontrolnog volumena.
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4.4. 2D problem stacionarnog provodenja topline kroz kvadratnu ploc¢u
uz izvorski ¢lan - Druga konfiguracija

Na slici 30. prikazana je druga konfiguracija problema dvodimenzijskog provodenja topline
kroz kvadratnu plocu. Za razliku od prve konfiguracije, gdje je problem imao jednodimen-
zijsko rjeSenje zbog adijabatskih rubnih uvjeta, u ovoj konfiguraciji oc¢ekuje se dvodimen-
zijska raspodjela temperature zbog postavljenih Dirichletovih rubnih uvjeta na gornjoj i
donjoj stranici.

T
- Aa

Ts

Ta

T, —

Ly

Slika 30. Geometrija i rubni uvjeti druge konfiguracije

Zadane su sljedece vrijednosti: L, =1 m, Ly =1 m, k=1W/mK, Ty =273 K,
Tg =373 K, S = 1000 W /m3.

4.4.1. Standardna diskretizacija drugog reda to¢nosti

Sli¢no kao u prethodnoj konfiguraciji, standardna diskretizacija drugog reda toc¢nosti pro-
vest ¢e se u programskom paketu OpenFOAM koriste¢i nestrukturirane trokutne mreze pri-
kazane na slici 22.

Analiza ¢e se provesti na slican nacin kao i u prethodnoj konfiguraciji, gdje ée se najprije
prikazati temperaturna raspodjela po cijeloj plo¢i (slika 31.), ¢ime ¢e se vizualno potvr-
diti dvodimenzijska priroda rjeSenja, a zatim ¢e se analizirati raspodjele temperature na
karakteristi¢nim presjecima plo¢e — duz sredi$nje linije u smjeru z-osi i y-osi (slike 32a.
i 32b.). Buduéi da se sada o¢ekuje dvodimenzijska raspodjela temperature, analiza ¢e
ukljuc¢ivati usporedbu rjesenja duz razli¢itih presjeka kako bi se bolje uocile karakteristike
temperaturnog polja.
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Slika 31. Raspodjela temperature po plo¢i - Druga konfiguracija
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Slika 32. Raspodjela temperature na presjecima - Druga konfiguracija

Numericka rjeSenja veé¢ za mrezu s 944 kontrolnih volumena pokazuju vrlo dobru preciznost,
gotovo u potpunosti prateéi rjeSenje dobiveno na najfinijoj mrezi (5116 KV). Ova analiza
potvrduje da metoda konvergira prema tocnom rjeSenju s povecanjem broja kontrolnih
volumena. Na grubljim mreZzama, posebno onima s 14 i 26 KV, vidljiva su ve¢a odstupanja
i manje glatka temperaturna polja, Sto je ocekivano zbog ogranicene rezolucije mreze i veée
numericke pogreske.
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4.4.2. Diskretizacija viSseg reda tocCnosti

Diskretizacija viseg reda provodi se koriStenjem programskog paketa HoPyFOAM, kao i u
prethodnoj konfiguraciji. Takoder, analize su provedene na nestrukturiranim mrezama uz
primjenu razli¢itih redova interpolacije - linearna, kvadratna i kubi¢na.

Na slikama 33. i 34. prikazane su temperaturne raspodjele po kvadratnoj ploc¢i za razli¢ite
redove interpolacije na najgrubljoj i najfinijoj mrezi. Ocekuje se da ¢e rjeSenja dobivena
metodama viSeg reda na finoj mrezi pokazati bolju preciznost i veéu glatko¢u u odnosu na
rjeSenja standardnih metoda.

TIK)
200

TIK] TIK]
273 300 220 340 360 380 400 420 50 100 150 250 300 30 373 4 100 150 200 250 30 30 373

(a) N=1 (b) N =2 (c) N=3

Slika 33. Raspodjela temperature na najgrubljoj mreZi za razli¢ite redove
interpolacije - Druga konfiguracija
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Slika 34. Raspodjela temperature na najfinijoj mrezi za razli¢ite redove inter-
polacije - Druga konfiguracija
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Sljedeéi dijagrami prikazuju temperaturne raspodjele duz linija ¥y = 0,5m i x = 0,5m,
omogucujuéi kasniju direktnu usporedbu s rezultatima standardnih metoda diskretizacije.
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Slika 35. Raspodjela temperature na nestrukturiranim mrezama - Druga kon-

figuracija: (a), (c), (e) y=0,5m ; (b), (d), (f) x=0,5m
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Kao i u prethodnoj konfiguraciji, uo¢eno je da se kod kvadratne i kubi¢ne interpolacije
na najgrubljoj mreZi pojavljuju nefizikalna rjeSenja, pri ¢emu temperature padaju ispod
minimalne rubne temperature, iako je u plo¢i prisutan pozitivan toplinski izvor, slika 36.
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Slika 36. Raspodjela temperature na mrezi s 14 KV - Druga konfiguracija

4.4.3. Usporedba rjesSenja
Na sljede¢im su dijagramima prikazane raspodjele temperature po presjecima y = 0,5m i
x = 0,5m na najfinijim mrezama za sve metode diskretizacije.
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Slika 37. Usporedba raspodjela temperature na najfinijim mrezama - Druga
konfiguracija

Vidljivo je da rezultati dobiveni metodama standardne diskretizacije i metodama viSeg
reda to¢nosti konvergiraju prema istoj vrijednosti, $to potvrduje tocnost i konzistentnost
numeric¢kih metoda koriStenih u proracunu.

Jo§ ¢e se usporediti temperaturne raspodjele na manjoj finoé¢i mreze (reda veli¢ine 100
KV), pri ¢emu ¢e se kao referentna krivulja uzeti teorijski najtocnije rjesenje — kubi¢na
interpolacija i najfinija mreza (5116 KV). Cilj ove analize je ispitati koliko se rezultati na
mreZi srednje finocée razlikuju od visoko preciznog rjeSenja, ¢ime ¢e se procijeniti koliko je

Fakultet strojarstva i brodogradnje 47



Noah Lukovnjak Zavrsni rad

mreZa srednje gustoc¢e dovoljna za kvalitetno numericko rjesenje.

400 380 r
360 f
350 340
=) . 320
&~ ~
300 90KV — Visi red (N = 1) 300 ¢ 90KV — Visi red (N = 1)
— — — 90KV~ Visi red (N - 2) —_——— .‘JOKV: v::: f:d (N - ‘2)
_____ WKV Standarion 280 | L kY- St
— — — 5116 KV— Visi red (N = 3) — — — 5116KV— Visi red (N = 3)
250 : : : ! 260 : : : : '
0O 02 04 06 08 1 O 02 04 06 08 1
 [m] y [m]
(a) y=0,5m (b) =0,5m

Slika 38. Usporedba raspodjela temperature na mreZzama s ~ 100 KV - Druga
konfiguracija

Uoceno je da linearna interpolacija kod viseg reda tocnosti za umjerenu fino¢u mreze daje
najbolje poklapanje s konvergiranim rjeSenjem, dok ostale metode daju sli¢na rjeSenja. Ovo
je suprotno ocekivanjima, buduci da se metode viseg reda teoretski trebaju bolje slagati
s rjeSenjem pri istoj gustoéi mreze. Za ovaj broj kontrolnih volumena greska standardne
diskretizacije i diskretizacije za N = 21 N = 3 istog su reda veli¢ine, no o¢ekuje se da ¢e
visi red na finijim mrezama imati znatno manju gresku zbog bolje stope konvergencije.
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4.5. Problem stacionarnog provodenja topline kroz stijenku cijevi uz
izvorski ¢lan

Posljednji primjer na kojem ¢ée se usporediti standardna diskretizacija i diskretizacija viseg
reda tocCnosti je problem stacionarnog provodenja topline kroz stijenku cijevi uz postojanje
toplinskog izvora. Vanjska povrSina cijevi je kruznica radijusa R, dok je unutarnja elipsa
s poluosima a i b, slika 39.

g

Slika 39. Geometrija cijevi i rubni uvjeti

Zadane su sljedece vrijednosti: R =0,5m,a=0,3m,b=0,2m, k=1W/mK, T4 = 100
K, Tg =200 K, S = 7500 W /m3.

Bududéi da je geometrija problema dvostruko simetri¢na, analiza se moZe provesti samo
na Cetvrtini domene. Ovim pristupom znacajno se smanjuje potreban broj kontrolnih
volumena, ¢ime se optimizira ra¢unanje bez gubitka tocnosti u rezultatima. Kreirane su
nestrukturirane trokutne mreze s razli¢itim brojem kontrolnih volumena - 80, 243, 1022 i
3559. Na slici 40. prikazane su najgrublja i najfinija mreza.

(a) 80 KV (b) 3559 KV

Slika 40. Prostorna diskretizacija cijevi
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4.5.1. Standardna diskretizacija drugog reda to¢nosti

Kao i u dosada$njim primjerima, proracun standardnom diskretizacijom proveden je po-
moc¢u programskom paketa OpenFOAM. Na sljedecoj je slici prikazano dobiveno polje tem-
perature po cijevi na najfinijoj i najgrubljoj mrezi.

>

TIK TIK]
100 120 140 160 180 200 u 120 140 160 180 200 220 243
\ ; | , |

20 204 00
i ! — — ! d

(a) 80 KV (b) 3559 KV

Slika 41. Raspodjela temperature po cijevi - Standardna diskretizacija

Vidljivo je da temperatura raste od unutarnje prema vanjskoj stijenci cijevi, sto je oceki-
vano zbog postavljenih rubnih uvjeta i prisutnog izvorskog ¢lana. Na gruboj mrezi primje-
¢uju se vece oscilacije u temperaturnom polju, dok fina mreza daje stabilnije i konzistentnije
rjesenje.

Dijagram 42. prikazuje raspodjelu temperature po stijenci cijevi na presjeku koji je zaro-
tiran u odnosu na z-os za 45°.

240 1

80KV
243KV

220 1022KV

3559 KV

200

E‘].BO'

&~ 160 |

140

120

100
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

[ [m]

Slika 42. Raspodjela temperature po presjeku cijevi - Standardna diskretizacija
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4.5.2. Diskretizacija viSeg reda to¢nosti

Diskretizacija viseg reda provodi se kao i ranije u programskom paketu HoPyFOAM s li-
nearnom, kvadratnom i kubi¢nom interpolacijom uz u prethodnim primjerima navedene
odgovarajuce veli¢ine prora¢unske molekule i broj ¢lanova u Taylorovoj ekspanziji.

Na slikama 43. i 44. prikazane su dobivene raspodjele temperature po cijevi za najgrublje
i najfinije mreZe te razliCite redove interpolacije.

TIK TIKI
100 120 140 160 180 200 220 240 255 an 120 140 o ¢ 2?“ 220 243 100 120 140 160 180 200 220

TIK)
o 180

0 23

(a) N =1 (b) N =2 (c) N=3

Slika 43. Raspodjela temperature po cijevi na najgrubljoj mrezi

A

TIK TIK TIK
100 120 140 160 10 200 20 213 100 120 140 160 120 w0 220 213 100 120 140 160 180 200 220

(a) N=1 (b) N =2 (c) N=3

Slika 44. Raspodjela temperature po cijevi na najfinijoj mrezi
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Sljededéi dijagrami prikazuju temperaturne raspodjele po presjeku cijevi za sve redove in-
terpolacije. Ova usporedba omoguéit ¢e analizu utjecaja reda interpolacije na preciznost
rjeSenja, stabilnost numericke metode i eventualna odstupanja u odnosu na ocekivano fi-
zicko ponasSanje sustava.

250 1 250 1
200 200
) <
&~ S
150 150
80KV 80KV
243KV 243KV
1022KV 1022KV
3559 KV 3559 KV
100 ; ; ' 100 ; ; '
0.2 0.3 0.4 0.5 0.2 0.3 0.4 0.5
[ [m] [ [m]
(a) N=1 (b) N=2
2501
200 1
)
&~
150 1
80KV
243KV
1022KV
3559 KV
100 ' ' '
0.2 0.3 0.4 0.5
[ m]
(¢) N=3

Slika 45. Raspodjela temperature po presjeku cijevi za razli¢ite redove inter-
polacije

Vidljivo je da kod kvadratne i kubi¢ne interpolacije rjeSenje veé za 234 KV vrlo dobro prati
konvergirano rjesenje, dok su kod linearne interpolacije odstupanja malo veca.
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Jos ée se za visi red to¢nosti usporediti vrijeme izvrsavanja koda za sve redove interpolacije
i gustote mreze, tablica 4. Vidljivo je da s poveéanjem broja kontrolnih volumena i reda
interpolacije vrijeme izvodenja oCekivano raste.

Tablica 4. Vrijeme izvrSavanja koda za razliCite redove interpolacije i gustoée
mreze - Cijev

Broj KV | N=1 [s] | N=2 [s] | N=3 [s]
80 0,92 111 1,45
243 3,40 3,99 95,06
1022 30,48 32,67 35,73
3559 | 276,63 | 297,27 | 304,93

4.5.3. Usporedba rjesenja

Iz dijagrama na slici 46a. uocava se da sve metode diskretizacije konvergiraju u istu
vrijednost. Na dijagramu 46b. prikazane su krivulje dobivene na presjeku na mrezi s 243
kontrolna volumena za razli¢ite metode. Kao ekvivalentna i teorijski najtoénija vrijednost
stavljena je krivulja temperature dobivena kubi¢nom interpolacijom na najfinijoj mrezi.

250 250
——— e
.
200 / AN 200
) / =)
&~ // & )
150 /- 150 e 243KV Standardna
/ 3550 KV (N = 1) —— — 243KV (N =1)
/ — — — -3559KV (N =2) 243KV (N =2)
3559 KV (N = 3) ——— 243KV (N =3)
// ——— 3559 KV Standardna 3559 KV (N = 3)
100 £ ' ' ! 100 ' !
0.2 0.3 0.4 0.5 0.2 0.3 0.4 0.5
[ [m] [ [m]
(a) Najfinija mreza (b) Srednja finoéa mreZe

Slika 46. Usporedba raspodjele temperature za razli¢ite finoée mreze

Vidljivo je da kubi¢na interpolacija na srednjoj fino¢i mreze veé¢ jako dobro prati konvergi-
rano rjesenje na veéini domene. Rjesenje dobiveno standardnom diskretizacijom pokazuje
veéa odstupanja po cijeloj domeni. Krivulje dobivene linearnom i kvadratnom interpola-
cijom pokazuju bolju podudarnost u odnosu na standardnu diskretizaciju.
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5. Zakljucak

U ovom radu analizirana je primjena metode kontrolnih volumena koja se temelji na diskre-
tizaciji proizvoljnim redom to¢nosti. Metoda je primjenjena na jednodimenzijske i dvodi-
menzijske elipticke probleme provodenja topline. Dobivena rjeSenja su usporedena sa stan-
dardnom diskretizacijom drugog reda i s analitickim rjeSenjima. Rezultati jasno pokazuju
prednosti diskretizacijom visim redom toc¢nosti u pogledu to¢nosti i brzine konvergencije,
ali i izazove vezane uz povec¢ane racunalne zahtjeve.

U jednodimenzijskim problemima provodenja topline, uklju¢ujuéi sluc¢ajeve bez izvorskog
¢lana i s izvorskim ¢lanom, diskretizacija viSeg reda je na istoj mrezi pokazala bolju to¢nost
u odnosu na standardnu diskretizaciju. Pokazano je da za istu razinu to¢nosti diskretizacija
vis§im redom zahtjeva red veli¢ine rjedu mrezu. Nadalje, pokazano je da je diskretizaci-
jom drugim redom toc¢nosti dobiveni sustav jednadzbi rjedi s obzirom na to standardna
diskretizacija koristi kompaktnu prora¢unsku molekulu.

Kod dvodimenzijskih problema, razmatrani su sluc¢ajevi provodenja topline kroz kvadratnu
plo¢u s izvorskim ¢lanom, pri ¢emu su ispitane razli¢ite konfiguracije rubnih uvjeta. Ana-
liza je provedena na trokutastim nestrukturiranim mrezama razli¢ite gustoée. Rezultati
pokazuju da diskretizacija viSeg reda zadrzava svoju prednost i u dvodimenzijskom pros-
toru. Analiza konvergencije pokazala je da linearna interpolacija u diskretizaciji viSeg reda
daje sli¢ne trendove konvergencije kao standardna metoda, dok kvadratna i kubi¢na inter-
polacija omogucéuju to¢no podudaranje s analitickim rjeSenjem jer je ono polinom drugog
reda.

Problem provodenja topline kroz stijenku cijevi dodatno je potvrdio prednosti viseg reda
diskretizacije u situacijama gdje je prisutna geometrijska sloZzenost. Diskretizacija viSeg
reda pokazala je da se mogu postié¢i rezultati visoke tocnosti na rijetkim mrezama. Ta-
koder, analiza vremena izvodenja pokazala je da se s poveé¢anjem broja Gaussovih tocaka
integracije znacajno povec¢ava racunalna zahtjevnost metode viseg reda, ali u veéini sluca-
jeva povecanje to¢nosti moze opravdati dodatni trosak u pogledu vremena izvodenja.

Jedan od klju¢énih uvida ovog rada jest da odabir parametara diskretizacije viSeg reda,
poput veli¢ine prora¢unske molekule i broja tocaka interpolacije, ima znacajan utjecaj na
konac¢nu to¢nost i efikasnost metode. Pokazalo se da povec¢anje reda interpolacije ne vodi
uvijek proporcionalnom poboljsanju rezultata, osobito kod jako finih mreza gdje se uc¢inak
viSeg reda smanjuje. Stoga, za optimalne rezultate potrebno je pronaéi ravnotezu izmedu
gustoc¢e mreZe i to¢nosti diskretizacije. Dodatno, pokazano je da u jedno- i dvodimenzij-
skim slu¢ajevima norme konvergencije neparnih redova interpolacije imaju isto ili sli¢no
ponasanje kao i prvi nizi parni red.

Zaklju¢no, rad potvrduje da primjena diskretizacije viseg reda donosi znacajne prednosti u
pogledu to¢nosti. Medutim, uz ve¢u tocnost idu i povecani ra¢unalni zahtjevi te osjetljivost
na izbor parametara integracije. Moguéi buduéi smjerovi istrazivanja uklju¢uju daljnu
analizu osjetljivosti rezultata na odabrane parametre integracije, kao i primjenu metoda
viSeg reda na nestacionarne probleme provodenja topline.
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