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SAZETAK

Diplomski rad obraduje numericki algoritam za sintezu suboptimalnog zakona upravljanja
linearnim dinamickim sustavima koji ¢e omoguditi zadrzavanje utjecaja poremecaja ispod
dozvoljene granice i asimptotski stabilizirati zatvoreni sustav. Algoritam je temeljen na metodi
konjugiranog gradijenta za istovremenu minimizaciju i maksimizaciju funkcije troska pri ¢emu
se gradijenti raCunaju unazadno primjenom pravila ulancanih derivacija. Metoda konjugiranog
gradijenta je poboljSana SuperSAB algoritmom. Izvedeni algoritam je provjeren na

dinamic¢kom sustavu jednostavne mase.

Kljuéne rijeci: linearni vremenski invarijantni sustav, konjugirani gradijent, SuperSAB metoda,

algoritam povratnog prostiranja kroz vrijeme, diferencijalne igre, igra nulte sume
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SUMMARY

The master’s theses addresses a numerical algorithm for the suboptimal control of linear
dynamic systems that ensures that the disturbance influence remains below a permissible limit
and asymptotically stabilizes the closed-loop system. The algorithm is based on conjugate
gradient method for simultaneous minimization and maximization of the cost function, with
gradients computed backwards using the chain rule. The conjugate gradient method is enhanced
with the SuperSAB algorithm. The implemented algorithm was tested on a simple mass

dynamic system.

Key words: linear time-invarijant system, conjugate gradient, SuperSAB method,

backpropagation through time algorithm, differential games, zero-sum game
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1. UvVOD

Teorija igara se moze primijeniti u raznim domenama zivota, u zivim sustavima, u
svakodnevnom zivotu, razli¢itim domenama ljudskog drustva, pa tako i inzenjerskom. Moze se
primijeniti u svrhu predvidanja dogadaja, njegova objaSnjenja ili planiranja. U mnogim
sluc¢ajevima, strateSki prostor donoSenja odluka je prevelik §to moze uciniti problem gotovo
nerjeSivim. Stoga se diferencijalne igre koriste kao procedure koje takve probleme cine
rjesivima uz modele sustava i donosenja odluka. U inzenjerskim podrucjima, kombinacija
optimizacije 1 diferencijalnih igara daje alate za upravljanje dinamickim sustavima kako bi
postigli §to bolje performanse, za pronalazak najboljih rjeSenja za probleme sa viSe varijabli 1
ograniCenja kao §to je maksimizacija efikasnosti, stabilnost i zeljene performanse sustava,
odabir strategija te omogucuju analizu i optimizaciju sustava sa suprotstavljenim ciljevima.
Takve metode imaju svoju primjenu u robotici za kretanje robota u dinami¢kom okruzenju,

energetici, konstrukciji za postizanje maksimalne ¢vrsto¢e i minimalne teZine itd.

U ovom radu ¢e se primijeniti algoritam povratnog prostiranja kroz vrijeme za sintezu
suboptimalnog zakona upravljanja linearnim dinami¢kim sustavima koji ¢e omoguditi
zadrzavanje utjecaja poremecaja ispod dozvoljene granice 1 asimptotski stabilizirati zatvoreni
sustav. Algoritam ¢e se primijeniti u svrhu rjeSavanja minimaks suboptimalnog problema
upravljanja sustava gdje se vektor poremecaja promatra kao varijabla koja maksimizira kriterij
optimalnosti, dok se vektor upravljanja promatra kao varijabla koja minimizira Kriterij
optimalnosti. Za izratun minimuma i maksimuma funkcije troska koristi se metoda

konjugiranog gradijenta.

U prvom dijelu rada provest ¢e se teorijska razmatranja, sa stanovista diferencijalnih igara, o
metodama optimalnog upravljanja linearnim sustavima uz H,, kriterij optimalnosti. Tu ¢e se
opisati sustav u prostoru stanja te primjena diferencijalnih igara na problem H,, upravljanja.
Predstavljeni su koncepti o stabilnosti i upravljivosti linearnih vremenski invarijantnih sustava
zatim je opisana veza H, uvjeta optimalnosti i £, stabilnosti te njegova primjena u

diferencijalnoj igri za H,, upravljanje.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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Dugi dio nudi matematicku analizu algoritma povratnog prostiranja kroz vrijeme te njegove

primjene na problem sinteze suboptimalnog zakona upravljanja po svim varijablama stanja
linearnog sustava uz prisustvo poremecaja. Usporedit ¢e se 1 razlicite metode optimizacije te
utjecaj pocetnih parametara na efikasnost i uspjesnost algoritma. Na kraju ¢e se provesti analiza
1 usporedba rezultata izvedenog algoritma s onima koja se dobiju rjeSavanjem pripadajuce

Hamilton-Jacobi-lsaacsova odnosno Riccatijeve jednadzbe.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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2. H. UPRAVLJANJE DINAMICKIM LINEARNIM SUSTAVIMA

2.1. Linearni dinamiéki sustavi
2.1.1. Dinamicki model linearnih sustava

Vremenski-invarijantni linearni kontinuirani dinamicki sustavi su sustavi ¢ija je veza izmedu
ulaza i izlaza linearna, a da matrice stanja nisu ovisne o vremenu. Moze se prikazati slijede¢im

dinamic¢kim jednadzbama stanja i izlaza [1]:

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(tp) = xo, (2.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) 2.2)
gdje su:
x(t) e R™ - vektor stanja,

u(t) e R™ - vektor upravljanja,

y(t) e RP - vektor izlaza,

A e RV - matrica koeficijenata sustava,
B e R™™ - matrica ulaza sustava,

C e RP*™ - matrica izlaza sustava,

D e RP*™ - matrica prijenosa sustava,

U slucaju kada je vektor upravljanja jednak nuli, u(t) = 0, govorimo 0 autonomnom linearnom
sustavu te ga mozemo prikazati slijede¢im dinamickim jednadzbama:

x(t) = Ax(t), x(to) = xo, (2.3)
y(t) = Cx(t) 2.4)

Stanje nehomogenog linearnog invarijantnog kontinuiranog sustava u bilo kojem trenutku
mozemo odrediti poznavanjem podetnog stanja sustava x(0) i prijelazne matrice sustava e4¢
Sto se vidi iz slijedec¢ih jednadzbi [1]:

t

x(t) = e?x(0) + j eAC-DBy (1) dt (25)
0

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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£
y(t) = Cetx(0) + J Ce”CDBu(r) dt + Du(t)
0

(2.6.)

Matrica prijenosnih funkcija je omjer Laplace-ovih transformacija ulaza i izlaza, drugim
rije¢ima, to je Laplace-ova transformacija jedinicnog impulsnog odziva sustava [2]. Vazna je

za sustav jer nam daje informacije o dinami¢kom ponasanju sustava. Slijedi njezina definicija:

Y(s)
G(s) = UGs) 2.7)
Primjenom Laplaceove transformacije na jednadzbe sustava (2.1.) i (2.2.) dobivamo:
sX(s) —x, = AX(s) + BU(s) (2.8)
Y(s) = CX(s) + DU(s) (2.9)
G(s)=C(sI-A)'B+D
(s) =C(s )7'B + 210)

Matricom prijenosnih funkcija G (s) moze se definirati stabilnost sustava. Sustav je stabilan ako
su polovi matrice prijenosnih funkcija G(s), odnosno svojstvene vrijednosti matrice A,
smjeSteni na lijevoj polovini kompleksna s-ravnine Sto znaci da realni dijelovi korijena

karakteristi¢ne jednadzbe det[sI — A] moraju biti negativni Re(s) < 0.

2.1.2. Upravljivost

Sustav je upravljiv ako se moze prevesti iz proizvoljnog pocetnog stanja u proizvoljno kona¢no

stanje u kona¢nom vremenu. Govori nam postoji li uopce rjesenje koje trazimo.

Linearni vremenski invarijantni sustav (2.1.) je potpuno upravljiv po stanjima u zatvorenom
vremenskom intervalu ako postoji vektor upravljanja u(t): ty < t < t; koji ¢e prevesti sustav

iz proizvoljnog pocetnog stanja x(t,) u proizvoljno konacno stanja x(t¢) [2].

Pomoc¢u rjeSenja diferencijalne jednadzbe (2.5.) moZemo odrediti vektor stanja u nekom

trenutku ¢;:
ty
x(t,) = et1x(0) + j eAt-DIBy (1) dt (2.11)
0

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4
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Dobivena je integralna jednadzba s obzirom da je nepoznati vektor upravljanja ispod integrala.
IzIlugit éemo ga te primijeniti Cayley-Hamiltonov teorem na matri¢nu funkciju e“? i razviti ju

u polinom po matrici 4 [1].

ty
e Atix(t)) — x(0) = J e Bu(r)dt (2.12)
0
n—-1
e AT = z a;(1)A’ (2.13)
7=0

Bu(t) = Z b, u, (1)
k=1

(2.14)
Jednadzbe (2.12). 1 (2.13.) uvrstimo u (2.14.):
m n-1 t1
e Atix(t;) —x(0) = Z A bkf a;(Dug (1) dt (215)
k=1 j=0 0
ty
Vi = f a;j(Du (1) dt (2.16.)
0
Uvrstavanjem (2.16.) u (2.17.) dobijemo:
m n-—1
e Atix(t)) — x(0) = Z Vjk Al b, (2.17)
k=1j=0

S obzirom da su pocetno i konacno stanje proizvoljni, izraz mozemo dekomponirati po
vektorima A’b,,, a da bi to bilo moguée od n x m vektora, n ih mora biti linearno nezavisno.
Dekomponiranu matricu po vektorima A’b, mozemo raspisati prema jednadzbi (2.18.) te s
obzirom da nam broj linearno neovisnih redaka ili stupaca matrice daje njezina rang, taZimo
rang matrice E (2.19.) koji je uvjet potpune upravljivosti stanja linearnih kontinuiranih stanja

sustava.
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E=[A"'B A" ?B.. A’B AB B] (2.18))

rank(E) =n (2.19)

2.2.  H kriterij optimalnosti

H.. norma je matematicki koncept koriSten u teoriji upravljanja za mjerenje veze ulaza i izlaza
sustava te performansi sustava. Ona kvantificira najgore pojaCanje ili priguSenje ulaznog
signala dok prolazi kroz sustav. Koristi se u metodologijama sinteze robusnog upravljanja kao
Sto je optimalno H. upravljanje kako bi se osigurala stabilnost i performansa sustava u
prisutnosti nesigurnosti. Stoga se parametri sustava dizajniraju tako da se minimizira H. norma
uz zadovoljenje stabilnosti i performansi. Ograni¢avanjem najgoreg pojacanja, H. norma daje

sposobnost sustavu da osigura Zeljeno ponasanje sustava u Sirokom rasponu radnih uvjeta.

2.2.1. Lpstabilnost
Ako dinamicki sustav prikazemo slijedecom jednadzbom [1]:
x = f(x) (2.20.)

KaZemo da je ravnotezno stanje x = 0 stabilno ako za neki € > 0 postoji § > 0 tako da iz
lx(tx) ]l < 6, slijedi ||x(t)]| < € zasve t = t,, inae je ravnotezno stanje nestabilno.

Ako ulazno-izlazno preslikavanje simbolic¢ki predstavimo operatorskim izrazom:

y = Hu (2.21)
gdje je
u: [0,00) - R™ - ulazni vektor
y:[0,0) - R" - izlazni vektor
H:Ljg — Ly, - operator koji preslikava ulazni vektor u izlazni

L,, stabilnost nam govori da je sustav stabilan ako za sustav reprezentiran operatorom H: L, —

Ly, postoje nenegativne konstante £, pojacanje y i bias f tako da vrijedi slijede¢a relacija [1]:

[(HW:llz, < vlluclls, + B, uelye, tel0, o) (2.22)

U limesu t — oo dobijemo:
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Iyllz, = Hullg, < yllullz, + 8 223)

Za p = 2 dobit ¢emo izraz za L, stabilnost:

Iylle, < vllulle, +B (2.24)

L, stabilnost nam govori da ulazni signal konacne energije uzrokuje izlazni signal konacne
energije. Ako imamo sustav u ravnoteznom stanju i sustav je globalno asimptotski stabilan, tada
vanjski poremecaj kona¢ne energije uzrokuje regulacijsku pogresku konac¢ne energije $to znaci
da ¢e sustav nakon izbacivanja iz ravnoteznog stanja s vremenom ponovno konvergirati

ravnoteznom stanju.

Utvrdivanje £, stabilnosti svodi se na raCunanje £, pojacanja y Sto je bitno iz dva razloga. Prvi,
ako je ulazni signal poremecaj, tada na osnovu izraza za £,, pojacanja moZemo utvrditi nacin
podeSavanja parametara sustava s ciljem minimizacije pojacanja, a time i minimizacije utjecaja
poremecaja na izlazne varijable. Drugi, ako imamo sustav koji se sastoji od spregnutih
podsustava za koje znamo odgovarajuca L, pojacanja, tada stabilnost sustava mozemo utvrditi

primjenom small-grain teorema [1].

Za linearni multivarijabilni sustav s konstanim koeficijentima (2.1.) sa njegovom matricom

prijenosnih funkcija, £, pojacanje sustava je jednako:
Y = sup,erllGGo)ll, (2.25)
gdje je:
lGGw)|l, - inducirana £, norma kompleksna matrice G(jw), §to je zapravo njezina

H. norma

2.2.2. He upravljanje

H. norma je mjera maksimalnog pojacanja sustava preko svih frekvencija. Za stabilan linearni,

vremenski invarijantan sustav s prijenosnom funkcijom G(s), H. norma je definirana kao:

G|, = supuerllGG)llw,  $=jw (2.26.)
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gdje je:

G(s) - prijenosna funkcija
W - frekvencija
|G(w)llee - najveéa singularna vrijednost matrice G(jw)

Ako je sustav disipativan u odnosu na L,-gain supply rate [1]:

V(x) < y2u"(Ou) — yT (©)y() (2.27)

sustav je L, stabilan sa £, pojacanjem manjim ili jednakim y.

Za linearni sustav:

x(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.28.)

y(t) = Cx(t) (2.29)

Sa funkcijom energije V(x) = x” Px dobijemo uvijete za izratunavanje £, poja¢anja y tako da
funkciju energije V (x) deriviramo, uvrstimo u prethodni izraz (2.27.) te prebacimo sve ¢lanove

na lijevo stranu:

xTATPx + xTPAx + u"B"Px + x"PBu — y*u’u + xTC"Cx < 0 (2.30)

Njezin izraz u matri¢noj formi glasi:

ATP + PA+C'C PB |[x
T, T
[ u ][ BTP —y21] [u] =0

(2.31)
Da bi gornja kvadratna forma bila pozitivno definitna, mora biti zadovoljena slijedeca
nejednakost:

AP + PA+ c’c PB1_, (2.32)
BTP —y2

Ako zelimo na osnovu ove kvadratne forme dobiti kvadratnu formu samo po vektoru x, to ¢emo

uciniti maksimizacijom desne strane izraza po vektoru u te ¢emo dobiti:
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1 T
u= 2 B’ Px (2.33)
Ako taj izraz uvrstimo u izraz (2.31.), dobivamo:

1
xT [ATP +PA+C'C+ y—zPBBTP] x <0 (2.34)

Sto ¢ée biti zadovoljeno ako postoji takav P > 0 koji zadovoljava kvazi Riccati kvatratnu
matri¢nu nejednadzbu:
1
[ATP +PA+CTC+ —ZPBBTP] <0
Y (2.35.)
Zakon upravljanja (2.33.) garantira da je £, pojacanje zatvorenog kruga manje ili jednako y.

Ovo se naziva i H» upravljanje jer je £, pojacanje linearnog sustava (2.1.) ekvivalentno H.

normi matrice prijenosnih funkcija.

2.3. Primjena diferencijalnih igara na problem H. upravljanja
2.3.1. Diferencijalne igre i minimaks princip

Diferencijalne igre su pristup problemima u teoriji igara vezani za modeliranje i analizu sukoba
u kontekstu dinamickog sustava. To je grana teorija igara koja se bavi strateSkim interakcijama
igraca u dinami¢kom okruzenju gdje promjenu stanja sustava u vremenu opisuju diferencijalne

jednadzbe. Svaki igraC svojim varijablama i strategijama zeli postici Sto bolji ishod.

Ravnotezno stanje u diferencijalnoj igri predstavlja situaciju u kojoj nijedan igra¢ ne moze
poboljsati svoj rezultat mijenjanjem svoje strategije bez suglasnosti drugih igraca. Dinamicke
trajektorije diferencijalnih opisuju razvoj igre tokom vremena, a definirane su kao
diferencijalne jednadZzbe koje opisuju ponasanje svakog igraca u kontekstu strategija drugih

igraca. Njihova analiza omogucuje predvidanje konacnih ishoda igre.

Teorija igara s nultom sumom datira jo$ iz ranih 1920-ih. Tada je na ovoj temi radio Borel, on
je uveo pojam sukobljene situacije donoSenja odluke koja ukljucuje viSe igraca tj. onih koji
donose odluke. Takoder je uveo i koncepte Ciste i mijeSane strategije. Ali nije razvio potpunu
teoriju igara s nultom sumom, ¢ak je pretpostavio da je min-max teorem, koji se koristi u ovom

radu, netocan. Prvi koji je iznio dokaz min-max teorema i postavio temelje teorije igara kakvu

Fakultet strojarstva i brodogradnje 9



Karla Marija Segota Diplomski rad

danas poznajemo je Von Neumann 1930-ih godina. Proucavanje diferencijalnih igara zapoceo
je Isaac nakon razvoja Pontryaginovog principa maksimuma kojim se pronalazi najbolji mogucéi
nacin za prevodenje dinamickog sustava iz jednog stanja u drugo uz prisutnosti ogranicenja za
stanje ili upravljacke varijable. Time je postalo jasno da postoji veza izmedu diferencijalnih
igara i teorije optimalnog upravljanja. Zapravo, problemi diferencijalnih igara su zapravo
generalizirani problemi optimalnog upravljanja u slucajevima s vise igraca. Tijekom 1960-ih i
1970-ih godina prepoznata je uloga teorije igara u dizajnu minimaks upravljac¢a gdje je cilj
minimizirati ishod pod najgorim mogucéim smetnjama ili varijacijama parametara. To vodi do
zaklju¢ka kako upravlja¢ mora imati dinamicku strukturu Sto zahtjeva postavljanje
diferencijalnih igara. 1980-ih godina su istrazivanja napredovala te naraslo razumijevanje
slozenih igara izmedu koncepata rjeSenja i dinamickih informacijskih obrazaca u igrama s
nultom sumom. Tih godina se primjena metoda uglavnom Kkoristila za probleme procjene i
stohastiCkog upravljanja s nestrukturiranom nesigurnos¢u te za probleme strukturiranih
nesigurnosti. Tih godina u teoriji upravljanja dominirao je H., pristup. Takoder je metodologija

dizajna upravljaca u najgorem slucaju, ali u frekvencijskoj domeni.

Minimaks pristup je vrsta algoritma povratnog pretrazivanja koji se Cesto koristi u teoriji igara
1 donoSenju odluka kako bi pronasli optimalno kretanje igraca s pretpostavkom da 1 protivnik
igra optimalno. Sastoji se od dva igraca, jedan je minimizator, a drugi maksimizator gdje
maksimizator pokusava posti¢i §to volji ishod, a minimizator pokuSava suprotno, posti¢i Sto
lo$iji ishod tj. nizi rezultat. Minimaks pristup se primjenjuje u raznim podruc¢jima od druZtvenih
igara za procjenjivanje svih mogucih poteza suparnika za odabiranje poteza koji minimizira
maksimalni moguéi gubitak, dizajna sustava koji moraju raditi pod razli¢itim uvjetima i
smetnjama za osiguravanje optimalne izvedbe u najgorem scenariju, dizajna kontrolera za
automomna vozila kako bi se osiguralo sigurno ponasanje u prisutnosti nepredvidivih smetnji

do pretrazivackih algoritama i planiranja projekata.

2.3.2. Hupravljanje

U diferencijalnoj igri za H. upravljanje imamo dva igraca, upravljacku varijablu u i

poremecajnu varijablu d, te taj sustav mozemo opisati diferencijalnom jednadzbom koja slijedi:

x(t) = Ax(t) + Byu(t) + B,d(t) (2.36.)
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Cilj H- upravljanja sustavom (2.1.) je odrediti zakon upravljanja u = Kx(t) i najgori slucaj
poremecaja d = Wx(t) takav da je y > 0 minimiziran $to minimizacija H. norme prijenosne
funkcije od poremecaja do izlaza sustava. Funkcija troSka po kojoj ¢e se definirati diferencijalna
igra nulte sume:
tr
J= | G Qx+ Il -yl de ean)
to

U zadanoj funkciji za matricu Q pretpostavlja se da simetriCna i pozitivno semidefinitna.
Diferencijalnom igrom nulte sume trazimo sedlenu to¢ku u kojoj upravljatka varijabla
minimizira funkciju troska J kako bi se utjecaj poremecaja zadrzao ispod dozvoljene granice

dok istovremeno varijabla poremecaja maksimizira istu funkciju troska.

Optimalne strategije oba igrata mogu se dobiti rjeSavanjem Hamilton-Jacobi-Isaacs
jednadzbom gdje je vrijednosnu funkciju pretpostavljamo kao V(x) = x”Px i P pozitivno

semidefinitno rjeSenje Riccatijeve jednadzbe.

. aV T T 2 JT
min,max;{— (Ax + Bju+ B,d) +x"Qx +u'u—y“d'di=0 (2.38)
u d ax
av
— =2xTP
dx (2.39.)

Uvrstimo jednadzbu (2.39.) u HJI jednadzbu (2.38.) te dobijemo:
min,max,{2x"P(Ax + Byu + B,d) + xTQx + uTu —y?d’d} =0 (2.40.)

1z toga slijedi optimalni zakon za upravljanja koji ¢emo dobiti maksimizacijom po u:

d
™ {2xTP(Ax + Byu + Byd) + xTQx + uTu —y?d’d} =0 (2.41)
0
%{ZxTPBlu +uTu}=0 (2.42.)
2xTPB; +2u =0 (2.43))
u* = —B,"Px (2.44)

Takoder, minimizacijom HJI jednadZbe po d, dobit ¢emo optimalni zakon za poremeca;:
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d
ﬁ{ZxTP(Ax +Byu+Byd) +xTQx +uTu—y2dTd} =0
4 T 2 JT,,2
%{Zx PB,d —y“d"y“}=0
2x"PB, — 2y%*d =0

* 1 T
d ZV_ZBZ Px

(2.45.)

(2.46.)

(2.47.)

(2.48))

Uvrstavanjem u”* (2.44.) i d* (2.48.) u H1J jednadzbu (2.40.), dobit ¢e se Riccatijeva jednadzba

(2.50.) gdje je P njezino rjesenje.
T T 1 T
PA+ AP + Q — PB,B, P+y—2PBsz P=0

Ova metoda optimalnog upravljanja sustavom koristit ¢e se u ovom radu.

(2.49.)
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3. NUMERICKI ALGORITAM ZA H..UPRAVLJANJE LINEARNIM
DINAMICKIM SUSTAVIMA

Numeri¢ki algoritam za H., upravljanje linearnim dinamickim sustavima se temelji na
algoritmu povratnog prostiranja kroz vrijeme. Primijenjen je tako da se gradijent propagira
unazad kroz svaki korak te se tako optimiziraju tezinski parametri. Kontinuirani dinamicki
sustav koji se optimizira, diskretiziran je Eulerovom metodom §to nam omogucuje analizu
njezinog ponasanja kroz vrijeme. RjeSavanje postavljenog minimaks optimizacijskog problema
temelji se na algoritmu konjugiranog gradijenta poboljSanog SuperSAB metodom koja

prilagodava korake ucenja tijekom optimizacije te time omogucuje brzu konvergenciju.

3.1. Formulacija problema

Zadani linearni vremenski invarijantni dinamicki sustav bit ¢e oblika:

x(t) = Ax(t) + Bqu(t) + B,d(t), x(ty) = X, (3.1)
_[x®
z(t) = [u(t) (3.2)
gdje su:
x(t) e R™ - vektor stanja,

u(t) e R™ - vektor upravljanja,

d(t) e R™ - vektor vanjskog poremecaja,
z(t) e R™2 - kaznena varijabla
X € R™ - vektor pocetnih stanja sustava

Pretpostavlja se da su sva stanja sustava (3.1.) i (3.2.) upravljiva, s obzirom na:

E = [An_lBl An_zBl AzBl ABl Bl] (3.3)

rank(E) =n (3.4
Cilj ovog rada je odrediti zakon upravljanja:
u = Kx(t) (3.5)

te ,,najgori moguci“ poremecaj sustava:
d =Wx(t) (3.6

tako da je y > 0 minimiziran.
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Matrica K opisuje upravljace ulaze s obzirom za vektor stanja x(t), a matrica W ulazne
poremecaje sustava. Obje matrice ¢e se izraCunavati konjugiranim gradijentnim algoritmom te

¢emo definirati u zajendi¢koj matrici:

Z = [I/II{/] (3.7))

Za zadani sustav (3.1) i (3.2), definira se funkcija troSka diferencijalnom igrom nulte sume za

pronalazak zakona upravljanja i varijable poremecaja takvih da je:

tf
1
] = min, max, f E(xTQx + Jull? = ¥2|Id||?) dt (3.8)
to

3.2.  Vremenska diskretizacija Eulerovom metodom

Prijmjena BPTT algoritma zahtjeva diskretizaciju dinamic¢kog sustava (3.1) koja ¢e se u ovom

radu rijeSiti Eulerovom metodom vremenske diskretizacije.

Ako uzmemo vremenski interval [0, tf) nad kojim ¢emo raditi diskretizaciju, podijelit ¢emo ga
na N — 1 pod intervala jednakih duljina, vremenski raspon ¢e se sastojati od t; = it to¢aka za

i =0,1,2..N — 1 gdje duljina vremenskog koraka jednaka t = t;/N.

Eulerova aproksimacija dinamicke jednadzbe sustava (3.1.) je:
x(+1) =x@+7f@), x(t) = xo (3.9)
gdje je:
f@ = Ax(D) + Byu(i) + Bd(i) (3.10.)

naintervalu 0,1,2...N — 1.
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1 function % = my euler(g, Z, h, Nint)
% ODE solution using Euler method
global n x0

®x(l:n, 1) = x0;

for ] = 1:Nint
10 f = ODE sys(x, g, %, J);
X

(:, i+1) = =x(:, ) + h*f;

Slika 3.1. Matlab kod za Eulerovu diskretizaciju

1 lfunction dx = ODE_sys(x, g, Z, 1)
% System ODE: x' = f(x, u, d)
?global n uizl
x2 = x(2, i) ;
g(:,i) = Z%*x(:,1);

?3

14 uizl(:,1i) = g(:,1i);

gf{l, i);
gz, 1i);

16 dx = zeros(n, 1):;

18 dz (1)
19 dz (2)

x2 + d;
u;

Slika 3.2. Matlab kod za izrac¢un funkcije f(i)

Na slici 3.1. je prikazan Matlab kod koji azurira sustav po Eulerovoj diskretizaciji za trenutno
stanje. Funkcija my_euler krece sa trenutnim stanjem sustava X0, upravljac¢kom varijablom i
poremecajem g, matricam K i W koje su zapisane u matrici Z, vremenskim korakom h te broju
iteracija Nint. Unutar nje se poziva funkcija ODE_sys koja je prikazana na slici 3.2. te
izraCunava jednadzbu (3.10.) dx kako bi u funkciji my_euler mogli azuirarti trenutno stanje

sustava x (3.9.) Eulerovom diskretizacijom.

Diskretizirane jednadzbe upravljacke varijable (3.11.) i poremecaja (3.12.) izrazene su kao:
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HOEDWENG
s=1

(3.11)
j=1,2,..,n,,
n
ar(D) = ) WD)
s=1 (3.12)
r=1,2,..,n4
Diskretni oblik funkcije troska je:
N-1
J=1 Z F() (3.13)
i=0
gdje je:
F . =l NT . . 2 _ 2 d . 2 314
(0 =5 @@ Qx@) + lu@®@II” = y*lld@II) (3.14.)

3.3. Metoda konjugiranog gradijenta

Metodu konjugiranog gradijenta koristimo za pronalazak sedlene tocke diferencijalne igre nulte

sume.

Metoda konjugiranog gradijenta poc¢inje od pocetne pretpostavke x, te nadalje generira x;, za

k > 1 pomocu ponavljanja [3]:
X1 = X + akdk, (3.15)

gdje je vektor smjera pretrazivanja:

di+1 = —Gk+1 + Brdy, do = —9o (3.16.)
gdje su:
a - parametar veli¢ine koraka
B - parametar aZuriranja
Jrer1 = V()T - gradijent funkcije
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Metoda je vrlo prakti¢na za programiranje s obzirom da za racunanje iteracije treba samo
rjeSenja prethodne, a ne 1 svih ostalih iteracija $to znaci da treba pamtiti samo vektor zadnje
iteracije, a ne matricu svih iteracija. Takoder, algoritam koristi prilagodbu stope konvergencije

Sto daje bolju izvedbu nego ako je konstantna, prije ¢e doc¢i do rjeSenja.

3.3.1. Parametar # konjugirane gradijentne metode

U ovom radu koristili smo Cetiri poznate metode za izraCunavanje parametra azuriranja f3:
Hestenes-Stiefel, Fletcher-Reeves, Polak-Ribiere i Dai-Yuan te jo$ dvije koje su hibrid tih

Cetiriju metoda.

Svaka od tih metoda Koristi || gy11|% ili gk 1y, ubrojniku i ||gx||? ili dfyy u nazivniku gdje
je |I-1]? euklidska norma, a y, = gx+1 — gk - Njihovim kombinacijama dobijemo &etiri razli¢ite
metode [3].

Razli¢iti f odreduju razli¢ite metode konjugiranih gradijenata. Radovi u ovom podrucju

pokazuju da pravilan odabir ovog parametra vodi do boljih numericki izvedbi [5].

Hestenes-Stiefel metoda glasi:

T
HS _ Irk+1Vk

k
Fletcher-Reeves metoda glasi:
Gi+1ll?
FR _
AT 18
Polak-Ribiere metoda glasi:
T
PR __ Ik+1Yk
PATE 219
Dai-Yuan metoda glasi:
Giesall?
;?y = ﬁ (3.20.)
k

Moguce je kategorizirati iznad prikazane formule u dvije kategorije. PR i HS su ukljuceni u

prvu kategoriju. Ove formule smatraju se medu najucinkovitijim dostupnim metodama
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konjugiranih gradijenata za pronalaZenje rjeSenja za funkcije velikih razmjera. To mogu postic¢i
zbog brojnika gr . ,v, u koji je integrirana funkcija automatskog ponovnog pokretanja koja
sprjecava da zapnu tijekom procesa izraCunavanja. U drugu kategoriju su ukljuceni DY 1 DY.
Unato¢ c¢injenici da ovi algoritmi imaju izvrsne konvergencijske karakteristike, njihova

numericka izvedba Cesto je suboptimalna kao rezultat fenomena zaguSenja.

Neki od najboljih izvedbi algoritma konjugiranog gradijenta su hibridnim metodama, koje
dinamicki prilagodavaju formulu za (), kako se iteracija razvijaju. To moze ukljucivati i
promjenu nac¢ina na koji se 5 izraCunava tijekom iteracija. Na primjer, moguce je koristiti
razli¢ite metode racunanja [, u ranijim ili kasnijim iteracijama koje mogu bolje optimizirati
funkeciju za neki njezin specifi¢an oblik. Takoder, moze sprijeciti zagusSenje tj. ne napredovanje
algoritma. To omogucava algoritmu konjugiranog gradijenta da se prilagodi razliitim
karakteristikama funkcije troska Sto ¢e poboljsati konvergenciju algoritma i smanjiti ukupno

vrijeme potrebno za rjeSavanje problema optimizacije [3].

U ovom radu se koriste dvije hibridne metode: Touati-Ahmed-Storey metoda i Dai-Yuhan
hibridna metoda. Touati-Ahmed-Storey metoda koja je hibrid Polak-Ribiere i Fletcher-Reeves

metoda glasi:

8, = i 0 BR < BR ot
. IR, inace (3.21)
Dai-Yuhan hibridna metoda koja je hibrid Dai-Yuan i Hestenes-Stiefel metoda glasi:
B = max{0, min(By%, BP¥) (3.22.)

3.3.2. SuperSAB metoda

Standardna metoda za izracunavanje u je metoda najbrzeg spusta $to je racunalno zahtjevan
na¢in jer moze zahtijevati mnogo evaluacija funkcije troska u jednoj iteraciji gradijentnog
algoritma. Takoder, ako funkcija nije odgovaraju¢e skalirana, moze pokazati loSe
konvergencijske karakteristike. Za izbjegavanje tih problema koristi se SuperSAB metoda [4]
koja zahtjeva samo informacije o smjerovima gradijenta u dvije uzastopne iteracije
gradijentnog algoritma. Smjer gradijenta se odreduje prema predznacima dviju uzastopnih

iteracija gradijenta pa se stopa ucenja prilagodava tako da ako gradijenti ima jednak predznak,
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stopa ucenja se povecava $to ubrzava konvergenciju, a ako imaju razli¢it predznak znaci da je

preSao lokalni minimum te se stopa uc¢enja smanjuje. Jednadzbe koje ju opisuju su slijedece:

xi(k + 1) = x;(k) + Ax; (k) (3.23)
2% (K) = —1u00) =+ adx(k - 1) (3.24)
9, (k)
[+ n,(k—1),  ako axaifk) : axi(?cf— 5 >0
n;(k) =<d” -ny(k—1), ako axaij(ck) . axi(if_ D <0 (3.25))
(7 (k= 1), ako axai](ck) ' Bxi(?cf— D=0

Ovaj algoritam lokalne adaptivnosti pruza brzu konvergenciju jer se optimizirana varijabla x;

. . . . . .. of . of .
azurira samo po lokalnim vrijednostima gradijenta funkcija ) i Sr D) Medutim, tu se

javlja i problem diskontinuiteta upravljacke varijable. Kako bi to izbjegli izmijenit ¢e se
postupak tako da omogucava globalnu adaptaciju jedne stope ucenja u svakoj iteraciji k kako

bi dosli do optimalnog kontinuiranog upravljackog rjeSenja.

3.3.3. Racunanje gradijenta za zadani problem

Minimaks optimizacijski pristup se temelji na usponu ili spust konjugiranog gradijenta za

matrice K = [k;s| i W = [wy].

Kako bi jednostavnije primijenili algoritam konjugiranog gradijenta, matrice K 1 W ¢e se

zajednicki izraGunavati u matrici Z tako da vrijedi:

Z = ['/If/] (3.26.)

Algoritam konjugiranog gradijenta ¢e se izvesti u slijede¢em obliku:

s = AV](ZU—D) + ﬁ(]'—l)s(]'—l) (3.28)

gdje je:

S - smjer pretrazivanja
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Za prvi redak matrice Z, ¢iji su elementi zapravo elementi matrice K, A = —1, dok je za drugi

redak ¢iji su elementi elementi matrice W, 4 = 1.

Kao §to je ve¢ spomenuto, kako bi zaobisli problem diskontinuiteta upravljacke varijable koji

ova metoda donosi, modificiran je SuperSAB algoritam za racunanje stope ucenja:

g | o] 1 9]
dt-m(-1), ako TT{[avec(zu))] avec(ZU_l))} =0

] T aJ (3.29)
dy - [ — 1), ko T [ . ] A <0
roml -1 ko r{ ovec(ZW) 6vec(Z(1‘1))}

\ dom(—1), ako J(zD) =j(zU™D)
gdjesu 0 < d; < di <1 < d* dilatacijski parametri.

7;(j) =

1 function eta = sta_update({eta old, Jz, Jz prev, J, J prev)

Lif (trace(Jz.'*Jz prev) >= ()
eta = * eta old;

Helseif (J >= J prev)
eta = * eta old;

11l Helseif (trace(Jz.'*Jz prev) < 0)
12 eta = * eta old;

14 end

Slika 3.3. Matlab kod SuperSAB algoritma

Na slici 3.3. je Matlab kod implementacije modificiranog SuperSAB algoritma za zadani
problem. Uvjeti odredivanja veliine stope ucenja se odreduju s obzirom na trag umnoska
proslog i trenutnog koraka gradijenta funkcije troska i prema trenutnom iznosu funkcije troska

I one iz prethodnog koraka.

Za izraCun stope ucenja pomoc¢u SuperSAB metode, potreban nam je gradijent funkcije troska

po elementima matrice Z.

Gradijent funkcije troska (3.8) po elementima matrice Z u j-toj iteraciji gradijentnog algoritma

I i-tom intervalu uzorkovanja dan je jednadzbom (3.30.):
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- n

OF() 9%,(1) " oF () 9g,3)
Z Z 0x, (i) 0zp, ] 09, () 0zp,

(3.30.)

i=0 r=1

gdjejep=1,2,...n,iq=1,2,....n4.

Kao $to smo matrice K i W stavili u zajedni¢ku matricu Z za jednostavniju implementaciju
gradijentnog algoritma, analogno ¢emo i upravljacu varijablu u i poremecaj d staviti u
zajednic¢ku matricu g.(1):

[9:@1 = 90 = |30 @)

Izraz (3.31.) se moze zapisati u matricnom obliku:

N-1
aj z(@F(i) ox(i) O9F(i) ag(i)>
T = ]

= . + . 3.32.
32, 0x(D) 0zpy | 0g(0) 07y (8:82)
Pomocu jednadzbi (3.13.) i (3.14.) mozemo odrediti elemente:
aF(i) _ 1 . T . . 2 2 . 2
O = 5 2 OO + @I ~ v @20)
dF (i)
X)) = Qx(i) (3.34)
aF(i) 1 . T . . 2 2 . 2
550 = 50 |2 FOTQx@ + @I~y IO 535)
a9 |0 =y, 9" (3:36)
Parcijalna derlvacua %D e moe izratunati prema slijedecoj jednadzbi:
Zpq
. n . . nu+nd . .
dx(i) _ 0f,(i—1) dx;(i—1) of,(i—1) ag,,(i—1) 037)
0z = ox;(i—1) 0z, & 0gm(i—1) 0z, o
gdjejer=1,2,...n,p=1,2,...n, +ng iq=1,2,...n.
Takoder, moZemo jednadzbu (3.37.) zapisati u matri¢nom obliku:
ox(i) odf(i—1) ox(i—1) of(i—1) agi—1)
= : : (3.38))

0z, Ox(i—1) 0z,,  9g(i—1) 0z,
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af(i-1) . 9f(i—-1)
Uvrstimo li jednadzbe (3.9.) i (3.10.) u 250=1) i 2001 dobit ¢emo izraze:

of(i—1) d
= [ —1 Ax(i—1)+Bu(i—1)+B,d(i—1 (3.39.)
ax(l _ 1) ax(l _ 1) [x(l ) + T( x(l ) + lu(l ) + 2 (l ))]
af(i —1)
g~ (3.40.)
x—n mtH™
D) 0 (= 1)+ t(Ax(i— 1)+ Bruli— 1) + Byd(i — 1)) @41)
ag(i—l)_ag(i—l)Xl T( Ax(i qu(d ,d (i ) A4l
af (i — 1)
— <~ —71[B, B (3.42))
ag—1) 1B B
Nadalje, parcijalna derivacija # se moze izracunati kao slijedeca jednadzba:
0 (L) dx;(i)
gm 2 q( D)+ Zm; 6] (3.43.)
=1
gdjejem=1,2,...n, +nd ,r=1,2,...n,,p=1,2, ...nu+nd ig=1,2,...n,a
Ormj _ Smyp Sto je Kroneckerov delta.
0zpq
Tada se jednadzba (3.43.) moze zapisati u slijede¢em matri¢énom obliku:
[61p 0 0] ()
dali : : q ax(i
O U | s P10 (3.44)
0Zpq l 0 : . : : 0Zpq
0 0 vee 6mp
Slijeded¢i korak je odrediti poCetne uvjete za gore navede rekurzivne izraze.
Pocetni uvjeti vektora stanja sustava su neovisni o matrici Z, iz toga slijedi:
9x,(0) =0 (3.45.)
0Zpq
Drugi pocetni uvjet glasi:
99 (0)
. = 8pp¥q(0) (3.46.)
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Na slici 3.4. je prikazana implementacija gradijenta u Matlabu:

-

3.4.

functien J_z = gradient Jz(x, g, Z, h)
% Calculation of cost function gradient w.r.t. matrix weights

glcbal nu n N 2 B @ Rl R2 gama

J z = zeros(nu, n);

for p = 1:nu
for g = _:n

¥z = zeros(n, 1); % gdg/d=z

Gz = zeros(nu, 1); % dg/dz

Zz =

for 1 = 2:N
fx = eye(n) + h*A; % gdf/dx
fu = h*B; % gf/du
Xz = fx*¥z + fu*Gz;
Gz = diag([delta(l, p), delta(2, p)1)*[x(g,i);x(g,1)] + Z2*Xz;
Fx = Q*x(:,1); % dF/gx
Fu = blkdiag(R1l, -gama”~2*R2)*g(:,1); % dF/du
ss = dot(Fx, Xz) + dot(Fu, Gz);
Iz = ZZ + 55;

end

J_z(p, g) = zz*h;
end

end

Slika 3.4. Matlab kod za ra¢unanje gradijenta

Sumiranje algoritma

Prema slijede¢im koracima je sumiran algoritam objasnjen u ovom poglavlju:

Tablica 3.1. Suma algoritma po koracima

1

. korak Zadavanje parametara za vremensku diskretizaciju sustava: vrijeme

izvedbe t, broj vremenskih podintervala N, duljina vremenskog
koraka .

Postavljanje inicijalnih vrijednosti matrice pojacanja Z,.
Odabir metode za izraun parametra azuriranja 8 te njegove
maksimalne vrijednosti £, q.-

Postavljanje pocetnog vektora stanja x,.

2. korak Eulerova aproksimacija jednadzbe stanja i povecanje iteracija.
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3. korak Racunanje gradijenta i funkcije troska.

4. korak Racunanje novih pojacanja koriste¢i konjugiranu metodu, odabranu
metodu za raCunanje parametra azuriranja £ i SuperSAB algoritam.

5. korak Provjera uvjeta za zaustavljanje i vra¢anje na 2. korak.
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4. SIMULACIJSKI PRIMJER

4.1. Dinamicki model linearnog sustava

Potrebno je izabrati model sustava za provedbu usporedbe rezultata dobivenog algoritmom i
onoga koji se dobije rjeSavanjem pripadajue Hamilton-Jacobi-lsaacsove (Riccatijeve)
jednadZzbe. Primjer sustava je linearni sustav jednostavne mase koji je opisan sljede¢om
jednadzbom [2]:
mx(t) = u(t) +d(t) (4.1)

gdje je:

x(t) - pozicija mase m u nekom trenutku

x(t) -brzina mase m

X(t) - ubrzanje mase m

u(t) - upravljacki ulaz koji utjee na masu m

d(t) - vanjski utjecaj na masu m

Diferencijalnu jednadzbu drugog reda je potrebno prebaciti u prostor stanja. To ¢emo napraviti

tako da izlu¢imo ubrzanje mase X(t) s lijeve strane:

L1 1
X=—u+—d (4.2)
m m
Definiramo varijable stanja:
X1 =X
Xy = & (4.3)

Uvrstavanjem jednadzbi (4.3.) u (4.2.) iz diferencijalnih jednadzbi drugog reda, dobijemo dvije

diferencijalne jednadzbe prvog reda koje glase:

561 =.7.C=XZ
(4.4.)
.. 1 1
Xy =x:Eu+Ed
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Model sustava prema (4.4.) moze se krace zapisati kao:

. X2
m m
Sustav Zelimo zapisati u obliku:
1 0
. 0 17*1 —
= 1
X [0 0[x2]+mu+_d
m (4.6)
_ [ 01r*1 0
y=lo ollxl+ [l
Uz iznos mase m = 1kg, matrice sustava su:
_[0 1 _ 10 N
4=1o 0]'31 B [1]’32 - [0]
(4.7.)

=y of2n=[]

Za prethodno opisani sustav potrebno je odrediti upravljacku varijablu u 1 poremecajnu

varijablu d tako da je:

tr
. 1
J = min, max, j S G Qx + lull* =y ldIIP) d @8)
to
pri ¢emu su Q = [(1) 8 iy =2.

4.2. Rezultati simulacije

Za rjesavanje danog problema koristi ¢e se algoritam iz 3. poglavlja, a njegova ¢e izvedba biti

u programskom jeziku Matlab.

Ovdje su dane numericke vrijednosti pocetnih parametara potrebnih za pokretanje. Parametri
za vremensku diskretizaciju sustava su vrijeme izvedbe tr =10s i broj vremenskih
podintervala N = 5000 na koji ¢e se podijeliti vrijeme izvedbe. Na temelju toga se izraCuvana

duljina vremenskog koraka T = 0.002s.
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Parametri relevantni za konjugirani gradijentni algoritam su pocetna stopa konvergencije
gradijentnog algoritma n, = 0.0001, pocetna stopa konjugacije B, = 0.0008 i parametar

dopustene greske € = 0.001 na kojem se temelji kriterij zaustavljanja algoritma.

Takoder su dane i numericke vrijednosti dilatacijskih parametara SuperSAB metode: pozitivni
dilatacijski parametar za povecanje veli¢ine koraka d* = 1.2, negativni dilatacijski parametar
za smanjenje veli¢ine koraka di = 0.95 i negativni dilatacijski parametar za daljnje
prilagodavanje veli¢ine koraka d; = 0.4. Koristena je Dai-Yuan metoda za izracun stope

konjugacije S.

Pocetne vrijednosti matrica K i W postavljane su na vrijednosti K = [-1—1]iW =[1 1].
U algoritmu su matrice pojacanja K i W zapisane u zajedni¢ku matricu Z pa je njezina pocetna

vrijednost:

4.9)

Algoritam je konvergirao na 106. iteraciji nakon S$to je zadovoljio uvjet |||7] (z(j ))”Oo <¢za
e = 0.001. Nakon konvergencije algoritma nova vrijednosti matrice Z, ujedno i matrica
pojacanja K i W, iznosi:

—1.3320 -1.7639

Z= [ 0.4414  0.3338 (4.10))
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x1
x2

15

-05 - o

1 | 1 1 1 L L ! 1 I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
vrijeme t[s]

Slika 4.1. Varijable stanja u ovisnosti o vremenu

Na slici 4.1. prikazana je ovisnost varijable stanja o vremenu. Graf nam pokazuje kakav je

odgovor sustava na utjecaj upravljacke varijable i poremecaja tokom vremena ako vektor

pocetnih uvjeta varijable stanja iznosi x, = [ﬂ

Na slici 4.2. prikazana je ovisnost upravljacke varijable i varijable poremecaja o vremenu. Graf
nam pokazuje naglo djelovanje poremecaja te pokusaj upravljacke varijable da se suprotstavi i

neutralizira to djelovanje.

Na slici 4.3. je prikazana funkcija troska u ovisnosti o broju iteracija algoritma. Nakon pojave
naglog pada zbog pogreske u pocetnim uvjetima te blagog osciliranja, funkcija troska se
stabilizira Sto indicira da ju je algoritam uspjeSno minimizirao te je postigla svoje
(sub)optimalno rjesenje. Funkcija troska je konvergirala u / = 3.1025 i nakon toga ostaje

konstantna.
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05 |- s iz i

-05 - / .

25/ |

.35 1 1 1 1 1 1 | 1 1

vrijeme t[s]

Slika 4.2. Upravljacka varijabla u i varijabla poremecaja d u ovisnosti o vremenu

25 T T

20 A

Funkcija troska J

20 1 1 L 1 1
0 20 40 60 80 100 120
Broj iteracija

Slika 4.3. Funkcija tro$ka u ovisnosti s brojem iteracija
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Osim Dai-Yuan metode za izracun stope konjugacije uzete su u obzir i ostale metode iz
poglavlja 3.3.1. Medutim, s obzirom na jednostavnost obradenog modela sustava, rezultati su
gotovo jednaki. Rezultati razli¢itih optimizacijskih metoda dani su u tablici 4.1. Funkcija troska
je pomocu svih metoda konzistentno konvergirala na vrijednosti 3,1025. Neznatna razlika u
metodi Polak-Ribiere je zanemariva. lako su metode, osim hibridne metode Dai-Yuan -
Hestenes-Stiefel, uspjeSne u minimizaciji funkcije troSka, znacajno se razlikuju u vremenu
izvedbe $to je vazan faktor za odabir odredene metode. Dai-Yuan metoda je najucinkovitija,
pruza (sub)optimalnu vrijednost funkcije troska u najkracem vremenu. Konvergirala je u 106.
iteraciji i ostala stabilna. Osim hibridne metode Dai-Yuan - Hestenes-Stiefel, najlosije rezultate
je dala metoda Hestenes-Stiefel sa viemenom izvedbe dvostruko duzim od Dai-Yuan metode,
a konvergirala je u 233. iteraciji algoritma. Hibridna metoda Fletcher-Reeves - Polak-Ribiere
pokazuje obecavajuce smanjenje vremena izvedbe u usporedbi sa samom metodom Fletcher-
Reeves. Konvergirala je u 133. iteraciji §to najbolji rezultat nakon Dai-Yuan metode. Mogla bi

biti poboljsana njezina izvedba uz dodatna podesavanja parametara i provjere stabilnosti.

Tablica 4.1. Usporedba razli¢itih optimizacijskih metoda

Metoda Konfiguracija Funkcija troSka J Vrijeme izvedbe, [s]

Dai-Yuan 3.1025 38.6430

Fletcher-Reeves 3.1025 58.1514
N = 5000

Polak-Ribiere 7= 0.002 3.1027 49.3014
e =0.001

Hestenes-Stiefel 3.1025 92.3342
ﬁmax = 0.7

Fletcher-Reeves -

3.1025 47.7793
Polak-Ribiere
Dai-Yuan - _ -
] divergencija N/A
Hestenes-Stiefel
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4.3. Prilagodavanje ulaznih parametara

Za uspjesnost konjugirano gradijentnog algoritma, veliki utjecaj ima postavljanje njegovih
parametara koji mogu bitno utjecati na stabilnost algoritma, ali i brzinu. Nekoliko je takvih
parametara, a to su: duljina vremenskog koraka 7 koji ovisi o vremenu izvedbe ¢, i broju
vremenskih pod intervala N, zatim stopa konvergencije n,, kriterij zaustavljanja e, maksimalna

stopa konjugacije f,,,4, te dilatacijski parametri SuperSAB metode d*, dy i d5.

Prilikom racunanja skalarnih vrijednosti f parametra, doslo je do velikog variranja njezinog
iznosa Sto moze biti rezultat nekoliko razloga. Ako funkcija troska ima podrucja s velikim
nagibima, to ¢e rezultirati drasti¢énim promjenama smjera gradijenta izmedu iteracija Sto ¢e
dovesti i do nagle promjene . Takoder, veliki utjecaj moze imati i odabir pocetnih vrijednosti.
Ako su pocetne vrijednosti daleko od optimalnog rjesenja, to ¢e takoder dovesti velike varijacije
B-1. Te nagle promjene 8 mogu destabilizirati algoritam jer umjesto da postepeno konvergira
prema optimumu, ono krene skakati izmedu razli¢itih smjerova §to moze 1 usporiti proces
konvergencije. Zato ¢e se u algoritmu ograniCiti vrijednosti parametra 8 kako bi osigurali

stabilnost algoritma 1 postepenu konvergenciju prema rjeSenju Sto je prikazano na slici 4.4.

2= if (metoda == 1)
6 % Dai-Yuan
7|= brojnikl DY = norm(Jz(1l,:)):
1= nazivnikl DY = 5(1,:)*(Jz(1,:)-Jz prev(l,:)).";
9
10 - brojnik2 DY = norm(Jz(2,:)):
11 — nazivnik2 DY = 5(2,:)*(Jz(2,:)-Jz prev(2,:)).";
12
13 - if (abs(brojnikl DY / nazivnikl DY) < beta max)
14 — betal = brojnikl DY / nazivnikl DY;
LG |= else
16 — betal = beta max;
17 — end
18
19 — if (abs(brojnik2 DY / nazivnik2 DY) < beta max)
20 - beta2 = brojnik2 DY / naziwvnik2 DY;
21 = else
22 — beta2 = beta max;
23 - end

Slika 4.4. Dai-Yuan metoda izratuna parametra 8
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Stabilnost sustava i vrijeme izvedbe jako ovisi 0 izboru parametra f,,,, Sto je prikazano u
tablici 4.2. uz ostale parametre koji ostaju konstantni: ¢ = 10, N = 5000, T = 0.002 i ¢ =
0.001. Najbolja kombinacija minimalne vrijednosti troska i najkra¢eg vremena izvedbe je za
vrijednost parametra S, = 0.7 gdje je vrijednost funkcije trosSka konvergirala na 3.1025 u
39,4606s. Jako bliski rezultati postizu se i za vrijednosti 4, = 0.6 gdje je metoda
konvergirala za 40,2541s. Vrijednosti S, > 0.8 znatno povecavaju vrijeme izvedbe bez

dodatnog poboljsanja funkcije troska, dok za vrijednosti 5,4, < 0.05 algoritam divergira.

Tablica 4.2. Utjecaj parametra Bmax

Metoda Konfiguracija Funkcija troska J Vrijeme izvedbe, [s]
Dai-Yuan Bmax = 0.005 divergencija N/A
Dai-Yuan Bmax = 0.001 divergencija N/A
Dai-Yuan Brmax = 0.05 3.1025 42.0105
Dai-Yuan Bmax = 0.4 3.1025 48.4141
Dai-Yuan Bnax = 0.5 3.1025 41,1855
Dai-Yuan Bmax = 0.55 3.1025 51,2256
Dai-Yuan Brnax = 0.6 3.1024 40,2541
Dai-Yuan Bmax = 0.65 3.1025 57,1141
Dai-Yuan Binax = 0.7 3.1025 39,4606
Dai-Yuan Pmax = 0.8 3.1025 71,9649
Dai-Yuan Bmax = 0.9 3.1025 762,2038
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U konjugiranoj gradijentnoj metodi stopa konvergencije n, i Kriterij zaustavljanja € imaju
znaCajan utjecaj na izvedbu algoritma. UtjeCu na brzinu konvergencije, to¢nost konac¢nog
rjeSenja 1 ukupno vrijeme izvedbe. Medutim, treba odrediti 1 njithovu optimalnu vrijednost jer
mogu donijeti i dodatne probleme u algoritam. Visoka stopa konvergencije moze pocetno brzo
smanjiti funkciju troska, medutim u toj brzini joj se moZze dogoditi da preskoci optimalne tocke
te pocne nepotrebno oscilirati oko rjeSenja. U suprotnom, niska stopa konvergencije osigurava
stabilnije i preciznije korake prema (sub)optimalnom rjeSenju, ali manji koraci mogu poveéati
ukupno vrijeme izvodenja. Analogno tome, strogi kriterij zaustavljanja & ¢e povecati tocnost
dobivenog rjesenja, ali i znatno produziti vrijeme izvedbe algoritma. Dok slabiji kriterij
zaustavljanja e riskira preciznost i to¢nost rjeSenja. Te parametre treba prilagoditi prema

zahtjevima i o¢ekivanjima greske koje Zelimo dobiti algoritmom.

Tablica 4.3. Utjecaj kriterija zaustavljanja g

Metoda Konfiguracija Funkcija troska J Vrijeme izvedbe, [s]
Dai-Yuan € =0.0001 3.1025 144.6262
Dai-Yuan € = 0.0005 3.1025 112.1161
Dai-Yuan e =0.001 3.1025 38.0450
Dai-Yuan e = 0.005 3.1026 34.6714
Dai-Yuan e=10.01 3.1027 30.2038
Dai-Yuan e =0.05 3.1033 22.2430
Dai-Yuan e=0.1 3.1033 21.9820

U tablici 4.3. je prikazana ovisnost funkcije troska i vremena izvedbe o kriteriju zaustavljanja
uz ostale parametre koji ostaju konstantni: tr = 10, N = 5000, n, = 0,0001, = = 0.002 i
Bmax = 0.7 . Najbolja kombinacija minimalne vrijednosti funkcije troska i najkraceg vremena

izvedbe je za vrijednost ¢ = 0.001. lako se vrijeme izvedbe smanjuje slabijim Kriterijem
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zaustavljanja smanjuje, njezina to¢nost pada, dok strozim kriterijem zaustavljanja ne dolazi do

poboljSanja rezultata funkcije troska, a vrijeme izvedbe se drasticno povecava.

Jos ¢e se provjeriti utjecaj pocetne stope konvergencije §to je prikazano u tablici 4.4. uz ostale
parametre koji ostaju konstantni: t, = 10, N = 5000, 7 = 0.002, &= 0.001i S, = 0.7.
Promjene kriterija zaustavljanja, iako djeluju na izvedbu algoritma, uglavnom su sposobne do¢i
do (sub)optimalnog rjeSenja. Medutim, i male promjene pocetne stope konvergencije 7,
drasticno djeluju vrijeme izvedbe algoritma kao $to je pretpostavljeno. Stoga su granice
uspjesnosti algoritma s obzirom na 7, = [0,0001 0,0005] unutar kojih imamo minimalnu
vrijednost funkcije tro§ka. Za vrijednosti n, > 0,0005, algoritam divergira tj. ne moze pronaci
optimalno rjeSenje, a za vrijednosti pocetne stope konvergencije 1, < 0,0001, zbog malog
koraka mu se drasticno povecava vrijeme izvedbe tj. vrijeme potrebno za pronalazak

(sub)optimalnog rjesenja.

Tablica 4.4. Utjecaj pocetne stope konvergencije 1o

Metoda Konfiguracija Funkcija troska J Vrijeme izvedbe, [s]
Dai-Yuan no = 0.00005 3.1025 254.3802
Dai-Yuan 1o = 0.0001 3.1025 40.7885
Dai-Yuan No = 0.0005 3.1025 67.0519
Dai-Yuan no = 0.001 divergencija N/A

Uz odabir optimalnih parametara n, = 0,0001, € = 0.001 i S0, = 0.7, razmatrat ¢e se i
utjecaj duljine vremenskog koraka t Eulerove diskretizacije $to je prikazano u tablici 4.5.
UspjeSnost izvedbe algoritma uvelike ovisi o duljini vremenskog koraka te je interval
uspjesnosti s obziromna T = [0,00143 0,002]. Izvan tih granice, algoritam divergira i ne moze
pronac¢i optimalno rjeSenje problema. Utjecaj duljine vremenskog koraka na minimazciju
funkcije troska i vrijeme izvedbe djeluje suprotno. Povecanjem koraka, vrijeme izvedbe se
smanjuje, ali funkcija troska ima vecu gresku, dok se smanjenjem koraka, dogada obratno.

Stoga odabir optimalne duljine vremenskog koraka ovisi o zahtjevima. Ako je cilj minimizirati
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vrijeme izvedbe najbolje rjeSenje daje T = 0,0025, a ako je cilj minimizirati funkciju troSka,
najbolju izvedbu daje T = 0,00143. S obzirom da tezimo optimalnom djelovanju s obzirom na

oba zahtjeva, kao zadovoljavajuce rjeSenje uzimamo v = 0,002.

Tablica 4.5. Utjecaj duljine vremenskog koraka t

Metoda Konfiguracija Funkcija troSka J Vrijeme izvedbe, [s]
Dai-Yuan T =0,0001 divergencija N/A
Dai-Yuan 7 =0,001 divergencija N/A
Dai-Yuan 7 =0,00143 3,1010 59,5948
Dai-Yuan T =10,002 3,1025 39,9651
Dai-Yuan 7 =0,0025 3,1038 32,6397
Dai-Yuan 7 =0.0033 divergencija N/A
Dai-Yuan T =0.005 divergencija N/A

Neke okvirne vrijednosti dilatacijskih parametara SuperSAB metode su 0.85 < d* < 0.95 i
1.05 < d~ < 1.2, a njihova preporutena veza je dt =~ 1/d7. Njihov utjecaj algoritam je
prikazan u tablici 4.6. Dilatacijski parametri utjecu uglavnom na vrijeme izvedbe. Imaju mali,
gotovo zanemariv utjecaj na funkciju troska kao §to je vidljivo za izbor parametara d* =
1.2,d; = 0.85,d; = 0.4 s obzirom da su to ve¢ parametri na rubovima preporucenih intervala.
Stoga je optimalno rjeSenje za parametre d¥ = 1.2,d] = 0.95,d; = 0.4 jer rezultira

povoljnom funkcijom troSka uz minimalno vrijeme izvedbe.
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Tablica 4.6. Utjecaj dilatacijskih parametara

Metoda Konfiguracija Funkcija troska J Vrijeme izvedbe, [s]
dt=1.2

Dai-Yuan d; =0.95 3.1025 39,9651
d; = 0.4
d*t =1.05

Dai-Yuan di =0.95 3.1025 63.6481
d; = 0.4
dt=1.2

Dai-Yuan di =0.85 3.1024 52.7978
d; = 0.4
dt =12

Dai-Yuan d; =0.95 3,1025 50.4269
d; =0.2
d* =1.05

Dai-Yuan d; =0.85 3.1034 48.7828
d; = 0.4
d*t =1.05

Dai-Yuan di =0.85 3.1034 49.9107
d; =0.2

Odabir pocetnih vrijednosti matrice pojacanja je kritican korak u dizajnu algoritma
optimizacije. Prvi poku$aj biranja nul matrice kao pocetne matrice pojacanja nije bio dobar
izbor iz nekoliko razloga. Kada su svi elementi matrice jednaki nuli, po€etni parametri ¢e biti
jednaki za sve parametre tj. algoritam ¢e napraviti isti korak za sve parametre. S obzirom da
rjeSavamo problem optimizacije linearnog sustava, rane iteracije nekad nece pruziti korisne

informacije za smjerove pretrage S§to ¢e onda usporiti konvergenciju. Daljnjim
eksperimentiranjem, poja¢anja su postavljena u blizini kona¢nog rjesenja Z, = [_11 _11] §to

ubrzava konvergenciju, smanjuje rizik da algoritam zaglavi u nekom od lokalnih minimuma i
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povecava Sanse da pronade globalni minimum. Zbog te blizine konacnom rjeSenju i gradijenti
su manji $to vodi stabilnijim 1 manjim koracima tijekom optimizacije. Daljnjim priblizavanjem
kona¢nom rjeSenju dolazi se do vece greske funkcije troska i duzem vremenu izvedbe. S toga

se ostalo pri izboru matrice pojacanja (4.9.).

4.4. Usporedba
4.4.1. Usporedba s rjeSenjem standardnog gradijentnog algoritma

Ako za isti problem primijenimo standardni gradijentni algoritam ¢iji se koraci odreduju
direktno na osnovi gradijenta funkcije troSka, a ne za odredivanje smjera pretrage, za iste
pocetne parametre: Kriterij zaustavljanja e = 0.001, pocetna stopa konvergencije n, = 0,0001,

vrijeme izvedbe tr = 10 s, broj vremenskih pod intervala N = 5000 i duljina vremenskog

koraka 7 = 0.002s te jednaku pocetnu matricu pojacanja (4.9.), ne postize konvergenciju

funkcije troska, ali niti ne divergira, nego oscilira oko kona¢nog rjeSenja bez da ga postigne.
-1 -1

-1 -1
kriterij zaustavljanja ¢ = 0.01, broj vremenskih pod intervala N = 1000, duljina vremenskog

Tek nakon prilagodbe pocetnih parametara tako da je matrica pojacanja Z, = [

koraka T = 0.01s i pocetna stopa konvergencije 1, = 0,001, standardni gradijentni algoritam
je postigao konvergenciju nakon 896. iteracija u vrijednost funkcije troska J = 3.1238 §to je
dosta losiji rezultat u usporedbi sa konjugiranom gradijentnom metodom. Konvergencija
funkcije troSka u ovisnosti o broju iteracija je prikazana na slici 8. To nam pokazuje kako

SuperSAB metoda omoguc¢uje puno brzu konvergenciju bez velikog utjecaja na stabilnost.

—1.3270 —-1.7650

Matrica pojacanja postize vrijednosti Z = [ 0.4419 0.3363 I
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Slika 4.5. Funkcija troska standardna gradijentne metode u ovisnosti o broju iteracija

4.4.2. Usporedba s rjesenjem Riccatijeve jednadibe

Prema [2] za sustav (4.7.) rjeSenje Riccatijeve jednadzbe (2.49.) daje matricu:

P:[1.7638 1.3333]
1.3333 1.7638 (4.11)

Matrice pojacanja upravljacke varijable 1 poremecaja iz rjeSenja Riccatijeve jednadzbe glase:

K=-B,"P (4.12))
1 T
W= ﬁBz p (4.13)
Ako se matrica P (4.11.) uvrsti u (4.12.) i (4.13.) dobit ¢e se njihove vrijednosti:
K =[-1.3333 —1.7638] (4.14)
(4.15.)

W = [0.4410 0.3333]

Rezultati dobiveni rjeSavanjem Riccatijeve jednadzbe (4.14.) i (4.15.), vrlo su bliski rezultatima
. o N _[-1.3270 —1.76501 . :
dobivenim konjugiranom gradijentnom metodom Z = [ 04419 03363 ] prikazani na

38
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slici 4.6. 1 4.7. Prema tome, na$ konjugirani gradijentni algoritam dobro optimizira zadani

sustav. Medutim, to je bilo o¢ekivano s obzirom na jednostavnost sustava koji se obraduje.
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Slika 4.6. Ovisnost matrice pojacanja K o broju iteracija
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Slika 4.7. Ovisnost matrice poja¢anja W o broju iteracija
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5. ZAKLJUCAK

U prvom dijelu rada postavljena je teorijska podloga za linearne vremenski invarijantne sustave
te vaznost upravljivosti za taj sustav. Nakon toga je objaSnjena veza L, pojaCanja i H. norme
te kako je ta veza temelj H. upravljanja kojim se odreduje zakon upravljanja minimizacijom

funkcije troska.

U drugom dijelu rada razjaSnjen je numeric¢ki algoritam za H. upravljanje linearnim
dinamickim sustavom. KoriStena je struktura algoritma propagiranja unatrag kroz vrijeme koja
uz diskretizaciju dinamickog sustava Eulerovom metodom Kkoristi konjugiranu gradijentnu
metodu poboljSanu SuperSAB algoritmom te nekoliko metoda za izraCun parametra azuriranja
poput Hestenes-Stiefel, Fletcher-Reeves, Polak-Ribiere i Dai-Yuan te njihove hibride.
Algoritam je izveden u Matlab-u, a njegova analiza je provedena na dinamickom sustavu
jednostavne mase. Dobiveni rezultati su usporedeni sa izvedbom standardnog gradijentnog
algoritma te s rjeSenjem pripadaju¢e Hamilton-Jacobi-lsaacsova (odnosno Riccatijeve)
jednadzbe. Nakon podesavanja ulaznih parametara, postignuta je konvergencija funkcije troska
te su dobiveni zadovoljavajuéi rezultati. Najveci utjecaj na efikasnost i sposobnost algoritma
da daje rjeSenje je imao izbor pocetne matrice pojacanja Z. LoSe postavljanje pocetnih
vrijednosti te matrice moze u potpunosti onesposobiti algoritam za davanje rjeSenja i uz
prilagodavanje ostalih ulaznih parametara. U radu se fokusiralo na analizu i poboljSanje
pocetnih parametara za Dai-Yuan metodu racunanja parametra azuriranja. Obecavajuce
rezultate je dala i hibridna metoda Fletcher-Reeves - Polak-Ribiere te bi se daljnjim

prilagodavanjem njezinih pocetnih parametara mogla posti¢i bolja efikasnost.
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PRILOZI

l. Matlab kod
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MATLAB KOD

main_results

close all
clear all
clc

global A B Q R1 R2 nu n...
x0 t0 T tau N t vec...
gama. ..
qmin epsilon...

dl d2 k1 k2...
cost func out kiter...
metoda beta max

% Example: Sinha Linear Systems: Optimal and Robust Control pp. 317 Example
5.10.1

% System matrices

A = [0 1;0 0]

Bl = [0;1]; n_ u 1;

B2 = [1;0]; n d = 1;

B = [B1l B2];

% Cost function
gama = 2;

Q= 1[10;00];
Rl = eye(n_u);
R2 = eye(n_d);

% Dimensions of system vectors

n =2; % state vector

nu = 2; % input vector ie. nu = n u + n d (n u is number of control inputs,
n d is number of disturbance input)

% Time discretization

t0 = 0; % initial time

T = 10; % final time

N = 1000; % number of time intervals

tau = (T-t0)/N; % time step length
t vec = t0:tau:T; % time vector

% Initial conditions

Q

= [1 1]'; % initial state vector

= -l*ones(nu,n); % initial control+disturbance matrix

o)

% Gradient algorithm
gmin = le-4; % convergence rate for GA
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epsilon = le-3; % stopping criteria

% Odabir metode za racunanje beta:
% 1 = Dai-Yuan

% 2 = Fletcher-Reeves

% 3 = Polak-Ribiere

% 4 = Hestenes-Stiefel

% 5 = hibrid - Fletcher-Reeves - Polak-Ribiere
% 6 = hibrid - Dai-Yuan - Hestenes-Stiefel
metoda = 5;

beta max = 0.1;

tic
[Xopt, Gopt] = control(Z0, 1); % optimal control vector calculation
time exe = toc

Q

% analytic solution

pl2 = gama”2/(gama”2-1);

p22 = gama*sqgrt (2*gama”2-1)/ (gama~2-1) ;
pll pl2*p22/ (1+pl2/gama”2) ;

P = [pll pl2;pl2 p22];

Kc = -[0;1]"'*P
[kl (end) k2 (end)] % obtained

Kd = [1;0]'*P/gama”2
[dl (end) d2(end)] % obtained

plotter

control
function [xizl, g] = control(Z init, n_ show)

Q

% Optimal control vector calculation using conjugate gradient algorithm
global nu tau N gmin cost func out n

dl d2 k1 k2 epsilon kiter

Z = 7 init;
g zeros (nu, N+1);

kiter = 0;
while 1

kiter = kiter + 1;

kl(kiter) = Z(1,1); k2(kiter) = Z(1,2);
dl (kiter) d2 (kiter) ;

Il
[N
N

~
=
~
|
[N
N
~
N
~

x = my euler(g, 7, tau, N+1);
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Jz = gradient Jz(x, g, Z, tau);
fnc2 u = cost function(x, g);
J = fnc2 u;

lambda = 1;

[

% eta = gmin;

if (kiter == 1)
S(1,:) = -lambda*Jdz (1, :);
S(2,:) = lambda*Jz (2, :);
elseif (kiter > 1)
S(1,:) = -lambda*Jz (1, :).' + betal*S(1,:)."';
S(2,:) = lambda*Jz (2, :).' + beta2*S(2,:)."';
end

if (kiter == 1)
eta = gmin;
elseif (kiter > 1)

eta = eta update(eta, Jz, Jz prev, J ,J prev);

end

if (kiter == 1)

betal = 0.0008;

betaz = 0.0008;
elseif (kiter > 1)

[betal, beta2] = beta update(Jz prev, Jz, S);
end

Z2(1,:) = 2(1,:) + eta*S(1,:); % matrix K
Z2(2,:) = 2(2,:) + eta*S(2,:); % matrix W
Z konacno = Z

Jz prev = Jz;
J prev = J;
xizl = x;

g = Z4*x;

if (mod(kiter, n_show) == 0)
number of iteration = kiter
cost func = fnc2 u
cost func out (kiter) = fnc2 u;

end

if norm(Jz, inf) < epsilon
break
end
end

my_euler
function x = my euler(g, Z, h, Nint)

% ODE solution using Euler method

global n x0
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x(l:n, 1) = x0;

for j = 1:Nint
f = ODE sys(x, 9, Z, J);
x(:, J+1) = x(:, J) + h*f;
end
ODE_sys

function dx = ODE sys(x, g, 2, 1)
% System ODE: x' = f(x, u, d)

global n uizl

d = g(2, 1);

uizl(:,1) = g(:,1);
dx = zeros(n, 1);
dx (1) = x2 + d;

dx (2) = u;
gradient_Jz

function J z = gradient Jz(x, g, Z, h)
% Calculation of cost function gradient w.r.t. matrix weights
global nu n N A B Q Rl R2 gama

J z = zeros(nu, n);

for p = 1l:nu
for g = 1:n

Xz = zeros(n, 1); % dx/dz
Gz = zeros(nu, 1); % dg/dz
zz = 0;

for 1 = 2:N
fx = eye(n) + h*A; % df/dx
fu = h*B; % df/du
Xz = fx*Xz + fu*Gz;

Gz = diag([delta(l, p), delta(2, p)])*[x(q,1):x(q,1)] + Z*Xz;

Fx = Q*x(:,1); % dF/dx
Fu = blkdiag(R1l, -gama”2*R2)*g(:,1); % dF/du
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ss = dot (Fx, Xz) + dot(Fu, Gz):;
Z2Z zzZ + Ss;
end

J z(p, 9) = zz*h;

end
end

delta
function delta out = delta(i, 3Jj)

o)

% Kronecker delta

if (1 == 9)
delta out
else
delta out = 0;
end

I
—
Ne

cost_function
function J = cost function(x, g)

o)

% Cost function calculation
global nu N tau gama

sl = 0;
s2 = 0;

for i=1:N+1
sl = sl + x(1,1i)*x(1,1);

for j=l:nu
if (3==1)
pen = 1;
end
if (3==2)
pen=-gama’2;
end
s2 = s2 + pen*g(j,1i)*g(j,1i);
end
end

J = 0.5*tau*(sl+s2);

beta_update

function [betal, beta2] = beta update(Jz prev,
global metoda beta max

if (metoda == 1)

[

% Dai-Yuan
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brojnikl DY = norm(Jz(1l,:));
nazivnikl DY = S(1,:)*(Jz(l,:)-Jz prev(l,:)).";

brojnik2 DY = norm(Jz(2,:));
nazivnik2 DY = S(2,:)*(Jz(2,:)-Jz prev(2,:)).";

if (abs(brojnikl DY / nazivnikl DY) < beta max)
betal = brojnikl DY / nazivnikl DY;

else
betal = beta max;

end

if (abs(brojnik2 DY / nazivnik2 DY) < beta max)
beta2 = brojnik2 DY / nazivnik2 DY;

else
beta2 = beta max;
end
elseif (metoda == 2)

o)

% Fletcher-Reeves
brojnik FR = norm(Jz);
nazivnik FR = norm(Jz_prev) ;

if (abs(brojnik FR / nazivnik FR) < beta max)
betal = brojnik FR / nazivnik FR;

beta2 = brojnik FR / nazivnik FR;
else

betal = beta max;

beta2 = beta max;

end

elseif (metoda == 3)
% Polak-Ribiere
brojnikl PR = Jz(1l,:)*(Jz(1,:)-Jz prev(l,:)).";

nazivnikl PR = norm(Jz prev(l,:));

brojnik2 PR = Jz(2,:)*(Jz(2,:)-Jz prev(2,:)).";
nazivnik2 PR = norm(Jz prev(2,:));

if (abs(brojnikl PR / nazivnikl PR) < beta max)
betal = brojnikl PR / nazivnikl PR;

else
betal = beta max;

end

if (abs(brojnik2 PR / nazivnik2 PR) < beta max)
beta2 = brojnik2 PR / nazivnik2 PR;

else
beta2 = beta max;

end

elseif (metoda == 4)
% Hestenes-Stiefel
brojnikl HS = Jz(1,:)*(Jz(1,:)-Jz prev(l,:)).";

nazivnikl HS = S(1,:)*(Jz(1l,:)-Jz prev(l,:)).";

brojnik2 HS = Jz(2,:)*(Jz(2,:)-Jz prev(2,:)).";
nazivnik2 HS = S(2,:)*(Jz(2,:)-Jz prev(2,:)).";

if (abs(brojnikl HS / nazivnikl HS) < beta max)
betal = brojnikl HS / nazivnikl HS;
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else
betal = beta max;
end

if (abs(brojnik2 HS / nazivnik2 HS) < beta max)
beta2 = brojnik2 HS / nazivnik2 HS;

else
beta2 = beta max;

end
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elseif (metoda == 5)

[

% Fletcher-Reeves
brojnik FR = norm(Jz);
nazivnik FR = norm(Jz_prev) ;

if (abs(brojnik FR / nazivnik FR) < beta max)
betal FR = brojnik FR / nazivnik FR;
beta2 FR = brojnik FR / nazivnik FR;

else
betal FR = beta max;
beta2 FR = beta max;

end

% Polak-Ribiere
brojnikl PR = Jz(1,:)*(Jz(1l,:)-Jz prev(l,:)).";
nazivnikl PR = norm(Jz prev(l,:));

brojnik2 PR = Jz(2,:)*(Jz(2,:)-Jz prev(2,:)).";
nazivnik2 PR = norm(Jz prev(2,:));

if (abs(brojnikl PR / nazivnikl PR) < beta max)
betal PR brojnikl PR / nazivnikl PR;

else
betal PR = beta max;

end

if (abs(brojnik2 PR / nazivnik2 PR) < beta max)
beta2 PR = brojnik2 PR / nazivnik2 PR;
else
beta2 PR
end

beta max;

if (0 <= betal PR <= betal FR)
betal = betal PR;

else
betal = betal FR;

end

if (0 <= beta2 PR <= betaZ FR)
beta2 = beta2 PR;

else
beta2 = betaZ FR;

end

Fakultet strojarstva i brodogradnje 49



Karla Marija Segota Diplomski rad
elseif (metoda == 06)
% Dai-Yuan
brojnikl DY = norm(Jz(1l,:));
nazivnikl DY = S(1,:)*(Jz(l,:)-Jz prev(l,:)).";
brojnik2 DY = norm(Jz(2,:));
nazivnik2 DY = S(2,:)*(Jz(2,:)-Jz prev(2,:)).";
if (abs(brojnikl DY / nazivnikl DY) < beta max)
betal DY = brojnikl DY / nazivnikl DY;
else
betal DY = beta max;
end
if (abs(brojnik2 DY / nazivnik2 DY) < beta max)
beta2 DY = brojnik2 DY / nazivnik2 DY;
else
beta2 DY = beta max;
end
% Hestenes-Stiefel
brojnikl HS = Jz (1,:)*(Jz(1,:)-Jz prev(l,:))."
nazivnikl HS = S(1,:)*(Jz(1,:)-Jz prev(l,:))."
brojnik2 HS = Jz(2,:)*(Jz(2,:)-Jz prev(2,:))."
nazivnik2 HS = S(2,:)*(Jz(2,:)-Jz prev(2,:))."
if (abs(brojnikl HS / nazivnikl HS) < beta max)
betal HS = brojnikl HS / nazivnikl HS;
else
betal HS = beta max;
end
if (abs(brojnik2 HS / nazivnik2 HS) < beta max)
beta2 HS = brojnik2 HS / nazivnik2 HS;
else
beta2 HS = beta max;
end
betal = max (0, min(betal HS,betal DY));
beta2 = max (0, min(beta2 HS,beta2 DY));
end
eta_update
function eta = eta update(eta old, Jz, Jz prev, J, J prev)
if (trace(Jz.'*Jz prev) >= 0)
eta = 1.2 * eta old;
'Ispunjen prvi uvjet'
elseif (J >= J prev)
eta = 0.4 * eta old;
'Ispunjen treci uvjeet'
elseif (trace(Jz.'*Jz prev) < 0)
eta = 0.95 * eta old;
'Ispunjen drugi uvjet'
end
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end

plotter

o

close all
clear all
clc

o\

o\°

MM = l:kiter;

figure (1)

plot (MM, cost func out)

figure (2)

plot (t_vec, Xopt(:,1:N+1))

figure (3)

plot(t_vec, Gopt(:,1:N+1))

figure (4)
subplot (121)

plot (MM, k1, MM, Kc(l)*ones(l,kiter),'--k',
Kc (2) *ones (1, kiter), '--k'")

subplot (122)

plot (MM, dl1, MM, Kd(1l)*ones(1l,kiter),'--k',
Kd (2) *ones (1, kiter), '--k")
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