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SaZetak

U ovom diplomskom radu ostvarena je implementacija aritmetike hiperdualnih brojeva
u programskom jeziku MATLAB za ra¢unanje prve i druge derivacije funkcije. Posto je
naglasak u radu na prakticnoj primjeni hiperdualnih brojeva, implementacija je
ostvarena objektnim programiranjem i uvodenjem algoritma za racunanje derivacija.
Tocnost algoritma je pokazana detaljnim matematickim izvodom, te su opisane sve
tehnike programiranja koristene u izradi klase objekata. To¢nost metode je usporedena
s metodom centralne razlike i s kora¢no kompleksnom metodom i rezultati su prikazani
na grafovima.  Numericki eksperimenti uklju¢uju klasu hiperdualnih brojeva u
racunanju Jacobijana i Hessijana u Newtonovoj metodi trazenja nultocke, te u
ugradenim optimizacijskim algoritmima u MATLAB-u za racunanje prve derivacije

funkcije cilja.

Kljucne rijec¢i: hiperdualni brojevi, objektno orijentirano programiranje, automatsko
racunanje derivacija, metoda konacnih diferencija, kora¢no kompleksna metoda,

Newtonova metoda, ugradeni optimizacijski algoritmi

xii



Summary

In this master’s thesis, an implementation of the arithmetic of hyperdual numbers is
realized in MATLAB programming language for computing the first and second
derivatives of a function. Since the emphasis in the work is on the practical application
of hyperdual numbers, the implementation is realised wusing object-orianted
programming and introducing an algorithm for computing the derivatives. The
correctness of the method is shown by a detailed mathematical derivation and all
programming techniques used in the class of objects are described. The accuracy of
the algorithm is compared to the central difference method and the complex-step
method and the results are shown on graphs. The numerical experiments include the
class of hyperdual numbers in the evaluation of the Jacobian and Hessian in Newton’s
method of finding the zero and in MATLAB’s built-in optimization methods for

evaluating the first derivative of the cost function.

Keywords: hyper-dual numbers, object oriented programming, automatic
differentiation, finite difference method, complex-step method, Newton’s method,

built-in optimization algorithms
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1 Uvod

U ovom diplomskom radu bavimo se implementacijom hiperdualnih brojeva za
racunanje derivacija matematickih funkcija u rac¢unalnim programima. Nacin na koji
smo ugradili hiperdualne (ili skraceno HD brojeve) u programski jezik je preko klase
objekata s metodama koje se odnose na osnovne matematicke funckije ili operatore. U
ovom radu ¢e se kroz poglavlja predstaviti svi koraci potrebni za razvoj ove klase
objekata te ¢e se i numerickim eksperimentima provjeriti tocnost ove metode za
numericko ra¢unanje derivacija.

Najveca razlika metode hiperdualnih brojeva za racunanje prve i druge derivacije
funkcije u odnosu na ostale metode je u tome $to je greska svedena na nulu, Sto znaci
da je rezultat jednak uvrstavanju vrijednosti varijabli u izraze za derivacije dobivene
simbolickim putem. To znaci da je ova metoda bazirana na simbolickim operacijama u
kombinaciji sa numerickim vrijednostima varijabli, a implemntacija je ostvarena u
MATLAB-u pomoc¢u tehnike objektno orijentiranog programiranja poznate kao

preopterecenje operatora (eng. operator overloading).

1.1. Pregled rada po poglavljima

U drugom poglavlju ovog rada krec¢e se od jednostavnog racunalnog programa koji
automatskim putem, osim vrijednosti funckije kao izlaz daje i vrijednosti derivacija
funckije.  Ovo sluzi kao motivacija za uvodenje konkretnog algoritma koji bi
funkcionirao i na slozenim matematickim funkcijama. Uz detaljan izvod za dokazivanje

tocnosti metode za racunanje derivacija bazirane na aritmetici HD brojeva, opisan je i
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algoritam rac¢unanja derivacija skalarne visevarijabilne funkcije f(x) kako bi se mogla
izvesti primjena u stvarnom programskom jeziku s moguénostima objektnog
programiranja za preopterecenje operatora.  Generalizacija algoritma na slozene
analiticke funkcije je dokazana matematickim izvodom nakon ¢ega preostaje ispravno
definirati klasu proizvoljnih objekata koji bi tada sa sigurnoS¢u obavljali sve korake
algoritma na sto efikasniji nacin.

Budu¢i da je naglasak na prakti¢noj primjeni hiperdualnih brojeva u problemima
racunanja derivacija funkcija, treée poglavlje rada biti ¢e posebno posveéeno analizi i
klasifikaciji svih tehnika objektno orijentirane paradigme koje su potrebne za
kvalitetnu implementaciju ove metode u MATLAB-u, a moze posluziti i kao podloga
za implementaciju ovog paketa u drugim programskim jezicima poput Pythona, C+-+
ili Julia programskog jezika.

U cetvrtom poglavlju usporedujemo klasu HD brojeva koju smo implementirali u
programskom jeziku MATLAB s tradicionalnim metodama za rac¢unanje derivacija u
nadogradenim verzijama gdje smo im smanjivali gresku oduzimanja i kracenja.
Metoda konac¢nih diferencija moze se poboljsati time sto se racuna vrijednost funckije
u Sto vise razlicitih tocaka i time se red greske odbacivanja povecava, a u ovom radu je
odabrana 5-point stencil metoda koja ¢e posluziti za usporedbu tocnosti za rac¢unanje
druge derivacije sa klasom hiperdualnih brojeva. Nadalje, kora¢no kompleksna metoda
takoder se moze poboljsati u odnosu na svoj osnovni oblik uvodenjem kompleksnog
koraka sa faznim kutom koji ovisi o potenciji tj. o redu derivacije funkcije. Na taj
nacin neki ¢lanovi kompleksnog koraka iS¢ezavaju i moguce je odbaciti nize clanove u
redu greske odbacivanja. Kasnije ¢e se pokazati da i u najboljim slucajevima s obzirom
na izbor velicine (kompleksnog) koraka, tradicionalne metode nisu u moguénosti
ostvariti strojnu preciznost poput klase hiperdualnih brojeva.

Nadalje, klasa hiperdualnih brojeva ispituje se i na trazenju rjeSenja sustava
jednadzbi pomoc¢u Newtonove metode. Poznato je da je Newtonova metoda iteracijski
postupak u kojem svaka iduca tocka ovisi o vrijednosti derivacije funkcije u prethodnoj
tocki i da su pozeljne Sto tocnije vrijednosti derivacija zbog brzine konvergencije. U
ovom primjeru takoder je pomocu algoritma opisan i stvarni postupak racunanja
Jacobijana viSevarijabilne funkcije metodom HD brojeva. Uz to smo i samu
Newtonovu metodu trazenja nultocke opisali pomoc¢u algoritma radi lakseg

razumijevanja Citatelju.
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Jedna od najvaznijih primjena klase za racunanje derivacija je u optimizacijskim
algoritmima. Cilj je naci optimalnu vrijednost upravljacke varijable za koju je funkcija
cilja. minimalna, uz unaprijed zadane tolerancije na optimizacijski algoritam. U
MATLAB-u je za ugradene solvere poput fmincon i fminunc moguée kao izlaze iz
funkcije cilja opskrbiti algoritam i matricama Jacobijan i Hessijan. Ako se one
racunaju na efikasan nacin s obzirom na vrijeme izvrsavanja, onda je algoritam toc¢niji
i brze konvergira zeljenom rjeSenju i obicno je potrebno manje evaluacija funkcije. To
je zato sto su ugradene metode za racunanje derivacija u optimizacijskim algoritmima
u MATLAB-u osnovane na metodi konacnih diferencija za koju je pokazano da ima
ugradene greske odbacivanja 1 zaokruzivanja. Tehnika deriviranja pomocu
hiperdualnih brojeva ispitana je na dva primjera, u prvom se trazi optimalna
upravljacka varijabla za dobivanje Zeljenih iznosa koncentracija u kemijskom reaktoru,
a u drugom primjeru se za robot sa dva stupnja slobode gibanja zeli prona¢i optimalna
upravljacka varijabla koja osigurava najprije pozicioniranje u zeljeno stanje a u

drugom slucaju i prac¢enje referentne trajektorije vrha drugog linka robotske ruke.

1.2. Pregled literature

U ovom podpoglavlju ¢e se dati pregled literature koristene u izradi diplomskog rada.
Najvise referenca u tekstu odnosi se na literaturu [3] i [4] u kojima je zapravo i prvi puta
izvedena metoda racunanja derivacija bazirana na HD brojevima koja je i koriStena u
ovom radu. Ipak, to nije prvi pokusaj koristenja HD brojeva za racunanje derivacija jer
je uradu [5] izvorna metoda predstavljena i posluzila je zapravo u radovima [3] i [4] kao
temelj za razvoj aritmetike.

Tehnika automatskog deriviranja takoder je tema rada u [6] gdje je implementacija
objekata koji sadrze vrijednost varijable i derivacije takoder ostvarena Kkoristeci
objektno programiranje definiranjem klase i metoda. Razlika izmedu metode u [6] i
metode koristene u ovom radu je Sto je racunanje druge derivacije funckije lakse
ostvareno koriste¢i HD brojeve.

U poglavlju gdje se usporeduje metoda HD brojeva na primjeru racunanja prve i
druge derivacije funkcije koristili smo literaturu [7] za pomoé¢ pri nac¢inu usporedbe s
tradicionalnim metodama u kojoj smo trazili nac¢ine za nadogradnju osnovnih oblika

metode kompleksne varijable i metode kona¢nih diferencija. U literaturi [8] fokus je na
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unaprijedenju osnovnih oblika metoda za racunanje druge derivacije funkcije (metoda
kona¢nih diferencija i koratno kompleksna metoda) gdje se greska oduzimanja i
odbacivanja smanjila za nekoliko redova veli¢ine i znacajno je utjecalo na tocnost.
Algoritam za opis metode kompleksne varijable za ra¢unanje prve derivacije funckije
preuzet je iz [9].

U poglavljima s numerickim eksperimentima gdje se koristi HD klasa za racunanje
matrice Jacobijan u Newtonovoj metodi trazenja nultocke najprije smo uzeli sustav
nelinearnih jednadzbi iz predavanja [10]. Uz algoritam za opis Newtonove metode
preuzet iz [10], takoder smo dali i algoritam za opis ra¢unanja Jacobijana klasom HD
brojeva u MATLAB-u.

Nadalje, numericki eksperiment s Newton-Rhapsonovom metodom zahtjeva
racunanje Hessijana potencijalne energije sustava mase na oprugama traze¢i pritom
minimum funckije ovisno o prostornim koordinatama gdje je originalni sustav preuzet
iz literature [1] koja razmatra niz fizikalnih pojava s jednadzbama kontinuuma.

U zadnjem poglavlju s numerickim eksperimentima gdje se klasa HD brojeva koristi
u optimizacijskim algoritmima za racunanje Jacobijana koristili smo primjer robota iz
knjige [2] koja obuhvaca sirok spektar metoda sinteze regulatora temeljenih na modelima
robota. Primjeri kontrolera objasnjenih u knjizi su PD, PID regulatori, adaptivni i
proporcionalni regulatori. Knjiga je podjeljena u cetiri djela: dinamika robota, modelsko
upravljanje, regulatori za pracenje trajektorije te adaptivni regulatori bez ovisnosti o
brzini pracenja.

Na kraju, literatura koja podrobnije obraduje teme iz numericke optimizacije je
[11]. U ovoj knjizi predstavljene su metode koje su najkoristenije u slucajevima iz
prakse. U knjizi su predstavljene i optimizacijske metode koje ne zahtjevaju izracun
derivacija i predmet su istrazivanja. Jos jedna knjiga citirana u ovom radu je [12] u
kojoj je naglasak na numerickoj optimizaciji. Polazi se od osnovnih koncepata poput
konveksnosti, uvjeta optimalnosti i Lagrangeovih multiplikatora. U knjizi se obraduju i
tri glavna pristupa rjeSavanju problema optimalnog upravljanja: Hamilton Jacobi
Bellman jednadzba, neposredni pristup preko Pontryagin-ovog principa minimuma i

direktni pristupi.



2 | lzvod algoritma
baziranog na
hiperdualnim brojevima

za racunanje derivacija

funkcije

U ovom poglavlju bavimo se razvojem aritmetike i izvodom algoritma baziranog na
hiperdualnim brojevima za rac¢unanje vrijednosti derivacija funkcija do strojne
preciznosti. U radu [5] prvi je puta razvijena aritmetika pomocu hiperdualnih brojeva
kojom se uspjesno izracunala prva i druga derivacija slozene funkcije. Cilj tog rada je
bio sacuvati prednosti kora¢no kompleksne metode kod racunanja prve derivacije
poput jednostavnosti implementacije i strojne preciznosti ali koja nije mogla zadrzati
ista svojstva kod racunanja druge derivacije funckije zato sto ima ugradenu gresku
kracenja. Stoga se krenulo u razvoj hiperdualnih brojeva kojima (hiper)dualna jedinica
kvadriranjem postaje nula Sto znac¢i da je greska kracenja jednaka nula i time je
vrijednost derivacije to¢na Sto ¢e se i pokazati u nastavku poglavlja kroz numericki

primjer.

2.1. Hiperdualni brojevi

Hiperdualni ili skra¢eno HD brojevi (eng. hyper-dual numbers) su prosirenje
dualnih brojeva, a razvijeni su u radu [5] za ra¢unanje druge derivacije funkcije.
Prednosti koristenja ove metode u odnosu na koracno kompleksnu ili metodu konaénih

diferencija je u tome Sto se izbjegavaju greske zaokruzivanja i krac¢enja, a i sama
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implementacija je jednostavnija nego u slucaju metode automatskog deriviranja u [6]
kod racunanja druge derivacije. Razlog zasto je metoda to¢na do strojne preciznosti
kod racunanja c¢ak i druge derivacije funckije krije se u ¢injenici da je dualni dio broja

2 = (0. To znaci da

uvijek jednak nula pri potenciranju na potenciju dva ili vise, €
¢lanovi Taylorovog razvoja za neki dualni korak su uvijek nula od trece derivacije.
Hiperdualni brojevi koriste takoder svojstvo da je umnozak dualne i hiperdualne
komponente razlicit od nula: €65 # 0. Kako je u ovom poglavlju naglasak na
prakti¢noj primjeni hiperdualnih brojeva u racunanju prve i druge derivacije funkcije,
koristit ¢e se izmijenjena notacija HD (hiperdualnih) brojeva poput one u radu [3],
naspram one predstavljene u izvornome radu [5]. Neka od podruéja u kojima se trazi
prva i druga derivacija funkcije su numericka optimizacija i integracija, analiza
stabilnosti, rizika i osjetljivosti (eng. sensitivity analysis), [4].

U ovom poglavlju detaljno ¢e se obrazloziti i opisati postupak uvodenja
automatskog deriviranja u racunalnim programima koji su zapravo implementacije
matematickih funkcija. Na primjeru funkcije potenciranja ¢e se algoritmom prikazati
princip rada klase HD brojeva za racunanje derivacija funkcije. Kako bi se uvjerili u
ispravnost ove metode na primjeru visevarijabilne funckije s ugnijezdenim pozivima,
izvest Ce se i matematicki dokaz da svaka funckija koja prati algoritam HD klase ce

davati ispravne rezultate bez obzira na slozenost, broj varijabli ili strukturu funckije.

2.2. Opis algoritma za racunanje derivacija hiperdualnim
brojevima

U opéem smo sluc¢aju zainteresirani za dobivanje tocnih numerickih vrijednosti

derivacija skalarne visevarijabilne funkcije
f:R" - R, (2.1)

gdje je n € N, a R je skup realnih brojeva, za koju postoje prva i druga derivacija u

nekoj tocki x € R™. Notacija za zapis Jacobijana skalarne funkcije f je u obliku:

_ _ [ 9f(x) af(x) 1xn
TV = | G | e R (2.2)
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kao i matrice Hessijan

ar _ef .. 9
azv% Ox10x2 O0x10xn
oy 2y .
o) 2 Oxn
H=Vf(x)= |20 o Oraden | g R (2.3)
oy oy ... 2f
0xn0r1  OxnOTo ox2

Implementacija hiperdualnih brojeva omoguéuje izracun Jacobijana i Hessijana funkcije
automatskim putem. To znaci da je samo potrebno definirati ulazni vektor x te pozvati
funkciju £ u nekom programskom jeziku koju smo prethodno nadogradili na na¢in da
istovremeno racuna prvu i drugu derivaciju matematicke funkcije f(x) ¢iji ¢e izlaz uz
samu vrijednost funkcije biti i vrijednost prve odnosno druge derivacije bez dodatnog
posredovanja korisnika takve klase. Hiperdualni brojevi sastoje se od cetiri ¢lana gdje
prvi ¢lan predstavlja vrijednost varijable, drugi i trec¢i ¢lan sadrze iznos derivacije prvog
reda funkcije, dok ¢etvrti ¢lan oznacava vrijednost derivacije funkcije drugog reda. Tako

se uvodi sljedec¢a notacija za zapis vektorske hiperdualne varijable:
X = (x, 0%y, 60Xy, 06x) €H",
X, 0X1, 0Xg, 00x €R", (2.4)
gdje je k € N, a H skup hiperdualnih brojeva. Pozivom funkcije f (koja je

implementacija matematicke funkcije f u nekom programskom jeziku) sa ulaznim

argumentom x ocekujemo kao izlaz iz programa hiperdualni skalarni broj:

(),
= f(x, %1, 0Xg, 60%), (2.5)

<)
I

~—

(y7 591, 5927 55y

gdje sada clanovi dy;,dys sadrze vrijednost derivacije funkcije po nekoj od varijabli
u x, dok 00y sadrzi vrijednost druge derivacije funckije po nekim varijablama iz x,
a naznacene su preko 0xq,0xs. Pritom je potrebno definirati pravila za dodjeljivanje

vrijednosti svim ¢lanovima hiperdualnog broja y kao izlaza iz programa.

Definicija 1 (Pravilo za preopterecenje funkcija i operatora za rad s hiperdualnim

brojevima, [3]). Za skalarnu funkciju f iz (2.1), sljedeée jednadzbe definiraju funkciju
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f o H" - H kod poziva y = f(x):

y=f(x), (2.6)
dyr = VF(X)T - 6%y, (2.7)
dyo = Vf(x)T - 0x, (2.8)
S0y = 0x] - V2f(x) - 0%y + Vf(x)T - 6x. (2.9)

Primjena hiperdualnih brojeva na ovaj nacin zahtjeva definiranje nove klase
objekata kao i redefiniranje (eng.  overloading) svih elementarnih matematickih
funkcija i operatora koji se namjeravaju koristiti s novom klasom objekata. Pritom se
sluzimo MATLAB-ovim moguénostima za objektno orijentirano programiranje te veé
gotovim paketom predstavljenim u radu [3].

Na primjeru funkcije potenciranja predstavlja se metoda opisana jednadzbama (2.6-
2.9):

f RxR =R, (a,b)— a’ (2.10)

Nakon racunanja same vrijednosti funkcije, algoritam obavlja i racunanje matrice

Jacobijan i Hessijan:
Vf(a,b)T = [b -a*~t ab-log (a)} , (2.11)

a’- (log (a))2 a® - (1+b-log(a))

Viila,b) = a’ !t (1+b-log(a)) b-(b—1)-a"?

(2.12)

Zatim se prema definiciji 1 racunaju vrijednosti izlaza iz programa, y. Cijelu medotu

na primjeru funkcije potenciranja mozemo svesti na sljedeéi algoritam iz [4]:
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Algoritam 1 Automatsko ra¢unanje derivacija funkcije potenciranja
1: procedure POWER((a), (b))

2 a < hyperdual(a)
3: b < hyperdual(b)

~ J J )

X = (x, X1, X2, 00%) = ( “ , “ , @2 , “ )
b oby dbo d6b

Compute y := f(a,b), J := Vf(a,b), H:= V%f(a,b).

5y1 =J- (SXl,

5
6
7. 0ys = J - 0xo,
8
9

e

00y = ox] - H - 0x; + J - 60x.
return f?} = (y, 0y1, 0y2, 00y)

10: end procedure

Za funkciju iz (2.10) sada se moze dobiti numericki to¢an iznos matrice Jacobijan i
Hessijan zbog toga S§to su vrijednosti za derivacije definirane analitickim izrazima.
Cjelovite matrice Jacobijan i Hessijan dobivamo visestrukim pozivom funkcije sa

argumentima u obliku

/g:f(<x7ej7el70>)7 (213)
gdje su e;, e; j-ti i [-ti kartezijski jedini¢ni vektori. Sluzec¢i se svojstvom simetri¢nosti
matrice Hessijan otprilike se polovica poziva funkcije moze izuzeti na na¢in da pozivamo
funkciju f za 7 = 1,...,n, | = 1,...,7, odnosno broj pozivanja funkcije f je jednak
n(n 4+ 1)/2, gdje je n broj varijabli.
Teorem 1 (Rekurzivno pravilo hiperdualnih brojeva). Sve funkcije koje se pozivaju
unutar matematicke funkcije f (odnosi se na operatore, osnovne funkcije i sve

podoperacije unutar istih) moraju biti definirane na nacin da zadovoljavaju jednadzbe
iz Definicije 1. Tada ée i f zadovoljavati jednadzbe (2.6-2.9).

Dokaz. Uzmimo u obzir sljedece funkcije.
f i HF — H, (2.14)

g H'"—=H j5=1,..,Fk, (2.15)
Y :=fog H" — H. (2.16)
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Dovoljno je razmotriti sljede¢i ugnijezdeni poziv:

2= [(91(x), s gr(X))- (2.17)
Razlog je sto ugnijezdeni poziv pokriva sva pravila diferencijalnog racuna poput umnoska
derivacija, deriviranje razlomaka i lancanog deriviranja.

Vektorska funkcija g sastoji se od komponenti g;, 7 = 1,...,k te se svaka poziva
unutar f. Uz to, uvodimo 1 kao kompoziciju funkcija f i ¢§ na koju mozemo direktno
primijeniti jednadzbe (2.6-2.9), dok za funkcije f i g; jednadzbe iz definicije 1 sluze kao
definicijski izrazi.

Dokaz se provodi tako da se za ugnijezdeni poziv z := f(§(x)) dokaze jednakost
rezultatu funkcije ¢(x).

Dodjeljujuéi vrijednost y := §(x), prema jednadzbama (2.6-2.9) dobivamo:

g1(x) Vg (x)T-0x; Vg1 (x)T - dx2

y=( ¢+ |, : , : ,
gr(x) Vgr(x)T - 0% Vgr(x)T - 0x2
0x] - V2g1(x) - 0x2 + Vg1 (x)T - 66x
: )
0x] - V2gp(x) - 0x3 4+ Vgi(x)T - 00x
= (§(x),Jg(x) - 0x1,Jg(x) - dx2, 0X] - V2g’(x) - 0%y + JG(x) - 60x). (2.18)

Nadalje, sada je y ulazni argument za funkciju f. Slijedeéi opet jednadzbe iz definicije

1 dobivamo:

2 =(f(y), Jf(y) - 6y1,3f(y) - Oy2,0y] - V2 f(y) - Oya + I f(y) - 66y)
=(f(¥), Jf(y) - Ig(x) - 6x1, I f(y) - Jg(x) - 02,
o0x] - JG)T- V2 f(y) - Jg(x) - 6%z + I f(y) - Ig(x) - 66
+Jf(y) - (5x1 V3§(x )-5X2)>, (2.19)

(
(

gdje smo koristili notaciju
ox] - V2g1(x) - 0%
(6x] - V?g(x) - 0x2) = : : (2.20)
ox] - V2gi(x) - 0xo
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Sluzeéi se algebrom vektora i diferencijalnim racunom mozemo napisati sljedecu

jednakost:

Jf(y) - (0x] - V*§(x) - 0xz) = 0] - ia—f Vg;(x)) | - 0%
= 0x] - V() - 6x%,. (2.21)
Pojednostavljivanjem izraza (2.19) dobivamo:
2 = (P(x), Jg(x) - 0x1, TP (x) - Gxz, 0x] - VZ(x) - 0xz + Jt(x) - §6x). (2.22)

Ovime smo dokazali jednakost primjenjivanju definicije 1 direktno na kompoziciju .
Dakle, kada funkcije f i ¢ zadovoljavaju jednadzbe iz definicije 1, tada i kompozicija
funkcija 1(x) = f o g takoder zadovoljava jednadzbe (2.6-2.9) i time je dokaz zavrsen,
[3]. O



3 | Tehnike objektnog

programiranja koristene u

klasi hiperdualnih brojeva

U ovom poglavlju detaljno ¢e se opisati koncepti i tehnike koristene u izradi klase
hiperdualnih brojeva u MATLAB-u sa stanovista programiranja. Za pocetak, moze se
re¢i da se ovdje radi o objektno orijentiranoj programskoj paradigmi jer se rac¢unanje
svodi na operacije nad objektima koji sadrze podatke u poljima koja se jos nazivaju i
atributi. Metode sluze kao upute kojima se manipulira objektima, odnosno podacima
sadrzanim u poljima prilikom njihove interakcije. Cilj razvoja klase hiperdualnih
brojeva je ostvariti prakticnu implementaciju jednadzbi (2.6-2.9), pa ¢e se veéina
metoda fokusirati na redefiniranje (preoptereéenje) osnovnih matematickih funkcija za
rad s hiperdualnim objektima. Ova tehnika takoder je poznata i kao preopterecenje
operatora (eng. operator overloading) i predstavlja jednu od najvaznijih tehnika
objektnog programiranja. U nastavku Ce se opisati i potkrijepiti primjerima iz koda
sljede¢e tehnike objektnog programiranja:  klase, objekti, atributi, metode,
enkapsulacija, konstruktor klase, preoptere¢enje operatora i funkcija te polimorfizam.
Takoder, na primjeru funkcije potenciranja citatelju ¢e se jos jasnije predstaviti nacin
rada klase i dodatno povezati s definicijskim jednadzbama. Na kraju, jednadzba (2.13)
¢e se potrkrijepiti primjerima iz koda za slucaj racunanja Jacobijana kako bi se

objasnio razlog n pozivanja funckije za racunanje cjelovitog Jacobijana.

3.1. Klasa, objekti i atributi

Definiranje klase podrazumijeva da se objektima u nekom programskom jeziku

pridodaju svojstva i pritom opisu metode u kojima su definirani principi nad podacima

12
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sadrzanim u poljima objekta. Kod hiperdualnih brojeva mozemo razlikovati cetiri
polja (atributa): polje za realni rio, dva dualna i jedan hiperdualni, nad kojima kasnije
definiramo metode.

Sljede¢i kod prikazuje naredbu za definiranje klase i dodjeljivanje svojstava u
MATLAB-u:

classdef hyperdual

properties (Access=public)

X hrealni dio

dx1 %prva dualna komponenta

dx2 %druga dualna komponenta

dx1x2 shiperdualna komponenta
end

Kod 3.1: klasa u MATLAB-u

U prikazanom kodu moze se primjetiti da je opcija za pristup poljima (atributima)
klase postavljena kao javno (?Access=public’). Razlog je $to Zelimo korisnicima klase
dopustiti da kreiraju i mijenjaju vrijednosti u poljima hiperdualnog (HD) objekta
preko bilo kojeg vanjskog koda.  Suprotno, pristup bi se mogao postaviti na
’Access=private’ i time bi se atributima moglo pristupiti samo unutar klase sto je
takoder bitna znacajka objektog programiranja, poznata i kao enkapsulacija gdje se
podaci klase stite od nezeljenog vanjskog utjecaja.

Sljedeca bitna znacajka u kreiranju klase objekata je definiranje konstruktora klase.
Ta metoda zasluzna je za inicijalizaciju instance klase, te upravo ona povezuje podatke
s atributima objekta. Konstruktor klase je funkcija koja ima isto ime kao i klasa, a u
nastavku je prikazan kod iz klase u MATLAB-u:

methods (Access=public) 7 class def

% constructor

function [1lhs] = hyperdual (x,dx1,dx2,dx1x2)

if (isempty(x) || size(x,1)==0)

error (’input for x must be at least one numerical value.’);
end
size_x = size(x);

if (nargin<2)

dx1 = zeros(size_x);
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11 else
2 size_dx1 = size(dx1l);
if (norm(size_dx1l-size_x,’inf’) "=0)

14 error (’dx1l has another size than x.’);

end
16 end
17 lhs.x = x;
18 lhs.dx1 = dx1;
19 lhs.dx2 = dx2;
20 lhs.dx1x2 = dx1x2;

21 end

Kod 3.2: Konstruktor klase MATLAB-u

Vidljivo je da je pristup konstruktoru klase zadan kao javno, jer zelimo iz proizvoljnog
eksternog koda moci kreirati nove instance klase. Ako bismo htjeli na primjer kreirati
instancu klase HD brojeva uz postavku pristupa postavljenu na privatno, MATLAB bi
javio gresku u izvrSavanju jer tada nije moguce stvarati instance klase iz nekog eksternog
koda. Razumljivo je kako unosom samo jedne vrijednosti u konstruktor inicijaliziramo
konstantu umjesto prave varijable jer su svi ostali ¢lanovi hiperdualnog broja jednake
nuli, a prema jednadzbama (2.6-2.9) slijedi da su i ¢lanovi koji oznacavaju vrijednost

derivacije po konstanti jednaki nuli jer mnoze nulu.

3.2. Metode i pristup atributima

Nakon sto smo uspjesno definirali klasu i atribute, konstruktor klase i inicijalizirali
objekt, potrebno je definirati nac¢in na koji pristupamo podacima tj. atributima
hiperdualnih brojeva u ovoj implementaciji. U opéem slucaju zelimo dohvatiti
numericku vrijednost nekog atributa vektorskog hiperdualnog broja. Metoda zaduzena
za ponasanje objekata kojima se dohvacaju podaci naziva se ’subsref’. U sljede¢em
kodu prikazan je samo jedan nacin pristupu podacima, a to je preko tockaste notacije s
imenom atributa, nakon kojeg u zagradi unosimo poziciju trazene vrijednosti na nacin
isti kao pristupu elementima vektora.

1 function varargout = subsref (obj,s)

2 switch s(1).type

case ’.°
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if length(s) == 1
% Implement obj.PropertyName
varargout{:} = obj.(s.subs);
elseif length(s) == 2 && strcmp(s(2).type,’()’)

% Implement obj.PropertyName (indices)

tmp = obj.(s(1) .subs);
varargout{:} = tmp(s(2) .subs{:});
else
varargout = {builtin (’subsref’,obj,s)l};
end

Kod 3.3: Dohva¢anje podataka objekata MATLAB-u

Metoda ’subsref’ ima dva ulazna argumenta, objekt ¢iji se podaci dohvacaju i
strukturu ’s’ koja sadrzi polja ’type’ i ’subs’. Polje ’type’ moze imati vrijednosti
>()? ili 7.’ $to znaci da mozemo pristupiti podacima preko indeksiranja ili sluzeéi se
imenom samog atributa. Polje ’subs’ sadrzi vrijednosti ovisne o polju ’type’. U
slucaju zagrada ono sadrzi indekse za pristup, a u slucaju tocke sadrzi ime atributa
kao niz znakova (eng. character array) tj. string. Drugi ’if’ uvjet pokriva slucaj u
kojem zelimo dohvatiti podatke vektorskog HD broja na nacin da prvo oznacimo
atribut, a zatim u zagrade upiSemo sve retke i stupce od interesa. U slucaju da se
podacima unutar atributa pristupa na neki nacin kojeg ne obuhvacaju prva dva ’if’
uvjeta, sluzimo se ugradenom ’subsref’ metodom kako bi se korisnicima omogucio

pristup na neki drugi nacin.

3.3. Preopterecenje operatora i funkcija

Pojam preoptereéenja (eng.  overloading) odnosi se na redefiniranje osnovnih
matematickih operacija kako bi korisniku bilo Sto jednostavnije posluziti se ovom
klasom s postojeéim operacijama npr. (+,—,%*,/), bez potrebe za ucenjem novih
funkcija Sto usput pridonosi jednostavnosti koristenja i efikasnosti klase. Prednost
tehnike preopterecenja operatora je Sto njihovo ponasanje se ne mijenja u slucaju rada
sa standardnim objektima tipa double, float, integer i ostali, ve¢ ponasanje operatora
ovisi 0 objektima. Tako ¢e funkcije i operatori ostati nepromijenjeni u slucaju rada sa
standardnim objektima, ali ¢emo mi posebno definirati njihovo ponasanje u slucaju

kada su njihovi argumenti hiperdualni objekti.  Ova znacajka naziva se joS i
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polimorfizam jer se ponaSanje funkcija mijenja ovisno o tipu objekata. Tu se
pretpostavlja da su funkcije u klasi ispravno redefinirane i daju tocne rezultate s
hiperdualnim brojevima sljede¢i pritom pravila aritmetike HD brojeva.

Za primjer uzet ¢emo relacijski operator vece ili jednako (>=) ¢iji je izlaz logicko
11ili 0. U MATLAB-u se funkcija za izvodenje ovog relacijskog operatora naziva ’ge’
i obi¢no namjeravamo usporedivati samo dva objekta istog tipa, npr. dva hiperdualna
broja. Objektno programiranje nam omogucéuje da ovaj operator mozemo preopteretiti
u klasi na nacin da daje tocan rezultat umjesto greske cak i ako usporedujemo na primjer
double i hiperdualni objekt, a nacin izvedbe u klasi je prikazan u kodu ispod:
function [lhs] = ge(rhsl,rhs2)% >=

if ( “isa(rhsl,’hyperdual’) )
rhsl = hyperdual (rhsil);
end

if ( "isa(rhs2,’hyperdual’) )

rhs2 = hyperdual (rhs2);
end
lhs = (rhs1l.x) >= (rhs2.x);

end

Kod 3.4: Preopterecenje binarnog operatora

U slucaju da jedan ili drugi objekt nisu hiperdualni brojevi, funkcija ’ge’ osigurava da
se kreiraju instance klase, te da se kao izlaz iz programa daje rezultat usporedbe realnih
dijelova. Medutim, nakon izvrSenja operacije objekt i dalje ostaje istog tipa kao i prije
usporedbe, sto zna¢i da metoda samo kratkotrajno promjeni tip objekta u hiperdualni
broj, ali nakon same operacije varijabla ostaje istog tipa Sto se moze vidjeti u radnom

okruzenju (eng. workspace) u MATLAB-u.

Primjer 1 (Usporedba dva razlicita objekta w MATLAB-u). Definirajmo prvo vektor s
dvige double vrijednosti i hiperdualni broj istih dimenzija te koristimo operator vece ili
jednako:

x=[1;2];
y=hyperdual ([2;-0.5])

3 X>=y

ans =

2x1 logical array
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>>

Kod 3.5: Usporedba HD objekta i vektora s vrijednostima double

Nakon provodenja operacije mozemo provjeriti klasu objekta ’x’ mnaredbom

>class ()’ i potvrditi da tip objekta ostaje nepromijenjen:

>> class (x)

3 ans =

5 ’double’

3.4. Mehanizam rada klase za racunanje derivacija

Glavni izazov u kreiranju klase hiperdualnih brojeva za automatsko deriviranje
funkcija viSe varijabli bio je razviti mehanizam koji osigurava da se zadovoljavaju
jednadzbe (2.6-2.9) jer prema teoremu 1 ¢e i ugnijezdene funkcije zadovoljavati iste. To
znaci da svaku osnovnu funkciju i operaciju koju namjeravamo koristiti moramo
preopteretiti na nacin da je izlaz hiperdualni (skalarni) broj sa odgovarajuéim

vrijednostima atributa.

3.4.1. Izazovi i rjeSenja

Jedan od izazova bio je dobro definirati (binarnu) funkciju potenciranja iz jednadzbe
(2.10) u klasi HD brojeva. Program treba prepoznati radi li se o funkciji jedne ili dvije

varijable. Prema tome razlikujemo tri slucaja:
1. potencijal je varijabla f(x) = a*,
2. baza je varijabla f(r) = 2,
3. i baza i potencijal su varijable f(z,y) = z¥.

Objektno programiranje u MATLAB-u nam omogucuje da funkciju potenciranja

’power’ definiramo pomoc¢u tri dodatne funkcije u samoj klasi, ovisno o kojem se
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slucaju radi. Za pocetak, kada korisnik upotrijebi funkciju potenciranja sa barem
jednim hiperdualnim argumentom MATLAB poziva funkciju ’power’ u klasi i namece
se da je njena prva zadaca sada odrediti o kojem se od tri slucaja radi. RjeSenje ovog

koraka prikazano je u kodu ispod:

function [lhs] = power (rhsl,rhs2)

b_hd1 = isa(rhsl,’hyperdual’);
b_hd2 = isa(rhs2,’hyperdual’) ;
b_exponial = b_hd2 && (“b_hdl);
b_monomial = b_hdl && (“b_hd2);
b_powerial = b_hdl && b_hd2;
if ( b_exponial )

lhs = exponial (rhsl,rhs2);
end

if ( b_monomial )

lhs

monomial (rhsl,rhs2);

end

if( b_powerial )
lhs

powerial (rhsl,rhs2);
end

end

Kod 3.6: preopterecenje funkcije potenciranja

Varijable b_hd1’ i ’b_hd2’ su logicke varijable s vrijednostima ’true’ ili *false’.
Nakon odredivanja tipova argumenata funkcije potenciranja mozemo i odrediti o
kojem se slucaju radi. Time se sluzimo ’short-circuit and’ operatorom koji
prekida evaluaciju ¢im je vrijednost prvog argumenta ’false’.
da prikazemo nacin rada algoritma 1 u klasi. Prema algoritmu 1 prvi korak je stvoriti
izraze za izracunavanje matrica Jacobijan i Hessijan te nekoj drugoj funkciji u klasi
prepustiti ra¢unanje vrijednosti izlazne varijable y.

Kod ispod prikazuje funkciju ’powerial’ ¢ija je zadaca stvaranje objekata iz treceg
koraka algoritma 1, to jest stvaranje izraza za ¢lanove matrica Jacobijan i Hessijan:
methods (Access=private) 7% private power functions

function [lhs] = powerial (rhsil,rhs2)
% £(x,y):= x7y

fun_f = 0(x,y) x.7y;
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fun_DfDx = 0(x,y) y.*x. (y-1);

fun_DfDy = 0(x,y) x.7y .*x log(x);

fun_DDfDxx = @(x,y) y.*x(y-1).*xx. (y-2);

fun_DDfDxy = @(x,y) x. (y-1).*%( 1+y.xlog(x) );

fun_DDfDyy = @(x,y) x.7y .* log(x)."2;

opt_simd = ’elemental’;

lhs = fun_scalar_bivariate( fun_f ,fun_DfDx,fun_DfDy,...

fun_DDfDxx ,fun_DDfDxy ,fun_DDfDyy ,rhsl,rhs2,opt_simd );

end

Kod 3.7: Funkcija prilagodena slucaju 3

Funkcija ’powerial’ kreira anonimne funkcije za clanove matrica derivacija i Salje ih
funkciji ’fun_scalar_bivariate’ c¢ija je zadaca prosto naciniti vektore i matrice
pomocu uzalnih argumenata koje ¢ine anonimne funkcije iz ’powerial’. Zatim, od
dviju varijabli ’rhs1, rhs2’ kreirati vektorski hiperdualni broj kao §to i sugerira
korak 2 u algoritmu 1. Razlog zasto je ova metoda postavljena na ’Access=private’
je zato sto zelimo samo unutar klase koristiti ovu funkciju. Korisnik ne treba znati
kako ona funkcionira jer nam sluzi samo u posebnom slucaju pri potenciranju dvije
hiperdualne varijable.

To znaci da preostaje izvrsiti korake 6-8 i izracunati vrijednost funkcije. U funkciji

’fun_scalar_bivariate’ pozivamo ’fun_scalar’ na nacin:
lhs = fun_scalar (fun_f ,fun_Df ,fun_Hf ,rhs,opt_simd) ;

Kod 3.8: Poziv funkcije za racunanje izlaza iz programa

gdje su *fun_f’ vrijednost funkcije y = f(z,y), ’fun_Df’ je Jacobijan, a ’fun_Hf’

Hessijan iz koraka 2 algoritma 1. Princip rada funkcije >fun_scalar’ je prikazan u

iscjeccima kodova ispod gdje su dani samo najvazniji djelovi za izvodenje algoritma 1.
Funkcija ’fun_scalar’ takoder je dio privatne metode jer sluzi samo kao interna

funckija klase:

function [lhs] = fun_scalar (fun_f ,fun_Df,fun_Hf ,rhs,opt_simd)

X = rhs.x;

dx1 = rhs.dx1;

dx2 = rhs.dx2;

dx1x2 = rhs.dx1x2;

[n,~,M] = size(x); % n is input dimension; M is SIMD page

dimension
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% initialise Oth, 1st and 2nd derivative arrays

£ = zeros(1,1,M);
Df = zeros(1,n,M);
Hf = zeros(n,n,M);

Kod 3.9: Kreiranje izlaznih varijabli

U ovom dijelu koda kreiramo prazne matrice odgovaraju¢ih dimenzija prema broju
ulaznih varijabli n = 2 u ovom slucaju.
U prazne matrice sada je potrebno spremiti vrijednosti derivacija nakon ¢ega mozemo

racunati komponente izlaza iz programa y:

£f(C 1,1,:) = fun_f( x(:,1,:) );
Df(1,:,:) = fun_Df( x(:,1,:) );
Hf (C:,:,:) = fun_Hf( x(:,1,:) );
% dinicijaliziranje y,dyl,dy2,ddy
z = f;
dz1 = zeros(m,1,M);
dz2 = zeros(m,1,M);
dz1z2 = zeros(m,1,M);
% racunanje vrijednosti iz koraka 4-7 algoritma 1
for kl=1:n
dz1 = dzi + Df(1,k1,:) .* dx1(k1,1,:);
dz2 = dz2 + Df(1,k1,:) .x* dx2(k1,1,:);
dz1z2 = dz1z2 + Df(1,k1,:) .* dxi1x2(k1l,1,:);
for k2=1:n
dz1z2(1,1,:) = dz1z2(1,1,:) + dx1(k1,1,:) * Hf (k1,k2,:) * dx2(
k2,1,:);
end
end

% izlaz iz programa

lhs = hyperdual(z,dzl,dz2,dzl1z2);

Kod 3.10: Racunanje koraka 4-7 algoritma 1

Dvije for petlje prikazane u kodu iznad zapravo prikazuju izvodenje koraka 6-8
algoritma 1 gdje se vidi da se dobiva derivacija funkcije po onoj varijabli na ciju je
poziciju pohranjena vrijednost 1 u nekom od dualnih dijelova hiperdualnog argumenta

—~

X.
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3.4.2. Racunanje Jacobijana algoritmom 7

Na kraju, uz pretpostavku da je funkcija potenciranja f(x,y) napravljena kao
zasebna m-funkcija u MATLAB-u, mozemo prikazati racunanje matrice Jacobijan kako
i sugerira jednadzba (2.13), a preko algoritma 7.

Funkcija potenciranja spremljena je u direktorij kao zasebna m-funkcija:

function f = potencija_f (x,y)

f=x(1) . x(2);

3 end

N

V)

Kod 3.11: Funkcija za racunanje potencije

Zatim se u radnom prostoru kreira vektor koji sadrzi vrijednosti varijabli z,y te se
poziva funkcija ’HD_Jacobian_Call’ koja automatskim putem racuna vrijednost
matrice Jacobian slijedec¢i algoritam 7 koji se u MATLABU-u realizira na sljedeci
nacin:

function Dy = HD_Jacobian_Call (func,x)

hx = hyperdual (x) ;
n = size(x,2);
Dy = zeros(1,n);
for j=1:mn
hxj = hx;
hxj.dx1(j) = 1;
hyj = func (hxj);
Dy (1,3) = hyj.dx1;
end
end

Kod 3.12: Algoritam 7 u MATLAB-u

U kodu ispod prikazano je radno okruzenje za navedenu operaciju:

x=[2;3]

>> HD_Jacobian_Call (@potencija_f ,x)
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Kod 3.13: Ra¢unanje matrice Jacobijan



i} Usporedba metode
hiperdualnih brojeva
s metodom konacnih

diferencija i korac¢nom

kompleksnom metodom

U praksi je cest problem odabira metode za racunanje derivacija funkcije. Metode
se razlikuju po stupnju tocnosti, tezini implementacije u programskim jezicima te u
broju operacija (racunska efikasnost), [7]. Nakon detaljnog izvoda i dokaza to¢nosti
algoritma temeljenog na hiperdualnim brojevima za racunanje derivacija, u
MATLAB-u smo uspjesno implementirali novu klasu koja ima nadogradene sve
matematicke funkcije i operatore na nacin da slijede jednadzbe (2.6-2.9). U ovom
poglavlju ¢emo usporediti to¢nost ove tehnike s ostalim metodama za racunanje
derivacija funkcije kao Sto su korac¢na kompleksna i metoda konacnih diferencija. Prvo
¢e se kod racunanja prve derivacije viSevarijabilne funkcije prezentirati algoritmi na
osnovu metode konacnih diferencija i kompleksne metode, zatim opisati njihove
ugradene greske te na grafu usporediti to¢nost. Nadalje, kod racunanja druge
derivacije koristit ¢emo istu funkciju te ¢e se takoder prikazati algoritmi koristeni u
MATLAB-u bazirani na tradicionalnim metodama. U ovom djelu detaljnije ¢e se
objasniti prirode ugradenih gresaka za obje tradicionalne metode te ¢e se one
poboljsati koriste¢i formule iz literature. Iznos greske ¢e se prikazati na grafu i

usporediti sa analitickim te rjesenjem preko HD klase.

23
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4.1. Usporedba klase HD brojeva za racunanje Jacobijana

s tradicionalnim metodama

Klasa HD brojeva ovdje ¢e se ispitati na primjeru racunanja Jacobijana skalarne
multivarijabilne funkcije sa metodom konaé¢nih diferencija ili s obzirom na vrstu razlike
koju racunamo u brojniku izraza tocCniji naziv bi bio metoda centralne razlike te sa

metodom kompleksne varijable koja ima uklonjenu gresku krac¢enja u brojniku.

4.1.1. Metoda konacnih diferencija

Ova metoda zapravo radi na principu definicije derivacije funckije, s tom razlikom
Sto umjesto infinitezimalno male perturbacije h se u programskom jeziku se koriti neka
dovoljno mala velicina. Formula koja ¢e se koristiti u ovom radu naziva se centralna

razlika:

,_ fl@+h)— flz—h)
fl= o +O(h), (4.1)

Ideja je da se derivacija aproksimira racunajuéi vrijednosti funckije u dvije razlicite
tocke i djeljenjem sa ukupnim korakom dobivamo aproksimaciju derivacije. Ova metoda
zbog svoje konstrukcije ima ugradene dvije vrste gresaka, a to su greska oduzimanja
(oduzimanje bliskih brojeva u brojniku izraza) te greska zaokruzivanja koja se odnosi
na ostatak Taylorovog reda razvoja funckije, a detaljnije ¢e o greskama biti opisano u

sljede¢em potpoglavlju gdje se ra¢una matrica Hessijan.

4.1.2. Koracna kompleksna metoda

Nesto manje intuitivan pristup racunanju prve derivacije funkcije je primjenom
kompleksnih koraka hi gdje je i> = —1. Ako skalarnu multivarijabilnu funckiju f

razvijamo u Taylorov red s imaginarnim korakom dobivamo sljedece:

f(x+ihej) = f(x) +ihVif(x)-e; + (Zg—'ye? -V2f(x) - e+ ..., (4.2)
a rjesavanjem po gradijentu Vy f(x):
Vif(x)-e; = Jmif(x + ihe;)} + O(h?). (4.3)

h

gdje je e; jedinicni vektor odgovarajuce dimenzije u kojemu je j—ti element jednak 1.
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Sada se u jednadzbi (4.3) u brojniku ne pojavljuje oduzimanje i time je greska
kracenja uklonjena u ovoj metodi. Korak h se moze odabrati tako da bude izuzetno
mali (h = 1071%) i derivacije se moze izracunati do strojne preciznosti, [9].

Algoritam baziran na metodi centralne razlike koji se koristi u ovom radu, a napisan

je u MATLAB-u je prikazan ispod:

Algoritam 2 Algoritam temeljen na metodi centralne razlike
Ulaz: f,z,h,n

Izlaz: dfdx

1: dzx < zeros(n, 1)

2: fori=1:ndo

3: ss < zeros(n, 1)

4 ss(i) < 1

5 fi< flx—h-ss)

6: fo =« f(x+h-ss)

o dfda(i)  (f2— 11)/(2h)
8

. end for

Implementacija kompleksne metode moze biti vrlo jednostavno ostvarena u nekom
visem programskom jeziku gdje su kompleksne varijable unaprijed definirane. U ovom

radu koristi se sljedeci algoritam baziran na metodi kompleksne varijable:

Algoritam 3 Algoritam temeljen na metodi kompleksne varijable
Ulaz: f,z,h,n
Izlaz: dfdx

1. dx + zeros(n, 1)

X ¢ X

fori=1:ndo
xl; < complex(x;, h)
f1+ f(x1)
df dz (i) < mestil)

x] <+ x

. end for

Racunanje Jacobijana koriste¢i HD brojeve obavlja se algoritmom 7 te se metode
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ispituju na racunanju parcijalnih derivacija funckije (4.19) za raspon koraka

h=10"% k=1,...,50. Rezultati usporedbe su prikazani na slici ispod:

Normalized error

| | | | | | | | |
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
k (Step size h=10)

Slika 4.1: Usporedba metoda za rac¢unanje Jacobijana

Na slici 4.1 moze se iS¢itati da se rjesenje preko HD metode podudara s rjesenjem
koriste¢i simbolicku derivaciju s uvrstavanjem vrijednsoti varijabli u MATLAB-u.
Nadalje, koracno kompleksna metoda poboljSava toénost s manjim izborom koraka h te
se oko vrijednosti £ = —9 pocinje podudarati s analitickim rjesenjem. Razlog zasto
metoda centralne razlike daje loSije rezultate sto se vrijednost koraka smanjiva ispod
vrijednosti A = 107% je zato §to greska kradenja prevladava u odnosu na gresku

odbacivanja i stoga postoji optimalna vrijednost izbora koraka kod ove metode.

4.2. Usporedba klase HD brojeva za racunanje Hessijana

s tradicionalnim metodama

U nastavku ¢e se usporediti metoda hiperdualnih brojeva s metodom konaénih
diferencija i koracnom kompleksnom metodom na primjeru racunanja druge derivacije

funkcije vise varijabli.
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4.2.1. Metoda konacnih diferencija

Metoda konac¢nih diferencija (eng. finite-difference method) ukljucuje koristenje
koraka h kojim se ra¢una vrijednost funkcije u (najmanje) dvije razli¢ite tocke i time
se aproksimira vrijednost druge derivacije funkcije u tocki x. Dvije od najcesé¢ih
varijacija ove metode su s pozitivnim korakom:

f(x+2h) —2f(x+2h) + f(x)
12

f(x) = +0O(h), (4.4)

i aproksimacija preko centralne razlike (eng. central-difference approzimation):

f(x +2h) —2f(x) + f(x — 2h)

f(x) = e + O(h?). (4.5)
Izvod ovih relacija dobiva se razvojem Taylorovog reda:
1 1
flx+h)= f(x) £ hf'(x)+ ith"(m) + ah?’f"’(x) + . (4.6)

Ova metoda je jednostavna za ostvariti u programskom jeziku ali ukljucuje dva izvora
gresaka. Prvi je povezan s greskom odbacivanja, a to su svi ¢lanovi viseg reda koje
odbacujemo. Greska odbacivanja jednaka je O(h) za metodu s pozitivnim korakom,
(4.4), te O(h?*) za aproksimaciju preko centralne razlike, (4.5). Na ovu vrstu greske
mozemo utjecati odabirom jako malog koraka h pri ¢emu brzina pada greske
odbacivanja ovisi o njenom redu. Na primjer, za metodu centralne razlike (4.5)
smanjivanjem koraka h za jedan red velicine, greska bi pala za dva reda velicine. Na
ovu gresku takoder mozemo utjecati i tako $to rac¢unamo vrijednosti funkcije u vise
tocaka i pravilnim izborom koeficijenata u brojniku izraza za racunanje druge
derivacije se mogu pokratiti ¢lanovi nizeg reda pa time greska odbacivanja dosta brze
opada kako se smanjuje vrijednost koraka h. Drugi izvor greske naziva se greska
zaokruzivanja, a dogada se kada se oduzimaju dva bliska broja. Poznato je da se
brojevi u memoriji racunala zapisuju preko konac¢nog broja znamenaka, a poSto bliksi
brojevi u brojniku formule imaju sve vise jednakih znamenaka sto se korak A smanjuje,
to ¢e i rezultat operacije imati manji broj znamenaka preciznosti. Krajnji nepozeljan
slucaj je kada se za vrijednost koraka h uzima vrijednost koja je manja od strojne
preciznosti kada je zapis vrijednosti x i x 4+ h identican u racunalu, kao i vrijednosi
funkcije u tim tockama Sto rezultira s vrijednoséu nula za iznos derivacije. S obzirom

na ove dvije greske potrebno je odabrati optimalnu vrijednost koraka A kako bi se
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izbjegla greska zaokruzivanja ali i osiguralo da je greska odbacivanja istovremeno $to
manja jer su u oprecnom odnosu s obzirom na izbor koraka h.

Varijacija ove metode koju koristimo u ovom radu za usporedbu tocnosti s klasom
hiperdualnih brojeva nastoji povecati red greske odbacivanja. Kako smo ve¢ rekli, ona
iznosi O(h) i O(h?) za jednadzbe (4.4) i (4.5), respektivno. Metoda je poznata kao
5-point stencil i u njoj se racuna vrijednost funkcije u 5 razlic¢itih tocaka i tako daje
aproksimaciju za drugu derivaciju u obliku:

_ —f(x —2h) +16f(x — h) —30f(x) + 16f(z + h) — f(x + 2h)
12h? ’

h6
Etrunc(h) = %f(ﬁ)(x)7 (48)

/()

(4.7)

prema [8], gdje Eyun. oznacava prvi ¢lan greske odbacivanja koja je u ovom slucaju
O(h%). U nastavku ¢e se prikazati i algoritam koji se koristi za racunanje derivacija

visevarijabilne funkcije koriste¢i ovu metodu.

4.2.2. Korac¢na kompleksna metoda

Iduéa tehnika za usporedbu racunanja numericke vrijednosti derivacije funkcije je
koracna kompleksna metoda (eng. complex-step method). U ovom slucaju se za korak
uzima kompleksna vrijednost hi, gdje je i imaginarna jedinica: > = —1. Razvojem
Taylorovog reda za ovakav izbor koraka dobivamo:

2 3

" h4 4
- 5 @) =i SO ) + Zf( (@) + ... . (4.9)

flxz+hi) = f(z)+ihf'(z) 30

Ako bismo grupirali ovaj red na realni i imaginarni dio dobivamo sljedece:

2

_ _®
3]

Fla+hi) = (f(x) . (x)+Z—?f(4)(x)+...> +h (f’(m) (3)(x)+...> i (4.10)

Da bismo dobili numericku vrijednost druge derivacije funkcije u tocki x potrebno je

uzeti realni dio Taylorovog razvoja:

R{f(x+ hi)} = f(z) — %f”(m) + %f(4)($) + . (4.11)

Rjesavanjem po f”(z) dobivamo

2(f(x) = Re[f(x + hi)])

f”(,I) = h2

h2
, Eyunc(h) = Ef(4) (x), (4.12)
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gdje je Eyune prvi ¢lan greske odbacivanja koji sluzi za mjeru reda greske odbacivanja
u numerickim tehnikama deriviranja.  Ova tehnika ipak ima ugradenu gresku
oduzimanja bliskih brojeva i smanjivanjem kompleksnog koraka hi mozemo dobiti u
najgorem slucaju oduzimanje dva jednaka broja u zapisu racunala te je vrijednost
druge derivacije pogresna. Ovo pak nije sluc¢aj u racunanju prve derivacije funkcije za
isti kompleksni korak. Ako pogledamo jednadzbu (4.10) onda vidimo da je prva
derivacija funkcije vodeca vrijednost u imaginarnom dijelu razvoja te za njeno
racunanje nije potrebno oduzimanje ve¢ samo gledanje imaginarnog dijela vrijednosti
funkcije u tocki (z + hi). Takoder, sve iduce vrijednosti u razvoju mnoze se sa korakom
h na neku potenciju, sto znaci da odabirom dovoljno male veli¢ine koraka h na strojnu
se preciznost moze dobiti vrijednost prve derivacije Sto ovu metodu c¢ini efektivno
egzaktnom, ali samo u slucaju dobivanja vrijednosti prve derivacije funkcije. Ovakvim
razmatranjem uvodi se potreba za odabirom metode koja ukljucuje koristenje druge
vrste brojeva s nekoliko ne-realnih jedinica na ¢ijem bi vodeé¢em mjestu bile vrijednosti
zeljenih derivacija, a to su upravo hiperdualni brojevi, jednadzba (2.5).

Na gresku odbacivanja kod ove metode moze se utjecati odabirom povoljnijeg
oblika kompleksnog koraka. Cilj je da se zbrajanjem/oduzimanjem vrijednosti funkcija
u razlicitim tockama s povoljnim oblikom kompleksong koraka pokusa pokratiti sto
viSe clanova razvoja i tako povecati red greske odbacivanja. Tako se uvodi korak s
imaginarnom jedinicom na potenciju u obliku razlomka dva racionalna broja z’g. U
kompleksnoj ravnini ova potencija oznacava i fazni kut gdje je 6 = §90° = 2’¥q7r rad. Iz
trigonometrije imamo relaciju i§ = ¢¥ [8]. Razvoj taylorovog reda za vrijednost

2
funkcije u tocki x sa korakom 74h je

0 - nif (n)
h) = o , 413
Pl e) = 1) + 3T (113)
i(04) _ ni(6+4) (n)
flx+e h) = f(x)+ nE:1 e ol (), (4.14)
gdje je '™ = —¢i®  Takoder, postoji i jos jedan koristan oblik zapisa imaginarne

jedinice na potenciju, a to je preko Eulerove jednadzbe ¢ = cos () + isin (/). Na ovaj

nacin moze se odmah razdvojiti imaginarni od realnog dijela razvoja reda. Sumiranjem
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jednadzbi (4.13,4.14) i uvodenjem Eulerove jednadzbe dobivamo sljedece:

f(@+eh) + flx+CTh) = 2f(x) + 2 i [cos (2n0) + i sin (2n6)] (Qh—:)‘f@")(x).

n=1

(4.15)
Rjesavanjem jednadzbe (4.15) za f”(x) dobivamo

wo oy J(@+eh) —2f(x) + fla+ R
i) = [cos (26) + i sin (20)]h? T (4.16)

2n—2

23" [cos [(2n — 28] + i sin [(2n — 2)0] % £ (2).

Ako odvajanje realnog od imaginarnog dijela nije od znacaja, dostupna nam je i

kompaktnija jednadzba u obliku

" o f(l‘ + eieh) — 2f(£(]) + f(l’ B eiah)
fi () = (i¥h)2

o (eie h) 2n—2

=2 mm

n=2

e (). (4.17)

Sada je moguce izracunati drugu derivaciju funckije uzimajuéi samo imaginarni dio i uz
odabir faznog kuta u iznosu 6 = 45°:

3[f(z +eh) + f(x + TR
h2

h4
f”(x) = s Etrunc(h) = %Jc(ﬁ)(x)‘ (4.18)

I time je ostvarena zadaca uvodenja kompleksnog koraka u odnosu na standardnu
kora¢nu kompleksnu metodu jer smo postigli da je greska kracenja sada reda jednakog
O(h'), u odnosu na gresku kracenja iz jednadzbe (4.12) koja iznosi O(h?). Razlog je
sto gledajuéi samo imaginarni dio jednadzbe (4.15) za vrijednost n = 2 je sin (40) = 0
za vrijednost kuta 6 = 45° i prvi ¢lan koji se pojavljuje je za vrijednost n = 3. lako
numericki je ova metoda napredak u odnosu na osnovnu koracnu kompleksnu

jednadzbu, ona je i dalje podvrgnuta greski krac¢enja bliskih brojeva.

4.2.3. Usporedba metoda u MATLAB-u

U MATLAB-u su implementirane kora¢na kompleksna i metoda konacénih
diferencija i usporeduju se s klasom hiperdualnih brojeva za racunanje druge derivacije

viSevarijabilne funkcije

f(x17 X2, 'T3) = DTz 50 <§3) te . (419)
3
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U MATLAB-u je moguce dobiti i analiticke izraze za derivacije sa simbolickim
varijablama, a naredbom ’'subs ()’ moguce je uvrstiti i dobiti numericke vrijednosti za
¢lanove matrice Hessijan. Time imamo i tocnu vrijednost s kojom mozemo
usporedivati pojedine metode. Nacin usporedbe je da se izracuna maskimalna
singularna vrijednost matrice dobivene oduzimanjem matrice Hessijan dobivene
analitickim putem od matrice izracunate preko pojedine metode, te da se podjeli sa
maksimalnom singularnom vrijednoséu simbolicke matrice s numerickim vrijednostima.

Prema jednadzbama (4.7) i (4.16) to¢nost ovisi o koraku h, pa ¢e se prema tome uzeti
korak h = 107%, gdje je i = 1,...,15. Nagcin prikaza rezultata je da se na x-osi nalaze
vrijednosti koraka h, a na y-osi je u logaritamskoj skali prikazana greska u odnosu na

analiticku metodu.

1015

Normalized error

1010

1015

1020
0

k (Step size h=10")

Slika 4.2: Usporedba metoda za rac¢unanje Hessijana

Na slici 4.2 prikazani su rezultati usporedbe triju metoda i ocekivano, klasa
hiperdualnih brojeva se ne razlikuje od rjesenja preko uvrstavanja vrijednosti varijabli
u analiticke izraze dobivene simbolickim putem u MATLAB-u. Kod metode kona¢nih
diferencija u pocetku imamo pad greske a povezan je uz smanjivanje greske
odbacivanja kako smanjujemo korak h. Ipak, kod vrijednosti £ = 3 imamo i optimalnu
vrijednost koraka jer se daljnjim smanjivanjem koraka povecava greska zaokruzivanja
ondosno oduzimamo brojeve sa sve vise jednakih znamenaka u zapisu racunala. Kod

koracne kompleksne metode pad greske takoder je povezan sa smanjivanjem koraka i
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optimalna vrijednost se postiZe za vrijednost h = 10~%. Daljnjim smanjivanjem koraka
opet imamo sve vecu gresku kracenja koja sporije raste nego kod metode konaénih
diferencija.

Algoritmi u kojima su ostvarene metode konac¢nih diferencija i koraéno kompleksna

metoda prikazani su ispod a povezani su s jednadzbama (4.7) i (4.18), respektivno:
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Algoritam 4 Racunanje Hessijana metodom konacnih diferencija

—_

[ N N e T T e e T e T = T o T = T
M 2 2 © 0 NGB w29

23:
24:
25:
26:
27:

Ulaz: z,n,h, f(z)
Izlaz: H

H « zeros(n,n)
[ flx)
for [ =1ton do
ss < zeros(n, 1)
ss(l) 1
ffl« f(x—2h-ss)
ff2« f(x—h-ss)
ff3« f(x+h-ss)
ff4< f(x+2h-ss)
H(I,1) < 1/(12h%) - (= ff1+16f f2 — 30f + 16 f f3 — f f4)

: end for

s lam 1
cl+—n—1

: while 1>0 do

forp=1:1do
vector < zeros(n, 1)
vector(p : p+lam) < 1
Sl f
fr2«f

x — 2h - vector)
x — h - vector)

ff3 <« f(z+ h-vector)

ff4 <« f(x+2h - vector)

H(p,p + lam) « (1/(12h?) - (=ff1 + 16ff2 — 30f + 16ff3 — ff4) —
sum(sum(H(p : p+lam,p: p+lam)))/2

H(p+lam,p) < H(p,p+ lam)

o~ o~ o~ —~

end for
[+—1—-1
lam < lam + 1

end while
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Algoritam 5 Rac¢unanje Hessijana metodom kompleksnog koraka
Ulaz: z,n,h, f(z)
Izlaz: H

1: H < zeros(n,n)

2: for [ =1ton do

3: ss < zeros(n, 1)

ss(l) «+ 1

zxl + x + hit/?) . ss

122 < 2+ hi®/? . 55

f11 4 flaal)

[2 ¢ flaa2)

H(l,1) « 1/h? - Im[f f1 + f f2]
10: end for

11: lam <1

122 [+ n—1

13: while 1>0 do

14: forp=1:1do

15: vector < zeros(n, 1)

16: vector(p : p+lam) <1

17: ff1+ f(z+ hi"? -vector)

18: ff2 « f(x+ hi®? -vector)

19: H(p,p+lam) < (1/h? - Im[f f1 + ff2] — sum(sum(H(p : p+ lam,p : p +
lam))))/2

20: H(p + lam,p) < H(p,p+ lam)

21: end for

22: [+1-1

23: lam «+ lam + 1

24: end while




5 | Primjena HD brojeva
za racunanje derivacija

u Newtonovoj metodi

trazenja nultocke

Tehniku HD brojeva ispitujemo na dva primjera trazenja minimuma funkcija. U
prvom slucaju koristimo Newtonovu metodu za trazenje rjeSenja sustava nelinearnih
jednadzbi gdje se matrica Jacobijan racuna koriste¢i klasu HD brojeva. Newtonova
metoda daje dobra rjesenja uz uvjet da je pocetna tocka iteracije dovoljno blizu
kona¢nom rjeSenju. U nasem slucaju se kao zadovoljavajuce rjeSenje smatra ono u
kojem je norma razlike zadnjih dviju tocaka iteracije manja od iznosa tolerancije.
Metoda ¢e takoder biti opisana i algoritmom kako bi se c¢itatelju jednostavnije
prikazala Newtonova metoda, a korisno je i Sto je u tom slucaju lakSe napraviti
vlastitu implementaciju u bilo kojem programskom jeziku.

U drugom slucaju koristimo Newton-Rhapsonovu metodu za trazenje minimuma
potencijalne energije sustava mase na oprugama. U ovom problemu razmatramu masu
objesenu u vertikalnoj ravnini o dva elasticna pera s odredenim razmakom te postavljamo
jednadzbu potencijalne energije mase m. Koriste¢i definicije o stabilnoj ravnotezi iz
predavanja Racunalne matematike, potencijalna energija ¢e ovisiti o koordinatama u
vertikalnoj ravnini, a njen minimum je u tocki za koju vrijedi da je prva derivacija
jednaka nuli. To znaci da je algoritam kojim se sluzimo po prirodi isti kao onaj u prvom
slucaju, s tim da je ovdje potrebno racunati i drugu derivaciju visevarijabilne funckije
(Hessijan). Takoder ¢emo prikazati algoritam kako bi citatelj lakse razumio metodu

trazenja rjesenja ili napravio vlasitiu implementaciju.

35
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5.1. Racunanje sustava nelinearnih jednadzbi primjenom

Newtonove metode

Metodu deriviranja pomoc¢u hiperdualnih brojeva ispitujemo na zadatku

pronalazenja rjesenja sustava nelinearnih jednadzbi, [10], zadanih u obliku

fl(xlvaa 7xn) == 07
f2($1,l‘2, 7xn) - 07
(5.1)
fm(‘flax% 7xn) = 0.
Jacobijan vektorske funkcije f(x) sada je matrica ¢iji su elementi %;X), i=1,..,m,
J
j =1,...,n, ili matri¢no
[ ] [ 9f1(x 0f1(x Af1(x) ]
Vo fi(x) A0 PhLd .. SAk)
of (x) V. fa(x) %x(x) %(X) agzgc(X)
Vol = = = ' 2 ml (5.2)
Ofm(x)  Ofm(x) 3 fm(x)
_Vacf’m(x)_ |~ G .. |

Iteracijski postupak Newtonove metode je sada definiran u matricnom obliku na sljedeci

nacin
) 1-1
X = x5, — | 2| f(), k= 0,1,2, .. (5.3)
pri ¢cemu su L o
L1 fi
x
oo [ e 2] (5.4)
Tn fn

~1
dok je [%":)} inverz matrice Jacobijan uz n = m. Sustav nelinearnih jednadzbi

zadan je kao:

1
3z, — cos (Tox3) — 5= 0,
2?7 — 81(z9 4+ 0.1)? + sin (23) + 1.06 = 0, (5.5)
10m — 3

™2 4 20w; + =0.
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T
Dok je za pocetnu tocku iteracije zadano xy = [0.1, 0.1, 0.1} . Nacin rjesavanja zadatka

moze se svesti na sljedeci algoritam:

Algoritam 6 Rjesavanje sustava nelinearnih jednadzbi Newtonovom metodom
Ulaz: f,x,tol

Izlaz: x
1: ¢ < xg
2: while err > tol do
3: J + Vf(z) > Ovdje se koristi HD metoda
4: fi  f(z)
5: rn=x—J 1 fi
6: err = norms(x; — x)
7 T 4— I
8: end while

Racunanje matrice Jacobijan metodom hiperdualnih brojeva takoder se moze opisati

algoritmom po uzoru na jednadzbu (2.13).

Algoritam 7 Racunanje Jacobijana metodom HD brojeva
Ulaz: f,x

Izlaz: J

z <+ hyperdual (x)

—_

n + size(x,1)
J  zeros(1,n)
for j =1tondo

2:

3:

4:

5: T] z

6: 6z j1(j) < 1
Ty flx))

8: J(1,7) < oy
9: end for
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Rjesenge:
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5.2. Trazenje minimuma potencijalne energije

Newton-Raphsonovom metodom

Za tijelo mase m objeseno u vertikalnoj ravnini o dva elasticna pera zanemarive
mase s konstantama ki, ko i duljinama [y, 5 i uz razmak objesista jednak d, potrebno

je izracunati ravnotezni polozaj [1],[12].

Y

Y

o0 k

il

Slika 5.1: Masa objesena na dvije opruge [1]

Problem rjesavamo postavljanjem jednadzbe potencijalne energije mase m za polozaj

(z,y):

V(z,y) = mgy + % (ll — a2+ y2>2 + % <l2 —V/(d—1x)?+ y2>2, (5.6)

Definicija 2 (Stabilna ravnoteza [10]). Ako glatka funckija V(x,y) poprima u tocki

(*, y*) minimum onda vrijedi

ov 0?V
—(z",y") =0, ", y*) > 0. 5.7
a(x,y)< y*) a(gw)g( y') (5.7)
Obratno, ako vrijedi
ov 0*V
", y*) =0, ¥ y*) >0, 5.8
e R >
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0 ¢emo ostvariti

onda funkcija V- poprima u tocki (x*,y*) strogi lokalni minimum.

Numericko rjeSavanje jednadzbi ravnoteze %(m*, y*)
koristenjem Newton-Raphsonove metode koja generira niz tocaka iteracijama
(5.9)

-1
Qi1 = Qi — [VZV(qk)} VV(ae)T,

gdje jeq = [x y] T. Gradijent funckije V' je
(5.10)

VV(a) = |2 2],

a matrica Hessijan funkcije V' po vektorskoj varijabli q je

92V 2%V
72 T
VV(a) = | J, %W (5.11)
dydr  0y2
OV_(1* y*) ostvaruje se algoritmom 6, dok se
sljede¢im

Trazenje nultocke vektorske funkcije 3zg)
racunanje matrice Hessijan metodom hiperdualnih brojeva provodi

algoritmom:



N
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Algoritam 8 Racunanje Hessijana metodom HD brojeva

Ulaz: f,x
Izlaz: H

—_

2 <+ hyperdual (x)

n « size(x,1)

H + zeros(n,n)

for  =1tondo

for k=1 ton do

x;k —z
dxjki(j) < 1
dxjko(k) + 1
yjk < f(xjk)
H(j, k) « 0dyjk
H(k,j) = H(j, k)

12: end for

© * NS Tk W

=
= O

13: end for
Rjesenge:
First -order
Iteration Func-count f(x) Step-size optimality
0 3 53.7415 106
1 6 6.07662 0.00940796 48.9
2 9 2.64175 1 26.7
3 12 1.17883 1 3.59
4 18 -0.723377 10 6.13
5 24 -0.747516 0.10297 5.84
6 27 -0.844538 1 1.41
7 30 -0.8505635 1 0.0284
8 33 -0.85054 1 0.000996
9 36 -0.85054 1 7.9e-07
Local minimum found.

Optimization completed because the size of the gradient is less than

the default value of the optimality tolerance.

x_optimalno =
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0.499183554669675
-0.361134937393740

fval =

-0.850539941110294

Na sljedecoj slici prikazana je ovisnost potencijalne energije mase na oprugama u

ovisnosti o koordinatama xy:

20 |
08

Slika 5.2: Vrijednost potencijalne energije ovisno o xy koordinatama sustava

Tako se na slici 5.2 moze is¢itati da se vizualno rjeSenje zapravo podudara s
numerickim koje kaze da se minimum potencijalne energije sustava nalazi u tocki

x = 0.499183554669675 m, y = —0.361134937393740 m.



Poglavlje 5. Primjena HD brojeva za ralunanje derivacija u Newtonovoj metodi traZenja nultocke 43

Takoder, na slici 5.3 s ucrtanim izolinijama vrijednosti potencijalne energije moze
se vidjeti tocka s lokalnim ekstremima sustava kao i pozicija minimuma potencijalne

energije.

Slika 5.3: Izolinije vrijednosti potencijalne energije sustava mase na oprugama, 5.1



6 | Primjena hiperdualnih
brojeva u optimizacijskim
algoritmima u MATLAB-

u

U ovom poglavlju aplikaciju klase HD brojeva nalazimo u racunanju Jacobijana
koristec¢i funkcije koje su ugradene u MATLAB-ove optimizacijske programske alate.

Optimizacija sadrzi skup aktivonosti ¢iji je cilj pronaéi "najbolje rjesenje”, optimum,
uz postivanje zadanih ogranicenja. Pojam "matematicko programiranje” ¢esto je koristen
kao sinonim optimiranju, pa tako imamo i pojmove: linearno programiranje, kvaratno
programiranje, nelinearno programiranje, semi-definitno programiranje itd, [10].

Formulacija problema optimizacije

Formulacija optimizacijskog problema zahtjeva definiranje:

e X projektnog skupa (skup projektnih varijabli, skup varijabli odluke, engl.

decision set),
e F C X dozvoljenog skupa (engl. feasible set, constraint set),
e f:F — R funkcije cilja (engl. objective function, cost function).

Cilj je odrediti vrijednost projektnih varijabli z € F za koju je funkcija cilja f(z)

minimalna .

44
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Optimizacijski problem :

min £(x),

uz ogranicenja

gdje su:
X = [1:1 To ... Tp ' projektne varijable,
f :R"™ — R funkcija cilja,
g : R" — RP ogranicenja tipa nejednakosti,
h : R® — R™ ogranicenja tipa jednakosti.
Optimalno rjesenje x* je vektor projektnih varijabli koji, od svih vektora iz
projektnog prostora koji zadovoljavaju ogranicenja, ima najmanju vrijednost funckije

cilja f, [10]. Vrijedi sljedece svojstvo

max f(x) = m}in —f(x). (6.1)

6.1. Primjena hiperdualnih brojeva u optimizaciji

kemijskog procesa

Rjesavanje nelinearnih optimizacijskih problema bez ogranicenja varijabli se u
MATLAB-u ostvaruje koristenjem ugradene funkcije ’fminunc’ [12], [11]. Ta se
funkcija poziva kako bi se nasla optimalna vrijednost parametara za koje je funkcija
cilja minimalna uz to da iteracija krec¢e od inicijalne vrijednosti varijabli koje korisnik
unaprijed zadaje. Funkcija ’fminunc’ kao ulazne parametre ima funkciju cilja, zatim
pocetne vrijednosti varijabli po kojima se trazi minimum funkcije cilja i kao treci
argument mogu se unijeti zeljene postavke na algoritam trazenja minimuma preko

strukture ’options’, a izlaz iz programa je optimalna vrijednost parametara:

1 function u = control (ul)

3 global tau N
1

5 optionsl=optimset (’Display’,’iter’,’TolX’,0.0001,°’TolFun’,0.0001) ;
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u_temp=fminunc(’cost_function_2’,u0,optionsl);

loptions=optimset (’GradObj’,’on’,’Display’,’iter’,’MaxIter’,1);
options=optimset (’Algorithm’,’trust-region’,’Display’,’iter’,’TolX

)
3 e e e

0.0001,°’TolFun’,0.0001,’MaxIter’,2);

u = fminunc(’cost_function’,u_temp,options);

Ugradeni solver za nelinearno programiranje ’fminunc’ koristi kvazi-Newtonovu
metodu u kojoj se matrica Hessijan aproksimira Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
metodom koja za evaluaciju koristi prvu derivaciju funkcije cilja po parametrima koja
se racuna metodom konacnih diferencija. Nadodajmo kako se unutar strukture
’options’ moze opskrbiti minimizacijski algoritam s Jacobijanom radi ubrzavanja
algoritma 1 tada je u strukturi ’options’ potrebno postaviti algoritam na
>trust-region’ pri ¢emu je Jacobijan drugi izlazni argument funckije cilja.

function [J,grad] = cost_function(x)
global N tau
xout = my_euler2(x, tau, N-1);

J = -xout(1,N-1) + xout(2,N-1) + xout(3,N-1);

grad =HD_Jacobian_Call (@derivacija,x);

Kod 6.1: Funkcija cilja u optimizacijskom problemu

U kodu 6.1 ’my_euler2’ je m-funckija za numericko rjesavanje sustava diferencijalnih
jednadzbi s pocetnim uvjetima i zadanom upravljackom varijablom, a ’derivacija’
je m-funkcija identi¢na ’cost_function’ ali bez Jacobijana kao drugog izlaza. Zbog
nacina rada klase za racunanje Jacobijana gdje se funckija cilja poziva ponovno za
svaki element u upravljackoj varijabli, te zbog veceg broja operacija unutar racunala
za svaku matematicku operaciju nad hiperdualnim brojevima nego u slucaju rada s
ugradenim objektima za brojeve, sada je potrebno podosta vremena za izvrSavanje
programa, ali se osigurava tocnost do strojne preciznosti. Iz koda 6.1 moze se vidjeti
da je funckija cilja ovisna o koli¢inama reaktanata u terminalnom vremenu, a zeli se
maksimizirati koncentracija prve tvari dok se istovremeno zeli minimizirati

koncentracija ostale dvije. Kao drugi izlazni argument funckije izrac¢unali smo varijablu
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’grad’ koja sadrzi numericke vrijednosti derivacije funkcije cilja po ulaznoj varijabli,
to jest po upravljackoj varijabli koja je u ovoj funkciji nazvana ’*x’. Derivacije funkcije
po svakom elementu unutar upravljacke varijable rac¢unaju se prema algoritmu 7, a

tocan poziv funkcije unutar MATLAB-a je prikazan u kodu ispod:

function J = derivacija(x)
global N tau
xout = my_euler(x, tau, N-1);

J = -xout (1) + xout(2) + xout(3);

Kod 6.2: Racunanje Jacobijana HD klasom

Diferencijalne jednadzbe koje se rjesavaju unutar funkcije ’my_euler2’ po prirodi
su nelinearne obic¢ne diferencijalne jednadzbe prvog reda i koristi se Eulerova metoda za
rjeSavanje. Kod ispod prikazuje diferencijalne jednadzbe koje opisuju sustav:

dx (1) = kilr*cont - k3rx*xi;

dx (2) = 2xk2r*cont ~2;
dx (3)= k3rx*x1;

Kod 6.3: Jednadzbe diferencija

Zbog vremena izvrSavanja dosjetljivo je prvo izracunati optimalnu upravljacku varijablu
koriste¢i ugradeni rjesavac i to bez gradijenta kao drugog izlaza funkcije cilja i zatim
koristiti tu vrijednost kao pocetnu u iteraciji sa opskrbljivanjem gradijenta koji se rac¢una
metodom hiperdualnih brojeva. Rezultati koji se dobiju koriste¢i osnovni rjesavac su
prikazani ispod:

First-order

Iteration Func-count f(x) Step-size optimality
0] 1001 0 0.0138

1 3003 -0.461559 10 0.01
5 2 4004 -0.967133 1 4.99e-07

Local minimum found.

Optimization completed because the size of the gradient is less than

the selected value of the optimality tolerance.
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12 <stopping criteria details>

Kod 6.4: Optimizacija s ugradenim algoritmom

Medutim koristeéi klasu hiperdualnih brojeva za ra¢unanje gradijenta funkcije cilja uz
istu pocetnu tocku iteracije nakon prva dva koraka dobivaju se ipak bolji rezultati s

obzirom na kriterij *First order optimality’, a rezultati su prikazani u kodu ispod:

1 First -order

2 Iteration Func-count f(x) Step-size optimality
3 0 1 0 0.0138

1 1 3 -0.461559 10 0.01

5 2 4 -0.967133 1 7.81e-18

6 Local minimum found.

= Optimization completed because the size of the gradient is less than
9 the selected value of the optimality tolerance.
10

11 <stopping criteria details>

Kod 6.5: Rezultati optimizacije s racunanjem gradijenta preko HD klase

Provodenjem optimizacije uz racunanje Jacobijana klasom HD brojeva, i usporedbom

analitickog rjeSenja dobiveni su rezultati prikazani na slici 6.1:

t[s]

t[s]

Slika 6.1: Usporedba analitickog s rezultatima optimizacije u MATLAB-u
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6.2. Primjena hiperdualnih brojeva u optimalnom

upravljanju 2 DOF robota

Primjena hiperdualnih brojeva u optimalnom upravljanju robota s dva stupnja
slobode gibanja se ovdje takoder odnosi na racunanje derivacija funkcije cilja po
¢lanovima iz upravljacke varijable. Iz [2] uzimamo primjer robota prikazanog na slici

6.2. Gibanje je ograniceno na horizontalnu plohu definiranu osima = — y, gdje je [y

Slika 6.2: 2 DOF SCARA robot, [2]

duljina prvog linka robota, a m; i ms oznacuju mase prvog odnosno drugog linka. Na

slici su takoder naznaceni i polozaji centara mase oba linka, dok se pozicija centra
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mase drugog linka nalazi fizicki izvan njega zbog geometrije te ovisi o konstantnom
kutu 6. Nadalje, udaljenosti od rotiraju¢ih osi do centara mase pojedinog linka
oznacCene su varijablama [, i [, za prvi, odnosno za drugi link. Momenti inercije s
obzirom na osi paralelne s osi-z i koje prolaze kroz centre masa su oznacene kao I, I,
za prvi idrugi link, respektivno. Zakreti kuta linkova oznaceni su kao ¢, i ¢gs te se mjere
izmedu svakog linka zasebno i osi paralelne s osi-z te se uzimaju u smjeru obrnutom od
zakreta kazaljke na satu. Gibanje linka dva omoguéeno je preko remenice koja je
spojena s rotiraju¢im aktuatorom lociranim ispod baze samog robota.
Matematicki model koji opisuje dinamiku robota izvodi se postavljajuci

Euler-Lagrange jednadzbu kao u [2], a kona¢ni oblici diferencijalnih jednadzbi su

01G1 + (03C51 + 04591)do — 0352162 + 04Con¢p” = T, (6.2)

(05C51 + 04591) G + b2G> + 03521G:% — 02Co161° = T, '
Gdje je Cy1 = cos (qa — q1), So1 = singa — q1, 01 = myl% + mal} + I, O3 = mol?, + Iy,
05 = malyleo cos (0) te Oy = molyle sin (§). Numericke vrijednosti navedenih parametara
sw: [y =1m, g =l =05m, m; =3kg, my =4kg, [ =1 kng, I, =2 kng,
0 =0.

Povoljniji oblik pisanja jednadzbi (6.2) je u kompaktnoj, matri¢noj formi

M(q)d + C(q,q)g = u, (6.3)

gdje je q = [q1¢2]T vektor kuteva zakreta linkova, a u = [T1T5]T je vektor upravljackih

varijabli. Uz to, imamo

M(q) = | PO g g - 0 (0= BS)ie
* 0 (03521 — 04C51)G1 0

(6.4)

Konacno, uvodenjem vektora stanja = [qTq"|T, prostor stanja se moze napisati kao

% = f(x,u) = q . 6.5
e M(q) ' (u - C(q,q)q) e

U nastavku se razmatraju se dva problema upravljanja.
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6.2.1. Transformacija robota iz inicijalnog u zZeljeno stanje
Iz pocetnog stanja robota
T ™
x1(0) = 1 rad, x2(0) = 1 rad, x3(0) = 0 rad/s, 24(0) = 0 rad/s, (6.6)
u konacno stanje
T ™
Tp =g rad, xop = 5 rad, 3y = 0 rad/s, x4y = 0 rad/s. (6.7)
Uz ogranic¢enja nad upravljackom varijablom u obliku nejednakosti

—Umaz S Uy S Umaz; —Umaz S U2 S Umaxy Wmaz = 10 Nm. (68)

Funkcija cilja zadana je kao

q
T = Kyubi(x(ty)) (6.9)
k=1
gdje
bk:ka—xk(tf)7 k=1,2,34. (610)

Koeficijenti unutar funkcije cilja K3, ¢e osigurati ograni¢enja na upravljacku varijablu
za viSe vrijednosti.

Nacin rjesavanja ovog problema koriste¢i klasu hiperdualnih brojeva za trazenje
rjeSenja boljeg od onog dobivenog ugradenim rjeSavacem s postavljenim opcijama na
default je slican poput onog u problemu optimiranja kemijskog procesa. Prvo se trazi
vrijednost upravljacke varijable po ugradenom algoritmu koriste¢i takoder ugradeni
’sqp’ algoritam koji je poseban po tome Sto u svakoj iteraciji se zadovoljavaju uvjeti
postavljeni na ogranicavanje upravljacke varijable. Nadalje, upravljacka varijabla
dobivena ovim postupkom sada je pocetna tocka u algoritmu koji koristi klasu
hiperdualnih brojeva za racunanje Jacobijana u svakom koraku iteracije. Tocan nacin
pozivanja ovih dviju rjeSavaca prikazan je u kodu ispod:

function uizl = control (u)

3 global N

5 umin

-10*ones (2, N);
10*ones (2, N);

umax

optionsl = optimset(’Display’, ’iter’, ’Algorithm’, ’sqp’);
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s uizl_temp = fmincon(’cost_function_base’, u, [1, [1, [1, [], umin,

umax, [], optionsl);

9 options = optimset(’GradObj’,’on’,’Display’, ’iter’, ’Algorithm’, ’sqp
>,’TolFun’ ,5e-7,’MaxIter’,3);
10 uizl = fmincon(’cost_function’, uizl_temp, [1, [1, [I, [], umin, umax,

[1, options);

Kod 6.6: Funkcija za dobivanje optimalne upravljacke varijable

Funkcija ’cost_function_base’ u kodu 6.6 zapravo je m-datoteka u kojoj se rjesava
diferencijalna jednadzba sustava zadanog jednadzbama (6.2) uz pocetne uvjete. Zatim
se ta dobivena vrijednost koristi kao pocetna tocka u iteraciji gdje se Jacobijan funckije
cilja racuna koriste¢i HD brojeve. U kodu ispod prikazani su rezultati iteracija provedeni
u MATLAB-u:

1 Iter Func-count Fval Norm of First -order
2 step optimality
3 33 6834 2.391658e-09 1.548e-02 5.289e-07

Optimization completed because the objective function is non-
decreasing in feasible directions.

5 0 1 2.391658e-09 0.000e+00 5.226e-07

6 1 3 2.380166e-09 3.408e-06 5.176e-07

7 fmincon stopped because the size of the current step is less than

= the default value of the step size tolerance and constraints are

o satisfied to within the default value of the constraint tolerance.

Kod 6.7: Rezultati iteracija u MATLAB-u

Poruka programa prikazana u kodu 6.7 govori da je mjera za velicinu koraka koristenog
u trazenju iduée tocke u iteraciji dosegla veli¢cinu manju od zadane (default) vrijednosti
algoritma. Prema tome dobiveno rjesenje je zadovoljavajuce za postavljene tolerancije
korisnika. RjeSenje koriste¢i klasu HDbrojeva za racunanje Jacobijana prema tome
daje bolje rjesenje od iteracije s zadanim postavkama jer je i vrijednost funckije cilja
minimalnija. Rezultati rjeSavanja diferencijalne jednadze koristec¢i upravljacku varijablu
dobivenu preko ’fmincon’ funkcije su prikazani na slikama koje slijede.

Na slici 6.3 vidi se da varijable stanja dosezu trazenu vrijednost te da se brzine
vra¢aju na vrijednost nula, prema tome su rezultati zadovoljavajuc¢i. Ostaje prikazati

jos vrijednosti upravljacke varijable:
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Slika 6.4: Varijable stanja SCARA robota za slucaj 1

Na slici 6.4 vidi se da i upravljacke varijable ostaju unutar zadanih ogranicenja, a
mogla bi se uvesti u saturaciju tako sto bi smanjili vrijeme izvrsavanja procesa na ispod

2 sekunde.
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Za vrijeme izvrsavanja transformacije robota iz pocetnog u isto zeljeno stanje

definirano jednadzbama (6.7) postavljeno na t; = 1.5s uz istu funckiju cilja i

ogranicenja na upravljacku varijablu imamo rezultate prikazane na slijede¢im slikama.
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Na slici 6.5 iz grafova pozicija ¢; i o vidljivo je da je zahtjev za vrijeme izvrSavanja
od 1.5 s ipak prezahtjevno jer robot ne stigne izvrsiti transofmaciju, takoder ni brzine
nisu postigle zahtijevanu vrijednost od nula. Pretpostavka je da su upravljacke varijable

usle u saturaciju jer inace bi ostalo prostora za bolje performanse.

u, INm]
T
/

t[s]

u, (N}
T

t[s]

Slika 6.6: Upravljacke varijable SCARA robota za slucaj 1 za vrijeme ¢; =
1.5s

Na slici 6.6 vidljivo je da upravljacka varijable u; ulazi u saturaciju za razliku od
ug, a to je zato Sto je na link 1spojen i link 2 pa podnosi veée optere¢enje. Rezultati
optimizacije pokazuju da iteracije u kojima se Jacobijan ra¢una metodom HD brojeva
brze konvergiraju od ugradenih postavki optimizacijskog algoritma jer i norma koraka

pada brze te je prikazano u kodu ispod:

1 Iter Func-count Fval Norm of First -order

2 step optimality

3 99 20100 4.213728e-02 1.638e-01 5.368e-04

i fmincon stopped because it exceeded the function evaluation limit,
5 options.MaxFunctionEvaluations = 20000 (the default value).

6 0 1 4.213728e-02 0.000e+00 5.369e-04

71 3 4.213097e-02 2.571e-03 5.366e-04

8 2 5 4.210026e-02 1.238e-02 5.354e-04

9 3 7 4.200551e-02 3.925e-02 5.316e-04

10 fmincon stopped because it exceeded the iteration 1limit,
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options.MaxIterations = 3 (the selected value).

Kod 6.8: Rezultati iteracija u MATLAB-u

6.2.2. Transformacija robota iz inicijalnog u zZeljeno stanje uz pracenje

referentne trajektorije

U ovom slucaju pocetno stanje robota je
21(0) = 0 rad, z,(0) = % rad, 73(0) = 0 rad/s, 24(0) = 0 rad/s, (6.11)
dok su ogranicenja upravljacke varijable
—Umar < U1 < Upmaz, —Umaz < U2 < Umazs Umaz = 10 Nm., (6.12)

Funkcija cilja zadana je u obliku
J = x(ty), (6.13)
gdje je
X = (Xr — Xo)? + (Y, = Yy)?,
= [y cos (x1) + Iy cos (x1 + o),

= [y sin (x1) + Iy sin (1 + z3),

)
X4 = 2cos (wt)

Y

Y;=2 t
f sin (wt), w = 2tf

Koordinate X, i Y, oznacuju poziciju vrha drugog linka s obzirom na koordinatni sustav
vezan uz postolje robota definiran kao Kartezijski koordinatni sustav s dvije dimenzije
¢ije je ishodiste u prvom zglobu prvog linka. Varijable X, i Y; su zadane koordinate
vrha drugog linka.

U ovom slucaju opet se trazi pocetna tocka iteracije algoritma u kojem se horisti

klasa HD preko iteracije s ugradenim algoritmom i postavkama na default.

function uizl = control (u)

3 global N
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-10*ones (2, N);
10*ones (2, N);

5 umin

6 umax

7 optionsl = optimset(’Display’, ’iter’, ’Algorithm’, ’sqp’);

s uizl_temp = fmincon(’cost_function_base’, u, [1, [1, [1, [I, umin,
umax, [], optionsi);

9 options = optimset(’GradObj’,’on’,’Display’, ’iter’, ’Algorithm’, ’sqp
> ’TolFun’ ,5e-7,’MaxIter’ ,4) ;

0 uizl = fmincon(’cost_function’, uizl_temp, [1, [1, [1, [], umin, umax,

[, options);

Kod 6.9: Trazenje optimalne upravljacke varijable sa slucaj 2

U kodu 6.9 funckija ’cost_function_base’ je zasebna m-funkcija u kojoj se racuna
funckija cilja:

i function J = cost_function_base (u)

N

global N tau
xout = my_euler_old(u, tau, N);
5 J= xout (5,N-1);

Kod 6.10: Funckija cilja u slucaju 2
gdje je ‘my_euler_old’ zasebna m-funckija u kojoj se rjesava diferencijalna jednadzba
sustava za pocetne uvjete:

i function x = my_euler_stari(u, h, n_i)

V]

3 % Euler method for ODEs solution
5 global x0 n
7 x(1:n, 1) = x0;

9 for j = 1:mn_1i
10 f = ODE_scara(x, u, j);
11 x(:y, j+1) = x(:, j) + hx*f;

12 end

Kod 6.11: Rjesavanje diferencijalne jednadzbe sustava

Nadalje, u kodu 6.9 funckija ’cost_function’ je m-funkcija u kojoj je uz funckiju cilja

drugi izlazni argument Jacobijan koji se racuna koriste¢i klasu HD brojeva.
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function [J,grad]l = cost_function (u)
global N tau

xout = my_euler_stari(u, tau, N);
J= xout (5,N-1) ;

grad =HD_Jacobian_Call (@derivacija,u);

Kod 6.12: Funckija cilja s Jacobijanom

Ovdje je potrebno naglasiti da u funckiji ’derivacija’ rjesenje sustava diferencijalnih
jednadzbi rac¢una drugacije od onog u prikazanog u funkciji 6.11, jer je potrebno
prilagoditi rezultate meduoperacija klasi HD brojeva koja u ovoj implementaciji ne
moze raditi sa vektorskim produktima matematickih funckija ili operatora.

Rjesenje koje dobivamo u naredbenom prozoru MATLAB-a izvodenjem koda

prikazanog u 6.9 je sljedece:

Iter Func-count Fval Norm of First -order
step optimality
3 99 20100 9.405245e-02 3.089e-01 1.809e-04

ot

fmincon stopped because it exceeded the function evaluation limit,

options.MaxFunctionEvaluations = 20000 (the default value).

0 1 9.405245e-02 0.000e+00 1.736e-04
1 3 9.405232e-02 4.112e-04 1.083e-04
2 5 9.405161e-02 2.009e-03 1.086e-04
3 7 9.404820e-02 9.988e-03 1.104e-04
4 9 9.403316e-02 4.854e-02 1.192e-04

fmincon stopped because it exceeded the iteration limit,

options.MaxIterations = 3 (the selected value).

Kod 6.13: Naredbeni prozor u MATLA-u za slucaj 2

Opet je vidljivo kako iteracije u kojima se koristi HD kod za racunanje matrice Jacobijan
brze konvergiraju optimalnom rjesenju te da norma koraka postize manje vrijednosti za

nekoliko redova veli¢ine.
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Varijable stanja sustava nakon izvodenja simulacija sa optimalnom vrijednoséu

upravljacke varijable su prikazani na slici 6.7.
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Slika 6.7: Varijable stanja SCARA robota za slucaj 2 za vrijeme ¢ty = 2 s.
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Nadalje, upravljacke varijable su prikazane na slijede¢im grafovima.
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Slika 6.8: Upravljacke varijable SCARA robota za slucaj 2.
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Na slici 6.8 vidljivo je kako je samo prva upravljacka varijabla usla u podrucje

saturacije zbog toga sto dijelom pogoni i drugi robotski link.
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Pracenje referentne trajektorije prikazano je na slici 6.9.

2 T

Desired
— — —Real trajectory

18— —

Slika 6.9: Pracenje referentne trajektorije za slucaj 2.

Greska pracenja na slici 6.9 se povecava kako vrijeme simulacije se odmice.



7 | Zaklju¢ak

U ovom radu predstavljena je metoda racunanja prve i druge derivacije funkcije
vise varijabli bazirane na aritmetici hiperdualnih brojeva s primjenama u MATLAB-u.
Krenulo se od uvodenja najprije jednostavnog racunalnog programa koji automatski
racuna derivaciju funckije sto je posluzilo kao motivacija za uvodenje univerzalnog
algoritma ¢ija je zadaca raCunanje derivacija slozenih viSevarijabilnih funkcija.
Objektno programiranje u MATLAB-u dozvoljava da se algoritam baziran na HD
brojevima realizira kreiranjem klase objekata i definiranjem metoda nad atributima
sadrzanim u objekatima i time je osigurano da operacije nad objektima klase strogo
slijede osnovne jednadzbe algoritma. Koristeé¢i niz jednostavnijih algoritama priblizili
smo citatelju mehaniku rada klase i pojasnili bitne korake u postupku rac¢unanja
vrijednosti derivacija te upozorili na ogranicenja i pojasnili moguce nejasnoc¢e u radu
klase. Jedno poglavlje rada u potpunosti je posveceno klasifikaciji svih tehnika
objektog programiranja potrebnih za izradu klase u MATLAB-u, a detaljnim
obrazlozenjima uz primjere samog koda i ¢itatelji koji nemaju iskustva s
programiranjem imaju mogué¢nost upoznati se sa osnovnim principima i tehnikama
objektnog programiranja. Za potvrdu tocnosti algoritma u tre¢em poglavlju rada
provedena je usporedba s metodom centralne razlike i koracno kompleksnom metodom
na primjerima ra¢unanja prve i druge derivacije viSevarijabilne funckije ¢ime je i
numerickim eksperimentom potvrdena toc¢nost definicije 1.

U ostalim poglavljima rada provedeni su numericki eksperimenti na primjerima u
kojima toc¢nost vrijednosti derivacija dolazi do izrazaja. Prvo, kod Newtonove metode

trazenja nultocke poznato je da kovergencija ovisi o vrijednostima derivacija te da je
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uz dovoljnu toc¢nost onda potrebno izvrsiti manje iteracija. @ Na kraju, u dva
optimizacijska problema koristili smo klasu HD brojeva u MATLAB-ovim ugradenim
solverima fmincon i fminunc za racunanje Jacobijana funkcije cilja te su rezultati

prikazali bolju toénost u odnosu na ugradene metode racunanja gradijenta.



A | Prvi prilog

A.1. Kodovi za racunanje derivacija iz poglavlja 4

Kod za racunanje Jacobijana prema algoritmu 2:

Kod za racunanje Jacobijana koriste¢i kompleksnu varijablu prema algoritmu 3:

64
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Kod za racunanje Jacobijana koriste¢i metodu centralne razlike prema algoritmu 4
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Kod za rac¢unanje Jacobijana koristeci koracno kompleksnu metodu prema algoritmu
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Glavni kod za poziv funkcija i prikaz rezultata:
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%hold on;

hsemilogy (Kk, errl, ’g’, ’LineWidth’, 2);
%semilogy (Kk, err2, ’r’, ’LineWidth’, 2);
%semilogy (Kk, err3, ’--°, ’LineWidth’, 2);

%hold off;
%legend (’Hyperdual numbers’,’Finite Difference’, ’Complex variable
method ’)

3 %hxlabel (’k (Step size h=10"{-k})’), ylabel(’Normalized error’)

Tttt tololo oot totolotoToTo ot thtotototoToToTo ottt %o toToToToTo oot %o ToToTo To To To o %o % %o %o 1o To To To T o %o %o ¥o 1o T

A.2. Kodovi kod koristenja klase HD brojeva
Newtonovoj metodi
Kod za izvodenje algoritma 6:
function [X, N] = multinewton (funcx, x0, tol)
% Funkcija za rjesavanje sustava nelinearnih jednadzbi primjenom
3 % Newtonove metode
% Poziv funkcije: [X, N] = multinewton(funcx, x0, tol) gdje su
5 % X - izlaz --> rjesenja sustava jednadzbi
%» N - izlaz --> broj iteracija Newtonove metode
%» funcx - ulaz --> M-funkcija u kojoj su definirane jednadzbe sustava
% x0 - ulaz --> pocetne iteracije
% tol - ulaz --> tolerancija pogreske
N = 0;
X = x0;
err = 1;

5 while err > tol

u

Ja_x = [HD_Jacobian_Call(@Jonj_mult_new_fija_1,X);HD_Jacobian_Call

C...

@Jonj_mul_new_fija_2 ,X);HD_Jacobian_Call(@Jonj_mult_new_fija_3

,X) 15
f = feval (funcx, X);
XX = X - Ja_x\f;

err = norm (XX-X);
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Glavni kod za rjesavanje problema pronalazenja ravnoteznog stanja sustava iz 5.6:
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A.3. Kodovi za rjeSavanje optimizacijskih problema u
MATLAB-u

A.3.1. Primjer reaktanta

Racunanje diferencijalnih jednadzbi reaktanta prilagodenih aritmetici HD brojeva:




Poglavlje A. Prvi prilog 73

A.3.2. SCARA robot s 2-DOF

Glavni kod za izvodenje rjeSsavanja optimizacijskog problema SCARA robota u oba

slucaja:
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Rjesavanje diferencijalnih jednadzbi prilagodenih aritmetici HD brojeva:
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